Vorlesung 7a

Normalverteilung und
Zentraler Grenzwertsatz

Tell 1:
Die Standardnormalverteilung auf R2

(vgl. Buch S. 71)



Zur Erinnerung:

Eine R-wertige Zufallsvariable Z mit Dichte

1
gp(a)da.—m

6—a2/2 da

heiRt standard-normalverteilt (auf R1).



Wichtige Beobachtung:

Z1, Z» seien standard-normalverteilt und unabhangig.

(Z41, Z») hat dann die Dichte
p(a1) day p(az) das

—ie_a%/Q L e_a%/Qdaldag

- V2r V2

1 2
= Q—e—'a' /?da, a=(a1,a2) € R2, |a|]? :=a? + d3.
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Die Dichte ist rotationssymmetrtisch!



fla1,ap) =




Definition:
Eine R2-wertige Zufallsvariable Z mit Dichte
L —la?/2 2
f(a)da = —e da, a € R=,
2T

heilt standard-normalverteilt auf R2.



Aufgabe:
Berechne P(|Z|? > b)
fir ein auf R? standard-normalverteiltes Z
und b > O.

Anders formuliert:
Berechne P(Z € A)
mit A := {(z,y) € R? : 22 4+ y2 > b}

ZU berechnen ist also

zi [[ e @ HD 2aay
7T
A



Zur lllustration der Polarkoordinatentransformation:
// e~ @ +v2)/2 g, dy = // e~ "°12 1 dr do
G H

iy




Speziell mit G := A und H := (b, c0) x [0, 27):

2T 00
// e~ (@ +u?)/2 4y dy = / / e~ "/2 1 dr do
{(z,y):22+y2>b} O Vb

= 27T(—€_r2/2) |O\;% = 2meb/2,

. P(|Z|? >b) =P(Z € A)
2 2
= 271_14/6_@3 TY)/2 g dy = e /2.

|Z|2 ist Exp(3)-verteilt!



Eine Folgerung aus der Rotationssymmetrie

(vgl Buch S. 71)



Z1 und Z» seien unabhangig und standard-normalverteilt.

Wir wollen einsehen, dass dann auch
Z1 + Z>

V2

standard-normalverteilt ist.

Daflr gibt es ein schones geometrisches Argument.
Sei €7, €- die Standardbasis in R2.
Wir fassen das zufallige Zahlenpaar Z = (71, Z») auf
als die Koordinaten des zufalligen Vektors

—

7 = 7181+ Z»é5

und stellen fest:
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e 7 ist die Koordinate von Z bgl. des Einheitsvektors &;.
Z1 + 24>

V2

ist die Koordinate von Z bgl. des Einheitsvektors
Udlag \/—61 + \/—62

e Die Verteilung von 7 ist rotationssymmetrisch

Z1t22

Also ist Z1 so vertellt wie NG

Und was dem Einheitsvektor #gj54 recht ist,

Ist jedem Einheitsvektor «w = 11€71 4 €5 hillig !
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Anders gesagt:
Sind Z1, Z> unabhangig und N(O, 1)-verteilt,
dann gilt fir jedes Zahlenpaar (71, 75) mit 77 + 75 = 1:

Y :=7m71 4+ m™Z> ist N(O, 1)-vertellt.

( Denn Y ist die Koordinate von Z = Z1&1 + Z» é>

zum Einheitsvektor o := 11e7 + €5 .)
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Eine wichtige Folgerung hieraus:

Die Summe von
unabhangigen, normalverteilten Zufallsvariablen

Ist wieder normalverteilt.
Denn flr Z1, Z> unabhangig und N (0, 1)-verteilt gilt:

2 2 01 02
0121 + 024 = \|o] + O Al .
(ot + o Vot +o3 o +o3

ist N(0, 07 + o3)-verteilt.
und
(01Z1+p1)+(02Zo+p2) = (0121 + 02Z2) + (1 +12).
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