Vorlesung 6a
Varianz und Kovarianz

Tell 2

(Summen unabhangiger Zufallsvariabler:

Varianz der Binomialverteilung,

@Besetz, Chebyshev-Ungleichung und
Schwaches Gesetz der gro3en Zahlen

(Buch S. 50, S. 26, S74)



Die Rechnung auf der letzten Folie von Teil 1 weist direkt den Weg zum

Satz: X4,..., X, seien paarweise unabhangige reellwertge

Zufallsvariable mit endlichen Erwartungswerten. Dann qilt:

/

Var[X{ 4+ --- Xy] = Var[X4] 4+ - - - + Var[X},].




Die Rechnung auf der letzten Folie von Teil 1 weist direkt den Weg zum

Satz: Xq,..., X, seien paarweise unabhangige reellwertge
Zufallsvariable mit endlichen Erwartungswerten. Dann qilt:
Var[Xq 4+ --- X] = Var[X4] 4+ --- 4+ Var[X,,].
Beweis: Mit 11; := E[X;] ist nach Definition der Varianz
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Wegen der Linearitat des EW ist dies
n
> E[(X; — i) (X5 — )]
1,7=1
Die Summanden mit ¢« = 5 sind = O wegen der Produktformel (V5b2),
die “Diagonalterme™ (@ = j) summieren zu Var[X7] + - - - Var[X,]. O




~Als unmittelbare Folgerung aus diesem Satz

zusammen mit Bsp. 2 in Teil 1 ergibt sich
-

Die Varianz der Bin(n, p)-Verteilung ist npq.



Das /n-Gesetz fur die Standardabweichung

folgt aus der Additivitat der Varianz unabhangiger ZV'er:

Seien X1, ..., Xy, unabhangig

und identisch verteilt mit Varianz o<.

— o

Dann gilt far die Varianz




Das /n-Gesetz fur die Standardabweichung

folgt aus der Additivitat der Varianz unabhangiger ZV'er:

Seien X1, ..., Xy, unabhangig

und identisch verteilt mit Varianz o<.

Dann gilt far die Varianz

des Mittelwerts ™M, := %(Xl —I—%

Var[My,] = # ‘nol = %02.

Man hat somit das berihmte /n-Gesetz:



Die Ungleichung von Chebyshev
liefert eine Quantifizierung der anschaulichen Botschaft

“Je weniger eine reellwertige Zufallsvariable streut,
mit um so grofBerer Wahrscheinlichkeit

fallt sie nahe zu ihrem Erwartungswert aus.”



Die Ungleichung von Chebyshev:
Y sei eine reellwertige Zufallsvariable
mit endlichem Erwartungsv@;
Dann gilt fir alle £ > O:

P(|Y — 4| > €) < 5 Var[Y]

=




Die Ungleichung von Chebyshev:
Y sei eine reellwertige Zufallsvariable

mit endlichem Erwartungswert .

Dann gilt fir alle £ > O:
P(IY — u|> €) < -5 Var[y)
e -
Bewels:
Mit| X := (Y — u)? Jist die Behauptung &quivalent zu

P(X >¢e?) < eizE[X].

Das aber folgt aus der Ungleichung von Markov. [J
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Das Schwache Gesetz der Grof3en Zahlen

ist eine unmittelbare Folgerung aus dem /n-Gesetz

zusammen mit der Ungleichung von Chebyshev:

Seien X1, X», ... unabhangig
und identisch verteilt mit Erwartungswert p und

endlicher Varianz. Dann gilt fGr die Mittelwerte
My = H(X1 4+ Xn):

1
P(|Mn — p| > e) < —Var[Mp])}— 0 flrn — oo.
£
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