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Die Einschluss-Ausschlussformel
(Buch S. 57-58)
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Die im vorigen Teil diskutierte Eigenschaft

(ii) P(E1) +P(E2) = P(E1 ∪ E2) +P(E1 ∩ E2)

bzw. äquivalent dazu

P(E1 ∪ E2) = P(E1) +P(E2)−P(E1 ∩ E2)

wird verallgemeinert durch die

Einschluss-Ausschluss-Formel:

P(E1 ∪ · · · ∪ En)

=
∑

i

P(Ei)−
∑

i<j

P(Ei ∩ Ej) + · · · − · · · ±P(E1 ∩ · · · ∩ En) .
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Beweis der Einschluss-Ausschluss-Formel:

1− IE1∪···∪En

fällt genau dann auf 0,

wenn mindestens eines der IEi
auf 1 fällt,

ist also gleich dem Produkt

(1− IE1
) · · · (1− IEn

)

Ausmultiplizieren ergibt

1−
∑

i

IEi
+

∑

i<j

IEi∩Ej
− · · · .

Gehe dann über zum Erwartungswert. �
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Beispiel (vgl Buch S. 58). X = (X1, . . . , Xn) sei eine

rein zufällige Permutation von 1, . . . , n.

Was ist die W’keit, dass X mindestens einen Fixpunkt hat?

Sei Ei := {Xi = i}. Wir arbeiten mit der E-A-Formel.

Offenbar gilt für i1 < · · · < ik:

P(Ei1
∩ · · · · · · ∩ Eik

) =
(n− k)!

n!
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Beispiel (vgl Buch S. 58). X = (X1, . . . , Xn) sei eine

rein zufällige Permutation von 1, . . . , n.

Was ist die W’keit, dass X mindestens einen Fixpunkt hat?

Sei Ei := {Xi = i}. Wir arbeiten mit der E-A-Formel.

Offenbar gilt für i1 < · · · < ik:

P(Ei1
∩ · · · · · · ∩ Eik

) =
(n− k)!

n!

(denn es gibt (n− k)! Permutationen von 1, . . . , n

mit Fixpunkten bei i1, . . . , ik)

Für jedes k gibt es
(

n
k

)

Mögl’k’ten, i1 < · · · < ik zu wählen.

Also:



∑

i1<i2<···<ik

P(Ei1
∩ · · · · · · ∩ Eik

) =
(n

k

)(n− k)!

n!
=

1

k!
.
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∑

i1<i2<···<ik

P(Ei1 ∩ · · · · · · ∩ Eik
) =

(n

k

)(n− k)!

n!
=

1

k!
.

Mit der E-A-Formel folgt für die gefragte W’keit

P(E1 ∪ · · · ∪ En) = 1− 1
2! + · · · ± 1

n!. �



∑

i1<i2<···<ik

P(Ei1 ∩ · · · · · · ∩ Eik
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(n

k

)(n− k)!

n!
=

1

k!
.

Mit der E-A-Formel folgt für die gefragte W’keit

P(E1 ∪ · · · ∪ En) = 1− 1
2! + · · · ± 1

n!. �

(Für n → ∞ konvergiert das übrigens gegen 1− e−1,

denn aus der Mathe 1 ist bekannt:

ea =
∞
∑

k=0

ak

k!
= 1+ a+

a2

2!
+

a3

3!
+ · · · ,

e−1 =
1

2!
−

1

3!
+

1

4!
− · · ·


