Vorlesung 2a

Diskret uniform vertellte
Zufallsvariable

(Buch S. 6-11)



Erinnerung und Auftakt



XS

Sei S eine endliche Menge.

Eine Zufallsvariable X heil3t uniform verteilt auf S,

wenn

furallea € S.

Damit beschreibt X eine rein zufallige Wahl aus S.



Beispiel aus Vorlesung 1b:

S={1,2,...,9}"

X :=rein zufallige 1 ... g - Folge der Lange n.



Eine auf einem endlichen Wertebereich
uniform verteilte Zufallsvariable nennt man auch

diskret uniform verteilt.
ﬁ



Heute lernen wir drei weitere Beispiele

von diskret uniform verteilten Zufallsvariablen kennen:

1. Rein zufallige Permutation
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Heute lernen wir drei weitere Beispiele

von diskret uniform verteilten Zufallsvariablen kennen:

1. Rein zufallige Permutation
2. Rein zufallige k-elementige Tellmenge

3. Uniform verteilte Besetzung

Bei der Gelegenheit erarbeiten wir auch ein paar
Hilfen fars Abzahlen.



Tell 1

Rein zufallge Permutation

(Buch S. 6-8)



1. Elementares



Eine Permutationvon 1,.../n

ist eine bijektive Abbildung der Menge {1, ..., n} auf sich.
AN —

Z.B. mitn=7




Eine Permutationvon 1,....n

ist eine bijektive Abbildung der Menge {1, ..., n} auf sich.

rscheinlich ist es,
dass eine rein zufallige Permutation
genau so ausfallt?



Wieviele Permutationenvon 1, ..., n gibt es?

n Moglichkeiten fir das Bild von 1
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Wieviele Permutationenvon 1, ..., n gibt es?

n Moglichkeiten fir das Bild von 1
mal (n — 1) Moglichkeiten fir das Bild von 2
mal (n — 2) Moglichkeiten fir das Bild von 3

=—nn—1)(n—-2)---2-




Sei X eine rein zufallige Permutationvon 1, ..., n,

d.h. eine Zufallsvariable, deren Zielbereich
S := die Menge aller Permutationenvon 1,...,n

Ist, und die auf S uniform verteilt ist.

FUr alle Elemente a € S qilt also:
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2. Zufallige Permutation und zufalliges Ziehen
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Wie kann man sich eine rein zufallige Permutation

entstanden denken?
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Wie kann man sich eine rein zufallige Permutation

entstanden denken?

Zum Beispiel: als Folge der gezogenen Nummern
beim n-maligen rein zufalligen Ziehen ohne Zurlicklegen
aus {1,2,...,n}.



Wie kann man sich eine rein zufallige Permutation

entstanden denken?

Zum Beispiel: als Folge der gezogenen Nummern
beim n-maligen rein zufalligen Ziehen ohne Zurlicklegen
aus {1,2,...,n}.

Szenario: eine stets ideal durchmischte Urne
mit anfangs n Kugeln, beschriftet mit den Nummern 1, ..., n.
Ziehe sukzessive ohne Zuruicklegen alle n Kugeln

und notiere die gezogenen Nummern in Reihenfolge.



3. Zyklendarstellung einer Permutation
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Jede Permutation zerfallt in Zyklen

Beispiel:

Sy
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Jede Permutation zerfallt in Zyklen

Beispiel:
1234567
N R
527 3146
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Jede Permutation zerfallt in Zyklen

Beispiel:
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Die Lange des Zyklus, der die Eins enthalt, ist hier
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Sei X eine rein zufallige Permutationvon 1,...,7,

Wie wahrscheinlich ist es, dass der die 1 enthaltende Zykel

genau die Lange 3 hat?

Wieviele Permutationenvon 1,...,7 gibt es, bei denen
der die 1 enthaltende Zykel genau die Lange 3 hat?
Esgibtdavon 6 -5 -1 -4! Stick (warum?)

6! 1
Also ist die gefragte W'keit: 7— =

e WN uw e Wall vo ol 7,
e ] STkl | 1Y
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Jetzt allgemein:
FUr eine Permutation a € S bezeichne

h(a)

die Lange des Zyklus von a, der die Eins enthalt.

Sei X eine rein zufallige Permutation von {1,... ,n},
also eine rein zufallige Wahl aus S,
undseif e {1,2,...,n}.

CP(A(X) =1¢) =7
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Wieviele Permutationen a € S gibt es mit h(a) = £7
A:={a € S:h(a) =4}
HA ="
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A=a :
{a€S:a(l)#1,a%(1) # 1
at~1(1) # 1,af<1>;i}
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A={ae S :a(l)#~1,a°(1)#1,...,
a*~1(1) # 1,a°(1) =1}

#HA=(n-1)(n-2)---(n—U—-1))-1-(n—4)---1

= (n—1)!



#A=(n-1), #£S
= nl

P(XGA)z#—A

#S

(n—1)!

n!

1
n

28



#A=(n-1), # S
= nl

P(XeA)z#—A

#S




A={a€S: h(a) =10
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A={ae€S:h(a) =1V}

{(X € A} ={h(X) ={;
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A={{a € S:h(a) =1}

{

X e A} ={h(X) =1}

P(h(X) = () = %



P(h(X) =£) =

n

14
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P(h(X)=10) =2, ¢

=1,...n
n
Fazit:
Die Lange desjenigen Zyklus \

. . S ] //
einer rein zufalligen Permutationvon 1, ..., n,

der die Eins enthalt,

ist uniform verteilt auf {1,...,n}.

/
/
//



