Vorlesung 1a

Zufallsvariable und
Ereignisse,
Wahrscheinlichkeiten und
Verteilungen

Ein erster Blick



1. Rein zufallige Wahl aus einer endlichen Menge



Prototypisches Beispiel einer Zufallsvariablen:

X

RN

S

rein zufallige Wahl eines Punktes aus einer Flache

(z. B. aus dem beigen Quadrat S)



Prototypisches Beispiel einer Zufallsvariablen:

X

RN

S

Was heif3t “rein zufallige Wahl” eines Punktes aus S?



S

Furs Erste sind endlich viele Pixel leichter vorstellbar

als ein Kontinuum aus unendlich vielen Punkten.



Stellen wir uns vor, S besteht aus 1000 x 1000 Pixeln



Stellen wir uns vor, S besteht aus ¢ Pixeln, mit ¢ € N



“Rein zufallige Wahl aus S” soll heif3en:

X

RN

S

alle Pixel in S haben dieselbe Chance,

zum Zug zu kommen.



S

Man spricht dann von einer

uniform auf S verteilten Zufallsvariablen X



Analogie zum fairen Wurfeln:

Die Menge der moglichen Ausgange ist hier

S =1{1,2,3,4,5,6}.

Auch hier wird der zufallige Ausgang beschrieben durch eine

uniform auf S verteilte Zufallsvariable X.
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Wir halten fest:

Zufallsvariable mit Werten in einer endlichen Menge S

entsprechen einer zufalligen Wahl aus S.

Auf S uniform verteilte Zufallsvariable
entsprechen einer rein zufalligen Wahl aus S,
bei der alle Elemente von S die gleiche Chance haben,

zum Zug zu kommen.
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2. Ereignisse
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Betrachten wir wieder unser Quadrat S

S

diesmal zusammen mit einer bestimmten Teilmenge A von S
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Bei der Wahl eines Pixels aus S

kann die Wahl auf A fallen

— oder auch nicht.
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Bei der Wahl eines Pixels aus S

S

kann das Ereignis “X falltin A” eintreten

— oder auch nicht.
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Das Ereignis “X fallt in A”

notiert man als

(X € A}
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Die Menge aller Ereignisse {X € A}, A C S,

nennt man auch die

“von X erzeugte Kollektion von Ereignissen”.

Ereignisse kann man (aussagen-)logisch verkntpfen, z.B. qilt:

{X € Ayund {X € B} = {X € AnB}.

Mehr dazu spater!
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3. Wahrscheinlichkeiten
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Wie wahrscheinlich ist es,
dass bei einer rein zufalligen Wahl eines Pixels aus S
die Wahl auf A fallt?

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses {X € A}?

.... eine Zahl zwischen 0 (= 0%) und 1 (= 100%)

Merke: Das Ereignis { X € S} hat Wahrscheinlichkeit 1.
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Far die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses { X € A}

schreiben wir

P({X € A})

oder kurz

P(X € A).

P steht fUr probabilitas ( = Wahrscheinlichkeit)
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S

Bei der rein zufalligen Wahl eines Pixels aus S,
beschrieben durch die Zufallsvariable X, ist
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {X € A}
proportional zur Anzahl der Pixel in A.
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Zusammengefasst:

X ist rein zufalliger Pixel aus dem Quadrat S
bedeutet:

FUr jede Teilmenge A von S ist

Anzahl der Pixel in A
Anzahl der Pixel in S

P{X e A})=

Lies und merke:
die Wahrscheinlichkeit, dass X in A fallt
ist der Anteil der Menge A an der Menge S.
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4. Schatzung eines Flachenanteils
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Eine Anwendung der “rein zufalligen Wahl”:

Monte-Carlo Schatzung eines Flachenanteils.
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Wir fragen:

Wie grof3 ist der Anteil der blauen Flache

an der Flache des Quadrats?
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und Ubersetzen in die Sprache der Stochastik:

Y

S

Wie wahrscheinlich ist es, dass die
rein zufallige Wahl eines Pixels aus dem Quadrat S

in die blaue Flache trifft?
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Wie wir bald sehen werden

(und wie auch intuitiv klar ist)

gibt es einen engen Zusammenhang zwischen

Wahrscheinlichkeiten und Trefferquoten.
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Angenommen wir haben ein Werkzeug, mit dem man

einen rein zufalligen Pixel aus dem Quadrat wahlen kann

— und das nicht nur einmal, sondern “immer wieder neu”.
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Wir bekommen dann mit unserem Werkzeug

nicht nur einen einzigen rein zufalligen Pixel,

sondern sogar beliebig viele,

genauer:

eine rein zufallige Folge (X1, X5, .....)

von Pixeln in S.

29



Sei A CS.
ZiZ: 1A(Xi)7 1 =1,2,...
zahlt, ob X; in A fallt.

Dabei ist
1furz € A

1 —
A =\ 0firz e 5\ A

die Indikatorfunktion der Menge A.

Mit dieser Abbildung von S nach {0, 1}
wird die S-wertige Zufallsvariable X

zur {0, 1}-wertigen Zufallsvariablen Z; “verarbeitet”.
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Z; = 1 4(X;) ist der der Indikator (“der Zahler”)

des Ereignisses “X; fallt in A”.
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Eine alternative Schreibweise flr 1 4(X;) ist Iy x.c 4}
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Z; = 14(X5) = Iix,eny

~,
7

10,1}

Eine alternative Schreibweise flr 1 4(X;) ist Iy x.c 4}
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{X; € A} und {Z; = 1} sind zwei Schreibweisen fir
dasselbe Ereignis “X; fallt in A”
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5. Die Verteilung der zufalligen Trefferquote
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lllustriert durch ein R-Programm
werden n = 100 Punkte
“rein zufallig” aus dem Quadrat gewahilt.
Z; =14(X,), i=1,2,...

Die zufallige Zahl
M := 155(Z1 + - + Z100)
(die “Trefferquote”)
ist ein Schatzer fur die Wahrscheinlichkeit
p.=P(X €A

(und damit flr den gefragten Flachenanteil).
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Ein Ergebnis (“eine Realisierung”) von (X1, ..., X100)
liefert eine Realisierung von (Z1, ..., Z100)
und damit eine Realisierung von M

(einen Schatzwert fUr p).

Wie “zuverlassig” ist dieser Schatzwert?

37



M = 1355(Z1+ - + Z100)

Es sei an dieser Stelle verraten:
Der Anteil der blauen Flache am Quadrat
(den man in der Realitat ja nicht kennt) ist in unserem Beispiel
p = 0.195

Damit hat M gar keine Chance, exakt auf p zu fallen, denn
der Wertebereich von M

(d.h. die Menge der moglichen Ausgange) ist
o { 0 1 99 100}

— 1100’ 100" "’ 100’ 100
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Wie zuverlassig ist M als Schatzer far p?
Davon machen wir uns ein Bild, indem wir viele
(z.B. 1000) “unabhangige Kopien” von M erzeugten
und in einem Histogramm darstellen,

wie oft welche Ausgange realisert wurden.
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Verteilung von M (Naherung aus 1000 Wiederholungen):

Frequency

40 60 80 100 120

20

I I I
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
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Wie zuverlassig ist M als Schatzer far p?
Davon machen wir uns ein Bild, indem wir viele
(z.B. 1000) “unabhangige Kopien” von M erzeugten
und in einem Histogramm darstellen,
wie oft welche Ausgange realisert wurden.

So bekommen wir eine naherungsweise Darstellung
der Verteilung von M.

Die Verteilung von M ist bestimmt durch ihre Gewichte
p(b) =P(M =1b), bes.
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Verteilung von M (Naherung aus 1000 Wiederholungen):

120

100

Frequency
60 80
l l l

40

20
|

0
|

I|I|‘|
[
0.1

Die 101 moglichen Ausgange von M
sind (bei weitem) nicht gleich wahrscheinlich:
die Verteilung von M “ist um p konzentriert”.

“llll.
I
0.3

0.0 0.2 0.4
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6. Zusammenfassung
der wichtigsten Begriffe
der ersten Stunde
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Ein Logo der Elementaren Stochastik:

X

X ...zufallige Wahl eines Elements aus S

S ...Menge von moglichen Ausgangen
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Ein Logo der Elementaren Stochastik:

X

X ...Zufallsvariable
mit Zielbereich (Wertebereich) S
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Wir interessieren uns flr die Wahrscheinlichkeit

des Ereignisses “X falltin A”

X

Dabei ist A eine bestimmte Teilmenge von S.
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Ereignisse werden (wie Mengen)

in geschweiften Klammern notiert:

{X € A}
Lies:
“X falltin A”.
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“X ist rein zufallig”
heil3t im Fall einer endlichen Menge S
alle Elemente von S haben die gleiche W'keit

gewahlt zu werden.

Dann ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses “X fallt in A”:

P({X € A}) =72

#S

Statt P({X € A}) scheiben wir kurz:
P(X € A).
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Die Ereignisse { X € A} und {Z = 1} stimmen Uberein!
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Ein Ausblick ins Kontinuum:

“X ist rein zufallige Wahl aus S’

heiBt im Fall einer kontinuierlichen Menge S C R<:

jede (messbare) Teilmenge A von S
kommt mit einer W'kt zum Zug,
die dem relativen Anteil inres Volumens

am Volumen von S entspricht:

Volumen von A

P(XeA)=
( ) Volumen von S
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Stochastik fur die Informatik

Wintersemester 2020/21

Anton Wakolbinger



Stofl-Webseite:
https://www.math.uni-frankfurt.de/
~ismi/wakolbinger/teaching/Stofl2021/

Oder:
google: “Wakolbinger”
—  Goethe-Universitat — Homepage A. Wakolbinger
—  Veranstaltungen WS 2020/21

Dort: Link zum
Moodle-Kurs “Stochastik fur die Informatik”



Anmeldung zu einer Ubungsgruppe:

elektronisch ( < Stofl - Webseite)

bis Donnerstag 05.11.2020, 24 Uhr
nach dem first come - first serve Prinzip
Gruppenzeiten:

Di 14-16, Di 16-18,

Mi 12-14, 12-14

Do 12-14 , Do 12-14, Do 14-16

Fr8-10, Fr 10-12, Fr 14-16



Seit gestern (02.11.) sind alle 10 Gruppen (a 40) voll.

Wenn Sie sich noch zu den Ubungen anmelden wollen, dann
schreiben Sie bitte eine E-Mail an den Ubungskoordinator:
Herrn Florin Boenkost, boenkost@math.uni-frankfurt.de

mit der Angabe von Ihnen moglichen Terminen.

Und bitte halten Sie Inre Anmeldung nur dann aufrecht,

wenn Sie wirklich an den Ubungen teilnehmen wollen.


mailto:boenkost@math.uni-frankfurt.de

jeweils spatestens Dienstags:

Neues Ubungsblatt im Moodle-Kurs

Tipps zu den Ubungsaufgaben:
in den Tutorien

(und zu Blatt 1 auch schon in der Vorlesung diesen Freitag)

Termin fOr die elektronische Abgabe
der schriftlichen Losungen der “S-Aufgaben”:

Freitags (10 Tage nach Ausgabe des Blattes)

Leitfaden zur elektronischen Abgabe: siehe Moodle-Kurs.
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In der Woche nach der Abgabe

werden die Losungen in den Tutorien besprochen.



Abschlussklausur: Dienstag, 16 Februar 2021
Zweitklausur: Donnerstag 08. April 2021.

Beide Termine sind derzeit noch unter Vorbehalt.

In der Klausur konnen 100 Klausurpunkte erreicht werden.
Die Note errechnet sich aus
der Summe der Anzahl der erreichten Klausurpunkte

plus der Anzahl der im Tutorium erreichten Bonuspunkte.



Abschlussklausur: Dienstag, 16 Februar 2021
Zweitklausur: Donnerstag 08. April 2021.

Beide Termine sind derzeit noch unter Vorbehalt.

In der Klausur konnen 100 Klausurpunkte erreicht werden.
Die Note errechnet sich aus

der Summe der Anzahl der erreichten Klausurpunkte
plus der Anzahl der im Tutorium erreichten Bonuspunkte.
Betragt diese Summe mindestens 45,

gilt die Abschlussprifung Uber die Veranstaltung
als bestanden.



Bonuspunkte (maximal 12):

durch aktive Beteiligung in den Tutorien.

Bonuspunkte bekommt man nur, wenn man
mindestes zweimal im Semester
Lésungen von Ubungsaufgaben (oder Teile davon)

Im Tutorium vorstellt,

und grundsatzlich nur fir die Aufgaben, bei deren

Losungsbesprechung man im Tutorium anwesend ist.



Lehrbuch:

GOtz Kersting, Anton Wakolbinger
Elementare Stochastik, Birkhauser, 2. Aufl. 2010,
Preis: 19,99 EUR

Semesterausleihe moglich aus der
Bibliothek des Mathematischen Seminars,

Robert-Mayer-Str. 8, 4. Stock

In der UB als E-Book vorhanden



Vorlesung 1b

Wahrscheinlichkeit von Kollisionen

bei der wiederholten rein zufalligen Wahl
aus endlich vielen moglichen Ausgangen

(Buch S. 1-5)



Tell Zwei:

Approximationen

der Wahrscheinlichkeit fur Kollisionsfreiheit

win,g) =TI (1)

1=1



w(n)

1.0

0.2 0.4 0.6 0.8

0.0

Wahrscheinlichkeit fuer Kollisionsfreiheit bei g=365

w(n)

20 40 60 80 100

120




1. Approximation Uber
die Linearisierung von exp



1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

far0 <t < 1:

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0




1.00

0.98

0.96

0.94

0.92

0.90

far 0 < ¢ < 0.1:

0.00

0.02 0.04 0.06

0.08




Lokale lineare Approximation von t — e~ bei t = O:

e t=1—t+o(t) firt— 0.

Dabei ist der Term o(t) von kleinerer Ordnung als t, d.h. tlirr(l) O(tt) = 0.
%

Salopp geschrieben:
e t~1—t firkleine t.

Damit bekommen wir fir kleines 2 die Approximation

n—1 i i_l ;
i=1 9 i=1 g

oo (_ nz—:l Z) — o (_(n — 1)n)

i—=19 2g



Also fUr kleines %, d.h. fir n < g:

(n — 1)n> |

w(n, g) ~ exp (—
29

Gibt es auch eine Naherungsformel,

die brauchbar ist fur alle n < ¢?

In der Tat!



2. Die Stirling-Approximation

(Buch S. 4-5)



gg—1)---(g—(n—1))
gn

w(n,g) =

_9(g-1)---(g-(n-1))(g—n)(g—n—-1)---

g" (9g—n)(g—n—1)---
_ g!
w9 = Gty —

mitk! :=1-2..-k, lies: k-Fakultat

10



Die Stirling-Formel:

k! =~ V2mk (Ey{

e

11



12



g! 1 n{_" nd
~ e — —
g"(g —n)! 1 —g

Wir formen jetzt den Ausdruck

=g

weiter um. Ein Trick dabei ist es,

(1 _ g)n_g als exp <(n —g)In (1 - g))

ZU schreiben

und dann die Beziehung e%? = ¢*1? zu verwenden:



mit

ool f+(o-2)
)

n() :=t+ (1 —1)In(1—1),
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-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

~0.4

(1—t)In(1 —¢)

0.0

0.2

0.4 0.6 0.8

1.0
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-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

~0.4

(1—t)In(1 —¢)

n(t)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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n(t) =t+(1—t)In(1—1¢), 0<t<1.

o n(t)

0.5
|

0 0.5 1

1 n
P(X e A)~x \/ﬁexp (—gn(g))
g
Stirling-Approximation

der Wahrscheinlichkeit fur Kollisionsfreiheit
17



n(t) :=t+ (1 —t)In(1 —1t), 0<t<1.

] -

n(t)
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Die Folien 19 bis 23 wurden in der Vorlesung nicht
besprochen. Inre Lektlre ist fur das Weitere nicht notwendig,
kann aber (auch in der Remeinszenz an Mathe 1 und 2)
genusslich sein.

Firn < g, alsot := % < 1,
konnen wir

(i) n(t) quadratisch um ¢ = O approximieren
und
(i) den Vorfaktor 11 mittels et ~ 1 — ¢ approximieren:

n
g
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n(t) =t+(1—t)In(1—1¢), 0<t<1.

n(t)
o _
o
t2/2
© - | | |
0 0.5 1

n(l—t)=—t-5 -4 ...
(1—t)In(1—t) = —t+L 4 o(t2) fiirt — 0
n(t) :§+o(t2) flrt — O
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n(t)

t2/2

0 0.5 1

12 ist die quadratische Approximation von n(t) um ¢ = 0.

Firn < g (wie z.B. fir n = 25, g = 365) ist also
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1

= (1 - 75)—1/2 o~ (e—t)—l/Q — 6t/2.

Jetzt zum Vorfaktor

1
1 —t
Insgesamt ist also fur kleine ¢

L o) o Jt/2,—9t2/2
1 —1t¢

Firt .= g < 1 ergibt sich die Stirling+Taylor-Approximation:

2
w(n, g) ~ exp (2—’;) exp (—g—g) =

exp (—n(nQ; 1)>
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Man beachte:

Die Stirling+Taylor Approximation

P(X € A) ~ exp (—n(nQ; 1)>

ISt identisch mit der

Approximation tber die Linearisierung von exp.

Im Buch haben wir hier den Faktor \/1 —n/g
in der Stirling-Approximation vernachlassigt, d.h. gleich 1 gesetzt.
Dadurch erhielten wir im Buch die etwas weniger genaue Naherung

2
w(n, g) ~ exp ( — n_)
2g
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Fazit:

) . 1 n
Fir n < g ist w(n,g) = ; exp (—gn — )
g

mitn(t) =t+ (1 —¢t)In(1 —1), 0<t<1
(Stirling-Approximation).

—1
Firn < g ist w(n,g) ~ exp (_n(n )>

(Approximation Uber die Linearisierung von exp)

Firn? < g ist w(n,g) ~ 1.
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Beispiel: n = 25, g = 365:

= 0.431300

g(g—1)---(g—n+1)
g’I’L

1
exp (—gn (”)) — 0.431308

exp (—n(n _ 1)) — 0.4396

P(X e A) =

25



Vorlesung 1b

Wahrscheinlichkeit von Kollisionen

bei der wiederholten rein zufalligen Wahl
aus endlich vielen moglichen Ausgangen

(Buch S. 1-5)



Teil Eins:

Vom Modell zur Formel



1. Die Fragestellung

— in verschiedenen Verpackungen



n-mal wiederholt wird rein zufallig

ein Pixel aus g = 10° Pixeln gewahlt.

X



n-mal wiederholt wird rein zufallig

ein Pixel aus g = 10° Pixeln gewahlt.

Wie wahrscheinlich ist es, dass dabei

lauter verschiedene Pixel gewahlt werden?



Ziemlich unwahrscheinlich
oder ziemlich hoch wahrscheinlich,
oder so “mittendrin”, fur
n=100 7

n = 1000 ?

n = 10000 ?

Was schatzen Sie?



Bei der “wiederholten rein zufalligen Pixelwahl”

handelt es sich um ein

Ziehen mit Zurucklegen.

Man kann auch denken an eine Urne
mit g Kugeln, nummeriert mit 1,2, ..., g.
Es wird n-mal gezogen.
Nach jedem Zug wird die gezogene Kugel zurtickgelegt,

vor jedem Zug wird “perfekt durchmischt”.



Tema con variazioni:

n Objekte,
g Platze.

Jedes Objekt wird auf einen
rein zufallig ausgewahlten Platz gesetzt.
(Mehrfachbelegungen sind erlaubt!)

Wie wahrscheinlich ist es, dass dabei
keine Mehrfachbelegung (“Kollision”) auftritt?



Objekte 1 .. n

Platze 1 e g

Anders als im Buch wird hier die Anzahl der Kennzeichen mit g (und nicht mit r)
bezeichnet - wegen des besseren typographischen Unterschieds von g zu n
und der Assoziation von g mit Gesamtzahl der Platze, Geburtstage,. ..



Populare Version:

n = 25 Personen auf einer Party

Platz «+— Geburtstag (€ {1,2,...,365})

Wie wahrscheinlich ist es,

dass keine zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben?
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2. Beschreibung durch
eine Zufallsvariable und ein Ereignis.

(Buch S. 2-3)
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Die Objekte denken wir uns mit 1 bis n

und die Platze mit 1 bis ¢ nummeriert.

Ein Ausgang der Platzwahl (ein “Wahlprotokoll”)

lasst sich beschreiben durch das n-tupel

a= (ay,...,an),

wobei a; den fur das i-te Objekt gewahlte Platz bezeichnet
(1 <a; <g).
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Die Menge der moglichen Wahlprotokolle ist

S:={1,...,9}",

die Menge aller n-tupel (a1,...,an)
mit Eintragen (Komponenten)

a; €{1,...,9}, +1=1,...,n.
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Die zufallige Platzwahl
beschreiben wir durch eine S-wertige Zufallsvariable X .

X

X kommt durch zufallige Wahl
eines Elementes aus S zustande.

Die Menge S heil3t Zielbereich (oder Wertebereich)

der Zufallsvariable X.
14



Wie jedes Element (a1, ..., an) unserer Menge S

besteht auch die Zufallsvariable X aus n Komponenten:

X =(Xq1,...,Xn).
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Wir interessieren uns fur das Ereignis,

dass keine zwei Komponenten von X gleich sind.

Dieses Ereignis schreiben wir als

oder auch als
{X € A}

mit der Teilmenge
A={a€S :a;F aj;flralle: = j} .
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Ein Logo fUr das Ereignis { X € A}:
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3. Die Wahrscheinlichkeit fur Kollisionsfreiheit

(Buch S. 3)
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Wie kommt man zur Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses {X € A} ?
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Zum Merken:
Wahrscheinlichkeiten gehoren zu Ereignissen.
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
misst dessen Chance einzutreten

mit einer Zahl zwischen O und 1:

P({X € A})
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Statt P({X € A})
schreiben wir kurz
P(X € A)

Statt P(X € {a})
schreiben wir kurz
P(X =a)
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Eine einleuchtende Regel
fur das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten ist die
Additivitat:

Fir disjunkte A, A’ C S qgilt
P(XcAUA)=P(XcA)+P(XecA).

Daraus folgt im Fall endlich vieler moglicher Ausgange,
d.h. fr #5 < oo:

P(XeA) =Y P(X =a)
acA



Um die Wahrscheinlichkeit P(X € A) berechnen zu kdnnen,

muss man eine Modellannahme treffen.
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Eine prominente Modellannahme ist die einer

rein zufalligen Wabhl.

Damit ist gemeint, dass fir je zwei a,a’ € S
P(X =a)=P(X =4d).

Das heif3t: kein Ausgang ist bevorzugt.

Gemaf der Additivitat gilt:

P(X eS)= > P(X =a).
acS
Und wir hatten schon vereinbart: P(X € S) =1
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FUr eine rein zufallige Wahl folgt daraus sofort:

1

P(X:CL):%, G,GS
Und
P(XeA)z#—A.

#5
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Wir haben nun die Aufgabe des Abzahlens der zwei Mengen

S:={1,...,9}"={(a1,...,an) : 1 <a; < g}

und

A={a€S :a;Faj;flralle:# j}

#5 =g"
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S:{(al,...,an):léaigg}
A:={a€S : a;# a;flrallei# j}
#A =7

FOr aq gibt es g mogliche Werte, flr a> dann noch g — 1,

usw. Also:

#A=g(g—1)---(g—(n—1))
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gg—1)---(g—(n—1))
gn

P(X e A) =

_g9g—-1g-2 g—(n—-1)
g 9 g

n—1 i
P(XeA)=]] (1 — ) =:w(n,g)
i=1 g
Ist die Wahrscheinlichkeit fur Kollisionsfreiheit
bei der n-maligen wiederholten rein zufalligen Platzwahl
aus g Platzen
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w(n)
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Wahrscheinlichkeit fuer Kollisionsfreiheit bei g=365

w(n)

20 40 60 80 100

120
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4. Der Zeitpunkt der ersten Kollision
und seine Verteilung

30



Ein dynamisches Bild:
Die Anzahl g der Platze ist fest.
Jetzt wird ein Objekt nach dem anderen (: = 1,2,...,9g+ 1)
auf einen (immer wieder neu)
rein zufallig gewahlten Platz gesetzt.

Es sei X; der von Objekt : gewahlte Platz.

Eines ist sicher:
31



Spatestens bis 1 = g + 1muss eine Kollision kommen

(warum?)

Das “zufallige Wahlprotokoll”

(X1, X2, , Xg41)
Ist somit eine Zufallsvariable mit Wertebereich
S =
{(al,...,ag_|_1}) . a; € {1,...,9};E|i %= jmita; = aj}



T =min{n<g+1:di<n:X;=Xn}

ist der Zeitpunkt der ersten Kollision.
T ist eine aus (X, ..., X ,41) ablesbare Zufallvariable.

FUr das Ereignis
Eyn = “keine Kollision bis (einschlief3lich) n” gilt:
En,={T >n}
also insbesondere auch
P(E,) = P(T > n).

32



P(En) = P(T > n)
In Abschnitt 3 hatten wir berechnet:

n—1 i
P(E,) = H (1 — g) =:w(n,qg) =: w(n)

1=1
w(n) =P(T >n)

Wie bekommen wir daraus die Verteilungsgewichte
P(T=n),n=1,2,...

der N-wertigen Zufallsvariablen T'*?

33



w(n) = P(T > n)

Aus der Additivitat der Wahrscheinlichkeit erhalten wir
P(T>n—-1)=P(T =n)4+P(T >n).

Also:

P(T=n)=wln-1) —w(n).

34



Die N-wertige Zufallsvariable T°
(den Zeitpunkt der ersten Kollision) haben wir bekommen
als “Verarbeitung” des zufalligen Wahlprotokolls X:
T = h(X) mit passendem h : S — N.

Aus der Gleichheit der Ereignisse
{T'=n}={h(X)=n} ={X €h ! (n))}
ergibt sich die Gleichheit

P(T =n)=P(X e¢h 1(n)), neN.

35



( 1000 Simulationen)

Empirische Verteilung von T
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Vorlesung 2a

Diskret uniform vertellte
Zufallsvariable

Tell 3:
Besetzungszahlen

(vgl. Buch S. 10-11)



1. Begriffsbildung

Seia = (aq,...,an) €inel,...,g- Folge der Lange n.
Vorstellung: Objekt Nr. : kommt auf Platz a;.
Wie oft wird laut Protokoll a der Platz j besetzt?

Anders gesagt: Fur wieviele ¢ ist a; = 57

bj(a) = #{i: a;=j,1 <i<n}



Das g-tupel der Besetzungszahlen b;(a) nennen wir kurz

“die durch a induzierte Besetzung”.

In der Vorstellung des
Setzens von n Objekten auf g mogliche Platze
gibt sie an, wieviele Objekte auf welchem Platz landen

(und unterscheidet nicht, welche Objekte das sind).



Im Fall g = 3 gibt es eine nette Darstellung der Menge der

Besetzungen mittels des sogenannten de Finetti-Dreiecks:

(2,0,0)

n =2

(0,2,0) (0.1,1) (0,0,2)



Im Fall g = 3 gibt es eine nette Darstellung der Menge der

Besetzungen mittels des sogenannten de Finetti-Dreiecks:

(3,0,0)




2. Besetzungszahlen bei
wiederholter rein zufalliger Platzwahl



Machen wir uns ein Bild von der zufalligen Besetzung,
die aus einem auf {1, ..., g}" uniform verteilten X entsteht.

Das war das Szenario aus Vorlesung 1b:
n-malige rein zufallige Wahl
aus g moglichen Platzen.

Es folgt das Ergebis einer Simulation fur n = 10 und g = 3.
Die Ecken des de Finettii-Dreiecks auf der nachsten Folie
entsprechen den Besetzungen
(10,0, 0) (oben), (0,10,0) (links) und (0,0, 10) (rechts).

7



Haufigkeiten der Besetzungen bei 10000 Wiederholungen

427—339
535—6747—51t5
420763690403

438—568—41t4



Wir sehen aus der Simulation:

Die Verteilung dieser zufalligen Besetzung ist

(bei weitem) nicht uniform.

Wir kommen auf diese Verteilung

In der nachsten Vorlesung zurulck.

Zum Kontrast betrachten wir jetzt die



3. Uniform verteilte Besetzung

von g Platzen mit n Objekten:

Der Zielbereich ist

b ist ein g-tupel von Besetzungszahlen, kurz: eine Besetzung.

10



FHSn,g =

11



Hier hilft ein hibscher Trick, Sy, 4 anders darzustellen.

Beispiele: ¢ = 4 Platze, n = 5 Objekte

—_
N
w
AN

Platz Nr

(5707070) — (171717171707070)

12



[ ® —_—
'I ‘Olo 0‘ ‘ooloo
Platz Nr 1 2 3

(1707272) — (170707171707171)

4

®

. |
Platz Nr 1 2

(2707370) — (171707071717170)

®
‘:l - 00“000‘
3

4

13



Fakt:

h(by,ba,...,bg) :=1...101...10...01...1

—_——
bi-mal  by-mal bg-mal

st eine bijektive Abbildung von Sj, 4 hach

S := Menge der 01-Folgen der Langen + g — 1

mit genau n Einsen

14



h(bi,bo,...,bg) '=1...101...10...01...1

e e - \‘f—/
bi-mal  by-mal bg-mal

Voriges Beispiel: n = 5, g = 4.

(b17°"7b4) — (2707370)

h(2,0,3,0) = 11001110

Der zweite und der vierte Block aus Einsen sind hier leer.

15



h(bi,bo,...,bg) '=1...101...10...01...1

e e - \‘f—/
bi-mal  by-mal bg-mal

Die Lange des j-ten Blocks aus Einsen steht fur
die Anzahl der Objekte auf Platz ;.

Die Blocke aus Einsen sind durch Nullen getrennt.
Die Nullen fungieren als “Trennwande” zwischen den

g Platzen, insgesamt gibt es g — 1 solche Trennwande.

16



S := Menge der 01-Folgen der Langen + g — 1

mit genau n Einsen

#5 =7
+g-1
#s=(""0 )

Also (wegen der Bijektion mittles h) auch:

n—l—g—1>

n

#Sn,g — (

17



Eine Moglichkeit zum Erzeugen

einer uniform verteilten Besetzung:

Ziehe aus einer Urne mit n weil3en und g — 1 schwarzen
Kugeln sukzessive ohne Zurucklegen.
Notiere O beim Zug einer schwarzen

und 1 beim Zug einer weil3en Kugel.

Erzeuge so ein rein zufalliges Element aus S.
Ubersetze dieses (mit der Umkehrung von h)

In eine rein zufallige Besetzung.
18



Hier ist noch ein weiteres Zufallsexperiment, das auf eine

uniform verteilte Besetzung (Z4, ..., Z,4) fohrt -

dass das tatsachlich so ist, werden wir im Kapitel Gber mehrstufige Zufalls-
experimente unter der Uberschrift Pélya-Urne sehen.

Das Experiment (unter dem Stichwort Wo Tauben sind, fliegen Tauben zu)

lauft wie folgt:

Anfangs sind g Personen auf der Buhne, nummeriert mit 1, ..., g.

Sukzessive kommen Ankdmmlinge dazu.

Ankommling 1 wahlt rein zufallig eine der g Personen und stellt sich zu ihr,
damit steigt die Zahl der Personen auf der Blhne auf g 4 1.

AnkOmmling 2 wahlt rein zufallig eine der g + 1 Personen und stellt sich

zu ihr, u.s.w.

Betrachtet wird dann (bei insgesamt n Ankommlingen) das g-Tupel (Z1, ..., Zy),
wobei Z; die Anzahl der Ankommlinge ist, die bei der Person Nr. j stehen.

19



Vorlesung 2a

Diskret uniform vertellte
Zufallsvariable

(Buch S. 6-11)



Erinnerung und Auftakt



Sei S eine endliche Menge.

Eine Zufallsvariable X heil3t uniform verteilt auf S,

wenn
1 ,
P(X =a) = 25 far alle a € S.

Damit beschreibt X eine rein zufallige Wahl aus S.



Beispiel aus Vorlesung 1b:

S={1,2,...,9}"

X :=rein zufallige 1 ... g - Folge der Lange n.

Eine auf einem endlichen Wertebereich
uniform verteilte Zufallsvariable nennt man auch
diskret uniform verteilt.



Heute lernen wir drei weitere Beispiele

von diskret uniform verteilten Zufallsvariablen kennen:

1. Rein zufallige Permutation
2. Rein zufallige k-elementige Tellmenge

3. Uniform verteilte Besetzung

Bei der Gelegenheit erarbeiten wir auch ein paar

Hilfen fars Abzahlen.



Tell 1

Rein zufallge Permutation

(Buch S. 6-8)



1. Elementares



Eine Permutationvon 1,...,n

ist eine bijektive Abbildung der Menge {1, ..., n} auf sich.

Z.B.mtn=7
1 234567
VLl
527 3146

Wie wahrscheinlich ist es,
dass eine rein zufallige Permutation

genau so ausfallt?



Wieviele Permutationenvon 1, ..., n gibt es?

n Moglichkeiten fir das Bild von 1
mal (n — 1) Moglichkeiten fir das Bild von 2
mal (n — 2) Moglichkeiten fir das Bild von 3

=nn—-1)(n—-2)---2-1=n



Sei X eine rein zufallige Permutationvon 1, ..., n,

d.h. eine Zufallsvariable, deren Zielbereich
S := die Menge aller Permutationenvon 1,...,n

Ist, und die auf S uniform verteilt ist.

FUr alle Elemente a € S qilt also:

P(X:a)=%

10



2. Zufallige Permutation und zufalliges Ziehen

11



Wie kann man sich eine rein zufallige Permutation

entstanden denken?

Zum Beispiel: als Folge der gezogenen Nummern
beim n-maligen rein zufalligen Ziehen ohne Zurlicklegen
aus {1,2,...,n}.

Szenario: eine stets ideal durchmischte Urne
mit anfangs n Kugeln, beschriftet mit den Nummern 1, ..., n.
Ziehe sukzessive ohne Zurucklegen alle n Kugeln

und notiere die gezogenen Nummern in Reihenfolge.
12



3. Zyklendarstellung einer Permutation

13



Jede Permutation zerfallt in Zyklen

Beispiel:
1234567
[ A A A A
527 3146

3

2
4
1
5
-

14



Die Lange des Zyklus, der die Eins enthalt, ist hier

zZwel.,

15



Sei X eine rein zufallige Permutationvon 1,...,7,

Wie wahrscheinlich ist es, dass der die 1 enthaltende Zykel

genau die Lange 3 hat?

Wieviele Permutationenvon 1,...,7 gibt es, bei denen
der die 1 enthaltende Zykel genau die Lange 3 hat?
Esgibtdavon 6 -5 -1 -4! Stick (warum?)

. 6! 1
Also ist die gefragte W'keit: = = -

16



Jetzt allgemein:
FUr eine Permutation a € S bezeichne
h(a)

die Lange des Zyklus von a, der die Eins enthalt.

Sei X eine rein zufallige Permutation von {1,... ,n},
also eine rein zufallige Wahl aus S,
undseif e {1,2,...,n}.
P(h(X)=1¢) =7

17



Wieviele Permutationen a € S gibt es mit h(a) = £7
A:={a€S:h(a) =14}
H#A =7

18



A={ae S :a(l)#~1,a°(1)#1,...,
a*~1(1) # 1,a°(1) =1}

#HA=(n-1)(n-2)---(n—U—-1))-1-(n—4)---1

= (n—1)!

19



#A=(n-1), # S
= nl

P(X e A) =#—A
7S
_ (n—1)!
n!
_ !
n

P(XeA):l
n

20



A={{a € S:h(a) =1}

{(X € A} ={h(X) ={;

P(h(X) = () = %

21



P(h(X)=10) =, ¢

n

|
=
S

Fazit:

Die Lange desjenigen Zyklus
einer rein zufalligen Permutationvon 1, ..., n,
der die Eins enthalt,

ist uniform verteilt auf {1,... ,n}.

22



Vorlesung 2a

Diskret uniform vertellte
Zufallsvariable

Tell 2:
Rein zufallige Teilmenge
einer festen Grof3e

(Buch S. 9-10)



1. Die Anzahl der k-elementigen Tellmengen

von {1,...,n}: der Binomialkoeffizient.
Sei k < n.
Jetzt sei S
die Menge aller k-elementigen Teilmengen von {1,... ,n}.
Wieviele k-elementige Teilmengen von {1,...,n} gibt es?

Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus n Personen

ein k-kopfiges Komitee ohne Reihung zu bilden?



Wird “nach der Reihe” ausgewahlt, dann gibt es

n(n—1)---(n — (k— 1)) mogliche Wahlprotokolle.

Auf die Reihenfolge kommt es am Ende nicht an,
somit fihren jewells k! dieser Wahlprotokolle

auf dieselbe k-elementige Tellmenge.

Also:



:n(n—l)---(n—k—l—l)

7o k!

n! n
Tk —k) (k)

Binomialkoeffizient , n Uber k *“

die Anzahl der Moglichkeiten fir ,, k aus n *



Beispiel: Binomischer Lehrsatz:

(z+9)" =@+ Ya+y) - (@+y) =7

n—mal

Multipliziert man aus, dann ergeben sich 2" Summanden
(entsprechend den 2™ «x y-Folgen der Lange n).
Jeder dieser Summanden ist von der Form zky"—F.
Fir festes k gibt es () Méglichkeiten,

k aus den n Faktoren (x + y) auszuwahlen,
bei denen x zum Zug kommt.

Also (z + y)" = = (" T
kE::O <k>



(:) ...die Anzahl der Moglichkeiten fur , k£ aus n “

Rekursion: (Z : D — (n> |- ( " )




Rekursion: (Z : D = (Z) —- <k i 1).

Interpretation: Anzahl der Moglichkeiten,
aus n Hessen und einem Bayern

ein k + 1 kopfiges Komitee auszuwahlen.

Entweder der Bayer ist im Komitee. ..

oder er ist nicht im Komitee. ..



Pascal’sches Dreieck

Rekursion: (Z :_ 1') = (n> + (




“La nombre de chaque cellule est égal a celui de la cellule
qui la précéde dans son rang perpendiculaire,
plus a celui de la cellule qui la précéde dans son rang paralléle.”
(Pascal 1654)



2. Rein zufallige Tellmengen

Sei0 <k<n

und sei Y eine rein zufallige k-elementige Teilmenge

von {1,...,n}.

Wie wahrscheinlich ist das Ereignis {Y = {1,... ,k}} ?

10



Der Zielbereich von Y ist

S:={t:tCH{l,...,n}, #t =k},

die Menge der k-elementigen Teilmengen von {1, ...

Wir haben gesehen:

#s= ()

Fazit:

P(Y={1,...,k})=T).
k

11



3. Ein Zusammenhang mit
rein zufalligen Permutationen

12



Wie bekommt man eine rein zufallige k-elementige Teilmenge

aus einer rein zufalligen Permutation?

Fakt (fOr & < n):
Ist X = (X1,...,Xn)
eine rein zufalligen Permutation von 1, ..., n,
dannist { Xq,..., X}

eine rein zufallige k-elementige Teilmenge von {1,...,n}.

13



Anders gesagt:

Beim Ziehen ohne Zuricklegen
fhren die ersten k Zuge auf eine

rein zufallige Teilmenge des anfanglichen Reservoirs.

14



Noch eine Moglichkeit zum Erzeugen

einer rein zufalligen k-elementigen Teilmenge:

Ziehe sukzessive ohne Zurlcklegen aus einer Urne

mit k£ roten und n — k£ blauen Kugeln.

Notiere die Nummern X4, ..., X;. der Zlge,

bel denen eine rote Kugel gezogen wird.

Dannist {X1,..., Xy}
eine rein zufallige k-elementige Teilmenge von {1,...,n}.

15



Vorlesung 2b

Diskrete Zufallsvariable

und ihre Verteilungen

Tell 3:
Zufallige Besetzungen:
Vom Woirfeln zur Multinomialverteilung



1. Das (p1,...,pg)-Wirfeln
als Verallgemeinerung des p-Minzwurfs

Oder: Was 2 recht ist, soll g billig sein!

(vgl. Buch S. 28)



Definition (“n-faches (p1,...,pq)-Wirfeln”):
Seieng e Nund py,...,pg > 0mitp; +... +pg = 1.
Wir definieren Verteilungsgewichte auf
S:={a="(a1,...,an) : a; €{1,...,9}}
durch

,0((1,1, SR 7a’n) L= Paq * Pap * " Pap-

Eine Zufallsvariable X mit diesem Zielbereich S
und diesen Verteilungsgewichten p nennen wir

n-faches (p1, ..., pg)-Wirfeln.



FOr jedes a € S mit
b1 Komponenten gleich 1,

b> Komponenten gleich 2,

by Komponenten gleich g
Ist dann

by b b
P(X =a) =pi'py - pg



2. Vom (p1,...,pq)-Wirfeln
zur Multinomialverteilung



X = (X1q,...,Xn) sei ein n-faches (p1,...,pq)-Wirfeln

Y =#{i : X; =7}
(die Anzahl der Wrfe mit Ergebnis 7).

Y := (Y1, ...,Yy) hat dann den Zielbereich
Sn,g — {(bl,...,bg) ij ENo,bl—I—...—I—bg zn}

VerteilungvonyY =7



Y =
h1(b
i b Sny

h(al,...,an):(bl,...,bg) =:b
mitbj ::#{i:aiZj}),jzl,...,g

Jedes a € S mit h(a) = (by,...,bq)
hat Gewicht pgl . .pgg
Wieviele solche a gibt es?
Dazu Uberlegen wir:



Auf wieviele Arten kann man
n Objekte so auf g Facher verteilen,
dass das j-te Fach jeweils genau b; Objekte enthalt?
Dabeiist by + - - - + bg = n.
Die Antwort ist:

) () (T,

!
- bllb;---bg! — <b1,.?jb.,bg>

Multinomialkoeffizient, lies: n Gber by, ..., by



h(al,...,an) — (bl,,bg)

Jedes a € S mit h(a) = (by,...,bq)
hat Gewicht plil . .pgg

Es gibt ( " ) solche a.

1,...,bg

P(lebl,...,ygzbg)z( " )p’{l...

bl,,bg



Xi Yﬁ;(; é)
mitbj I:#{’iiaizj}, 17 =1,...,¢

n b1 bg
P(Yy :bl,...,Yg:bg) = <b17...,bg>p1 -+ Pg

10



Definition:

Eine Zufallsvariable X mit Zielbereich Sy 4

heil3t multinomialverteilt mit Parametern n; p1, ...

7pg!



(10,0,0)

383—3R6
638638340

709851 567
506—7Q9 567 284

3Z6—3A5

(0,10,0) (0,0, 10)

Gewichte der Multinomialverteilung, notiert in Vielfachen von ﬁ,
forn =10, g =3, p1 = 0.3, po = 0.5, p3 = 0.2

12



Resume
gc N

Wirfeln

Besetzung der Ausgange

Multinomialverteilung

g =2

MUnzwurf

Anzahl der Erfolge

Binomialverteilung
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Vorlesung 2b

Diskrete Zufallsvariable

und ihre Verteilungen

Tell 2:
Die Anzahl der Erfolge:

Vom Munzwurf zur Binomialverteilung
(vgl. Buch S. 22)



1. Vom n-fachen fairen Munzwurf
zur Binomial(n, 5)-Verteilung:

S:={0,1}"
die Menge der 01-Folgen der Lange n
X sei uniform verteilt auf S,

jeder Ausgang hat somit das Gewicht
111 1

on 2 2 2
Man sagt dann auch:
X ist ein n-facher “fairer Munzwurf”.
Y := die Anzahl der Einsen in X.



Was ergibt sich fur die Verteilungsgewichte von Y ?

Jede einzelne 01-Folge a der Lange n mit genau k Einsen

1
hat Gewicht —
2n

Es gibt (Z) derartiger Folgen a.

Also:
P(Y = k) = (:)2—171 k=0,...,n.

Das sind die Gewichte der Binomial(n, 5)-Verteilung.

3



2. Die Anzahl der Sechsen beim fairen Warfeln:
Vom n-fachen Wirfeln zur Binomial(n, %)-Verteilung:

(vgl. Buch S. 28)



X = (X1q,...,Xpn) uniform verteilt auf
S:={1,...,6}™

7= (Zq.....%n), mit
Zi = 176)(X;)

Z ist also eine zufallige 01-Folge, mit
Z; = 1 falls der i-te Wurf eine Sechs ergibt
und Z; = 0 sonst.

Wie ist Z verteilt?



P(lez1,“.er::1,Z%+1::(L.“,Z%::(D

::P(Xi::6,”.ng::6,X%+1756,”.PXn756)
1k.5n—k

— on

= plg" ",

mit p := g und q := 2.

Auch fur jede andere Platzierung von genau k “Sechsen”

iIn den n Warfen ergibt sich diese W'keit.



Es gibt Es gibt (:) derartige Platzierungen.

Allso hat die Verteilung von
Y =214+ + 2Zn
die Gewichte

_ _ (™ k n—k
P(Y =k) = (k)p q "

Das sind die Gewichte der Binomial(n, £)-Verteilung.



3. Vom p-MUnzwurf zur Binomialverteilung

(“Was 1/6 recht ist, soll p billig sein...”)

(Buch S. 22)



Definition (p-Munzwurf):
Seipe [0,1],g:=1—p.
Eine Zufallsvariable Z mit Zielbereich
S={0,1}"={a= (a1,...,an) :a; € {0,1}}
heil3t n-facher p-MUnzwurf,

wenn far alle a € S mit kK Einsen und n — k£ Nullen gilt:
P(Z = a) = pfq"*.



Sei Z = (44, ..., Zn) ein n-facher p-Minzwurf
undY =71+ ---+ Z,, =: h(Z) die Anzahl der Erfolge
(die Anzahl der Einsen in der zufalligen 0-1 Folge Z7)

Verteilungvon Y = 7

h(at,...,an) = a1+ -+ an

10



Jedesa € Smith(a) =k
(d.h. mit £ Einsen und n — k& Nullen)
hat Gewicht p* (1 — p)»—F.
. n
Es gibt (k) solche a.
n _
Py =k)=( )o@ —p)""
Z Y = R(3
hL1(k
. kL S">{0,...,n}

h(ai,...,an) =a1+---+an

11



Definition:

Eine Zufallsvariable Y mit Zielbereich {0, 1,...,n}
heil3t binomialverteilt mit Parametern n und p,
Kurz
Bin(n, p)-verteilt,

wenn
P(Y =k) = (:)pkqn_k, k=0,1,...,n,

mitg=1—p.

12



Gewichte

005 0.10 0.15 0.20 0.25

0.00

Gewichte der Bin(10, 1/2) Verteilung




Gewichte

0.04 0.08 0.12

0.00

Gewichte der Bin(40, 1/3) Verteilung



4. Vom Ziehen mit Zurtcklegen zum p-Munzwurf

(vgl. Buch S. 33)

15



n-maliges Ziehen mit Zurticklegen

aus einer ideal durchmischten Urne.

Ein Anteil p der Kugeln ist rot,

der restliche Anteil ¢ = 1 — p ist blau.
Zufallige 0-1 Folge Z = (Z4, ..., Zy):

Z; = 1 wenn beim z-ten Zug eine rote Kugel kommit,

und Z; = O wenn beim i-ten Zug eine blaue Kugel kommt.

16



Sei a eine vorgegebene 0-1 Folge der Lange n mit k£ Einsen,
z.B.: a:=(,...,1,0,...,0)

4 \

k-mal (n—kv)-mal

P(Z=a)="7
Sei g die Gesamtanzahl der Kugeln in der Urne.
Die Anzahl der roten Kogeln ist pg,

die der blauen Kugeln ist gg. FUr obiges a qilt:
k n—k
P(Z = q) = P9 ;fig) — phgn—h

Das ist so fur jede 0-1 Folge a mit k& Einsen und n — k Nullen.
17



Zur Erinnerung:
Definition (p-MUnzwurf):
Seipe[0,1],g =1 —p.
Eine Zufallsvariable Z mit Zielbereich
S={0,1}"={a=(a1,...,an) :a; € {0,1}}
heil3t n-facher p-MUnzwurf,

wenn fir alle a € S mit £ Einsen und n — k& Nullen gilt:
P(Z = a) = pfq"*.

18



Vorlesung 2b

Diskrete Zufallsvariable

und ihre Verteilungen

mit den Beispielen
Anzahl der Erfolge beim n-fachen p-Munzwurf
und
Besetzungen beim n-fachen (pq, ..., pg)-Wirfeln



Teil 1: Grundbegriffe
(Buch S. 20-21)

Abzahlbare Additivitat von Wahrscheinlichkeiten
Verteilung und Verteilungsgewichte
Zufallige Paare: gemeinsame Verteilung und Projektionen

Weiterverarbeitung von Zufallsvariablen und

Transport von Verteilungen



Bisher hatten wir uns mit Zufallsvariablen beschaftigt, deren
Wertebereich S endlich war.

Die (schon in Vorlesung 1b formulierten)
zwei Grundregeln
for Wahrscheinlichkeiten lauteten fur diesen Fall:

Normiertheit auf Eins:
P(XesS)=1.

(Folgerung aus der) Additivitat:

P(XcA) =Y P(X=a), ACS
acA



Diese beiden Regeln behalten ihren Sinn, wenn der

Wertebereich nicht endlich, sondern abzahlbar unendlich ist.

Beispiel: S = N

P(X=1)=—-, P(X=2)=



Auch wenn der Wertebereich von X
eine Uberabzahlbare Menge ist
(wie z.B. die Menge der reellen Zahlen R
oder das “Einheitsintervall” [0, 1]
oder das “Einheitsquadrat” [0, 1] x [0, 1]),
behalten beide Regeln ihren Sinn, wenn man fordert,
dass der Wertebereich
eine endliche oder abzahlbar unendliche Menge S enthalt
mit P(X e€S)=1.
Eine Zufallsvariable X mit dieser Eigenschaft nennen wir
diskret.



Beispiel: Wertebereich R

@ o ® @ >

R

S C R endlich oder abzahlbar unendlich mit P(X € S) =1

(z.B.S = {1,2,...,9}, oder S = N)



Warum ist das interessant?

Wie wir sehen werden (und wie jetzt schon intuitiv klar ist),

kann man mit reellwertigen Zufallsvariablen rechnen.

Man kann z.B. eine reellwertige Zufallsvariable X
durch 2 teilen,
und wenn die Zufallsvariable X diskret ist,
ist auch die Zufallvariable X /2 diskret.



Nochmal die Definition:

Eine Zufallsvariable X heif3t diskret,
falls inr Wertebereich (nennen wir ihn W)
eine diskrete (d.h. endliche oder abzahlbar unendliche)
Menge S enthalt mit
P(X eS)=1.



Fur diskretes X mit Wertebereich W
und diskretem S mit P(X € S) = 1 qilt:

P(XeA)= > P(X =a), ACS
acA
(Wahrscheinlichkeiten sind abzahlbar additiv)

P(XeW\S)=PXeW)—-P(XesS)=1—-1=0
(X fallt mit Wahrscheinlichkeit O auf3erhalb von S.)



Die Abbildung A — p(A) :=P(X € A), ACS,

hei3t die Verteilung von X.

Die Zahlen p(a) := P(X = a), acS,

sind die (atomaren) Gewichte der Verteilung p.

Wir nennen sie auch die Verteilungsgewichte von X.

10



Zufallige Paare und ihre Komponenten

(Buch S. 21)

11



X = (X1, X») sei eine Zufallsvariable

(ein “zufalliges Paar”) mit diskreten Komponenten X1, Xo.

Dann ist auch X diskret, denn die Diskretheit von S1 und S5
vererbt sich auf S1 x So,und P(X, € S;)) =1,i=1,2,
impliziert P(X € S1 x S») = 1.

Die Ereignisse {(X1, X2) = (a1, a2)} notieren wir auch als

{X1 =a1,Xo =uas}.

12



13



Die Verteilungsgewichte von X (man sagt auch:
die gemeinsamen Verteilungsgewichte von X1 und X>»)
schreiben wir als

p(a1,a2) = P((X1,X2) = (a1,a2))
= P(X1 =a1,X2=ap),

Die Verteilungsgewichte von X erhalt man
durch Summation tber die a>:

p1(a1) = > plag,an).
a>ESo

14



3. Weiterverarbeitung von Zufallsvariablen
und

Transport von Verteilungen

(Buch S. 21-22)

15



Der Ubergang von X = (X1, X>5)
zur Komponente X4
ist ein Beispiel einer
Weiterverarbeitung einer Zufallsvariablen:

X1 = h(X)

mit h((a1,a2)) ;= a1,

also die Projektion des Paares (a1, a>)

auf seine erste Komponente.
16



(X1,X2)

17



Sind S und S’ zwei Mengen,
X eine Zufallsvariable mit Zielbereich S,
h eine Abbildung von S nach S,
und nimmt man X als zufallige Eingabe von h,

dann bekommt man eine Zufallsvariable Y mit Zielbereich S’:

X N

18



Fir jedes b € S’ gilt:
{h(X) =b} = {X € h=1(b)}.
Flr die Verteilungsgewichte von Y = h(X) ergibt sich:

P(Y=b=PXechl1b)= Y PX=oa).
ach—1(b)

19



Bezeichnet p die Verteilung von X und p’ dievonY,
dann ist

pP)= > pla).

ach—1(b)

Man sagt: Die Verteilung p wird durch die Abbildung h

in die Verteilung p’ transportiert.

20



Diese Situation haben wir schon mehrmals angetroffen:

in Vorlesung 1b:
X :=rein zufallige 1, ..., g-Folge der Lange g + 1
T = h(X):= Zeitpunkt der ersten Kollision.

in Vorlesung 2a:

X :=rein zufallige Permutationvon 1,...,n
h(X) := Lange des Zyklus von X, der die Eins enthalt.

21



Heutiges Programm:
Zusatzliche Beispiele fur

“Weiterverarbeitungen von zufalligen Folgen”

Daraus bekommen wir wichtige Beispiele

diskreter Zufallsvariabler und diskreter Verteilungen.

22



Vorlesung 5a

Zufallsvariable mit Dichten:

Transformationen, Exponentialverteilung,
Normalverteilung

Tell 2

Exponentialverteilung



Definition: Die reellwertige Zufallsvariable X heif3t
standard-exponentialverteilt, falls

P(X >b)=¢e? b>0.

Aquivalent dazu ist:

X ist Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

0 farb < O
b — b e
1 —e far b > 0.

Aquivalent dazu ist:
X ist Zufallsvariable mit Dichte e %da, a > O.



Ist X standard-exponentialverteilt,

dann hat = die Dichte

ae%dp, b > 0.

Eine Zufallsvariable Y mit dieser Dichte heit

exponentialverteilt mit Parameter «, kurz Exp(«)-verteilt.

Merke: Ist Y Exp(«)-vertellt, dann ist aY Exp(1)-verteilt.



Von der geometrischen zur Exponentialverteilung



Betrachten wir eine Geom(p)-verteilte Zufallsvariable Y mit

1
P = 100:

Es gilt: E[Y] = 100, also hat Erwartungswert 1.

1OO

P(i55 = 100) = P(Y = k)

00 = 100
_ 1 4 1 yk-1_ 1 ((1_ 1100 (k—1)/100
= 100( —m) —m<( — 100) )
- —(k—1)/100 .
100 e~ (F=1)/100 x P(X € [100 1001)

fir ein standard-exponentialverteiltes X.

Das wird durch das folgende Bild veranschaulicht:



1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Gewichte des p—fachen einer Geom(p)—verteilten ZV

p=1/100

Exp(1)-Dichte

0.0

0.5

1.0 15

2.0




1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Gewichte des p—fachen einer Geom(p)-verteilten ZV

p=1/10

Exp(1)-Dichte

0.0

0.5 1.0 15




Salopp gesprochen:

FUr kleines p hat eine Geom(p)-verteilte Zufallsvariable Y
einen grof3en Erwartungswert, namlich %.
Man holt die Verteilung von Y zurlck ins Schaubild,

Indem man pY betrachtet.



Wir erinnern an die “Exponentialapproximation”:
(Vorlesung 4a und Buch Seite 42):

Ist flr jedes n € N die Zufallsvariable X,, geometrisch verteilt

mit E[X,] — oo fir n — oo, dann qilt:

t

Xn _ .
P >t — fur allet € R__.
(E[Xn] ) e t+



Xn 4 g
P >t — furallet € R_._.
(E[Xn] ) e +
Also:
Xn
P >t) ->P(X >t), teRL,
(E[Xn] ) = P ) +

wobei X eine standard-exponentialverteilte Zufallsvariable ist.

Man sagt daflr auch:
Die Folge der Zufallsvariablen X, /E|[X},]
konvergiert in Verteilung

gegen die Zufallsvariable X.
10



Vorlesung 5a

Zufallsvariable mit Dichten:

Transformationen, Exponentialverteilung,
Normalverteilung

Tell 4

Die Standardnormalverteilung auf R



Die folgende Definition beinhaltet
die wichtigste Verteilung der Stochastik:
Eine R-wertige Zufallsvariable Z mit Dichte

1
V2T

o(a)da := e=%*/2 dq

heil3t standard-normalverteil.

Wir werden bald auf geometrischem Wege sehen, dass qilt
(vgl. die erste Aufgabe auf S. 72 im Buch):

+ Fo0
/ ~ e—°/2 = V2, also/ o(a) da = 1.

— 0 @)






FUr ein standard-normalverteilies 7 ist
E(Z] =0, E[Z4] =1.
1 00 )
Denn aus Symmetriegrinden ist —— ae 9 /2 dq = 0,
y 9 — |

und mit partieller Integration bekommt man

/OO a2€_a’2/2 daZ/OO aae_a2/2 da

— OO — OO

_ _ae—az/Q‘oo + [* /2 da =0+ Var

—00 — 0O



Zwel fur die Praxis wichtige Zahlen:



p(a)
0.1 0.2 0.3 04

0.0

P(|Z] <1)~0.68

0.68




p(a)

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

P(|Z| <2) ~0.95

0.95




o(b) = [

p(a)da
@)
ist die Standard-Normalverteilungsfunktion.

Es gibt fUr sie keinen expliziten analytischen Ausdruck

(der ohne die Formulierung als Integral bzw. Stammfunktion auskommt).

Der R-Befehl daflir ist pnorm (b) .



Affin lineare Transformation einer

standard-normalverteilten ZV’e

SeiZ standard-normalverteilt, © € R, o > 0. Dann hat

X =0+ u:
die Dichte
1 _ 1 _(a—pw)?
—p (a M) da = e 207 da
o o o\ 2T



Die Gauf3sche Glockenkurve sieht man auch entstehen
aus den Binomialgewichten mit groBem n und gro3em npq,

wenn man sie “geeignet ins Bild bringt”:

10



0.010 0.020 0.030

0.000

n = 1000, p = 0.3

270

280

290

300

310

320

330



0.005 0.010 0.015

0.000

n = 4000, p = 0.3

1140

I
1160

I
1180

I
1200

I
1220

I
1240

1260



Mehr dazu bald in der Vorlesung!

13



Vorlesung 5a

Zufallsvariable mit Dichten:

Transformationen, Exponentialverteilung,
Normalverteilung

Teil 3
Erwartungswert und Transformationsformel



FOr diskrete reellwertige Zufallsvariable hatten wir

p=E[X] = ¥ ap(a)
acS

Das hat sein Analogon im Fall reellwertiger ZV'er mit Dichten:

Den Verteilungsgewichten p(a) entspricht die Dichte f(a) da.

Und aus der Summe wird ein Integral:

uw = E[X] =/lraf(a)da



Im Diskreten hattenwirfarh : S — R

die Transformationsformel

E[R(X)] = > h(a) p(a).

acS

Analog qilt im Fall mit Dichten:

E[h(X)] = [ h(a) f(a) da



Der Erwartungswert einer
standard-exponentialverteilten Zufallsvariablen X:

E[X] = /OOO:E e Vdx

Mit partieller Integration

/ /
/U’U :’LL’U—/’LL’U

ergibt sich
© g x| .~z
/O re “dxr = —zxe ‘O—I—/O l-e “de=1
Also:

E[X] = 1.




Der Erwartungswert des Quadrates einer
standard-exponentialverteilten Zufallsvariablen X:

E[XQ} — /OOO:U2 e Tdx

Wieder mit partieller Integration:

2 —=x _ 2 —x™ o0 X g
/O:Ue dr = —x“e ‘O—I—/O 2r-e “dx = 2

Also:

E|[X?] =2




Der Erwartungswert einer

Exp(a)-verteilten Zufallsvariablen Y':

Wir wissen schon: Ist Y Exp(«)-vertellt,

dann ist oY Exp(1)-verteilt.

Also ist

E[Y] = éE[aY] = é 1.

E[Y] = —




Vorlesung 5a

Zufallsvariable mit Dichten:

Transformationen, Exponentialverteilung,
Normalverteilung

Teil 1
Transformationen



Drei Beispiele:

A. Sei U uniform verteilt auf [0, 1]. Gefragt ist nach

Verteilungsfunktion und Dichte von X := U=.

Fy() =P(X<b)=PU<Vb)=vbh 0<b<1.
ﬁéfobf(a)da, 0<b<1.

1
1 g<b<i | |
f(b) = {2\/5 - ist Dichtefunktion von X.

0 sonst



B. Sei U uniform verteilt auf [0, 2]. Gefragt ist nach
Verteilungsfunktion und Dichte von X := U=.
X hat Wertebereich [0, 4].

FX(b)zP(ng):P(ng/E)zéx/E, 0<b<a

%\/Eéfobf(a)da, 0<b< a4

g%’ ist Dichtefunktion von.X.



C. Sei U uniform verteilt auf [0, 1].
Gefragt ist nach der Dichte von X := —InU.

P(X<b)=P(—InU<b)=P(nU > —b)
=P(U >e ") =P e [e 1]
= 1—e_b£/0bf(a,)da,, b> 0.

e_b, b>0
0 sonst

Ist Dichtefunktion von.X.

f(b) ={



Zufallsvariable X mit der Eigenschaft
P(X >b)=e? b>0,
sind uns schon (implizit) begegnet
bei der Approximation der Verteilung von pT’;

dabei war T" Geom(p)-verteilt mit kleinem p.

Wir sprachen damals von der
Exponentialapproximation der geometrischen Verteilung,

siehe V4a.



Affin lineare Transformation:

X habe Verteilungsfunktion F'x.
Was ist dann die Verteilungsfunktion von Y := X + ~?
Dabei sei 58 > 0.

Fy (b)
— P(Y <b) =P(B8X +~ < b)

_P(BX<b—7)_P(X<b;)

= (5]



X habe Dichte fy(a)da.
Was ist dann die Dichte von Y := X + ~?

Der Einfachheit halber nehmen wir an: Die Dichtefunktion fx

ist stlickweise stetig. Dann ist in allen Stetigkeitspunkten

fy (b) = Fy,(b) = F (b; ) ;

— . . b—~\ db
Die Dichte von Y ist somit fy-(b) db = f’ ( 5 W) 5

Zum Merken: Schlag nach beim Urbild,

und vergiss den Streckungsfaktor nicht!



Vorlesung 4b

Zufallsvariable mit Dichten

Tell 1

Kontinuierlich uniform verteilte Zufallsvariable



Kontinuierlich anstelle von diskret:

Bisher hatten wir im Fokus der Vorlesung:
Diskrete Zufallsvariable.
Sie fallen mit W’keit 1 in eine diskrete
(d.h. endliche oder abzahlbar unendliche)

Menge S.

Jetzt wenden wir uns Zufallsvariablen zu,
die kontinuierlich verteilt sind.

Dann ist der Wertebereich uberabzahlbar.



Ein prominentes Beispiel ist der (faire) Manzwurf.
Man kann ihn auffassen als

rein zuféllige Wahl eines Elementes aus {0, 1}1.

Ein weiteres einpragsames Beispiel ist die rein zufallige Wahl
eines Punktes aus dem Einheitsintervall

oder aus dem Einheitsquadrat.

Idee bei der rein zufalligen Wahl aus einem Kontinuum:
P(X € A) ist gegeben durch den Anteil von A an S



Uniforme Verteilung auf dem Einheitsintervall

Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich S = [0, 1] heif3t
uniform verteilt auf S,

wenn far alle A C S mit wohldefiniertem Langenmaf3 A(A)

gilt:

P(X € A) = A(A)

(denn hieristja A(S) = 1).



Beispiel 1:

A:=[b,e] mto<b<e<l1

\__
o b ¢

=

P(X €A)=c—b.



Beispiel 2:

A:=[bculbcl mito<b<c<b<eé <1

P(X € A) = (c—b) + (E—B).



Beispiel 3:

A={{a} mit0<a<1




Uniforme Verteilung auf einem Rechteck in R2;
Eine Zufallsvariable X mit Zielbereich

S :=[0,¢] x [0,b] C R?
heil3t uniform verteilt auf S, wenn
fiir alle A C S mit wohldefiniertem Flachenmaf \2(A) gilt:

A2(A)  A2(A)
A2(S)  4-b

P(X e A)=




Uniforme Verteilung
auf einer Teilmenge des R

Definition (Buch S. 12)
Sei S eine Teilmenge des R? mit endlichem Inhalt \4(.S) > 0.
Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich S heif3t
uniform verteilt auf S,
wenn fir alle A C S mit wohldefiniertem (Volums-)Inhalt
v(A) := \(A) gilt:
v(A)

P(X e A) = o(S)’




v(A)
v(S)

P(X e A) =

Man beachte die Analogie zu

“Anzahl gunstige durch Anzahl mogliche Falle”:

Der zahlenmaf3ige Anteil von A

an einem endlichen Wertebereich S

wird jetzt ersetzt durch den volumsmafigen Anteil von A

am (Uberabzahlbar) unendlichen Wertebereich S.

10



Wie im Diskreten werden wir uns nicht nur

mit rein zufalliger Wahl begnigen.

11



Vorlesung 4b

Zufallsvariable mit Dichten

Teill 3
Verteilungsfunktionen



Wieder sei S ein Intervall in R, und X eine (diskrete oder
kontinuierliche) Zufallsvariable mit Wertebereich S.

Die Funktion F'(b) := Fx(b) :=P(X <b), beR,

heil3t Verteilungsfunktion von X.

Hat X die Dichte f(a) da, so gilt

F(b) = /_boof(a,) do, beR
(mit f(a) := 0 flra ¢ S)

Ist f stetig in a, dannist f(a) = F/(a).



P(X<c)—P(X<b)=Pb< X <ec)
F(e) — F(b) = [ f(a)da

Man findet den Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung wieder!

4



Ein hinreichendes Kriterium fur die Existenz einer Dichte.

Sei F' die Verteilungsfunktion einer reellwertigen
Zufallsvariablen X. Hat F' keine Sprlng
und ist F' stiickweise stetig differenzierbart,
dann besitzt X eine Dichte.

Denn fir jeden Randpunkt a eines der Intervalle gilt: P(X = a) = 0
(ansonsten hatte F' in a einen Sprung).
Und innerhalb eines jeden Intervalls gilt nach Voraussetzung der
Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung, siehe die vorige Folie.

*d.h. es gibt endlich viele disjunkte Intervalle, deren Vereinigung R ist, so dass F
eingeschrankt auf jedes dieser Intervalle eine stetige Ableitung hat.



FUr diskrete reellwertige Zufallsvariable X
ist I'y stuckweise konstant, mit Springen der HOhe
P(X =a), a€S.

Beispiel:
X Binomial(2, 1/2)-verteilt

1 .—
3
4
Fx
1
4% ©




Vorlesung 4b

Zufallsvariable mit Dichten

Tell 2
Dichten auf R bzgl des Langenmal3es



Beginnen wir mit einem Beispiel.:

X sei eine R -wertige Zufallsvariable mit

P(X >b)=e b firalleb>0.

P(X >0b) =7

P(X =b) =7



Fir b = 0 ist
P(X>0)=1=¢9=P(X >0).



Fir b = 0 ist
P(X>0)=1=¢9=P(X >0).

FUrb > 0und O < e < bist
e '=P(X >0)<POB<X)
<Pb—e< X)=ebte

— P(X >b) =e P =P(X > ).

P(X =b) =P(X >b)—P(X >b) = 0.



Fir alle 0 < b < cfolgt:
Pb<X<¢)=Phb<X)-Plec< X)
—e 0 _e = /bce_ada.

Dieses Beispiel wird im Folgenden verallgemeinert:



Sei S ein (offenes, abgeschlossenes oder halboffenes)
Intervall mit linker Grenze [ und rechter Grenze r,
und X eine R- wertige Zufallsvariable,
far die { X € S} das sichere Ereignis ist.

(Dabei ist | = —oo und/oder »r = +o0 erlaubt.)

Das Analogon zu den Verteilungsgewichten p(a) ist jetzt
gegeben durch “infinitesimale Gewichte” f(a) da, wobei
f S8 — R4 eine “integrierbare”

(z.B. stlckwelise stetige) Funktion ist mit

/lrf(a)da: 1.






f(a)da




Sei X eine Zufallsvariable mit Wertebereich S.

Gilt far alle Intervalle [b, ¢c] C S die Gleichung

P(X € [bc]) = /bcf(a) da

SO0 sagten wir, dass
X die Dichte f(a) da besitz,

und nennen f Dichtefunktion (der Verteilung) von X.

*Genauer spricht man von der Dichte bzgl des natlrlichen Langenmalf3es
(des Lebesguemalfes) auf R






Wir schreiben dann kurz

P(X € da) = f(a)da,

acs,

10



P(X € da) = f(a)da.
Der Ausdruck da taucht hier in zwei Bedeutungen auf:

links als infinitesimales Raumstlck da (um den Punkt a)

und rechts als dessen (infinitesimale) Lange da.

11



P(X € da) = f(a)da.

Der Ausdruck da taucht hier in zwei Bedeutungen auf:
links als infinitesimales Raumstlck da (um den Punkt a)

und rechts als dessen (infinitesimale) Lange da.

Diese Gleichung bekommt ihre exakie Bedeutung

“unter dem Integral”:

P(X € [¢,d]) = /Cdf(a) da



Beispiele:
Eine auf dem Intervall [0, 2]

uniform verteilte Zufallsvariable

hat die Dichte 5 da, 0 <a < 2.

Eine auf einem endlichen Intervall S = [I, r]

uniform verteilte Zufallsvariable

1

r — |

hat die Dichte da, a¢€S.

12



Die Bedingung /S f(a) da = 1 kann auch erfullt sein,
wenn S unendlichen Inhalt hat.
Man denke an das Eingangsbeispiel
S=[0,0); f(a)=e % a>0.

13



Merke:
Flr eine Zufallsvariable X mit Dichte f(a) da
ist flr jedes b € R
b
P(X =) = /b f(a) da = O.

Also gilt (mit naheliegender Schreibweise)
far b < ¢ € R:

/(b,c] f(a)da = /[b’c] f(a)da = /bcf(a) da.

14



Hat die Zufallsvariable X eine Dichte, so qilt

fr jede endliche oder abzahlbar unendliche Menge A:

P(X € A)= Y P(X =a) =0.
acA

Insbesondere ist X dann nicht diskret.

Umgekehrt gilt also:
Eine diskrete reellwertige Zufallsvariable besitzt keine Dichte

(bzg. des natlrlichen Langenmal3es auf R).

15



Vorlesung 4a

Versuche, Erfolge, Wartezeiten:

Tell 2
Der Zeitpunkt des ersten Erfolgs
und die geometrische Verteilung

(Buch S. 34-35)



(Z1, Z»,...) sei ein fortgesetzter p-Minzwurf.

T:=min{: : e N, Z;, =1}

Ist der Zeitpunkt des ersten Erfolges.

Wie sieht die Verteilung von T" aus?



P(T =n) =7

(T=n}={21=0,...Z,1=0, Zn =1}

Also:

P(T'=n)=P(Z1=0,...Z,_1=0,Z,=1)



Alternativ:

Also

P(T >n) =q".



P(T'=n)=q"'p
P(T >n) =q"

Das passt zusammen.
Denn das Ereignis {T" > n — 1} ist die disjunkte Vereinigung
der beiden Ereignisse {T'= n} und {T > n}.

Dementsprechend:

" rt=q""p+ "



Definition

Sei p € (0, 1). Eine Zufallsvariable T' mit Zielbereich N heif3t
geometrisch verteilt mit Parameter p,
kurz Geom(p)-verteilt,

wenn
P(T >a)=¢q¢% a=0,1,2...,

mitg .= 1 — p.



E[T] =7
Anschaulich ist klar:
Beim gewohnlichen Wurfeln kommt im Mittel

jedes 6-te Mal eine Sechs.

Beim Munzwurf mit Erfolgswahrscheinlichkeit p

kommt im Mittel jedes (1/p)-te Mal ein Erfolg.

Also wird gelten:

B[] = .
p



Das beweist man auch schnell
mit dem folgenden

Lemma zum Erwartungswert N-wertiger ZV'er:
(Buch S. 34)

Ist X eine Zufallsvariable mit Zielbereich N oder Np, dann ist

E[X]= Y P(X > )
1>0



Folgerung aus dem Lemma:

FUr eine Geom(p)-verteilte Zufallsvariable T ist

, : 1 1
ElTl= Y P(T>)=Yq¢d=—="
i>0 i>0 —q p

E[T] = =
p




Lemma
Ist X eine Zufallsvariable mit Zielbereich N oder Np, dann ist

E[X] =) P(X >1i)
i>0

Beweis.

p(4) seien die Verteilungsgewichte von X.

E[X]= > Jjr(j)

i>1
. OO .
Y P(X>i)=> > p@)
i>0 i>0 j=i+1

Warum sind die beiden rechten Seiten gleich?

10



Beweis.

p(7) seien die Verteilungsgewichte von X.

E[X]= > jp(j)

j=>1
SPX>)=Y Y p0)
1>0 120 j=1+1

Warum sind die beiden rechten Seiten gleich?

11



Beweis.

p(7) seien die Verteilungsgewichte von X.

—1
EX]= Y o) = ¥ 5 p(j)

j>1 j>1i=0

. CX) .

Y P(X>d)=3> > p@)
1>0 120 j=1+1

Warum sind die beiden rechten Seiten gleich?

12



Wie sieht man die Gleichheit

» )
SN = Y ()

7>13=0 1 >0 j=i+41

?

13



j—1
> 2> r()

i>14i=0

14



aa8

°
_ 0 — 0 —0—0—@
°

O

> > r)

i>0 j=i+1



O 1 1

Es kommt bei nichtnegativen Summanden
nicht auf die Reihenfolge der Summation an!

16



O 1
1

j—1
SY (=3 S ()
J

i>14=0
i>0j=i+1

17



Vorlesung 4a

Versuche, Erfolge, Wartezeiten:
Teill 4

Die Poissonapproximation.
Oder:

Manzwurf mit kleiner Erfolgswahrscheinlichkeit:
Wie ist die Anzahl der Erfolge verteilt
bei einer grof3en Zahl von Versuchen?

(Buch S. 29-30)



p klein, n grof3

X2221—|—ZQ—|—...—|—Zn

P(X =k) =7



Beispiel:

. . . 1 13000
P(X =0) =q¢" = (1 - 1900)
-3

~ €

P(X =1) =npg" 1 ~ 33

P(X =2) = (3)p?q" 2 = 5(np)?q" ~ 537

-3



Clou:
p Klein, n grof3:
= (1) e

™ kn—k L kkn 1, k _np
(k)pq NP Nk!(’np)e



Fazit

Sei p eine kleine positive Zahl,
n eine grof3e naturliche Zahl

und X eine Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariable.

Man kann dann die Verteilungsgewichte von X
approximativ als Funktion von E[X] = n p ausdrlcken.
Rigoros fasst man diese Behauptung im folgenden

Grenzwertsatz:



Satz (Poissons Gesetz der seltenen Ereignisse)
(vgl. Buch S. 30)
SeiA>0undsei X;,,n=1,2,...,
eine Folge von Bin(n, py )-verteilten Zufallsvariablen,

so dass fir n — oo

A
mn

Dann qilt fir jedes £k = 0,1,2,...

)\k
P(X, =k) — Ee—/\







Definition (Poissonverteilung)
(Buch S. 29)
Sei A € Ry.
Eine Zufallsvariable X mit Zielbereich N heif3t
Poissonverteilt mit Parameter A,
kurz Pois(\)-verteilt,

wenn

)\k
P(sz):ye_)‘, k=0,1,2,....




0.05 0.10 0.15 0.20

0.00

Binomialgewichte zu n = 100 und p = 0.03



0.05 0.10 0.15 0.20

0.00

Poissongewichte zum Parameter A =3



U740

A0

1A%

|
€00

!
ee'o



Satz.
Der Erwartungswert

einer Pois(\)-verteilten Zufallsvariablen X ist

E[X] = ).
Bewels: .
XA
E[X]= Y kZe?
k=0 K'
00 )\k—l
=\ A=x-1 O

12



Vorlesung 4a

Versuche, Erfolge, Wartezeiten:

Teil 3

Die Exponentialapproximation.
Oder:

MUnzwurf mit kleiner Erfolgswahrscheinlichkeit:
Wie lange dauert es bis zum ersten Erfolg?

(Buch S. 42)



Wieder sei
T
der zufallige Zeitpunkt des ersten Erfolgs

In einem fortgesetzten p-Munzwurf.



Beispiel:

1

p

~ 1000

P(T > 2000) = ¢?%00 = (1 — &

P(T >2-E[T])

&
@

i

L o5
E[T] ~

)ze_Q




Betrachten wir T" auf der Skala seines Erwartungswertes:

Ti= =T
T R[] T
FUFtER_l_iSt

t

P{T>t}=P(T>t>=P<T> p

p
t
= (1-p) 7]
—(1- p)% dH
FUr p — O konvergiert dies gegen

(e~ 1)t = e,

|



Diese Tatsache formulieren wir als einen Grenzwertsatz:
(vgl. Buch S. 42)
Satz Sei 11,75, ... eine Folge von
geometrisch verteilten Zufallsvariablen mit der Eigenschaft
E[T),] — oo.

m— o0

Dann qilt fir jedes ¢ > O:

T
P M St - et
E[Tm] mM— 00




Vorlesung 4a

Versuche, Erfolge, Wartezeiten:
Die Welt des p-Munzwurfs -
von Bernoulli zu Poisson

Tell 1
Der fortgesetze p-MUnzwurf

(Buch S. 19-20)



Zur Erinnerung:

Der n-fache p-Munzwurf ...
...ist eine {0, 1}"™-wertige ZV'’e (Z1,..., Zn)
mit
(x)  P(Z1=ua1,...,Zn = an) = pF(1—p)F

fallsay + - -+ an = k.



Ereignisse kann man oft auf verschiedene Weise darstellen.
FUr einen (n + 1)-fachen p-Minzwurf qilt z.B.
{Z1=a1,...,%n = an}
={Z1=a1,...,Zn = an, Zpy+1 = 1}
U{Z1=ua1,...,%n = an, Zyp4y1 = 0}

Weil rechts zwei disjunkte Ereignisse stehen, muss gelten:
P(Z1=a1,...,Zn = an)
=P(Z1=a1,....Zn=0an, Zp41 =1)
+P(Z1=a1,...,Zn =an, Zy4+1 = 0)

Die Definition () auf der vorigen Folie ist damit vertraglich:
3



P(leal,...,Zn:an)

pF(L—p)" "
=pFti( —p)n*

+ pP(1 - p)n—ht

Dies zeigt, dass auch die folgende Definition

konsistent Uber n ist.



Definition: Seip € (0,1), g¢:=1 — p.
Eine Bernoulli-Folge zum Parameter p
(man sagt manchmal auch: ein fortgesetzter p-Munzwurf)
ist eine zufallige 01-Folge (Z1, Z»,...), deren Verteilung die

folgende Eigenschaft hat:

FUr jedes n € N und jede endliche 01-Folge (aq,...,an)
mit k& Einsen und n — k Nullen ist
P(Zi=aq,...,Zn=ayn) = p"q" "

(d.h. fir jedes n ist (Z1, ..., Zn) ein n-facher p-Minzwurf)

5



Wir wissen schon:
FUr jedes n ist dann
die Anzahl der Einsenin (Z1,...,2Zp)
(die “Anzahl der Erfolge in n Versuchen”)

binomial(n, p)-verteilt:

P(Zi+4 4+ Zn=k) = (Z)pkq”_k-



Vorlesung 3a

Der Erwartungswert

von diskreten reellwertigen Zufallsvariablen

Tell 2

Die Transformationsformel fur Erwartungswerte

(vgl. Buch S. 23)



Sei X diskrete Zufallsvariable mit P(X € S) =1
und h eine Abbildung von S nach R

h(X)
m\v
o
R




Sei X diskrete Zufallsvariable mit P(X € S) =1
und h eine Abbildung von S nach R

Dann ist

Eh(X)] =) h(a)P(X=a).

acs



Diese Formel ist oft hilfreich

bei der Berechnung von Erwartungswerten.

Sie erinnert an die Einsetzungsregel( Substitutionsregel)

zum Berechnen von Summen und Integralen,

und wird uns im nachsten Teil helfen,

die Linearitat des Erwartungswertes herzuleiten.



Eh(X)] =) h(a)P(X=a)

acs

Die ldee ist einfach: anstatit die Werte b = h(a), a € S,
mit deren Gewichten zu mitteln,
“zerlegt man nach dem Urbild”

und mittelt dann mit den Gewichten der Werte a.



=Y h(a)P(X =

acs

Denn:

ZbP

beh(S

=) b ) PKX

beh(S) aeh1(b)

=2 2 Na)

beh(S) ach—1(b)

:Zha

acsS

b)

X=a). O



Vorlesung 3a

Der Erwartungswert

von diskreten reellwertigen Zufallsvariablen

Tell 4

Beispiele



1. Der Erwartungswert der Binomialverteilung

(als Erwartungswert der Anzahl der Erfolge

beim n-fachen p-Minzwurf)

(Buch S. 49)



X sei Bin(n, p)-verteilt.

E[X] = ?
n n n .
kZ:OkP(X —K) = ];)k(k)pkq k_

Es GEHT so (vgl Buch Seite 23-24 )
Aber es geht auch einfacher (vgl. Buch S. 49):



Sei Z = (Z4,...,4Zn) ein n-facher p-Munzwurf.

Dann ist (Z1 + - - - + Zn) Bin(n, p)-verteilt.

ElZ1+ - -4+ Zn] = E[Z1] + - - - + E[Zy]

Fazit:

Der Erwartungswert einer Bin(n, p) verteilten ZV ist

np.



2. Der Erwartungswert der
hypergeometrischen Verteilung

(als Erwartungswert der Anzahl der “Erfolge”

beim n-fachen Ziehen ohne Zurlcklegen)

(Buch S. 50 und S. 28)



BEISPIEL

Ziehen ohne Zurlcklegen

Eine Urne enthalt r rote und b blaue Kugeln.

0000000000000 r=8 b=5
Aus der Urne werden ohne Zurucklegen n Kugeln gezogen.
000000000 n=29

R := Anzahl der gezogenen roten Kugeln

E[R] = ?



R=Z41+24+...4+ Ln
Z; =1 falls i-te gezogogene Kugel rot
Z; = 0 falls i-te gezogene Kugel blau

0000000000000 r=8 b=5

Man stelle sich vor, die Nummern der Zlge werden
als rein zufallige Permutation an die r + b Kugeln vergeben.

{Z; = 1} ist das Ereignis “die i-te gezogene Kugel ist rot”.



R=Z41+24+...4+ Ln
Z; =1 falls i-te gezogogene Kugel rot

Z; = 0 falls i-te gezogene Kugel blau

0000000000000 r=8 b=5
T
P(Z,=1)=
(Zy=1) ——
T
E(Z] =
[Z;] ——

ER| = E[Z;] + E[Zy] + ... + E[Zn]

ER] =n

T+ Db




BEISPIEL

Ziehen ohne Zurlcklegen

Eine Urne enthalt r rote und b blaue Kugeln.

0000000000000 r=8 b=5
Aus der Urne werden ohne Zurucklegen n Kugeln gezogen.
000000000 n=29

R := Anzahl der gezogenen roten Kugeln

Verteilung von R?



Verteilungsgewichte von R ?

P(R=k) =7
e=n= () () (72)
(k=0,...,n)

Eine ZV mit diesen Verteilungsgewichten
heif3t
hypergeometrisch verteilt zu den Parametern (n, r + b, r).

(vgl. Buch Seite 28)



wo-E (1)) (3] -

Es GEHT so (vgl. Buch Seite 32)
Aber wie wir eben gesehen haben,
(Uber die Darstellung von R als Summe von Zahlern)
geht’s auch einfacher (vgl. Buch S. 50/51).



3. Der Erwartungswert einer Anzahl von Runs



Runs beim fairen Munzwurf

L= (21,25, ..., Ln) n-facher fairer MUnzwurf
PiZi=1}=% PZi=0}=}

Run: ein Block von Nullen (Einsen),

der nicht echt in einem grof3eren Block enthalten ist

R := Anzahl Runsin Z
00000000 R=1
11100011 R=3
10101010 R=38



E[R] =7

Dazu schreiben wir R als Summe von Zahlern.

Bei jedem Wurf zahlen wir eins dazu,

wenn bei diesem Wurf ein Run beginnt:



Y; := 1 falls bei i ein Run beginnt, Y; := 0 sonst
R=Y{+Yy+ ..+ Yn
Y] =1
i =1y =1£i—1,4;) = (0,1) oder (1,0)}  (i>1)
PYi=1) =1+ =

Elvi =5  (i>1)
E[R] = E[Y1] + E[Y;] + E[Y3] + ... + E[Yn]

i>1)

N —

ER =1+ 3(n—1)




Vorlesung 3a

Der Erwartungswert

von diskreten reellwertigen Zufallsvariablen

Teil 1

Der Erwartungswert als gewichtetes Mittel

(Buch S. 23)



Unter einer diskreten reellwertigen Zufallsvariablen
verstehen wir eine ZV'e, deren Wertebereich
die Menge R der reellen Zahlen
(oder einer Teilmenge davon) ist,
und far die eine
endliche oder abzahlbar unendliche Menge S (C R) existiert
mtP(XeS)=1.






Eine einpragsame Kenngrof3e

far die Lage der Verteilung von X

ist das mit den Wahrscheinlichkeiten gewichtete Mittel

der moglichen Werte von X:

EX:=) aP(X=a).

acs

Man spricht vom Erwartungswert von X.

(Wir bezeichnen ihn auch mit p oder piy.)



_ _ _ _
¢l0 80°0

a1yoImabsBun|iala A

00

40

30

20

10



Das elementarste Beispiel:

7 _ 1 mit Wahrscheinlichkeit p
] 0 mit Wahrscheinlichkeit q = 1 — p

Z beschreibt also einen einfachen p-Minzwurf.



Indikatorvariable von Ereignissen

L=1,(Y) = I{YeA}

.. die Indikatorvariable des Ereignisses {Y € A}
EZ|=P(Z=1)
(Z=1}={YeA)

E[I{YeA}] =P(Y e A).



E[I{YEA}] =P(YeA).

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich

dem Erwartungswert der Indikatorvariable des Ereignisses.



FUr eine diskrete reellwertige ZV'e X hatten wir

EXl =) aPX=ad}

acS

= Z ap(a).

Dabei sind die Zahlen p(a) die Verteilungsgewichte von X.
Merke:

Der Erwartungswert der Zufallsvariablen X
hangt nur von ihrer Verteilung p ab.
Synonym sprechen wir daher auch manchmal vom

Erwartungswert der Verteilung o .



Gilt S C Ry oder ) lalp(a) < oo,
acs

dann hangt der Summenwert Y ap(a)

aeS
nicht von der Reihenfolge der Summanden ab.

Man sagt dann:
Der Erwartungswert der Zufallsvariablen X mit Verteilung p
Ist wohldefiniert

oder kurz: Der Erwartungswert von X existiert.



Merke:

ist eine Zufallsgrof3e;

E[X]

Ist eine Zahl.



Vorlesung 3a

Der Erwartungswert

von diskreten reellwertigen Zufallsvariablen

Teil 3

Linearitat des Erwartungswertes

(vgl. (Buch S. 52)



Satz 1. (Homogenitat des EW)
Der Erwartungswert des c-fachen
einer diskreten reellwertigen Zufallsvariablen X

Ist das c-fache des Erwartungswertes:

E[cX] = cE[X]



Satz 1. (Homogenitat des EW)
Der Erwartungswert des c-fachen
einer diskreten reellwertigen Zufallsvariablen X
Ist das c-fache des Erwartungswertes:

h(a) :=ca, Y:=h(X)=cX.

ElcX] = Z h(a

acs

— an P(X =aqa) :CZGP(XZQ) = cE[X].

aesS aceSs



Satz 2. (Additivitat des Erwartungswertes)
Sei (X1, X>) ein zufalliges Paar reellwertiger ZV'er,
far die E[X7] und E[X,] existieren und endlich sind.

Dann gilt

E[X; 4+ X5] = E[Xq] + E[X5]






Beweis von Satz 2
(hier nur fOr diskrete Zufallsvariable):
Seien S1,S, C R abzahlbar mit
P(X;€S51)=P(X, €85, =1.

Aus der Transformationsformel folgt mit

h(ay, ay) = aj; + ay:

E[X;+ X3l = > (a1 + az) P(Xy = a1, X3 = ay)
(a7,a2)€51XS;



In der nachsten Umformung werden wir

die in V2b1 besprochene Beziehung

> P(Xy=a;,Xp=a) =P(Xj € ay)
areSy

verwenden.



E[X7 + X)]

— Z Z (a1 + a2) P(Xy = a1, X3 = ap)

A1ES] MES)

— Z aj Z P(Xy =a1,X) = ay)

a]ES] €Sy

+ ) a ) PXi=aq,X=a)

arESy a1 €Sy



E[X] —+ Xz]

= ) ) (a+a)PX)=a;,X; = ay)

a1EST mES)

= > a PXj=qy)

a1 €S

+ Y a; Y PXj=a;,X;=ay)

a)esS) a1 €S



E[X] —+ Xz]

= ) ) (a+a)PX)=a;,X; = ay)

a1EST mES)

= ) a PXj=qy)

a1 €S

+ Y a; Y PXj=a;,X;=ay)

a)esS) a1 €S



E[X] —+ Xz]

= ) ) (a+a)PX)=a;,X; = ay)

a1EST mES)

— E[X{]

+ ) ay Yy PXj=a;,X;=ay)

a)eS) a1 €S



E[X] —+ Xz]

= ) ) (a+a)PX)=a;,X; = ay)

a1EST mES)

— E[X{]

+ E[X5]



Korollar aus Satz 1 und Satz 2
(Linearitat des Erwartungswertes)
(Buch S. 52)

Far reellwertige Zufallsvariable Xq, X,

far die E[X7] und E[X,] existieren und endlich sind,
gilt

E[C]X] + CzXz] — C]E[X]] + CzE[Xz] y, C1,C € R .



Vorlesung 3a

Der Erwartungswert

von diskreten reellwertigen Zufallsvariablen

Teil 5

Wie erlebt man den Erwartungswert?



eine Zufallsgrof3e;

E[X]

eine Zahl.



Ein Beispiel: Der Erwartungswert der
Anzahl der Erfolge beim dreifachen Munzwurf

Eine faire Minze wird dreimal geworfen.

X := Anzahl der geworfenen Kopfe.

S:={0,1,2,3}



P(X = a)

0.2

0.5

0.4

0.3

0.1

0.0

Eine faire Minze wird dreimal geworfen.

0 1 2 3

a = Anzahl Kopfe




P(X = a)

0.2

0.5

0.4

0.3

0.1

0.0

E[X]

1 2
a = Anzahl Kopfe




P(X = a)

0.2
|

0.5
|

0.4

0.3
|

0.1

0.0
[

Die Zahl E[X] = 1.5 gehort gar nicht zu S

3 3
8 8

1 2
a = Anzahl Kopfe



0.5

0.4

0.3

P(X = a)

0.2

0.1

0.0

und kann deshalb im buchstablichen Sinn
kein Wert von X sein, den man erwartet.

3 3
8 8
| I I |
. i
0 1 2 3

x = Anzahl Kopfe




P(X = a)

0.2

0.5

0.4

0.3

0.1

0.0

Was denn dann?

3 3
8 8

1 2
a = Anzahl Kopfe




P(X = a)

0.2

0.5

0.4

0.3

0.1

0.0

Wie erlebt man den Erwartungswert?

3 3
8 8

1 2
a = Anzahl Kopfe



0.5

0.4

0.3

P(X = a)

0.2

0.1

0.0

Durch wiederholtes Werfen
der drei MUnzen

3 3
8 8
| I I |
. i
0 1 2 3

a = Anzahl Kopfe




Der Erwartungswert als Langzeitmittel

Beispiel:

X ...Anzahl Kopfe beim dreimaligen fairen MUunzwurf



80 Wiederholungen: Xy, X», ..., Xgg

*

* o

L K IR 2N 2 4

G60 0000 & 60 o0




Mn = (X1 + X5 + o. + Xn) /1

*

>

>

*

* o

L K IR 2N 2 4

G60 0000 & 60 o0

* * L2 R 24 * 66 00 o 0 & 66 0 & 00 LR 2R 2 4 >0

>0




CY)_

800 Wiederholungen: X1, Xy, ..., X300

=

200

400
n

600

800



Mp=(X1+Xo+...+Xn)/n

1 \ =

iy ‘ ‘ I

200

400
n

600

800



8000 Wiederholungen: Xy, Xy, ..., Xg000

CY)_

0 2000 4000 6000 8000
n



Mp=(X1+Xo+...+Xn)/n

0 2000 4000 6000 8000
n



Mn — E[X]

0 2000 4000 6000 8000
n



Warum?

0 2000 4000 6000 8000
n



0 2000 4000 6000 8000
n



Die Summe von n Zahlen xq,...,xn €{0,1, 2,3}

kann man auch so berechnen:
Man zahlt far a = 1, 2, 3, wieviele der x; gleich a sind

und bekommt

3
x1—|—...—|—xn:Za#{i§n:xi:a}.
a=0



3
Mnp= > a#{i<n:X;=a}/n
a=0 HZ O(lP a)

0 2000 4000 6000 8000
n



Dazu spater mehr.

FUr den Moment nur als kurzer Ausblick:

DAS GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN

Sei X eine ZufallsgroBe mit Erwartungswert E[X].
Seien Xy, X», ... unabhangige Kopien von X.

Dann gilt

n

y E[X]




Zu klaren
1. Was heif3t , unabhangig “?
2. Was heif3t, — “?

Diese Klarung wird in der Vorlesung

iIn wenigen Wochen erfolgen.

Jetzt halten wir erst einmal fest:



Zwei Vorstellungen von E[X]

1. Gewichtetes Mittel

der moglichen Werte:

EX]:=) aP(X=a)

2. Langzeitmittelwert

bei “unabhangigen” Wiederholungen:

n

y K[X]




Zusammenfassung

des Wichtigsten



A.

Was ist der Erwartungswert?
EX =) aP(X=a)

und

n

E[X] = lim

far “unabhangige Wiederholungen” Xy, X,, ...



B.

Was ist die wichtigste Eigenschaft des Erwartungswertes?

Die Linearitat:

ElaX + BY] = «E[X] + BE[Y]



C.

Wie berechnet man E[X] am besten?

Oft dadurch,

dass man X als Summe schreibt:

EX] = E[Z{] + ... + E[Zn]



Vorlesung 3b

Indikatorvariable

Rechnen mit Ereignissen und
Wahrscheinlichkeiten.

Teil 3

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten.
(Buch S. 57)



FUr Ereignisse und ihre Indikatorvariable
gelten die Beziehungen
E={Igp=1}

Ellp] =PUr=1) =P(F).

Aus dem Rechnen mit Indikatorvariablen
und aus der Linearitat des Erwartungswertes
ergeben sich die Regeln

fur das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten:



(i) P(Es) =1, P(Eu) =0,

denn
eine {0, 1}-wertige ZV’e, die stets den Wert 1 annimmt,

hat Erwartungswert 1.

Das passt auch zu unserer Vereinbarung der ersten Stunde:
FOr eine S-wertige Zufallsvariable X ist
P(X eS)=1.



(i) P(E1) + P(E2) = P(F1UE) +P(E;NE))

Das sieht man aus der ldentitat
b1 + bp = max(by,bp) + min(by,bp), b1, bo € {0,1}
mit ihrer Folgerung

IEl + IEQ — IElUEQ + IElﬂEQ
zusammen mit der Linearitat des Erwartungswertes.

Aus (ii) folgt sofort die Subadditivitat:
P(E1UE>) <P(E1) + P(E2)



Eine weitere unmittelbare Konsequenz aus (ii) ist

(i) P(Ey U Ep) = P(Fy) + P(E)
falls /1 und E5 disjunkt.
“(endliche) Additivitat”

In der Wahrscheinlichkeitstheorie arbeitet man mit einer starkeren Form
dieser Eigenschaft, der o-Additivitat. Sie besagt:
FUr unendliche Folgen E4, E», ... von paarweise disjunkten Ereignissen
git P(EiUE>U---) =P(Ey) +P(E2) +---.
Diese Formel entspricht zusammen mit der Eigenschatft (i)
den Axiomen von Kolmogorov fur Wahrscheinlichkeitsmalf3e.



Eine unmittelbare Konsequenz aus

der Additivitat des Erwartungswertes ist

(iv) P(ES) = 1 — P(E)

(Regel von der Gegenwahrscheinlichkeit)

denn:IEc: 1—IE.



FOr je zwei Ereignisse E1, F» gilt die folgende
“Zerlegung von E5”:

Ey = (E1 N Ez) U(E] N E>),
dabei sind 1 N E> und E{ N E> disjunkt.
Also folgt aus der Additivitat:

P(E1 N E>) < P(E>).

Daraus ergibt sich
(v) P(E1) < P(E>)
falls das Ereignis E'1 das Ereignis E5 nach sich zieht
(d.h. falls qilt: £1 = E1 N E>»)



Wir fassen zusammen:
(i) P(Es) =1, P(Ey) = 0.

(i) P(E1) + P(E2) = P(E1UE>) + P(E1N EL),
insbesondere P(FE1 U E») < P(Fq1) + P(E>»).

(i) P(E1 U Ey) =P(E1) +P(E2)
falls /4 und E» disjunkt.

(iv) P(ES) = 1 — P(E).

(v) P(E1) <P(FE»),falls E1 C E>.



Vorlesung 3b

Indikatorvariable

Rechnen mit Ereignissen und
Wahrscheinlichkeiten.

Teil 4

Die Einschluss-Ausschlussformel
(Buch S. 57-58)



Die im vorigen Tell diskutierte Eigenschatt
(i) P(E1) +P(E2) =P(E1UE2) +P(E1NE)
bzw. aquivalent dazu
P(E1UE>) =P(E1) +P(E2) —P(E1NE>)

wird verallgemeinert durch die

Einschluss-Ausschluss-Formel:

P(ELU---UEy)

=YPE)- Y PENE)+ - — - £P(E1N---NEy).
i i<j



Beweis der Einschluss-Ausschluss-Formel:
1 — IE1U“°UEn

fallt genau dann auf 0,
wenn mindestens eines der I, auf 1 fallt,

Ist also gleich dem Produkt

(1—-1Ig,) - (1—-1Ig,)
Ausmultiplizieren ergibt

i i<j
Gehe dann Uber zum Erwartungswert. [



Beispiel (vgl Buch S. 58). X = (X1,...,Xy) seieine
rein zufallige Permutation von 1,..., n.
Was ist die W'keit, dass X mindestens einen Fixpunkt hat?
Sei E; ;= {X; = 1¢}. Wir arbeiten mit der E-A-Formel.
Offenbar qgilt far iy < --- <1

k-
(n —k)!
P(Eil R N Elk) — I
n.
(denn es gibt (n — k)! Permutationenvon 1,...,n
mit Fixpunkten bei i, ..., )

Fir jedes k gibt es (7)) Mégl'k'ten, i1 < --- < i) zu wahlen.

Also:



n
Z P(E' AREEREE N F- ) — .
11 <1 <---<1p . 'k (k'> n! k!
Mit der E-A-Formel folgt fur die gefragte W'keit
P(ELU---UE,)=1-2+ -+ 3. O

n!

(Fir n — oo konvergiert das (ibrigens gegen 1 — e~ 1,

denn aus der Mathe 1 ist bekannt:

ak a? a3

"=y
e’ = =144 a - | SRR
o k! o1 3l
L0111
€

— 21 31 4l




Vorlesung 3b

Indikatorvariable

Rechnen mit Ereignissen und
Wahrscheinlichkeiten.

Teill 5

Positivitat und Monotonie des Erwartungswertes
(Buch S. 55)



Wir beweisen jetzt

(hier nur far diskrete rellwertige Zufallsvariable)

zwei weitere fundamentale
Eigenschaften des Erwartungswerts:

die Positivitat und die Monotonie.

Als Vorbereitung dazu ist hier ein

Nachtrag zu Teil 1 der heutigen Vorlesung.



Die Aussage “X > 0” und das Ereignis { X > 0}:

X sei eine reellwertige Zufallsvariable.

Die Aussage “X > 0O
definieren wir als gleichbedeutend damit,
dass {X > 0} das sichere Ereignis ist.

Ist {X > 0} = Es, dann kdnnen wir wahlweise [0, co)
oder R (oder jede andere Obermenge von [0, co))
als Wertebereich von X verwenden.



Die Aussage X < Y und das Ereignis {X < Y}:
Essei H := {(z,y) € R? : z < y},
der Halbraum Uber (und einschlief3lich) der Diagonalen.
FOr reellwertige Zufallsvariable X, Y setzen wir
{X <Y}:={(X,Y) e H}.

Die Aussage “X <Y
definieren wir als gleichbedeutend damit,

dass { X < Y} das sichere Ereignis ist.



Positivitat des Erwartungswertes
FUr die reellwertige Zufallsvariable X gelte X > 0. Dann qilt
() E[X] > 0O,
(i) E[X] = 0 genau dann, wenn P(X =0) = 1.

Monotonie des Erwartungswertes
Far reellwertige Zufallsvariable X1 < X5
mit wohldefinierten Erwartungswerten gilt

E[X1] < E[X5].



Positivitat
FUr die reellwertige Zufallsvariable X gelte X > 0. Dann qilt
() E[X] > 0O,
(i) E[X] = 0 genau dann, wenn P(X = 0) = 1.

Wir geben hier einen Beweis nur im diskreten Fall:
Nach Voraussetzung (siehe die “Vorbereitung” am Beginn
dieses Teils) konnen wir [0, co) als Wertebereich ansehen.
Weil X als diskret vorausgesetzt war, existiert dann eine
abzahlbare Teilmenge S C [0,00) Mit P(X € 5) = 1.
Dann gilt auch P(X € S) = 1 mit S := S U {0}.



Nach der Definition des Erwartungswerts aus V3b1 qilt:

EX]= ) aP(X =a) = >  aP(X =a) (1)
“€5 Aus P(X = S Tolgt
1=P(X=0)+ Y PX=a) (2)
Aus (1) folgt sofort: E[X]aesoaalso die Aussage (i). Weiter qilt:
P(X =0)=1
&)

P(X = a) = 0 fir alle strikt positiven a € S
(é 1)i

E[X]=0 0.



Monotonie
Far reellwertige Zufallsvariable X1 < X5
mit wohldefiniertem Erwartungswert gilt
E[X1] < E[X5].

Beweis:

X1 < X5 ist gleichbedeutend mit Xo — X1 > 0.
Aus der Positivitat und der Linearitat des Erwartungswertes
f0|gt E[XQ] — E[X]_] > 0. U



Die Ungleichung von Markov

X reellwertige Zufallsvariable mit X > 0, ¢ > 0. Dann gilt

P(X > ¢) < (E[X]

Bewels:
Wegen  cly, ) (a) <a, a>0,
gilt
CI{XZC} < X.

Aus Linearitat und Monotonie des Erwartungswertes folgt:



Vorlesung 3b

Indikatorvariable

Rechnen mit Ereignissen und
Wahrscheinlichkeiten.

Teil 2

Rechnen mit Ereignissen
(Buch S. 37-38)



Das sichere Ereignis Es hatten wir dadurch charakterisiert,

dass seine Indikatorvariable stets den Wert 1 annimmt:

IES:].

Das unmdégliche Ereignis E\, ist dadurch charakterisiert,

dass seine Indikatorvariable stets auf den Wert 0 fallt:

IEU =O



FUr zwei Ereignisse E1, E»

hat deren “Oder-Ereignis” die Indikatorvariable

Ip,uE, = max(Ig,, IE,)

und deren “Und-Ereignis” die Indikatorvariable

[ElﬂEQ L= min(IElv IEQ)

Man nennt £1 U E> bzw. Eq1 N E> auch
die “Vereinigung” bzw. den “Durchschnitt”

der Ereignisse E1 und Fo.



Fir b1, b € {0, 1} gilt die Identitat:
b1 + bo = max(by, b2) + min(by,b2).

Dies Ubertragt sich auf eine Gleichheit von Zufallsvariablen:

IEl + IEQ — IElLJEQ + IElﬂEQ



Falls
E1NE,= Ey,

so heiBen Eq und E>

disjunkte oder sich ausschlieBende Ereignisse.



Gilt E1 = Fq N E5, so schreiben wir
E1 C Es.

und sagen:
“Mit E/q tritt sicher auch E» ein”
oder auch

“Das Ereignis F/; zieht das Ereignis E> nach sich.”



FUr jedes Ereignis FE ist sein Komplementarereignis
EC
definiert durch

Ige:=1—1p bzw. E°:={Ip =0}.

Wegenlpc=1-14 qilt

{(X e A} ={X € A°}.



Vorlesung 3b

Indikatorvariable

Rechnen mit Ereignissen und
Wahrscheinlichkeiten.

Teil 1

Ereignisse und ihre Indikatorvariablen
(Buch S. 36-37)



Wir wissen schon:
Ein- und dasselbe Ereighiss kann man

auf verschiedene Weisen darstellen:

Beispiel:
Sei X = (X7, X») das Paar der Augenzahlen

beim zweimaligen (gewohnlichen) Wurfeln. Dann gilt:

{X1=3}={X1 =3, X2€{1,2,3,4,5,6}}



Allgemeiner:
Sei X = (X1, X») ein zufalliges Paar

mit Wertebereich 51 x So.

Dann ist flr aq € Sy
{X1 =a1} ={X1 € a1, X2 € 52}



Noch allgemeiner qilt

fUr die “Verarbeitung” Y = h(X) einer Zufallsvariablen X:

{Y =b} ={X e h 1(b)}.

A\



Ein wichtiger Spezialfall hiervon ist die Verarbeitung von X

mittels der Indikatorfunktion 1 4 einer Teilmenge A von S:

14(X)

{X € A} ={14(X) =1}



]-A(X) . I{XEA}

7 10,1}

(X €A} = {14(X) =1}
It x e 4y heiBt Indikatorvariable des Ereignisses {X € A}



14(X) =t I1xeay = Ip

7 10,1}

E ={X € A} ={14(X) =1}
E={Ip=1}
Ir fallt auf den Wert 1 genau dann,

wenn das Ereignis E eintritt.



14(X) =t I1xeay = Ip

7 10,1}

E ={X € A} ={14(X) =1}
E={Ip=1}
Ir fallt auf den Wert O genau dann,

wenn das Ereignis E nicht eintritt.



Ereignisse sind gleich,
wenn ihre Indikatorvariablen gleich sind
(in dem Sinn, dass beide stets gemeinsam auf 0
oder gemeinsam auf 1 fallen)

Wann “sind zwei Zufallsvariablen gleich”?
Intuitiv dann, wenn stets
die eine auf denselben Wert fallt wie die andere.

Das prazisieren wir im Folgenden.



Das sichere Ereignis

FUr jede Zufallsvariable X mit Wertebereich S qilt:

Itxesy = 15(X)
Ist eine Zufallsvariable, die “sicher” auf den Ausgang 1 fallt.

Das sichere Ereignis Es ist dadurch charakterisiert,

dass seine Indikatorvariable stets auf den Wert 1 fallt:

IES: 1.
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Die Aussage X = Y und das Ereignis {X =Y}

Seien X, Y Zufallsvariable mit demselben Wertebereich S.
D = {(z,y) € S?: x = y}, die ,Diagonale” in S2.
Wir definieren das Ereignis “X und Y fallen gleich aus”
als
{X =Y} :={(X,Y) e D}

Ist dieses Ereignis gleich dem sicheren Ereignis,
so schreiben wir daflr kurz:
X =Y
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