(Vgl. AK MUI-Vortrag 2011)

Lutz Fahrer
Wege zum Pythagoras-Satz
— Peter Bender zum 65. Geburtstag -

Im Mathematikunterricht der Hoheren Schulen spigéePythagoras-Satz bekanntlich seit al-
tersher eine herausragende Rolle: Synthetische &eengalt einst als klassisch-ehrwurdiger
Beitrag zur Schule des Denkens, und nichts bliebdiesem Unterricht so in Erinnerung wie
»,das gehobene ABC der Mathematik”, bei dem die Btaiben — aus welchen Grinden auch
immer — mit Quadraten geadelt waren.

Naturlich hat die Gedankenlosigkeit, mit der vielevachsene ebenso ehrfurchtig wie abfal-
lig Mathematik mit formalem Aufsagen geheimnisvoBaichstaben gleichsetzten. Mathema-
tiklehrer und -didaktiker immer wieder geargerthndehnen gilt der Satz — bewusst oder un-
bewusst — als ,Paradigma der MathematikR{A&ANN). Statt eines gestelzten Abcs galt es,
den — oder besser: einen — ,eigentlichen Seinsgmumd weniger die Formalitaten einzupré-

gen. Die folgende sehr klare Begriffsanalyse&NDELENBURGS findet einen solchen ,Seins-

grund* in Ahnlichkeitsbeziehungen.
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Abb. 1 — Ubersichtsskizze nach einem ausfihrlichextzitat aus Band 2, § 175,
von FR. TRENDELENBURGS ,Allgemeiner Metaphysik* 1879 inifCHER1924

Sieht man Ahnlichkeitsbeziehungen als ,Seinsgrutelf Pythagoras-Satzes an, dann spricht
viel dafir, im Unterricht erst den Themenkreis ,Aibhkeit* abzuhandeln, bevor es zu die-
sem Satz (mit Ahnlichkeitsbeweis) geht. Man kanbedanduktiv zum Pythagoras-Satz
kommen, indem man &ahnliche Figuren UbungsweiseStarsdarddreiecken und umbeschrie-
benen Rechtecken aufbauen lasst, wie der Zuganglenitaufgeklappten Teildreiecken im
Bild rechts zeigt (frei nachiETzmANN 1953, S. 41 f.). Dabei gilt die Summeneigenscfiaft
beliebige (spitzwinklige) Dreiecke, wahrend die Rgdnkligkeit alle drei Klapp-Dreiecke
ahnlich macht, und damit auch ihre umbeschrieb&exhtecke. Aus jenen Rechtecken folgt
dann (notfalls mit einem Stetigkeitsargument) deayatesatz.
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Pythagoras

Uber die Ahnlichkeitslehre oder auch schon im Rahoer Kongruenzgeometrie nach Eukli-
dischem Vorbild (BkLiD 1980, Blicher V-VI bzw. Buch |) ist oft versucht rden, jeweils
bevorzugte Seinsgrinde Schritt fur Schritt undlemgem Atem ,vom Leichten zum Schwe-
ren“ zu vermitteln. Das entsprach Uberdies der l&ardjen Meinung von Geschichte und
Aufbau ,der” Mathematik. Sehr erfolgreich war eseobar trotzdem nicht, denn die Bemu-
hungen und Klagen um Nachhaltigkeit mathematisétilggemeinbildung horten seit Platon
nicht auf — und dienten so mancher Reform des Madiikunterrichts als Rechtfertigung.

wIhenso lehrt der Pythagoreische Liehrsatz uns cine
ualitas ocoulta des rechtwinkligen Dreiecks kennen;
des Eukleides stelzbeiniger, ja hinterlistiger Beweis
verliisst nns beim Warnm, und beistehende, schon he-
kannte, einfache Figur gibt auf einen Blick weit mehr,
als jener Beweis, Hinsich in die Sache und inncre
feste Ueberzeugung von jener Notwendigkeit und von
der Abhingigkeit jener Higensehaft vom rechten
Winkel :

Auch bel ungleichen Katheten muss es sich zu
einer solchen anschaulichen Ueberzeugung bringen
lassen, wie iiberhaupt bei jeder méglichen geometrischen
Wahrheit, schon deshalb, weil die Auffindung allemal
von ciner solchen angeschauten Notwendigkeit ausging
und der Beweis erst hinterher hinzu ersonnen ward« . . .

So urteilt Schopenlianer iiber den euklidischen
Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes, den Beweis, den
schon Proklus als sehr augenfilliy und neuerdings
Herr Simon als den anschaulichsten rithmt, den Be-
weis, der noch heute in unseren Lehvbiichern der ver-
breitetste ist.

Abb. 3 und Schopenhauer-ZitatlwiwGe 1906;
vgl. z. B. auclBapTIST1997, Abschnitt 3.3

Allerdings hat sich im Laufe des 19. JahrhundersSuchrichtung geandert. Mit der ,Los



von Euklid!"-Bewegung und verstarkt seit Mitte d&shrhunderts, nach Schopenhauers Pro-
test gegen Euklids Hinterlist und ,Mausefallenbesivevurden zunéchst mit Veranschauli-
chungen, Plausibilitdtsbetrachtungen, induktivemadgehensweisen und zurtickgenomme-
nen Formalitdten ,organische” oder ,genetische” Bms& gesucht. Solange der Mathematik-
unterricht Gberzeitlich und weltweit geteiltes Kultjut in erster Linie Respekt gebietend ver-
mitteln sollte, galt die Beweissuche im Kern ansdichen und doch nachhaltig Uberzeugen-
denSeinsgriinda. (Eine kleine Ubersicht mit Animationen gibtAmoTo 2011, Text a.; tber
90 Beweise stehen unter http://www.cut-the-knofytihhagoras/index.shtml.) Erst mit dem
gesellschaftlichen Aufstieg des Wirtschaftsbirgagumit der prosperierenden Industrialisie-
rung und mit der Liberalisierung des Bildungssysemrwandelte sich in den Jahren vor und
nach 1900 die professionelle Zumutung an Lehreom\Schiler aus® zu denken: von fir-
sorglicher Zukunftsorientierung (auch) zur ,Frersgtg der Willenskrafte®, wie es damals
hie3. Fur das Lehren des Pythagoras-Satzes begleligee Wendung, nach subjektiv kreati-
venZugangen zum Pythagoras-Satz zu suchen, um sie Schiletalsngeschickt arrangierter
Lernumgebungen mehr oder minder verdeckt anzumaigaters als bei den meisten Lehrsat-
zen der Schulmathematik stie3 man dabei auf ediebliach- und unterrichtsmethodische
Hindernisse. Nimmt man die reformpadagogische Bgndm Schiler aus!" als Aufforde-
rung zum forschenden Entdeckungslernen, dann kaniythagoras-Satz fur den Mathema-
tikunterricht geradezu als das erste wirklich zétatmethodische Hindernis — vielleicht so-
gar das einzige auf der Mittelstufe — bei der Daethung ,moderner Unterrichtsmethodik*
angesehen werden.

Von einigen Versuchen, das immer besser zu venstaéhe wenigstens vorlaufig zu tberwin-
den, mdchte ich im Folgenden berichten und dabeije fragen, ob man nicht mit heutigen
technischen Mitteln ein Stick weiter kommen kon(Man vergleiche dazu auch das mittlere
Drittel des umfangreichen Werkes vORAEDRICH 1995, auf das ich nur gelegentlich einge-
hen kann.) Dabei ist meine Quellenauswahl eherlguf&twaigen Prioritatsfragen bin ich
nicht nachgegangen, zumal vieles wohl hier odet sidton lange unterrichtet wurde, bevor
es jemand unter den strengen Augen der Fachwidsateczu veroffentlichen wagte.

1. Ein genetischer Rekonstruktionsversuch

In den Deutschen Blattern fiir erziehenden Untetridm Zentralorgan ausgerechnet der an-
geblich so methodisch erstarrten Herbartianerheacl886 vom Lehrerausbilder KEINE-
MANN ein Aufsatz, der unsere Suchrichtung sehr schiérer



Die naturgemiisse Einflihrung

in einen geometrischen Lehrsatz, gezeigt am
pythagoreischen.

Voun Heinemann, Lehrer an der Kgl. Priparandenanstalt zu Quedlinburg.

Wenn ich mich auf die Behandlung irgend eines mathe- |

. Der sachgemifse Weg diirfle folgender sein: die

matisehen Lehrsatzes vorbereite, so frage ich mich jedes- | geomsirischen Wahrheiten hieten sich zundehsi der An-

mal zuodchst: ,Wie ist man wohl iberhaupt auf diesen
Satz gekommen?* Konnte ich meine Schiiller den Weg
fihren, auf dem der Entdecker der mathematischen Wahr-

heit diess fand, danp miifsten sie den denkbar grofsten |
Niemals freilich wird !
Bie konnte
e jo nor dann, wenn Lehrer (und Lehrbueh) und Mit-
sehiler fehlten. Sie wird um so wertvoller sein, je weniger |
- terhin werden andere spezielle Fille herangezogen, und es
! wird gezeigt: ,Hs ist immer so!' Manche Schule wird

Gewinn von der Lektion hahen.
jhre Arbeit an die des Ideals heranreichen,

ich selbst helfe. Deshalb ist es immer mein eistes Be-
streben, so viel wie miglich zuriickzutreien,

Im vorliegenden Falle darf ich also vor allem den }

schagung dar, Allerdings kann zuweilen fir eipen all-
gemeinen Satz nur ein spezieller Fall veranschaulicht wer-
den, resp. sich ohme weiters kimstliche Veranstaltungen
von selbst der Anschaunng darbieten. Dennoch bleibt
dieso Anschauung Ausgangspunkt. Das: Ich sehe, dals
dies und jenes so ist‘, kann zaweilen auch dureh ein:
JEs scheint sol’ ersetzt sein. — Nunmehr wird (durch
Messung u. 8. w.) konstatiert: ,Es ist wirklieh sol* Wei-

mit dem Bewsise fiir den Lehrsatz hier aufhtren missen,

Lehrsatz nicht geben. Er kann ja von den Schilern | wenigstens hei einer Anzahl von Sizen. Wer daritber
gefunden werden. . hinausgehen kann, fragt: Warum ist dies und das so¥
. | 8o hat unser Sehtler auf natargemilss Weise die drei
! Stufen geometrischer Erkenntnis durehlaufen: ,Es seheint
| so! Es ist so] Es muls so seinl’

aus: Deutsche Blétter fiir erziehenden Unterricht, Bd. 13, H 50 (1886), 399 - 402.

Abb. 4

Der Spezialfall, von dem #HNEMANN wie auch Schopenhauer ausgingen, ist der ,Menon-
Fall*, d. h. der Pythagoras-Satz fiir das gleichskhg-rechtwinklige Dreieck, an dem Pla-
tons Sokrates bekanntlich dem Sklaven des Menomedigte Quadratverdoppelung aus der
Nase gezogen hatte. (Vgl. etwaa8o 1994, S. 193 ff.; WITER 1989, Kap. 1, und die dort
angegebene Literatur; sowie unseren spater folgeAtschnitt 10.) Wie kommt EINEMANN

nun zu allgemeineren Fallen? Er schreibt dazu@S; Abb. von mir erganzt, L. F.):

Wir
sehen im Geiste sinem Bteinsetzer zu, welcher Mosaik-
pilaster legt und zeichnen das Wesentliche an die Tafel.
Er hat Platten, deren Breitseiten kongrnents rechtwinklig-
gleiehschenklige Drejecke bilden. An die beiden glsichen
Dreiecksseiten legt er neue Dreiecke mit den entsprechen-
den Seiten, ebenso an die ldngere. Sefzi er dort je
zwel Platten an, so erhilt er Quadrate, welehe eine kiirzere )
Dreiecksseite zor Grundlinie haben. Will er anch auf der
dritten Seite ein Quadrat enistehen lassen, so braumeht er
vier Steine. So haben wir auf ansehaulichem Wege naech-
gewissen, dals das Quadrat ther der lingern Seite
des reehtwinklig-gleichschenkligen Dreiecks
gleich ist der Bumme derjenigen Quadrate, wel-
che man auf den beiden andern Seiten erriechtet.

Abb. 5 Abb. 6

Heimliches Ziel ist die Plattenkonstellation im haen Bild rechts, und das war natirlich
auch damals schon keine neue Beweisidee (rechteb&bBEINEMANN, S. 400).



Viel interessanter als dieses Ziel ist abemN#MANNS Weg: Er lasst alle seine Schiler (einer
.Praparandenanstalt®, also gute Volksschulabsoéreim der Lehrer-Lehre) eine asymmetri-
sche Pythagoras-Figur zeichnen und ausmessennighein cnf, sondern geman der Stein-
setzer-ldee: mit zum inneren Dreieck kongruentelatien®. Die Ful3note dazu lautet: ,Ein
das gegebene Dreieck darstellendes Stick Pappautedienste leisten.” Ich denke, er wa-
re einverstanden, wenn wir mehrere Pappdreieckerl@golien oder PC-Kopien des Aus-
gangsdreiecks ndahmen ...

Geht man HINEMANNS Steinsetzer-ldee mit den PC-Mdglichkeiten nachwinscht man
sich naturlich ein Programm, das das Zeichnen, é&epi und trickfreie Bewegen rechtwink-
liger Dreiecke umstandslos erméglicht, z. B. ankeair Touch-Screen. In der Tat sind solche
Moglichkeiten inzwischen verfigbar und im Versutcadaim (DoHRMANN 2011). Mit den
herkémmlichen Mitteln kann man sich z. B. so betelf

o

Hame Ipyth_Dreleck Okay

Hiltetext :

@ Eingaben: &. B, Steuerpunklt fur 4B, D, E Abbrechen

4.

'Steuerpunkl

Abb. 9



In Euklid-DynaGeo wird ein rechtwinkliges DreieckB& mittels A, B und einem ,Steuer-
punkt‘ S vorgegeben, der C auf einem verborgenexdeBhkreis tber AB steuert. Anschlie-
Rend werden Kopien von ABC mit einem Makro ,pytheieck” erzeugt, deren Hypothenu-
sen jeweils mit D beginnen und in Richtung E vefdau Mittels D und E kénnen die Kopien
dann frei bewegt werden.

2. Induktiver Zugang: gedrehte Quadrate

Ein nahe liegender Kritikpunkt an der Fliesenlelgkse lautet: Ist es nicht erzieherisch be-
denklich, wenn Lernende dazu aufgefordert werdame einzige gelegentliche Beobachtung
(Menon-Fall) sofort zu verallgemeinern? Verallgeneen tun halt viele Menschen allzu gern,
und nachtragliche Begriindungen, wie sieiN#MANN dreifach nachschiebt, werden oft nur
als Lehrerhobby abgetan.

Demnach sollte erst die allgemeine Satz-Hypothedgeatellt werden, nachdem mehrere
Beispiele zur selben Beobachtung der Kathetengts&@n@inigung im Hypotenusenquadrat
gefuhrt haben. Hier werden gern pythagoreischeedkel benutzt (EINEMANN erwahnt die
beiden bekanntesten). Auf deren zwanglose Gewinmaaghte ich erst im nachsten Ab-
schnitt eingehen und erst einmal ihre Funktion gerh Weg zum Pythagoras-Satz genauer
beleuchten.

Ein bemerkenswerter Vorschlag vonJBNGE 1906 ,fuhrt Gber Dreiecke, deren Katheten ra-
tionales Verhaltnis haben*:

Ich stelle den Schiilern die Aufgabe, Quadrate von Die  Zeichuung fiir das Quadrat von der TFliche
gegebener Fliche zu zeichnen, zuewst von 1, 4, 9 usw.  25=16 49 findet sich Cantor I 8. 638; sie ist nach
(o, dann von der doppelten Fliche. Die Schiiler be-  den Angaben einer chinesischen Quelle konstimiert;
nutzen Papier, das nach ganzen oder halben ¢m karrviert s. Figar 4.

ist. Bei der ewsten Reihe von Quadraten fallen die
Seiten der Quadrate mit den vorgezeichueten Linien
zusammen, hei der zweiten Reihe laufen sie diagonal,
Weiterhin fordere ich, einige der fehlenden Quadrate
zu zeichnen, etwa das von der Flédche 5 qm, In der
Regel verfiillt bald ein Schiiler anf die Figur 2 ange-
gebene Konstruktion. .

Sonst komme ich zu Hilfe durch die Zwischen-
forderung, ein Kreuz vou der Fliche 5 ym zu zeichnen
und in ein Quadrat zu verwandeln; s, Figur 8.

\ L

/

Fig. 2.

Aechnlich lassen sich alle Quadrate zeichuen, deren
Fldehe in gem als Sunme zweier Quadratzahlen dar-
stellbar ist, deren Fliche also == 10, 13, 17, 20 usw. gem,

Fig. 3.

Die Schitler bercchuen

N die Fliche der Quadrate
// N durch Zerlegung in ein
N kleines Quadrat in der

Mitte, dessen Seiten mit
den Linien des TPapiers

\ 4 zusammentalien, und vier
L\\ / kongruente rechtwinklige
N // Dreiecke, deren Katheten

N chenfalls mit Linien des
Papiers zusammenfallen.

Fig, 4. .

Diecse Flichenberechuungen sind so  anschaulich
und einfach wie nuwr méglich. Nur denkt man noch
kaum dabei an den Satz von Pythagoras.

Tch lasse weiterhin Quadrate zeichnen uud be-
rechnen itber der Hypotenuse von Dreiecken, deren
Katheten in c¢m und mm gegeben sind. Bei der
Lisung solcher Aufgaben verfallen dann die Schiiler
frither oder spiter anf das Gesetz, das durch den
Pythagoras ausgesprochen wird, und dessen Kenntnis
eine schucllere Berechuung der Quadratfliche or-
miglicht.

Abb. 10 — INGE 1906

Die folgenden Bilder aus einem Baumarkt (Kann-Batemye.de) bzw. ausdTzmMANN 1953
verallgemeinern UNGES Ansatz auf gemischte Quadratmuster. Etwas kdhstlProblemfra-
ge: Wie kdonnten mdoglichst verpackungsfreundliché.(&leine, handliche und gleich grof3e)
quadratische Keramik-Platten fur den Versand awssetie das gemischte Muster entstehen
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W. Uetzmann: Der pythagoreische Lehrsatz, Stuttgart: Teubner (7. Aufl.:) 1853, S, 31.

Abb. 11

ALEXIS-CLAUDE CLAIRAUT hatte schon 1741 klargelegt, was man als die Keazete solcher
Schuleriibungen ansehen kénnte:
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Abb. 12

Das fette Quadrat in der Abb. 3 dera®AuT-Ubersetzung kommt zustande, indem man die
Dreiecke unter DC bzw. CE mit je einer Vierteldregwm ihre unteren Ecken aufeinander
zu bewegt, bis AD’ = AB bzw. FE’ = FB. Bei den uaglhen Quadraten der folgenden Ab-

bildung erzeugen die Diagonaldreiecke ACD bzw. E€diese Weise leider kein Quadrat.

Wahrend C nach rechts wandert, muss stets ein dishgtwischen den Hypothenusenldngen
stattfinden: C zerfallt in C und H, so dass die @i bzw. HF nach unten hangenden Drei-
ecke ,mittlerer* Hypothenusenlange aufeinander edrght werden. Dabei muss H zum Aus-
gleich genau so weit von der Mitte nach links wandaie C aus der Mitte nach rechts ver-

legt wird. Das ist CAIRAUTS genetische Rekonstruktion des ,Stuhls der Brdttide 9. Jh.

n. Chr.; vgl. etwa IETZMANN 1953, S. 24; WTMANN 1987, Abschn. 3.5; 8TIST 1997, Ab-

schn. 3.4.)

Als Ubertragung auf den PC bietet sich vielleidigénde Variante des/NGEschen Zugangs
an: In einem gerasterten Koordinatensystem sindchst keine, dann zwei oder mehr Quad-
rate vorgegeben. Mithilfe eines ,Quadrat-Makrosll sach schragen Summenquadraten ge-
fahndet werden, die ,exakt‘ ganzzahligen Flachealinhaben. (Ein Quadrat-Makro mit 3-
Punkt-Eingabe hat sich dazu bewahrt: A, B und Senvdie Ecken A und B zwecks Steue-
rungsmaoglichkeit sichtbar bleiben muissen, wahreddd®ylich fur die rechte Orientierung
sorgt und nicht sichtbar bleibt.) 4 ArRAUTS allgemeine Problemlésung fur den ,Stuhl der
Braut” eignet sich wohl nur zum Vorfihren im Zugnusd



3. Pythagoreische Dreiecke entdecken?

JUNGEs Vorschlag macht von rechtwinkligen Dreiecken maiionalem Kathetenverhaltnis
Gebrauch, d. h. aul3er von pythagoreischen Dreiealein von solchen mit irrationaler Hypo-
tenuse, bei denen ungefahre Messwerte genigen mi®se kann die Lehrerin ihren oder
der Lehrer seinen Schulern pythagoreische Dreiecigenigender Zahl zur Verfugung stel-
len, ohne irgendwelche algebraische Zauberformain Mimmel regnen zu lassen?

Die pythagoreischen Zahlentripel berechnen sich nach den Formeln: a = 22 — 42, b= 2x ¥,
¢ = x* 4 ¥* wo x und y ganze positive Zahlen sind, x = y. Werden x und y teilerfremd und
eine von ihnen gerade gewiihlt, so wird ein primitives, d. h. teilerfremdes Zahlentripel erhalten.

xl2lalalals|sleleln
vitlzl1lal2lal1l5]2
€5 |13/17 25|29 41137|61|53
al3ls 13/ 7/21 9353|1145
b4 12 8 24/20/40]12(60 28

Abgeleitete Tripel erhiilt man, wenn man jedes Tripel mit einer beliebigen ganzen Zahl multipli-
ziert.

Abb. 13 — aus KABE 1967, S. 57

In seiner ,Elementarmathematik vom héheren Stanklieuaus” hat ELIX KLEIN (z. B. 1925)
eine Uberlegung vorgestellt, wie man projektionsgeisch auf diese Parametrisierung der
pythagoreischen Tripel kommen kanrei®r (1868, S. 99 f.) bzw. IETzMANN (1953, Kap.
VII) leiten sie als notwendige und hinreichendediBgung durch elementare Uberlegungen
zu Paritat und Primfaktorzerlegung v@y b und ¢ her. Beide Zugange sind z. B. in
SCHEID/SCHWARZ (2008, S. 65 ff.) ausfuhrlich wiedergegeben. Hinerg eine Skizze des Ge-
dankenganges nacleRT und LETZMANN genulgen:

Gesucht sind alle pythagoreischen ,Grundtripel*hdteilerfremde nattrliche Tripeh,(b, c)

mit a + b> = . Wegen der Teilerfremdheit miissenndb verschiedene Paritat haben. Man
nehme ana sei ungeradey gerade und folglich ungerade. Nun kann mah = (c +a)l{c —

a) =: Aimf schreiben, woben := (c + a)/2, n := (c — §/2 und folglichc = m+nunda=m —

n. Wegen letzterem sind aualmund n teilerfremd und folglich Quadratzahlen, etwe=: X°
undn =: Y. Daraus folgen danm= 2xy, a = x* —y* undc = ¥ + y°. So sehen alle gesuchten
Grundtripel aus. Und so erhalt man auch stets a&s teilerfremden Quadratzahlen unter-
schiedlicher Paritat pythagoreische ,Grundtripgliaut vAN DER WAERDEN 1966, S. 163,
wurde i. w. dieses Konstruktionsverfahren fur &leindtripel Pythagoras selbst zugeschrie-
ben. Sie sind aber sehr wahrscheinlich schon dimd@age der berihmten altbabylonischen
Tabelle Plimpton 322 gewesen; ebenda S. 125-128.)

In FRAEDRICH (1995, S. 222-233) findet sich auf dieser Grunellame sehr einfihlsame und
geistreiche Uberarbeitung des recht aufwandigersidres ,vom Seilspanner-Dreieck her*
aus WAGENSCHEIN 1965. RAEDRICH (ebenda und S. 79 ff.) thematisiert ausnahmsvaeish
fast-pythagoreische Dreiecke, d. h. solche derahdf@nquadratsumme beinahe eine Quad-
ratzahl ist. LAsst man Schuler auf kariertem odénMillimeterpapier nach pythagoreischen
Dreiecken suchen und nachmessen, so finden sidHioateher fast-pythagoreische Dreiecke
als exakt pythagoreische (s. u., Abschn. 10). RaedZugange im Schulunterricht teils artifi-
ziell, teils allzu zeitraubend wirken durften, méehch nur den folgenden Weg Uber den
»Satz von Haga"“ aus der gegenwartig rasant aufloldée Origami-Mathematik vorschlagen:
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Der Satz von Haga (1994)

BB o

Abb. 14

Als ,Satz von Haga“ wird dort gewdhnlich nur diemit dem Pythagoras-Satz leicht beweis-
bare — Beobachtung bezeichnet, dass beim Herligerfainer Quadratecke auf die Mitte ei-
ner Gegenkante drei ,agyptische* 3-4-5-Dreieckesteien. (NachwamoTo 2011, Text b,
geht der Origami-Satz auf eine umfangreichere 8ttdicAs zurtick, die 1979 in einem ja-
panischen Journal in der Landessprache erschieaenQft wird der Satz auf den ,Origa-
mics“-Vortrag des Entdeckers auf dem 2. Internatiem Origami Congress 1994 datiert.) Die
agyptischen Dreiecke sind experimentell sehr sadwisehen, wenn man die Schiler mi88
Quadraten falten und messen lasst (auf den RandHbhis 5 ,geknicktes Schachbrett”). Die
Verallgemeinerung im Bild rechts unten ist aberndéés leicht einzusehen, denn es handelt
sich bei gegebenepiq nach dem Pythagoras-Satz um die Losung der nefrdmdr quadrati-
schen Gleichung (1 ¥? = X% + (p/g)*. (Nach einer Andeutung inA$AHARA 2000, S. 9; vgl.
auch KosHIRO 2011, EACHSMEYER 2011). Intuitiv ist klar, dass prinzipiell — bisfaGré3en-
unterschiede — keine anderen pythagoreischen Beemdglich sind als die, die man so fal-
ten kann — in Gedanken wenigstens.

Im Unterricht kénnen (arbeitsteilig, und) ohne Kemns des Pythagoras-Satzes beliebig viele
verschiedene (fast) pythagoreische Dreiecke entdeekden, wenn man jeweils ,zuféllig
mit 2g°x2q’-Blattern falten und messen oder mit einem DGS expmmtieren lasst. Die
Nachkonstruktion auf dem PC ist ergiebiger, wed MalRstabanpassungen mit dem Faktor
297 weniger Probleme machen. Schon wére dafiir ein Ri@Ssich auf gemeine Bruchrech-
nung umstellen liel3e. — Insgesamt kdnnte aber swimea Schilern das Suchen nach pytha-
goreischen Dreiecken eher als Abschieben des Satdes Ratselecke erscheinen.

4. Experimenteller Zugang

Die Suche nach Dreiecken, bei denen zwei Seitemgteadusammen so grold wie das dritte
Seitenquadrat sind, lasst sich bekanntlich mit Historiker-Hypothese von der ,geometri-
schen Algebra der Griechen® rechtfertigen — auchnvdiese Hypothese inzwischen recht
umstritten ist (BASLES 1839, S. 460; ZUTHEN 1896/1965; 3aB0O 1969, 1994, dort ausfuhr-
lich in Anhang Ill; £HoLz 1990;BAPTIST 1997, S. 40; unserer Abschnitt 10). Eine astheti-
sche Motivation (mit leider unerwéhnten physikalidgechnischen Anklangen) gebenv®¢
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U.A. (1978, S. 66), indem sie die Symmetrie des Menasgas behutsam ,brechen®:

lgebra” " .
,geometrische Al Metamorphosen Sy, MMetriepre oy, s
g*
S
5
Die obern Die obern Die obern Die obern
Quadrate sind Quadrate wer- Quadrate wer- Quadrate sind
zusammen den kleiner, den noch zusammen
doppelt so das untere kleiner. halb so gross
gross wie das bleibt gleich wie das untere.

untere Quadrat gross.

Abb. 15 — Symmetriebrechung inYa5s u. A. 1978;
mit zusatzlichen Kontexten in Uberschriften

Die Zielsetzung ,Quadratsummen-Dreiecke suchergtebisich fir Einzelarbeit auf dem PC
an: Man zeichne ein Dreieck mit beweglichen Eckpenkund Uber jeder Seite ein Quadrat
nach aul3en. Dann lasse man die Flachen vom Progmessen und beobachte Dreiecksfor-
men, bei denen ,es stimmt*. Was fallt auf? Es ehtsh Thaleskreise, also rechte Winkel.

So finden sich natirlich fast nur ungefahr rechkivge Dreiecke, aber immerhin wenigstens
die Umkehrung des Pythgorassatzes als Hypothekrdihigs legt dieser Zugang kaum eine
Begriindungsidee nahe — aul3er vielleicht die AsBomigThales-Satz”. Und schlimmer noch:
Es bleibt nach den Experimenten kaum noch Begrigginteresse. Schade, dass diese reine
Schulerbeschéftigung heute von Schulbuch-Verlaggmarktet wird und auch auf der einen
oder anderen Kollegen-Homepage zu finden ist. Etyegstreicher und zielfiihrender mdgen
die beiden folgenden Varianten sein, bei denenwggewerden soll:
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Quadratsummen
studieren
C
b a
Ti=bt
29,58
A c B
c_Lange
6,191
d d_Lange =(T1+T2)c_Lange
9,554
Quadratsummen
studieren
c
b a
Ti=b2
2958
A c B
¢_Lange
6,191
Problemchen:
den Anteil von b?? 9,554

Hier entsteht eher Schilerinteresse, den Zusammgahg&Katheten- bzw. Projektionssatz,
Kosinussatz) auf den Grund zu gehen, weil die thalgende Vermutung, dass die c-H6he das
untere Rechteck passend aufteile, eben nicht ingittetberzeugende Hypothesen mit tiber-
raschend begrenzter Reichweite sind immer ein @@gareismotor ...

5. Flachenumwandlungen

JUNGE berichtet in seinem kurzen Aufsatz noch von eigamz anderen Zugang, der in alte-
ren Schulblchern gern im Anschluss an den ThemmenkFéacheninhalt des Parallelo-

gramms und des Trapezes — Flurbereinigungen — ét&elnwandlungen von Polygonen* ge-
bracht wurde.
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Dazu eine Bemerkung vorweg: Leider sind Flachengadiungen heute fast vollig verdrangt — sieht man e
mal vom angeblich methodisch vorbildlichen japanést TIMSS-Video ab (vgl. BUBRAND 1998)—, sei es aus
Zeitnot, sei es wegen ungeschickt dogmatischefft&toérei nach Lehrbuch-Vorlage. Dass Flachenveriand
gen durchaus auch kreativ unterrichtet werden lkamrgieht man z. B. and#LERs Bemerkungen zu Einstiegen
mit dem ,Kopfzerbrecher (Tangram) oder inRAUTLEINS Buch zur geometrischen Propadeutik an Puzzles im
Anschluss an das Mittenparallelogramm des Vierég&atz von Varignon“). Um Flachenverwandlungen wirk
lich anschaulich zu behandeln, kamen vor hundémtedanur bewegliche Drahtmodelle und Kinoheftedgé.
Heute lieBen sich Scherungs- und Bewegungsargurteakger mit DGS realisieren, vielleicht sogar lawdie-

der kreativ...

Hier die angesprochene Idee, wie man aus Flacheawndifungsproblemen zum Kathetensatz
kommen kann (etwas andere Varianten finden si¢fRREDRICH 1995, S. 153 ff.):

1. Ein Rechteck soll in ein Quadrat verwandelt werd@hne Wurzelberechnung oder
—konstruktionsverfahren bleiben die Schulerversuaieh auf dem PC in N&herun-
gen stecken.)

2. Die umgekehrte Aufgabe ist viel einfacher: Ein Qaadh ein Rechteck verwandeln!

3. Man kann sich sogar eine Seite des Rechtecks @&vesguz. B.c: = ... , und dann
das Quadrat erst in ein Parallelogramm mit Seuad dann in ein passendes Recht-
eck verscheren.

4. Sollte sich das nicht umkehren lassen?

5. Leider braucht man fur Punkt E zwei Bedingungere@metrische Orter®), und die
muss man erst suchen und finden ...

Die Skizzenfolge zeigt, wie es geht:

[~ B
[n]} orEEf gf i h [ P s
E? E¥
ki 5 o C o ¢
Devs Foes hlpdk ASSD in e s Casscirat Gher
&I wpramnededn
Py n A P B
b [ =)
; . /\ /\
F E E
-
L B B . o c
u] i
E =)
n
(] & rl A [ " |

Abb. 19
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Visrtniephusg von AED m Uhengeessn
wm & Befor don Kathslensatr

Abb. 20

Das Resultat in den Biichern sah dann re Die Gite bom redtwintligen Dreied
knapp aus, z. B. so: Der Kathetenfal

Abb. 21, rechts — aus
ReEIDT-WOLF~KERST1926, S. 184

Das lud natirlich zur ,Erarbeitung durc
Herausfragen® ein. So ,sparte® man d .

Zeit fur Schillerexperimente — mit entspr S Babcocian.)

chend abschreckender Wirkung. IMMETrt Gt s ber sopotensie uns ver sl 1he egenpen Seojetiion piefer
war die Technik der Doppelscherungen u #atete.

Drehungen weitergehend nutzbar, wie die folgendenlddungen des ,Projektionssatzes*
(verallgemeinerter Kathetensatz) und des ,verallgjaerten Satzes von Pythagoras® (Kosi-

nussatz) zeigen.

Zunachst wird der Kathetensatz verallgemeinert, evolian die nétige Flachenverwandlung
und Drehung heute bequem fir Parallelogramme wiBRsAstatt der sachferneren Halbdrei-
ecke wie LAB animieren kann:

(4

Ll .

In einem Dreicck ist das Rechteck aus
einer Seite und der Projektion ciner zweiten
auf sie gleich dem Rechteck aus der zweiten
Seite und der Projcktion der ersten auf sie.

¥ o

Abb. 22 und Text aus#H\RIC/TREUTLEIN 1881, S. 97

Anschlie3end wird der Projektionssatz auf die heioleeren Seiten angewandt und mit Quad-
raten verglichen, wobei die beiden gleichgroRenrebdrechtecke ubrig bleiben (bzw. im
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stumpfwinkligen Fall, der hier nicht aus demH8vAB kopiert ist) fehlen:

NG e SN
i P f N NS A
N N s N
AT TD P BV E] 4 A~ 7D
¥ £ p
J J J
] X y X “ x
' ’ ’
~, C ~. C C
~ —7H b W - —N
N N s N

Abb. 23 aus 8HwAB 1910, S. 94; gescherte und gedrehte Dreiecke dafiagt

6. Der Ghomon-Satz

In euklidischer Tradition wurde im Themenkreis Fléoverwandlungen regelmallig auch der
sogenannte ,Gnomon-Satz" oder auch ,Satz Uber Ergigsparallelogramme* behandelt:

Abb. 24 aus 8HwaAB 1910, S. 89;
vgl. auch die zweite Figur in der Bildtafel vomAIRAUT

Ist ein Parallelogramm durch eine Diagonale hathiad auf dieser Diagonalen ein Punkt ge-
geben, so teilen die von ihm ausgehenden Seitdigdanavier kleinere Parallelogramme ab,
von denen die ,Fligel“, d. h. die nicht diagonatehschnittenen, gleich grof3 sind (und die
drei anderen — zwei kleine und das grof3e — ahnli@ym ,Gnomon“-Begriff s. Abschnitt
10.)

In Wyss uA. (1978, S. 63) findet sich ein Motivationsversdih ein naheres Studium der
merkwirdigen Gnomon-Konstellation:
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Der Satz vom Gnomon

Es ist im allgemeinen leichter, lineare Gebilde zu beurteilen als
flichige. So wird schon eine sehr geringe Abweichung von der Kreislinie
als solche erkannt, wogegen es schwer fillt, zu entscheiden, welche der bei-
den untenstehenden Flichen die gréssere ist.

[immm 7

Wir konnten nun beide Flichen messen und berechnen. Gibt es viel-
leicht auch ein geometrisches Verfahren, das zu einem eindeutigen Urteil
fihrt? Zu diesem Zweck legen wir die Flichen so, dass sie sich in einer
Ecke beriihren.

An der 2, Fliche lassen wir die
untere Lingsseite offen und grenzen
sie durch ein Lineal ab. Dieses schie-
ben wir langsam abwirts. Wenn die
Schiiler finden, nach ihrer Meinung
seien nun die beiden Flichen gleich
gross, rufen sie: «Halt». Der Versuch
wird mehrmals wiederholt, dann wird
die untere Lingsseite eingezogen.

Abb. 25

BEHREND-MORGENSTERN (1932, S. 160) nennen einen tieferen Grund, wagsndie Gno-
mon-Figur in sich hat: Sie charakterisiert homotieeare Zusammenhange flachenhaft-geo-
metrisch und visualisiert damit den fundamentaled®ktsatz fir Proportionen:

a b
d Proportionssatz:
a a:b=c:d < P c Diagonale
_, =
i P i 2
c/ S <> Die Diagonalparalielo-
R A gramume sind dhnlich
/ < a-d=b-c

Abb. 26
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In der ,geometrischen Algebra“ stellte der Ghoma@tzSdas geometrische Analogon der
GroRRendivision dar — mit vielerlei Beziehungen ZRroportionslehre. (Vgl. EUTHEN
1896/1965, S. 19; sowie unten, Abschnitt 10.) Manrite damit z. B. die Proportionsglei-
chunga : b = ¢ : x auflésen undlie mittlere Proportionale finden, d. h. das RechteckBb
quadrieren, in unserer Spracb = x* [6sen.

a

g i’ T Aber wie steht es mit
hZW.
a?=bx & b:x=x:¢
) ) i bzw.
15t mut dem Gnomon-Satz & 2= ?
leicht zu losen. X ’ '
X L}
1
1
‘) |
1
° 1
[ 1 o
. & Und jetzt?
X 1 1
o ! |
1 |
", I 1
1 1
1 1
b | b
D : \ & C Und jetzt?
Ry S I -———
T - ~o i ~
A P % —1 A b r Das istder
\\'~,_‘ /I r % Hohensatz!
\l‘f ’ ; x \ x \
: s s !
e f o ) B \ b \
SRR [4
c c
Aha: Thales!

Merkwurdiger Weise scheint niemand die nahe liegelachge gestellt zu haben, wo sich in
der Gnomon-Figur die Summe der beiden Parallelogri#@ichen zeigt, sozusagen die (vekto-
riell betrachtet:) ,mittlere Gestalt* der Fliigelpfielogramme. (Immerhin deutet vielleicht die

erste Abbildung in der oben gezeigtem@®AuT schen Tafel in diese Richtung.) Dabei ist das
ganz leicht zu sehen:
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Abb. 28

Hier erscheint nun recht zwanglos eine Parallelognaversion der Menon-Figur fir die Ad-
dition zweier flachengleicher, aber nicht notwenkangruenter Parallelogramme. Der ent-
deckte Parallelogramm-Satz lasst sich nun vielaeimér verallgemeinern als die Menon-
Konfiguration des Pythagoras-Satzes:

Fline Strecke beschreibl bei der Verschiebung
lings zweier Seiten eines Dreiecks zwei Paralle-
logramme, deren Summe gleich dem Parallelogramm
ist, das durch Verschicbung der Strecke lings der
dritten Seite enisteht.

A,
-
4

NU

bzw.:

Ein Parallelogramm iiber einer Dreiecks-
seite, deren Gegeneck zwischen zwei Gegenseiten
des Parallelogramms fallt, ist gleich der Swmme
der Parallelogramme tiber den andern Seiten,
deren Gegenseiten durch die Ecken des ersteren
Parallelogramms gehen.

Abbn. 29 und 30 beides aus®RICI-TREUTLEIN
1881, S. 98 f.; Farbungen hinzugefugt>

Und das ist der so genannte Flachensatz von Pdppo820 n. Chr.), der den Pythagoras-
Satz als Ubungsaufgabe umfasst. Zum Beweis brawahtnichts von Scherungen zu wissen,
es reichen Kongruenzsatze.
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‘a,
Fiir den Beweis des Satzes )
vom Summenparallelogramm 7
genligt wobl ein Blick auf y .

die beistehende Figur. / Za, /

Abb. 31 — aus WLF 1870, S. 157

In FISCHER 1869 findet sich eine Auseinandersetzung mit deciWelbeziehung zwischen
dem Flachensatz von Pappos und dem Kosinussatz.eMiie solche Erdrterung wirde uns
hier von dem gesetzten Ziel ablenken, einen orghais Weg zum Pythagoras-Satz zu fin-
den. Gelingt das vielleicht Gber den einfachergmpBa-Satz?

7. Projektionen

In dem originellen Geometrie-Buch vom®rH (1964,S.109)findet sich die linke Zeichnung
im Kontext ,affine Abbildungen®:

g

“\ Ay A
\
A
RN R

\
\T\ \\\_

Y
\
\

Abb. 32 Abb. 33

Dabei wird ein Schattenwurf an der Hinterwand eideamers dargestellt, den paralleles
Sonnenlicht von einer Pythagoras-Figur auf dem teereszeugt. (Offenbar wegen der Gro-
Rensuggestion fur das Zimmer ist die Szene — leidarZentralperspektive dargestellt, aber
das soll uns jetzt nicht storen.) Der gestrich8lreckenzug, den ich rechts an den Figurenun-
terkanten eingefugt habe, soll andeuten, dass mhn,Sonnenlichtebenen vorstellen mag,
die die Seitenwand treffen und auf der Hinterwaredrigurenunterkante (oder auch vertikale
Kanten) einrahmen. Solche Lichtebenen zeichnembéfeparallele Schattenstrecken, wenn
sie Parallelstrecken auf dem Fenster einrahmemll®an gehen in Parallelen (oder Punkte)
Uber. Und das reicht auch ohne Einfihrung in dibilllangsgeometrie, um von Schilern das
Bild in ein parallelprojiziertes Zimmer einzeichneu lassen. Der Schattenwurf besteht je-
denfalls aus Parallelogrammen, und schon beim &neHZeichnen entstehen genug Fragen,
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wie man Parallelen und Teilverhaltnisse ,richtigfizeichnet. (Zunachst reichen ,fachménni-
sche” Auskunfte. Auf Fragen nach dem Wieso und \Wiskann man getrost warten.)

Abb. 34 — Wande mit dem ,Haus des Nikolaus” (Patpibjektion)

Auch wenn man sich auf dem Fenster statt der akkgeen Pythagoras-Figur nur die Menon-
Konfiguration oder Nikolaus-H&auser vorstellt, istsdSchattenbild eine allgemeinere Paralle-
logrammkonfiguration. Und die ist ein Spezialfadird?appos-Konfiguration. Die Vermutung,
dass die Summeneigenschaft erhalten bleibt — awrimwnan mit dem PC die Projektions-
richtung und damit den Schattenwurf variiert —gtigedenfalls nicht allzu fern. Die Verall-
gemeinerung auf den allgemeinen Pappos-Satz awgblh. murch Spezialisierung folgt aus
dem Pappos-Satz dann leicht und ungezwungen deadrytas-Satz.

Eine lehrerfreundlich unkomplizierte Software zunistrationszwecken, die maf3gerechte,
aber dreh- und begrenzt schattierbare Konfiguratiom Stile der Darstellenden bzw. raum-
lichen Abbildungs-Geometrie ohne einschlagige Vorkeisse ermdéglicht, ist mir derzeit
nicht bekannt. Fur einfihrende Schuleraktivitatew svohl ohnehin Freihand- oder auch Li-
nealzeichnungen lehrreicher.

8. Warum soll ,man" sich flr die Flachensumme interessieren?

Auch im vorigen Zugang uber Schattenwirfe wird wiedlie symmetrische Menon-
Konfiguration vorausgesetzt. Warum sollte ,man‘ltea gar ,alle” Schiler sich ausgerech-
net fur dieses merkwirdig erweiterte ,Haus des Niks" interessieren? Am Beginn von Ab-
schnitt 4 habe ich schon zwei Rechtfertigungen gend.eider ist die erste mit ihrem Bezug
auf ,die geometrische Algebra der Griechen* histdhni ziemlich wackelig und schilerfern,
wéahrend die zweite doch vielen eher als kinstlicfyesetzt erscheinen mag, wenn sie der
Vereinigung von Quadraten zu Quadraten keine filkie oder gar mystische Bedeutung zu-
schreiben moéchten.

FREUDENTHAL (1979, S. 187 f.) empfiehlt folgenden Einstieg:

Ich habe diese Sokratische Stunde zahllose Malderhelt. Mit Variationen,
und kurzlich ist mir die beste gelungen. Ein Quadrain Taschentuch, auf de
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Tisch ausgebreitet — durch Falten halbieren. Emgjelfast ohne Hilfe, mit 7-

8jahrigen. Das Halbieren ist leichter als das Vppdn, da es innerhalb der Fi;
gur stattfindet; nachher geht es auch mit dem \fgrdm einfach. Das Kind fal-
tet natirlich erst seitenparallel. Nein, das istRechteck. Dann von allen Seiten
zugleich einen Streifen, aber das ist ungenau. hérth einigem Zoégern schlagt
es die Ecken des Taschentuchs zur Mitte. Das sthdédbe Quadrat. Warum?
Man sieht es, ad oculos demonstriert, auch wemuedas geistige Auge ist.

In KrRoLL 1988und inFUHRER 2009 sind im Anschluss daran Wege beschriebenmaie mit
Verallgemeinerungen des Halbierens zu den SatzeRydkagoras-Gruppe bzw. zur Wurzel-
berechnung vorstofRen kann. Um ein Dreiviertel-Qaiagn bekommen, kann z. B. das gefal-
tete Tuch erweitert werden (Doppelter falscher Angar Wurzelberechnung) oder das aus-
gebreitete Taschentuch neu gefaltet, und zwar ddncklappen der Seiten (Hohensatz) oder
durch Einklappen der Ecken ohne Rucksicht auf dige8 (s. RoLL; ,indischer Beweis* des
Pythagoras-Satzes).

halbiertes und Dreiviertel-Taschentuch

/9
"~/

Wahlt man wie RoLL das Ecken-Einklapp-Verfahren (links unten) fur daeiviertel-
Taschentuch und experimentiert dann mit einem D$8Syird man die jeweils weggeklapp-
ten ,Schwund-Dreiecke* sammeln und darauf achtem, gsesamtschwund® mdglichst gut
auf 25% zu bringen. In den folgenden Versuchsretredren wir den ,Schwund” jeweils im
Ausgangsquadrat (, Taschentuch®) gesammelt.

Abb 35
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085

<Abbn. 36-38 — Variationen zum Dreiviertel-Taschufi, wobei im Ausgangsquadrat
die jeweiligen Uberstandsdreiecke gesammelt $rednach KroLL 1988>

Ich will das hier nicht vertiefen, weil es die Feagach einem origindren Erkenntnisinteresse
an der Menon-Figur bzw. der Flachenaddition auchtnwirklich beantwortet.

Eine zumindest historisch einleuchtende Antwortifann in GERDES1990/2003: Es ist durch-
aus denkbar, dass die Menon-Konfiguration zunéghstheinbar als Teil von Ornamenten
oder Flechtwerk-Mustern auftauchte und dann zurmEsen Verzierungen oder Wappenges-
taltungen herausgelesen wurde.
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Dogon (Mali)

XXX

Tgbo (Migeria)

Etie

i

Ancient Egyptian wall painting of a basket
Madagascar

Ornamente und Flechtwerke
Abbn. 39 und 40 auSERDES2003, S. 129 und 133 f.

BERNAL (1970,S. 94 f.) macht jedenfalls geltend, dass beim Wisprder Geometrie eher an
Flecht- und Bauwerke oder Kultstatten zu denkeraistan Vermessungen nach Niluber-
schwemmungen...

Einen historisch plausiblen Weg, den — sehr viékesp— moglicherweise die pythagoreische
Schule gegangen ist, besprechen wir in AbschnittZLdachst soll daran erinnert werden,
dass die schulisch erreichbaren Anwendungen untd digc meisten funktionellen Sinnge-

bungen des Pythagoras-Satzes (etwa AbstandsbestmemuKreisberechnung, Stereometrie
oder Metrik und inneres Produkt der Vektorgeomgtneit Uberwiegend rechnerischer und
nicht flachengeometrischer Natur sind:

9. Balken- und Leiteraufgaben

Als Teil der Kongruenzgeometrie, die ja von der gh@ der Isometrien beherrscht wird, fin-
det der Pythagoras-Satz hauptsachlich Verwendungnansversalstrecken aus orthogonalen
Koordinaten zu umschreiben oder zu berechnen. Wiers QAIRAUT berichtete, erwarmen
sich Schuler eher fur weltliche Anwendungen aldifiinere Einsichten. Aus dieser Sicht ware
der Flachensatz der Suche nach Abstandsbeziehungéwartesischen Koordinatensystem
nachzuordnen. So ganz aus der Luft gegriffen waseadich gar nicht: ,Wegen der Moglich-
keit, ein rechtwinkliges Dreieck aus zwei der Sddagen zu konstruieren, ist die Frage nach
einem Zusammenhang zwischen den Seitenlangen keemwinkligen Dreieck nahe liegend
und daher gut motivierbar ...", schreibRAEDRICH (1995, S. 219). Allerdings halt sie jene
Fragestellung fur ,viel zu offen, weil kein Schillgron alleine* auf die Idee zu quadrieren
kommen werde. Ware das denn so schlimm? Und socehbrs sehe ich schilerzentrierte
Zugangsmaoglichkeiten tber Abstande auch gar niglktjch unten erlautern mdchte.

HOLLAND 1996 (S. 144 f.; Abbn. aus 2007, S. 150 f.; vgthaFRRAEDRICH 1995, S. 257 ff.)
beginnt das Thema ,schrage Abstande im Koordin&izfiso:
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Abstand zweier Punkte im Gitternetz, Satz des Pythagoras

1. Wie grof ist der Flicheninhalt et i f

der Vielecke? (Gitterabstand
lcm)

2. Wie lang ist Lll_e Quadratseite {35 o _ o
des Quadrates in ¢)? Benutze = i T
den Taschenrechner.

Abb. 41

Naturlich stehen die Beispiele a und b fir viele denen alle Schiler in Still- oder Gruppen-
arbeit Strategien zur Flachenzerlegung und/odgéraaung erfinden sollen, d. h. im Wesent-
lichen: mittels Ruckgriff auf die rechtwinkligen Kadinaten. Fir die Quadratseite in Beispiel
¢ muss naturlich irgendein BerechnungsverfahrenMirzeln vorausgesetzt oder vorerst als
Black Box genutzt werden, um aus der Flachen- ginstandsberechnung zu machen. Mit
der nachsten Frage wird nun zur eigentlichen Idedahg ,Umweg Uber ein Quadrat* ange-
regt:

|

3. Wie lang ist die Strecke AB? (Gitterabstand = lcm.) Be- il
schreibe ein Verfahren, mit dem man die Linge einer Stre- _Té T
cke im Gitternetz bestimmen kann. AT

I —
|
T

]

Abb. 42

Erwartet wird, dass ,die“ Schiler nicht einfach Imaessen, sondern auf die Vorubung zu-
rickgreifen. Sie sollen also von sich aus ein Qafaiilloer der Strecke konstruieren, dann mit-
hilfe des bequemsten achsenparallelen Rahmensudidrgflache und mithilfe der Wurzel-
taste die Streckenlange berechnen (vgl. die Abbgdn aus UNGE oben in Abschnitt 2). In
weiteren Teilaufgaben wird das dann verbal ausftariwund zur Pythagoras-Formel verall-
gemeinert.

Das ist zweifellos ein behutsamer Weg fur den Uider— wenn man den scheinbaren Um-
weg uber Flachenbestimmungen und die vorgangigeit®&silung der Wurzelrechnung ak-
zeptieren mochte. Es geht aber auch ohne diesgertisweise schwere Geschiitz, nachdem
doch im vorangegangenen Normalunterricht gewoéhniichlineare Beziehungen vorgekom-
men waren und eigentlich erst die vielfaltigen Andengen des Pythagoras-Satzes die Wur-
zelberechnung motivieren: Ich meine sogenanntedBalkder Leiteraufgaben. Hier eine der
nahe liegenden Varianten (inIMPER 1984 sind es Stal3ensteigungen, Wendeltreppen, Ein-
parkprobleme und schiefe Bruckenpfeiler; bea@F 2011 geht es um eine Garagenauf-
fahrt):
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Abbn. 43 und 44

Was liegt naher als Excel oder Calc ein DiagrammTabelle zeichnen zu lassen, wobei in
aller Regel ungleiche Skalierungen auf den beidelnsAn besser zum Bildschirmlayout pas-
sen. Verbirgt sich hinter so einer Punktwolke eine gekippte Parabel”, eine Wurzelfunk-

tion oder harmloser gedacht: irgendeine Formel? V&g kann auch an Skalenstreckungen
oder Regressionskurven denken. Erst bei gleichef®shda auf den beiden Achsen des Excel-
Koordinatensystems verrat sich die Punktwolke @8 &ines Viertelkreises. Und was war

dann wohl der zuvor ungleichmaRig gestreckte Grajfhftherksame Schiler entdecken das
eine oder andere erfahrungsgemal selbst und mdah@ahbei ihren Mitschilern Eindruck.

Hier dasselbe noch einmal in der aktuellen Version GeoGebra, die auch Tabellen und
Regressionskurven bietet:
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Abb. 45

Dass die Leiteraufgabe besonders viele Anwendumgekte charakterisiert, zeigt auch die
folgende Uberlegung zur Einfilhrung von Sinus ungiKos:

Man denke sich am Ful der Leiter den Wirkelnd an der Spitze den Winkgleingezeich-
net. Oft méchte man nicht mit dem jeweils gemessemer bestimmten Winkel oder Bogen
herumrechnen, sondern mit einer ,irgendwie aquivale” Strecke. Das leistet die ,Sehstre-
cke zua im Leiterdreieck®, d. h. die Projektion des Winkeluf die Gegenkathete des Leiter-
dreiecks. Damit die Leiterlange keine wesentliclidldRspielt, misst man die ,Sehstrecke an
der Gegenwand" in Leiter-Einheiten. Da man in reahkligen Koordinaten- oder Leiterdrei-
ecken arbeitet, braucht man den Gegenwifkeft gar nicht. In den Tabellen- oder Berech-
nungswerken notiert man daher gleich beide Wesgsiab := Gegenwand/Leiter und cosx

:= Nebenboden/LeitefHier zahlt sich die Leiterlange 10 aus, weillsigiglich eine Komma-
verschiebung bewirkt)ynd den Leiteranstieg charakterisiert man durch,8teigung” tana

:= Gegenwand Nebenboden(Es bietet sich an, einige der typischen Ubungsisg an
(Hintergrund-) Figuren mithilfe eines ,Leitermaktfdsearbeiten zu lassen. Dabei wird die
.Leiter* durch A und B vorgegeben, und die ,Zimmeamd" so durch C auf dem Thaleskreis
Uber AB, dass der ,Sehwinkell' passt.)
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¢ SB Sinus und Kosinus
Die blaue Strecke zeigt, was man im
¢ 7 Dreieck von A aus sieht, die organge-
farbene entsprechend fur B.

6 l3 Misst man die blaue und die organge-
farbene Strecke in Leiterlangen, dann
heilen sie

sin o bzw. cos o

7.5¢cm --- cos b bzw. sin .

Liange einer Schrige

Abb. 46

In FRAEDRICH (1995, S. 182 ff. und 206 ff.) finden sich numehis Anlaufe zum Katheten-
bzw. H6hensatz. Auch die ,FunktionsbetrachtungentliETzMANN (1953, Kap. VI), bei de-
nen im Nachhinein alle Seiten des rechtwinkligeri€eks als Funktionen einer oder beider
anderen Seiten gedeutet werden, konnen mit heuigemitteln durchaus konstruktiv in
empirische Entdeckungswege zur Pythagoras-Satzgumgemiinzt werden...

Ich gebe zu, dass anwendungsorientiert-experimerdelgdnge, etwa Uber eine Leiteraufga-
be, nicht den ganzheitlich-asthetischen Reiz viElestiege Uber Flachensummen haben. A-
ber Leiter- und Balkenaufgaben l16sen Problemendiacher beim Tapezieren oder Dachaus-
bau hautnah erleben kann. Und dieser Zugang ise-der nach ihm benannte Satz — eben-
falls sehr viel alter als der historische Pythagora

Balkenaufgaben

Beriihmt ist die — auch in sp#teren Kulturen {dgyptisch-demotisch, chi-
nesisch, europaische Renaissance) — sinngemif wiederkehrende Aufgabe vom
Balken, der an einer senkrechten Wand lehnt und dessen oberes Ende um ein
Stiick heruntergerutscht ist, Wie weit hat sich das untere Ende von der Wand
entfernt? Im altbabylonischen Text BM 85 196 heifit es:

. FEin Balken {?) von der Linge 0; 30 (der gegen eine Mauer oder
dhnliches steht) ist um 0;86 mit der Spitze herabgerutschi. Wie weid
hat sich das untere Fnde von der Wond endfernt?

[Neugebauer 1935, Teil II, S. 47]

Die Ldsung erfolgt mit Hilfe des Satzes von Pythagoras. Auch die andere
Variante tritt in der seleukidischen Zeit auf: Gegeben sind die Rutschhohe
und die Entfernung von der Wand. Gesucht ist die Balkenliinge.

Abb. 47 — Zitat aus WRING 2008, S. 135, unter Berufung auf DGEBAUER 1935
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10. Der Menon-Fall bei den Pythagoreern

Beim soeben behandelten Thema Abstandsmessungentlidem Menon-Fall nicht die sonst
favorisierte Rolle als Ausgangspunkt der Untersagen zu. Er erscheint von Anfang an als
ein Fall unter vielen, der wegen seiner Symmetak it einem Naherungswert auskommt
statt mit zwei. Erlaubt etwa die numerische Suchehneinem Weg zum Pythagoras-Satz
auch eine plausible Entdeckungsgeschichte fur demodtFall? Der folgende Antwort-
Versuch frei nach den (nicht unumstrittenen) Unielnsingen von 880 1969/1994 gibt we-
nigstens eine Zwei-Drittel-Antwort: Es lassen s&chsthafte Grinde fir ein besonderes Inte-
resse an der Menon-Konfiguration angeben. Sie ralsssnicht als Spielerei wie vermutlich
das Haus des Nikolaus entstanden sein. Und ihreubgals Losung des Verdopplungs- oder
Halbierungsproblems fur Quadrate ist ja offensichtlAber die flachenhafte Menon-Konfi-
guration selbst ist schon aus altbabylonischer Z&kannt. Sie ist damit mehr als ein Jahrtau-
send alter als der historische Pythagoras undegbkt als Platons Menon. Die urspriinglichen
Erkenntnisinteressen, die schon so frih zu ihreeWigung gefihrt haben mdgen, bleiben
uns deshalb wohl unzugéanglich.

Bekanntlich greifen BxLIDs ,Elemente” (ab dem V. Buch) sehr stark auf diepertionsleh-

re der pythagoreischen Schule zurtick, und gewdhsktreiben die Historiker dieser Schule
die ersten groRen Bemihungen um eine systematidtssenschaft zu. Zwar steht der be-
rihmte Scherungsbeweis des Pythagoras-Satzes aoh&nde des ersten Buches der ,Ele-
mente”, also im Kontext der Kongruenzgeometrie,rabe Kontext der Proportions- und
Ahnlichkeitslehre werden die drei ahnlichen Dreetlervorgehoben, die die einzige nichttri-
viale HOhe im rechtwinkligen Dreieck liefert JELID |. 8 47 bzw. VI. 8§ 8). Es ist sehr gut
maoglich, dass BkLIDS Anordnung systematische und keine historischemd& hatte. Pro-
portionsstudien sind nachweislich sehr alt, und\Wrhaltnis-Beweis am geteilten rechtwink-
ligen Dreieck erscheint — jedenfalls vor diesemtétigrund — weniger gekiinstelt als der Kon-
gruenzbeweis.

Nimmt man nun an, dass die systematische Untersgcties Pythagoras-Satzes (in Europa)
mit den bekannten Mitteln der pythagoreischen Sklaufing — und warum hiel3e der Satz
sonst so —, dann liel3en sich moglicherweise Zusarhamge mit der pythagoreischen Musik-

theorie, mit dem Studium figurierter Zahlen odectamit astronomischen Spekulationen fin-
den. (Zur Einfihrung sehr empfehlenswerdRENZEN 1960, 88 8-10, S. 57 ff.) Zusammen-

hange mit der Astronomie mag es sehr wohl gegeldbarh Immerhin dienten ja Gnomone in

der Form von Schattenzeigern als friheste Winkedere&ir astronomische Beobachtungen
(wie heute noch bei Sonnenuhren). Aber das veneéist auf approximative und handwerk-

liche Kontexte, wie sie im vorigen Abschnitt besgren wurden. Beides entsprach nicht dem
aristokratischen Blick aufs Ganze, mit dem die BRgtireer nach einer universellen Welter-
klarung suchten. Zudem ist die Geschichte der asdischen Beziehungen zwischen griechi-
scher, agyptischer und insbesondere sumerischdrabgher Mathematik sehr verwickelt

und im Hinblick auf den Pythagoras-Satz bzw. -Bewsshr undurchsichtig. Im folgenden

konzentrieren wir uns deshalb auf mdgliche Zusanimiege zwischen den Anfangen der
Musiktheorie, den figurierten Zahlen und der Me@anfiguration.

1. Nach SABo tauchte zuerst in der Musiktheorie das ,Problems migtleren Tons* auf. In
der Proportionssprache und in heutiger Ausdrucksaveieinte das, eine Grundsaite der be-
liebigen Lange @ nach einem Abschniit so abzuklemmen, dass deAbschnitt ebenso har-
monisch mit der Grundsaite zusammenklingt wie g Oktave, d. h. mit der halben Saite



29

a, kurz: Za: x = x: a . Algebraisch betrachtet ist das die Gleichung fis Menon-Problem,
und nach geometrischer Ausdrucksweise ist das geisote Mittel zwischen 2und a ge-
sucht. Aber so kann man es nur sehen, wenn mageesmnstiftende Kontexte missachtet:
klingende Saiten, nattrliche Zahlenverhéaltnisst Btachen und ,Harmonie®“.

Zwischenbemerkung: In Proportionsgleichungen auwsdirdre Verhaltnisméafigkeit wurde in antiker Trauditi
geradezu alglie wissenschaftliche Ubersetzung &sthetischer ,Gigeit* aufgefasst, so z. B. in Aristoteles’
Nikomachischer Ethik bei der ,distributiven Gerdagkeit*, wo es um Rechtsbegriffe der Giter-, Warane
Geldverteilung geht. Wahrend man heutehlproportioniert allenfalls noch ironisch gebraucht, hatte Propor-
tioniertheit sehr lange einen noch starkeren Kaatimnisreichtum als heute etwa das englische Wairngss.
Von Vitruv Uber Matthaus RoriczerBiichlein von der fialen Gerechtigk¢it486), einem der wenigen zeitge-
ndssischen Fachblicher der spatgotischen Baukussty lwla Vincis und Dirers Proportionsstudien gsgim
asthetische, anatomie-, werk- oder auch funktiomgghte" Gestaltung. (Le Corbusier hat das ThentteMis
20. Jahrhunderts mit seinerMqdulor* wieder aufgegriffen.) In Roussea@ontract social(1762), immerhin
eines der grundlegenden Werke des modernen Derieietandnisses, wird am Beispiel 10 06G=:x: 1 er-
lautert, wie grold eine angemessene Staatsregiéilurggn Gemeinwesen mit 10 tsd. Birgern zu wahlénew
Und in der Grunderzeit der modernen Wirtschaftstiedéste Johann Heinrich von Thiinen im zweiten $ei
neslsolierten Staate§1850) einige Diskussionen in Fachkreisen aus,rmde den pattrlichen Arbeitslohhl
als geometrisches Mittel zwischen dem notwendigebebhsunterhath des Arbeiters und dem Wept seiner
Erzeugnisse definierte, d.f: [ =1: a.

.,Harmonie* war zweifellos die starkste der Konnaiaen der Idee des ,mittleren Tons",
denn die frihe Musiktheorie hatte — mit bis heutbadtendem Erfolg — angenehme Zusam-
menklange als Langenverhéltnisse b an gezupften Saitequalifizieren kdnnen, die nur
harmonisch klangen, wenn sie sich in ganzzahligerh&tnissen beschreiben lie3en, und
umso angenehmer je kleiner die bendtigten Zahlgenvd&Experimente mit Verhaltnissen von
kleinen natlrlichen Zahlen werden sehr rasch gebaigen, dass der ,Mittelton” ein Uberra-
schend schwieriges Problem darstellt.

2. Die eindruckvolle Musiktheorie legte natirlich daidium ganzer Zahlenverhéaltnisse na-
he, und damit Anfange der Zahlentheorie. Das urgpicth asthetische Erkenntnisinteresse
dieser Forschungen flihrte dabei zwanglos auf Zahlster, ,figurierte Zahlen®, in denen die
jeweils beteiligten Zahlen als Ansammlung von Eit#a8teinchen oder -Marken ausgelegt
werden konnten.

®
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Dreieckszahl, quadratische Zahl, rechteckige Zahl, finfeckige Zahl.
L ] l o0 | @
e o oo Quadrat als Summe
e o o0 von « Gnomonzahlen »
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Abb. 48 aus/AN DER WAERDEN 1966, S. 162 f;
die Figur ganz rechts kénnte man als ,Haus des|hliigd sehen.

Damit war ein anschauliches Entdeckungswerkzeuglifierse Zahl- und Verhaltnisstruktu-
ren gewonnen, und zugleich ein logisch zwingendguentationsstandard (vgl. etw&-B
CKER 1964/1975, RHOT 1995, ABO 1969, VAN DER WAERDEN 1966/1979). Sobald sich
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diese Untersuchungen uber die Bedingung ,moglikleshe Proportionsglieder” hinwegsetz-
ten (s. z. B. bRENZEN1960, 8§ 9, S. 62 ffyAN DER WAERDEN 1966, S. 158), und damit akus-
tisch auch uber alle Schwebungsprobleme, konntgugbt werden, Proportionsgleichungen
vom Typa: b = x: cund so auch das kritische Proportionsproblem 2 = x : a mithilfe
immer groBerem l6sbar zu machen. Dabei konnte leicht der Gnomadn-8a figurierte
Rechtecke entdeckt werden (s. 0., Abschn. 6), amitddie Aquivalenz des kritischen Prob-
lems mit der Quadratur des 2:1-Rechtecis Aber dessen Auflésung gelang leider nur teil-
weise:

o
o 0o 00 0 verdoppein: Fehler
TREEE |
seeoee 7 N\
eo o000 "
EEEE
5

Abb. 49

Auf der Suche nach ganzzahligen Lésungem) von 2a° = d® wird man wohl erst einmal ei-
ne Tabelle von Quadratzahlén(i = 1, ....,n) durchmustert haben. (Mit den Variablennamen
aundd bin ich ABO gefolgt, um den Literaturvergleich zu erleichtekfan beachte aber,
dass natirliche Zahlen gemeint sind und dass vad@tdiagonalen vorerst gar nicht die
Rede ist — s. u., Punkt 4.) War dabei znBo bemessen, dass gerade alle Kandidatea fir
bis 30 erfasst wurden, d. h. dass nait §erade noch@0” = 1800 {iberschritten wurde (=
43), dann fand sich in der Tabelle — zunachst viadichst enttduschend — gar kein Lésungs-
paar @, d). Wie lang man auch die Tabelle machte, es tanchéstenfalldast-Lésungen
auf, bei denen wenigsted$neben2a® lag @* = 2a + 1). Und auch das nur ab und zu. In der
Tabelle bisn = 43 Quadratzahlen fanden sich nur die Fast-Lésuig§; 7), (12; 17) und (29,
41) sowie — etwas burokratisch gesehen — die kewigalle (1; 1) und (2; 3). Was nun?

Noch groRRere Tabellen anzulegen dirfte damals weergniigen gemacht haben. Konnte
man vielleicht raten, wie die ndchste Fast-Loswngsah? Nun, 5+ 7 =12, 12+ 17 =29, 1 +
1 =2, und nicht nur das: 7 82= 17, 17 + 12 = 41 und auch 1 HP= 3. In heutiger Aus-
drucksweise schien die Weitersuche mit dem Algorith

Aneu:=a+d, Ge,;:=d+2a

empfehlenswert. (Nachi¢HoT 1995, S. 348 ff., wurde dieser Algorithmus von dineson
Smyrna im 2. Jh. n. Chr. Uberliefert; naca& 1994, S. 202 bzw. 205 findet er sich beim
Platon-Nachfolger Proklos im 5. Jh. n. Chza&o gibt auch eine Tabelle mit den ersten acht
Fast-Losungen nach diesem Algorithmiusden Anmerkungen zuldkLID, S. 426, erkennt C.
THAER das Verfahren in Euklid [1.2&ur mdglichen historischen Herkunft und Analyse fi
den sich bei ihm jedoch kompliziertere Uberlegungehand schwacher Quellen, auf die ich
hier nicht eingehen mdchte.)

Mithilfe figurierter Zahl-Verwandlungen hat man Isigielleicht sogar davon tberzeugt, dass
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der Algorithmus ausaf d) mit d® = 2% + 1 immer wieder eine Fast-Lésung macht. Die fol-
gende Abbildung skizziert eine nahe liegende ldean(stelle sich mehrmals irgendwelche
Quadrat- bzw. Rechteckszahlen aus konkreten Fastrgen &, d) vor).
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Abb. 50

Da man den Algorithmus auch rickwarts ausfihremkdnh. e, drey — (a, d), konnte es
auch gar keine anderen Fast-Losungen geben.

3. Das mag den gewiss vorher schon oft geauf3ertesia¥ler zur Vermutung erhartet haben,
es kénne géanzlich unmaoglich sein, das Harmonieprobdh : x = x : a zu l6sen. Vielleicht
konnte man gar die Unlésbarkeit des Ausgangsprableinsehen! Erst als dieser ungeheuer-
lich anmalRende Gedanke ernst genommen wurde, drdmat im Kontext der figurierten
Zahlenverhaltnisse der ausHtiD bekannte Beweis mit Teilbarkeitsiiberlegungen gerad
auf (vgl. dazu auchABlNKE 1983). — Dass die hartnackig vergebliche Losuwngss zu
scheinbar anschaulichen Problemen keineswegs ditekt Gedanken an einen Unmdglich-
keitsbeweis fuhrt, hat der Problemkreis ,KlassisEloastruktionsprobleme — Gleichung drit-
ten Grades — komplexe Zahlen — Transzendenzvgeradezu dramatisch zeigt. Ein weite-
res Beispiel gibt die Geschichte des Paralleleriprob. Dort waren Paradigmenwechsel zur
»,modernen Algebra“ bzw. zur nichteuklidischen undu@llagen-Geometrie nétig. Durchaus
ahnlich, wenn auch zunachst noch in kleinerem Mdil3dtonnte es bei den Quadrat- und
Rechtecksfiguren gewesen sein. Schlief3lich solite zlir Entdeckung irrationaler Strecken-
verhaltnisse fuhren (s. u., Punkt 5).

4. Man beachte nun, dass damit das HarmonieproblenKomtext Musiktheorie-Zahlen-
figuren vollstandig geldst war — wenn auch negativi die Idee zu kommen, das ganze nicht
nur unter dem ,Anzahl-Figuren-Aspekt”, sondern aeagimal unter dem ,Mafl3zahl-Aspekt”
anzuschauen, erforderte eine vollige Anderung dell&nverstandnisses, d. h. einen ,Para-
digmenwechsel“. (Vgl. z. B.2B0 1994, S. 196.) Es nitzt ja gar nichts, in dendei8tein-
chenmustern, mit denen ich oben die Naherungsloimdas X5-Problem illustriert habe,
statt der Seiten die Quadratdiagonalen hervorzuhetbenn beide enthalten gleich viele
Steinchen. Dass die Diagonale von anderer Natarkg@ginte, ist an Steinchen-Mustern nicht
zu erkennen. Dazu bedurfte es einer erheblichentidktsrierung der Problemsicht. Wie
schwierig das war, kann vielleicht die folgende HRve-Stelle ahnen lassen: ,Es seien nun
gegeben zwei Einheiten, die eine als Seite-Eindetandere als Diagonale-Einheit... In die-
sem Fall ist (das Quadrat der sagbaren Diagonateylie Einheit kleiner als das doppelte
(Quadrat der Seite).” (Ausz8B0s Zitat 1994, S. 201. — Es gibt Ubrigens Vermutungass
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beim Pyramidenbau Schragen mit einer anderen [Eleegsen wurden als Horizontale und
Vertikale.)

Man bedenke zudem, dass der Maf3zahl-Kontext \dalieirst seit der Industrialisierung des
19. Jahrhunderts samt Ubernahme des metrischeenSysto dominant und allgegenwartig
wurde, wie wir es heute gewohnt sindz48o erklart den Paradigmenwechsel nicht.)

5. Schaut man die lllustration der Naherungslosumglés *5-Problem unter dem Mal3zahl-
Aspekt an, dann ergibt sich etwa folgendes Bild:

Sptatatae . Fehlor ?
TREER r,f’\""‘
s Heee s 7 N
ee 00 3
4 U B ’
S
Abb. 51

Die Punkte sind verschwindend klein zu denken, dad dem ¥7-Quadrat fehlende 50.
Punkt ist als sehr dunner Winkelhaken (Gnomon).zeBhts und oben an dieses Quadrat zu
denken (was dann zum sog. Heron-Verfahren einlat®m s.u.). Blendet man das Punktmus-
ter ganz aus, dann haben wir das Problem der Flaehdopplung oder — rickwarts gelesen —
der Flachenhalbierung. Dessen Ldsung ist, wenneas @rst einmal erkannt und ernst ge-
nommen wird, kinderleicht — wie wir in Abschnitg@&sehen haben.

.Die [Strecken- und Flachen-] Geometrie hat sozasayunder gewirkt. Man wusste aus der
Arithmetik, dass es zwischen zwei nicht-&hnlich&ctkenzahlen keine mittlere proportionale
Zahl gibt; und dennoch konnte man mit einer ArtcREngeometrie eine Strecke finden, die
so aussah, als ware sie die mittlere Proportiohaach zwischen zwei nicht-ahnlichen Fla-
chenzahlen, d. h. also, als ob diese nicht-ahmictehlen [geometrisch-] ahnlich geworden
waren.” (ZABO 1994, S. 251) Indem so VerhaltnisiiberlegungenienFigurenGeometrie
getragen waren, war es jetzt auch gar nicht meltraue klassischen Irrationalitatsnachweis
fur die Quadratdiagonale mittels Wechselwegnahumel das hat ja nun in der Tat zu einem
groRen Pradigmenwechsel gefiihrt. — Wegen der Afigit aller Quadrate konnte man die
oben erwdhnte Tabelle der ersten 8 Naherungen daachTheon-Proklos-Algorithmus aus
der neuen Mal3zahl-Sicht (und mit z. B. babylonis@exagesimalbruchrechnung) ganz an-
ders interpretieren, namlich als Verfahren zur igetgisen Naherung a2 mittels d : a.
Aber so etwas kam wohl erst spater, in hellenisas&eit infrage. (In Dezimalbruchdarstel-
lung wiirde die 8. Approximation den Fehler v8fss — V2 = 2010° liefern. Vgl. RcHOT
1995, S. 348 ff., &B0 1994, S. 203.)

6. Gewiss noch aus dem verblassenden Kontext der khesike stammten Versuche, mit
Mittelwerten weiter zu kommen. In der Proport@anx = x : b istx (nach heutiger Sprechwei-

se) das geometrische Mittel (weil es das Quadiatablem fur das Rechteck I6st). Aber die-
ses ,Mittel* entzog sich ja zu oft allen BerechnangAndere ,Mittelwerte” wie

‘ged _ 2 ab

undhar =2— =
2 ar a+b

— a+b
ar =
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waren dagegen ganz leicht berechenbar. Gab es injgmdeinen Uberschaubaren Zusam-
menhang? Der Pythagoreer Archytas entdeckte ebierbeiden leichten Mittelwerte appro-
ximieren den schweren, d. h.

Die Proportionsgleichunga : x = x : b
bzw. ab = x* kann schrittweise immer
besser geldst werden, wenn man

x> = arChar = y[Zzsetzt und mithilfe
ar,=ar(y,2) bzw. har,, = har y, 2

neu

solange verbessert wie man will.

(Vgl. etwa RcHOT 1995, S. 345 und 348.)

~Heron“-Algorithmus:

Gegeben sei daRechteck
ab. Um es wenigstens an
nahernd in ein Quadraf

zu verwandeln, nehme
man ein flachengleiches
Rechteck mit einer Seitg

_ ar zu Hilfe. Die andere

174

174

H-HH [
muss danny :=har sein.
Y Und das kann man wie}
b derholen

L
b

Abb. 52

Flra:=2,b:=1 und folglich 2 als Quadrat des geometrischéield ergibt das zunachst das
Naherungspaar/t ; %) und im zweiten Schritt schort’f, ; *%h7) = (1, 417; 1,412) statt
1,414. Nutzt man den Bezug zwischen geometrischainharmonischem Mittel aus, so ha-
ben wir vor uns den sog. ,Heron“-Algorithmus. Nwasd Heron im 1. Jh. vor oder nach Chr.
lebte und Archytas im 4. Jh. vor Chr. NachU$EBAUER'SACHS 1945 enthélt freilich die alt-
babylonische Tafel YBC 7289 in der Menon-Figur el@&herungsangabe fi2, die eben-
falls nach dem Heron-Algorithmus berechnet wordein dllirfte, der also noch einmal min-
destens eintausend Jahre alter war.
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HAMMURABI 1792 bis 1750

30 \2-Naherung
(Heron-Verf.)
1,24,51,10

42,25,35

The Yale tablet

http /e egyptoriging orafybe?288-1-medium jpa http Awes-aroups.des st-and ac uki~historw/Diagrams/Y ale gif
Wal. van der Waerden 1066, S, 71-74

Abb. 53

7. Der Mal3zahlaspekt entlarvte wunderbare oder arsthieeckende Zusammenhangsdetails,
das aber um den Preis einer flachenhaften Sichéyeie von den eher linearen oder gar nu-
merischen Anwendungzwecken und von hésslichen Salmvgsproblemen ablenkte, also von
den urspringlichen Erkenntnismotiven. So erschesnals geradezu trostliche Pointe dieser
historisch-genetischen Rekonstruktionsgeschichaéss dlie flachengeometrische Sichtweise
zwar Seinsgrunde fur die besonderen Beziehungenedbsvinkligen Dreiecks zum musika-
lisch-geometrischen Mittel und damit zur Proporsionnd zur Ahnlichkeitslehre geliefert hat,
dass aber der Nutzen des Pythagoras-Satzes nactomiia arithmetisch-numerischen Um-
gang mit Langen und Abstanden verblieb — und im Méatperierten Klavier.

Fiir uns ist die ganze Problematik des Tonsystems fast nur noch
eine dsthetische Angelegenheit, sie hat nichts mehr mit dem Wahr-
heitsanspruch exakter Wissenschaft zu tun. Dieser Wandel ist
vor allem darauf zurtickzufithren, dafl die pythagoriische ,,Reli-
gion* (mit ihrer Lehre der Erkennbarkeit des Gottlichen durch
Zahlverhiltnisse) sich in einer christlich gewordenen Kultur nicht
halten konnte. Der jldisch-christliche Gott kann nicht erkannt
werden, er offenbart sich — und er ist nicht Prinzip der Rationali-
tit, der Vernunft, sondetn Person, Wille.

Obwohl das Mittelalter getreulich alles, was es aus der Antike
gerettet hatte, bewahrt hat, kam es doch immer mehr dazu, da3
in dem System der sieben freien Kiinste, allegorisch dargestellt
als dreispanniger ,,Wagen der Weisheit*
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Dialektik o
Grammatik Rhetorik Trivium
Arithmetik Astronomie
l [ Quadrivium
Geometrie Musik

die Musik von den zahlbezogenen Fichern des Quadriviums zu
den wortbezogenen Fichern des Triviums iiberwechselte. Wir
haben so in der Geschichte der Musiktheorie ecin besonders
deutliches Beispiel dafiir, wie auch das, was jeweilig Gegenstand
cxakter Wissenschaft ist, abhingig von der gesamten geistigen
Situation der Zeit ist.

Abbn. 54-57 aus GRENZEN 1960, S. 68 f.

Die sehr nahe liegenden Mdglichkeiten, auf einemniCTouch-Screen oder auf grof3eren
Geo-Boards den skizzierten Weg tiber Monochord-8tudnd figurierte Zahlen gewisserma-
Ren ,spielerisch” nachentdecken zu lassen, brawthieier nicht zu erlautern. Auch nicht die
Nachentdeckung von Wurzel-Algorithmen und ihren ¥engenzgeschwindigkeiten. Dass
man gute Grinde hatte, Schilern diese Zeit zu ginsewohl offensichtlich geworden. Es
hieRRe freilich, Wege zu Zielen machen und mit deastCValue warten. Das klingt heute
wohl etwas nostalgisch, ist vielleicht aber auclkuhitsmusik. Denn es kommt erfahrungs-
gemal wieder, mit dem nachsten Paradigmenwechsd@ildengspolitik, samt der ihr dann

(zuge-) horigen Mathematikdidaktik...
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