Ellipsen, Exzenter und Epizykel -

Die Genesis der geometrischen Astronomie als Vorgeschichte
der Mathematik

von Lutz Fiihrer, Frankfurt/Main

Wer nur ein wenig liber Ellipsen gehort hat, kennt die ,,Leiteraufgabe® zur Papierstreifen-
konstruktion: Rutscht eine Leiter an einer vertikalen Wand ab, so bewegt sich jede Sprosse
auf einer elliptischen Bahnkurve (und die Leiter hiillt eine Astroide ein; vgl. etwa
Schupp/Dabrock, Kap.1). Weniger bekannt sind die Bahnen von Objekten (Exzentern), die
fest oder beweglich mit der Leiter verbunden sind. Studiert man die derart leicht verallge-
meinerte Aufgabe etwas genauer, so zeigt sich, dafl durch einfache Kopplung zweier Dreh-
bewegungen beliebige Ellipsenbahnen erzeugt werden konnen, die nicht mehr symmetrisch

ans Koordinatensystem gebunden sind.

Nun spielten solche verschachtelten Drehungen bekanntlich die Hauptrolle in den antiken
Bahnbeschreibungen fiir die ,,sieben” mit freiem Auge sichtbaren Planeten. Warum hat
Ptolemaios damit nicht einfach elliptische Bewegungen um die Sonne erzeugt, wie Kepler
es eineinhalb Jahrtausende spiter tat? Den heliozentrischen Ansatz hatte doch schon Ari-
starch im 3. Jh. v. Chr. vertreten, und vor ihm die Pythagoreer, vielleicht auch die ,,Chalda-
er”, die Priester-Astronomen im Zweistromland. Wie kann man sich die Entstehung der

Ptolemadischen Planetenmodelle und ihre Bewéhrung bis in die Neuzeit erkléren?

Tatsdchlich steckt die Genesis dieser Modelle - schon soweit sie heute erforscht ist - voller
Uberraschungen, und sie ist zugleich ein zentrales Kapitel der Mathematikgeschichte. Es
ist ndmlich - um nur ein paar géangige Vorurteile aufzugreifen - schlicht falsch, daf3 ,,die
Griechen* keine Bruchrechnung konnten, dafl ihre Geometrie als Reine Mathematik ent-
stand, dafl es vor Euklid keine Trigonometrie gab und daB3 die Mathematiker-Philosophen
der Antike approximative Methoden grundsitzlich ablehnten. Schon unsere Kreisteilung in
360°, unsere Einteilungen des Himmels und des Jahres sprechen eine andere Sprache. Die
beriihmten Paradigmenwechsel von der arithmetischen Erbsenzdhlung der Babylonier zur
beweisenden Geometrie bei den Griechen und von den geozentrischen Himmelskreiseln

der Griechen zum ,,modernen* Kopernikanischen Weltbild entpuppen sich bei genauerem



Hinsehen als fromme Legenden. Spédtestens im ersten vorchristlichen Jahrtausend wurde
anspruchsvolle Angewandte Mathematik getrieben. In der Astronomie waren die realen
Daten widerspenstig genug, um abstrakte Modellannahmen zu erzwingen, wenn die Phi-
nomene einigermallen ,,verstanden werden sollten, um sie vorauszusagen, und dafiir wie-
derum gab es aus astrologischen und geographischen Griinden grofles gesellschaftliches

Interesse.

Dieses Verstehen konnte - wie unten gezeigt werden soll - nicht ohne theoretische Begriin-
dungen auskommen. Dadurch zwang es einerseits zu systematischen Beweisgeflechten,
blieb aber andererseits doch dem Wesen nach approximativ, ,,modellhaft”. Ptolemaios war
sich dessen zweifellos bewullt, und seine schrittweise Entwicklung immer besser angepal3-
ter Bahnmodelle in den dreizehn Biichern des ,,Almagest® ist ein Muster problemorientier-
ter Mathematisierung. Kopernikus war der Dogmatiker der ,,Rettung der Phédnomene*,
nicht Ptolemaios, bei dem schon viele Grundgedanken der angewandten Analysis vorberei-

tet sind.

So ergibt sich als iiberraschender Einblick in die Kopernikanische Wende von Ptolemaios
zu Kepler die Erkenntnis, dal3 die heute wieder aktuelle Verflechtung von Reiner und An-
gewandter Mathematik schon an der Wiege der Geometrie stand. Wer Mathematik lehrt,

sollte davon wissen.

1. Das Kind auf der Leiter - eine Klausuraufgabe

Eine Leiter ragt an einer Wand 4m hoch
4m und steht unten 2m ab. Im iiber dem Boden
steht ein Kind auf der Leiter, die Nasen-
spitze 1,25m tiber dem linken Fufl. Da be-

2,25m ¢{ Nase . . . .
ginnt die Leiter zu rutschen. Das Kind er-

starrt vor Schreck...

im Fu
% \Zm Auf welchen Kurven bewegen sich der linke



Fufs F bzw. die Nasenspitze N?

Diese Aufgabe war - mit etwas anderen Werten - Teil einer Geometrie-Klausur fiir Lehr-

amtsstudent(inn)en. Die Papierstreifenkonstruktion war zuvor in der Vorlesung und Ubung

vorgekommen, daher konnte die F-Bahn leicht gefunden werden:

Wird ein a:b geteilter Papierstreifen ins Koordinatensys-
tem eingepalt, so gilt fiir den Teilpunkt P wegen der dhn-

lichen Dreiecke:

x_x _Nb -y Xy
=2 - ,also — 4+ =1.
a b b a’ b’

P liegt folglich auf der Standard-a-b-Ellipse. Fiir den Ful3-
punkt F' in der Leiteraufgabe sind die Achsenldngen nach
Pythagoras natiirlich (1£0,5)- NER (Man schiebe die Leiter
auf den Boden bzw. an die Wand!)

- Ax)

Mit der Bahnkurve fiir N ist das nicht so einfach! In der Klausur wurden lediglich verniinf-

tige Ansétze fiir die parametrisierte ebene Kurve erwartet, um zu sehen, wie weit elementa-

re Analytische Geometrie und/oder Vektorrechnung beherrscht wurde. Ich skizziere zu-

ndchst einige zum Teil weniger gelungene Ansitze, um zu zeigen, wie das Problem zu-

nehmend besser verstanden wird und schlie8lich auf die technische Grundidee der Ptole-

maischen Theorie fuhrt:

1.1 Verbindung mit den Auflagepunkten

Um N starr an die Leiter zu binden, soll das Dreieck ANB

gedreht werden. Die Seiten sind V20 fir die Leiter,

c= %\/g und d = %\/g . ANB ist also gleichschenklig,

und die gesuchte Kurve fiir N muf} folglich symmetrisch

zur 1. Quadrantenhalbierenden sein. Lift man nun A4 mit

B(0:4)

M(1,5:2,25)

v

der Zeit t nach A(#;0) gleiten, so gewinnt man N(¢) als oberen Schnittpunkt des d-Kreises



um B(0;+/20 — ¢* ) mit dem c-Kreis um 4. Die recht ,,verwurzelte* Rechnung soll hier nicht

ausgefiihrt werden. (Sie iibt allenfalls Wurzelgleichungen oder den Umgang mit DERIVE.)

1.2 Verbindung mit dem Lotfufspunkt auf der Leiter

Da g(x) = -2x + 4 ist, ergibt sich fiir die Lotgerade # von N

aus mit der Punkt-Steigungs-Form
h(x)=3-(x—-15)+2.25

und als Schnittpunkt von g und 4 der LotfuBBpunkt M(1;2).

Berechnet man noch dessen Abstand von N, so erkennt

man, dal} sich die Nasenspitze %x/g m senkrecht liber der

Leitermitte M befindet. (Die Mallangaben wurden gerade

B(0;4)

N (1,5:2,25)

v

4(2:0)

so gewdhlt; vgl. auch /.7.) Setzt man nun wieder 4(#;0) in Bewegung, so geht die Leiterge-

rade g, in die Form

g (0= a0 p

iiber, und die Mittelsenkrechte zur Leiter nach

ht(x): '(X——)-I—

V2017 2 2

t t 20—1¢2

Nun findet man N(¢) auf /;,iiber der Leitermitte M (¢), indem man

2

[Ny~ M) =

(htzcx)j _(g-h%ojj

—|(x-

)

nach x auflost und das Ergebnis in /,(x) einsetzt. Es ergeben sich:

1.3 Vektorieller Ansatz vom LotfufSpunkt aus

2 J
£ _N20=17 g damit N(r) = 1 (4” 20~ j
t+44/20—1°

2

5
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(Vel. 1.3)

Féllt man von N das Lot auf die Leiter, so findet man (im gegebenen Zahlenbeispiel) deren

Mitte M als FuBpunkt. Bewegt man 4(£;0) und - daran gekoppelt - B(0;4/20—¢>), so geht

%
AB



_ t -t
die Leitermitte nach M(¢) :%( mj . Da = ( mj die Leiterldange V20 hat,

ergibt sich mit dem Abstand %\/g zwischen N und M (vgl. 1.2)

mj 1'(4”\/@}

N(f)=M(f)+ﬁ'(B‘Z)L'%*/§=( : t2]+%'( i) Y vav20-22)

1.420-

Im nebenstehenden Bild sieht man die
DERIVE-Grafik zur Gleichung von
N(t). Es scheint sich um einen Ellip-
senbogen um den Ursprung zu han-
deln. Wenn es so ist, dann miissen die

Achsen der Ellipse auf den Quadran-

N

tenhalbierenden liegen, denn die Ex- / ° o ' _2 *7
. . . -@8.5 . A (f ) .
trema von ‘]V (t)‘ werden bei t=+/10 : : -1 - -

angenommen, und die entsprechenden Vektoren liegen auf den Quadrantenhalbierenden

(vgl. auch 1.7). Beziiglich des um 45° gedrehten Koordinatensystems (él';é2 ') hat das
Standardkoordinatensystem die Darstellung (él;éz) = (%(é1 '—e, ');%(é1 '+e, ')), so daB im
gedrehten System

N(1) =ﬁ-[(HM)-él'+%-(—t+m)-éz'}
wird. Da die Quadratsumme der runden Klammern 40 ist, handelt es sich um einen in é,'-
Richtung auf 60% zusammengedriickten Kreisbogen, also tatsachlich um ein Ellipsenstiick

- von dem freilich nur der ,,rechte Teil“ mit 0 <¢ < \/% odergar2 <t < m fir das Lei-

terproblem Sinn macht (sonst miiite man die Leiter links durch die Wand driicken).

1.4 Beriicksichticung des Drehprozesses

Eine bessere Einsicht in die Struktur des Problems ist zu erwarten, wenn man den Dreh-

prozeB der Leiter im Ansatz fiir N(a) beriicksichtigt. Dazu geht man sinnvollerweise von



einer gleichformigen Drehung der Leiter aus, nicht - wie
bisher - von einer gleichférmigen Linearbewegung

des A(1).

Bezeichnet man die Leiterlinge mit / und den Abstand
zwischen Nasenspitze und Leitermitte (in unserem Spezi-

alfall ist das zugleich der LotfuBBpunkt) mit d, dann lassen

sich die folgenden Gleichungen direkt hinschreiben:

sin

j . Mitd= %2 = + ergibt sich dann

)= a8 e 2o ()

e[ (e

Der letzte Funktionsterm ist leicht geometrisch zu deuten:
Dreht sich die Leitermitte () auf ihrem Kreis vom Ra-
dius 4+ um den Ursprung (,,Deferent”), so bewegt sich
N(a) mit gleicher Drehgeschwindigkeit gegenliufig im
Abstand £ um die Leitermitte (,,Epizykel*). Die extrema-
len Entfernungen zum Ursprung werden offenbar

. —>
genau dann erreicht, wenn die zwei Zeiger M(a) MN(a)

bzw. kollinear sind, d.h. fir o =7+7 =90°t45°. Lalt

|
L4

man die Bewegung dort beginnen, ersetzt also z.B.

a durch @ =/ + % , dann erhilt N(a) die symmetrischere Darstellung



Zerlegt man das mit Hilfe der Additionstheoreme, so ergibt sich

_ 5cos o —3sin a 1 -1
N(E)z%-( o _j:%- 50055-(j+3sin5-( j :
3sin a +5co0s & 1 1

Die Vektoren in der eckigen Klammer bilden ein Orthogonalsystem, und man erkennt so-

fort die in der zweiten Koordinate auf 60% gestauchte Kreisbewegung, d.h. die Ellipse fiir

N (5) . (LaBt man fiir o beliebige Werte zu, um die volle Ellipse zu durchlaufen, dann

mul} man sich die Leiter als so durch Wand und Boden drehbar vorstellen, dal3 die Enden

der Leiter auf den Achsen bleiben, und das Kind auf der Leiter starr; vgl. Abschnitt 2)

1.5 Allgemeine vektorielle Losung

Die eben behandelte Losung héngt nur schwach von den speziellen Eigenheiten der Ein-
stiegsaufgabe ab, denn der Drehungsansatz erlaubt es, die Orthogonalitit zwischen Leiter
und Epizykelradius M)V durch beliebige Winkel zu ersetzen. Damit wird deutlich, daB es
sich im Kern um ein Drehungsproblem handelt. (Eine komplexe Darstellung bietet sich an,
soll aber nur im 2. Abschnitt kurz einmal benutzt werden: Einerseits gehdren komplexe
Zahlen nicht {iberall zum Schulstoff, andrerseits bendtigen Planetenbahnen naturgemal
dreidimensionale Techniken, bei denen erst Quaternionen eine nennenswerte Hilfe bieten

wiirden.)

Rutscht die Leiter der Linge / mit Stellungswinkel a, so
bewegt sich der Leitermittelpunkt M(a) auf dem < -Kreis

um den Ursprung. Zugleich dreht sich der Epizykelradius
—
MN(o) um den Winkel (B—a) bzgl. der Horizontalen. Da-

N(a)=%-(cos aj +d-(c°s (ﬂ_“)j,

sin a sin (8- a)

mit wird

Symmetrisiert man wie in /.4 mittels o:= g + a , 16st mit-
tels der Additionstheoreme auf und zieht die konstanten Vektoren heraus, so erhélt man

-t 1) o

Sin (7 + CZ) S (7 -



, [cosg -cosa —sin’ - sinﬁj J [cosé -cosa +sin - sin&j
sin’ -cosa +cos% -sina sin’ - cosa —cos% -sina
s .y
—_ [cos 5 . — [—sinZ
:(§+d)-cosa-( . ;j +(§—d)-sma-[ ﬁzj
sin 5 cos5

10|~

D ((§+d)-cos5] D (é+d 0 j (cos&j
CE(4=d)sine) | L0 —-d) \sina

Die orthonormalen Vektoren in der vorletzten Zeile zeigen die Achsenrichtungen einer of-
fensichtlich elliptischen Bewegung, deren Achsenldngen (éid) betragen. Die achsen-
symmetrische elliptische Bewegung, die man in der eckigen Klammer erkennt, wurde le-
diglich einer konstanten Drehung um 1 3 unterworfen. Indem die allgemeine Leiteraufgabe
in eine Epizykelbewegung zum ,,Deferentenkreis* der Leitermitte umgedeutet wurde, be-

weisen die letzten Funktionsterme fiir N(a):

Haben Deferent und Epizykel gleiche, aber gegenliufige Frequenz, dann bewegt

sich der Bahnpunkt auf einer (gegeniiber dem Achsenkreuz gedrehten) Ellipse.

Durch entsprechende Vorgaben der Leiterliinge /, des Stellungswinkels £ und
des Abstandes d zwischen ,,Leitermitte M und ,,Nasenspitze*“ N kann jede zum
Ursprung symmetrische Ellipse durch eine rutschende Leiter mit Exzenter er-
zeugt werden. Mit Hilfe der Deferent-Epizykel-Konstruktion sind unter anderen

Bahnbewegungen mit beliebiger elliptischer Form beschreibbar.




1.6 Allgemeine synthetische Losung

Will man das eben erzielte Resultat geometrisch verstehen, so empfiehlt sich ein syntheti-

scher Nachweis. Die folgende Uberlegung verdanke ich den Kollegen Wolfgang Kroll

(Marburg) und Gunter Stein (Darmstadt):

Hilfswand //'

v

Tatsdachlich 148t sich das leicht verifizie-
ren: Mit der Leiter verrutscht zwar der
Kreis zum Durchmesser 4B, er geht aber
wegen des Thalessatzes stets durch O.
Der Winkel £ COD = « + y iiber dem
Durchmesser CD bleibt aus demselben
Grund ein Rechter. Da o als Umfangs-
winkel iiber AD stets die Hélfte des kon-
stanten Stellungswinkels [ ausmacht,

bleibt der Rechte £ COD ortsfest und um

Y= —(900—4) gegen die x-Achse gedreht..

Da der Exzenter MN starr mit der rutschenden Lei-
ter verbunden ist, kann man das Problem auch sym-
metrisieren, indem man den Exzenter auf Leiterldnge

bringt, wodurch ein zu M(«a) symmetrisches Kreuz

entsteht. Statt einer Leiter mit Exzenter wird nun das
starre Streckenkreuz 4B CD gedreht. Man vermu-
tet, dal} auch der zweite Balken CD an einer eigenen
,,Hilfshauswand* rutscht, ndmlich an OD, und auf

einem dazu in O senkrechten ,,Hilfsboden®.

Der verlidngerte Exzenter CMND rutscht auf diesem festen rechten Winkel, wenn sich A

verlagert. N durchlduft folglich eine Ursprungsellipse, deren Achsen auf dem rechten Win-
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kel COD liegen und die Lingen (% + d) haben (Papierstreifenkonstruktion!). Der Winkel

COD liegt gegeniiber dem Ausgangskoordinatensystem um y=—(90°-4 ) gedreht und

kann durch den Winkel 3 zwischen Leiter und Exzenter beliebig vorgegeben werden.
Ebenso konnen die Langen der Ellipsenachsen durch Wahl der Leiterldnge / bzw. der Ex-

zenterlinge d = MN beliebig gewidhlt werden. Damit ist das Resultat von /.5 bestétigt:

Durch geeignete Wahl der Mafle in der Leiteraufgabe kann jede Ursprungsellipse als

Bahn der ,,Nasenspitze* N gewonnen werden.
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2. Variationen auf dem Computer

Nachdem verschiedene analytische Darstellungen der Bahnkurve von N hergeleitet wurden,
kann man die Bewegung der Leiter mit verschiedenen Exzentern leicht programmieren und
grafisch verfolgen. Hat man noch keine analytische Darstellung zur Verfiigung, dann hilft
ein Geometrieprogramm, das #hnlich CABRI GEOMETRE oder THALES iiber einen
Zugmodus, Ortskurvenaufzeichnung und die Eingabe fester Lingen und Winkel verfiigt
(vgl. die Beschreibungen in Henn). Fiir das WINDOWS-Programm EUKLID', das auch

mitgefiihrte Beschriftungen erlaubt, reichen etwa die folgenden Konstruktionsschritte:

a) Zeichne ein Achsenkreuz AOB! B
b) Binde die Enden einer Strecke 4B der Lénge / an je eine
der Achsen! (4 und B konnen spéter ,,gezogen* wer-
den.)
¢) Markiere den Mittelpunkt M auf AB!
d) Trage den Winkel BMN an, und bestimme N auf dem O

{ziehen!)
freien Schenkel als Schnitt mit dem d-Kreis um M!

e) Beschrifte die Zeichnungselemente nach Wunsch (doppelt anklicken!), und ,,verstecke*
die Hilfslinien!

f) Durch ,,Ziehen* an 4 oder B kann die Leiterbewegung

(auch durch Wand und Boden hindurch) verfolgt wer-
den.

g) Loscht man die voreingestellte Option ,,Ortslinien 16- R Epizykel
schen* unter ,,Verschiedenes-Einstellungen-Objektdar- =0

stellung®, dann koénnen die Ortskurven von M und N

bei Ziehen an 4 oder B gleichzeitig (und vollstindig)

aufgezeichnet werden. Besonders eindrucksvoll wirkt - L~
o] Deferent

das, wenn man die Punkte M und N sowie den Exzen-

ter MN zuvor (durch Doppelklicken) eingefarbt hat. EUKLID-Grafik

Das sehr empfehlenswerte ShareWare-Programm ist bei R. Mechling, Fuchshaldeweg 24a, 77654 Offen-
burg (FAX 0781-43268) erhaltlich.
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In 7.5 konnte man an der allgemeinen vektoriellen Darstellung fiir N (a) sehen, dal} geeig-
nete Deferenten und Epizykel bei gegenldufiger, aber gleichgrofier Umlaufsgeschwindig-
keit beliebige Ursprungsellipsen erzeugen. Moduliert man das Epizykelargument von B,—a

zu h(a), so erhélt man eine

allgemeine (einfache und ebene) Epizykel- oder Trochoidenbewegung:

Yy h A .
Ma)=r, .(cos a) o .(COS (a)j R O

sin o sin h(a)

Fiir h(a) := B, + a ergibt sich die Drehstreckung einer Kreis- bzw. elliptischen Bewegung.
Im Spezialfall »p=ry wird eine Strecke harmonisch oszillierend durchlaufen. Die Phasen-

verschiebung um 3, bewirkt auch im allgemeinen Fall lediglich eine Drehung, weil
N(O() =7, o +r, .ez*(h(a)-%—ﬂ,,) =7 P .(ei(a—ﬂo) +:_Z_ei-h(a)) 3
Fiir einen Uberblick iiber den Gestaltreichtum der so erzeugbaren Bahnkurven kann man

demnach die globale Bahndrehung ausklammern und den Term in der letzten Klammer fiir

Bo=0und r := % studieren. Die folgenden Grafiken sind demgemil3 mit DERIVE ge-

zelchnet:

-2

r=05 h(t)=2t r:=0,5 h(t):=3t r=0,5 h(t):=10¢t

Es ist offensichtlich, wie man zusétzliche ,,h6here” Epizykel anhdngen kann. Man gelangt dann zu sogenannten ,,Pla-
netenbewegungen n-ter Stufe auf ,,Radlinien n-ter Stufe“, die - im Fall konstanter Winkelgeschwindigkeiten - in

komplexer Form
n
N(a)= Z a,-e"
k=1

mit komplexen Koeffizienten a; und rellen b, lauten. Sie kommen natiirlich bei Zahnradgetrieben, bei Drehgelenken
fiir Robotersteuerungen und als ebene Projektionen von Planetenbahnen vor. Neuerdings werden sie auch im geomet-
rischen Modellieren eingesetzt. (Vgl. O. Giering/J. Hoschek, S. 153ff., und S. Abramowski/H. Miiller)

Die komplexe Darstellung lohnt sich, wenn man es nur mit komplanaren Drehungen zu tun hat und die Additions-
theoreme vergessen mdchte.
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ri=0,5 ht):=mnt(=-10..+10) ri=3 h(t)=-2t ri=0,05..0,2  h(f) == -4t

Es lohnt sich, hier selbst einige Versuche auf dem Rechner zu machen, um ein ,,Gefiihl* fiir
die Wirkungsweise der Parameter zu bekommen. (Eine systematischere Ubersicht zu den
»Radlinien* findet man bei Schupp/Dabrock, S. 67f.; variiert man nicht nur die Frequen-
zen, sondern auch die Epizykelradien, so erhdlt man natiirlich zusétzliche Spiraleffekte -

das sei als Anregung dem Leser iiberlassen.)

-1.5 -1 5 a.s 1 i.s
. 5 .

Ein Pentagramm: r:=08 h(=2 r:=0,055 h(t) :=tund

r:=0,5 h():=-1,5t mit -50 <¢< 50 r:=0,055 h() =2t

Die vorletzte Abbildung zeigt, wie die Bahnbewegung von einer (Fast-) Kreisbewegung in

eine andere iiberfiihrt wird (-50 <¢ <+50).
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Die letzte Abbildung ist historisch interessant, da sie eine Mdglichkeit andeutet, die un-
gleichmifBige Sonnenbewegung geozentrisch zu beschreiben: Der umgebende 1,055-Kreis
ist zu einem Gebilde deformiert, das zur x-Achse symmetrisch zwischen x = -0,945 (fiir
t=mx)und x = +1,055 (fiir £ = 0) liegt und wie eine Ellipse aussicht. Leider stimmt das
nicht genau, denn die groBte Ordinate wird nicht fiir x = 0,055 (d.h. t = 1,462) angenom-
men, sondern fiir x = 0,054 (d.h. t = 1,463). Gegeniiber der x-Achsen-symmetrischen Ellip-
se durch N (0), N (1,462) und N (m) betrigt die Differenz der maximalen Ordinaten aller-

dings weniger als 107 - das ist in der Zeichnung kein bemerkbarer Unterschied. Es handelt
sich also mit groBer Genauigkeit um eine aus dem Ursprung nach rechts verschobene (fast)
elliptische Bahnbewegung, wobei die y-Achse zu den Zeiten
n+1,625 =180°F93,1° gekreuzt wird. Der Bahnpunkt hélt sich also erstaunlicherweise links
der y-Achse lidnger auf als rechts. Stellt man sich den irdischen Beobachter im Ursprung
vor und deutet man (-.945;0) als Friihlingsdquinoktium, (0;-...) als Sommersolstitium bzw.
(1,055;0) als Herbstaquinoktium, dann erhélt man fiir den 3. Quadranten (,,Friihling*) 94,5
Tage und fiir den 4. (,,Sommer*) 88,1 Tage. Das entspricht zwar nicht ganz den tatsichli-
chen Werten fiir den Jahreslauf der Sonne, liegt aber in der Tendenz richtig, denn schon im
2. vorchristlichen Jahrhundert hatte Hipparchos von Nikaia die Werte 94,5 bzw. 92,5 ge-
funden. Nach Hipparch ist das Verhéltnis zwischen Sommer- und Winterhalbjahr 187:178,
bei unser Bahnbewegung 189:176. Stellt sich der Beobachter nach (0,055;0), so wird das
Verhiltnis der beiden Jahreszeiten 97,6:85,0. Stellt er sich dagegen in den ,,Ausgleichs-

punkt* (-0,055;0), so erscheinen alle Jahreszeiten gleichlang!

Das folgende Titelblatt der ,,Astronomia Nova“ (1609) von Johannes Kepler zeigt die
Marsbahn fiir die Zeit von 1580 bis 1596:
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3. Anfinge der geometrischen Astronomie

Vorbemerkung

Klaudios Ptolemaios’ Epizykelmodelle der ,,sieben* Planetenbahnen aus dem 2. Jh. n. Chr.
haben bekanntlich bis zu Kopernikus und Kepler die Astronomie fiir eineinhalb Jahrtau-
sende beherrscht und einen Grofteil des heutigen Vokabulars der mathematischen Geogra-
phie, Astronomie und Nautik gestiftet. Nach obigen Experimenten lag es fiir mich nahe,
Ptolemaios’ Anleitungen zur Bestimmung beliebiger Planetenpositionen einmal in moder-
ner Funktionsschreibweise als Exzenter- und Epizykelbahnen wiederzugeben. Mit Hilfe
von Olaf Pedersens ausgezeichnetem ,,Survey of the Almagest™ war das auch keine allzu
schwierige Aufgabe. Es zeigte sich aber bald, da3 die abschlieBenden Formeln - fiir sich al-
lein genommen - ein nicht nur ahistorisches, sondern auch sachlich vollig schiefes Bild er-
geben hitten. Tatséchlich ist die Genesis der von Ptolemaios iiberlieferten Planetenmodelle
nach neueren Forschungen viel mehr als eine historische Reminiszenz: Sie legt die viel-

leicht wichtigste Quelle mathematischer Theoriebildung frei.

Die Entstehungsgeschichte dieser Modelle reicht weit in die voreuklidische Zeit zuriick -
bei den Griechen bis an die Wiege der wissenschaftlichen Geometrie bei Thales und Ana-
ximandros im 6. vorchristlichen Jahrhundert* - und macht deutlich, da3 Euklids ,,Elemen-
te* und Apollonios’ Kegelschnittlehre sehr wahrscheinlich nicht (nur) aus dem Geiste Rei-
ner Mathematik geboren waren. Ohne die fundamentale Abstraktion einer Sonne vor dem
tagsiiber lediglich {iberstrahlten Sternenhimmel wéren alle kontinuierlichen Positionsbe-
stimmungen hoffnungslos gewesen; und diese Abstraktion zwang von vornherein zu geo-
metrischer Argumentation iiber das rein Anschauliche hinaus. Die natiirlichen Erkenntnis-

interessen der frilhen Astronomie dringen Grundgedanken der euklidischen Geometrie,

* In den letzten Jahrzehnten ist das traditionelle Bild von der Originalitit der griechischen Astronomie er-

heblich ins Wanken geraten. Die griechischen Astronomen von Thales und Anaximandros bis Hipparchos
und Ptolemaios haben zweifellos nicht nur viele Bezeichnungen und genaue Beobachtungsdaten von den
babylonischen Priester-Astronomen des ersten Jahrtausends entlehnt, sondern auch erhebliche Bausteine
ihrer Theorien, die nach neuerer Erkenntnis bis ins dritte Jahrtausend zuriickreichen. In welchem Umfang
die sumererischen, akkadischen und babylonischen ,,Chaldder” auch geometrische Himmelsmodelle ver-
wandten, ist noch unbekannt. Dal} es solche Modelle, wie etwa das ,,Gnomon-Weltbild*“ und das helio-
zentrische Modell, gegeben haben muB, ist dagegen kaum noch zweifelhaft (van der Waerden 1980, S.
134; Papke, S. 237ff.). Auf jeden Fall kann aber gesagt werden, da3 die Herausbildung der geometrischen
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Trigonometrie und Raumgeometrie geradezu auf. Die Frithgeschichte der Astronomie kann
darum zugleich auch als Vorgeschichte der Elementargeometrie und sogar der Analysis ge-

lesen werden.

Um das zu belegen, soll zunichst die Entstehung des geozentrischen Exzenter-Modells der
Sonnenbewegung ausfiihrlicher geschildert werden. Weil die Zeitrechnung sich am Son-
nenlauf orientiert und die Sonne nach altem astrologischen Glauben den groften Einflul3
auf die Menschen ausiibt, wurde sie auch bei Ptolemaios zuerst behandelt und als kinemati-
scher Parameter der weiteren Planetenbewegungen benutzt. (Aus heliozentrischer Sicht

sprechen natiirlich auch dynamische Griinde dafiir.)

3.1 Die Sonnenbahn aus geozentrischer Sicht

Verfolgt man den Sonnenschatten eines Baumes, Berges oder Gebdudes in der (,,Hori-
zont*“-) Ebene, so fillt jedem auf, daf er tdglich gegen Mittag am kiirzesten wird, nach
Norden zeigt und ansonsten eine ziemlich symmetrische Kurve hinterla3t. Da die Sonne
zur Winterszeit im Siidosten aufgeht und im Siidwesten unter, streichen die Randstrahlen
sehr flach iiber den Schattenzeiger, und die Schatten werden dementsprechend lang. Im
Sommer macht die Sonne dagegen einen groBen Bogen von Nordosten iiber den Siidhim-
mel zum Nordwesthorizont. Dann sind die Schatten am Vor- und Nachmittag vergleichs-
weise kurz. Nach (etwa) einem Jahr tritt der kiirzeste Schatten wieder mittags auf. Schaut
man aus dem Weltraum schriig auf den Aquator, dann zeigt sich fiir eine Horizontebene auf

50° nordlicher Breite das folgende Bild:

Modelle bei den Griechen viel besser iiberliefert ist und daB diese Uberlieferung die weitere morgen- und
abendléndische Entwicklung der Astronomie bestimmt hat.



18

Winterschatten / Sommersonne

Sommerschatten
Wintersonne

Dabei ist sich der irdische Schattenbetrachter natiirlich keiner Schriglage seines Horizonts

bewuBt, und die Sonnenbahnen sind sehr viel gréfer zu denken. Im Bild sind Sonnen- und

Schattenbahnen an den Tagen der Sommer- und Wintersonnenwende gezeichnet; an allen

anderen Tagen verlaufen die entsprechenden Bahnen zwischen diesen Kurven.

Die Nordrichtung hat man nun gerade so festgelegt, dafl dorthin alle kiirzesten Tagesschat-

ten weisen.” Man bekommt diese Richtung recht genau heraus, wenn man um einen mog-

lichst hohen ,,Gnomon*, d.h. lotrechten Pfahl, Stab oder Obelisken, konzentrische Kreise

zeichnet.” Die Ost-West-Richtung ist dann die Verbindung entsprechender Kreisschnitt-

punkte einer jeden Tagesschattenkurve.” Auf diese Weise liegt nun auch die Mittagslinie,

5

6

7

Im folgenden behandeln wir die Verhiltnisse immer fiir einen Betrachter nordlich des 25. Breitengrades.
Dort lag fiir antike Vorstellungen im wesentlichen die Oikumene, d.h. die bewohnte Welt. Aus geozentri-
scher Sicht ist die Nordrichtung durch den ,,oberen* Himmelspol definiert, um den sich die Fixsternsphére
dreht. Da die Sonne - wie im folgenden ndher erldutert - tiglich knapp 1° hinter der Firmamentdrehung
zuriickbleibt, ist die tégliche Schattenkurve (als Projektion der Firmamentdrehung iiber die Gnomonspit-
ze) nicht ganz symmetrisch, und die Mittagsschatten weisen nur im Rahmen der Beobachtungsgenauigkeit
»genau® in Nordrichtung. (Wesentlich stirker ist die Abweichung wenn man die - jahrlich und regional
gemittelte - Uhrzeit ,,12 Uhr MEZ® abliest, um dann die Nordrichtung am Schatten zu erkennen.)

Nach Papke (S. 266) wird dieses Verfahren im altindischen Katyayana-Sulbasutra ausdriicklich erwéhnt.

Die iltesten iiberlieferten Beobachtungen von Solstitien und Aquinoktien stammen wohl aus sumerischer
Zeit und sind vermutlich auf Gnomon-Beobachtungen zuriickzufiihren. Auf der zweiten Tafel der babylo-
nischen MUL.APIN-Serie, von der eine datierte Kopie aus dem Jahr 687 v. Chr. existiert und deren Beo-
bachtungsdaten sich nach Papke auf das Jahr 2340 v.Chr. beziehen, findet sich eine Gnomon-Tabelle (van
der Waerden 1988, S. 4, und 1980, S. 64{f.; Papke, S. 246f.). Um 1100 v. Chr. soll Tscheou-Kong in Chi-
na als erster den Schattengang eines Gnomons beobachtet haben, um den Mittag, die Sonnenwenden und
die Schiefe der Ekliptik zu finden (Liibke, S. 20). Pherekydes, der Lehrer des Pythagoras (6. Jh. v. Chr.),
soll einen grofen Sonnenwend-Zeiger, ein ,,Heliotropion®, auf der Insel Syros aufgestellt haben; und in
Theben, vor Syrakus und spéter in Rom gab es solche Obelisken (Szab6/Maula, S. 39; Szabo 1992, S. 75,
279). Um die Schattenzeichnung zu verbessern, waren die hohen Sdulen oben angespitzt, poliert und ver-
edelt (Liibke, S. 12f.). Spéter brachte man dort auch eine Kugel oder einen engen Ring als Blende an
(Szabo 1992, S. 283; Szabo/Maula, S. 41; Liibke, S. 14, gibt an, die Ringblende sei in China um 500 v.
Chr. eingefiihrt worden). Herrmann (S. 11f.) behauptet, eine Sonnendffnung, die man 1468 in der Siid-
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der ,,Meridian®, die Nord-Siid-Richtung, fest, ndmlich als Senkrechte zur Ost-West-Linie

im GnomonfuBpunkt.®

Sommer

Frihling

‘, @v

Westen h—- -

Sommerschatten

Winter

Zweimal im Jahr, irgendwann, ,,in der Mitte* zwischen den Sonnenwendtagen miissen Tag
und Nacht gleich lang sein. Die Beobachtung zeigt, daf3 in dieser Zeit die Schattenbahnen
genau west-Ostlich und gerade verlaufen, aber wohl nicht ,,in der Mitte*. Die Sonne geht
dann genau im Osten auf und genau im Westen unter. Prinzipiell kann man so die ,,Aqui-
noktien* bestimmen, man braucht ja nur auf den Tag im Friihling oder Herbst zu warten, an
dem die Sonne genau im Osten auf- oder genau im Westen untergeht. Die prizisere Datie-
rung der Aquinoktien, d.h. des ,,Friihlings-* und des ,,Herbstanfangs*, scheint zunéchst nur
von akademischem Interesse zu sein, wir werden aber bald sehen, dall sie den Schliissel
zum Verstindnis der Himmelsbewegungen liefert. Leider hat der naheliegendste Beobach-
tungsansatz einen unerfreulichen Haken: Die Strahlenbrechung téuscht bei horizontnahen
Beobachtungen eine Sonne iiber dem Horizont vor, die in Wirklichkeit darunter steht, und

der Verschiebungseftfekt ist stark von Luftdruck, Luftfeuchtigkeit und Temperatur (in der

wand der Kathedrale von Florenz 90m hoch angebracht hat, erlaube es, den Mittagsdurchgang der Sonne
auf dem Fullboden bis auf eine halbe Zeitsekunde genau zu beobachten.

Daf} die Erde kugelrund und im Vergleich zur Sonnenentfernung sehr klein ist, war in der Antike vollig
klar (z.B. Plantons ,,Phaidon®; vgl. van der Waerden 1988, S.52f.). Aristoteles verwies z.B. auf die merk-
bare Himmelsverschiebung bei Ortsverdnderungen auf der Erde, und Ptolemaios auf die ortlich invarian-
ten Groflen und relativen Abstinde der Sterne sowie auf die iiberall giiltige Halbierung der Sternkugel
durch den Horizont (Szab6 1992, S. 67f.). Aristarchos von Samos hat im frithen 3. vorchristlichen Jahr-
hundert sogar eine konkrete Abstandsschitzung durchgefiihrt (z.B. van der Waerden 1988; Archimedes,
S. 349f.). Fiir eine Zylinder- (Anaximander) oder Kugelform der Erde sprach in Nord-Siid-Richtung auch
die Anderung der Mittagsschattenlinge. Die Ost-West-Veriinderung der Himmelserscheinungen iiber dem
Horizont macht sich zeitlich und 6rtlich fiir das bloBe Auge erst bei Entfernungen iiber 400 Stadien (ca. 70
km) bemerkbar - daher auch die bis ins 17. Jh. anhaltenden Schwierigkeiten bei der Bestimmung der geo-
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Horizontgegend!?) abhingig.’

Vermutlich ist das der Grund, warum die Hipparchos und Ptolemaios zugénglichen Beo-
bachtungen der dlteren vorgriechischen Kulturen des Orients, auf die sich die frithe griechi-
sche Astronomie sonst so erfolgreich stiitzen konnte, fiir die Aquinoktien besonders unge-
nau waren. Ptolemaios klagt im ,,Almagest®, die verfiigbaren langfristigen Beobachtungs-
daten (der Babylonier) bezdgen sich fast nur auf Stillstinde der Planeten und erste oder
letzte Sichtbarkeiten; bei den Stillstinden sei der ortliche Fortschritt iiber Tage unmerk-
lich'®, und bei den heliakischen Auf- oder Untergingen sei wegen des Zustands der Atmo-
sphére und wegen der Abhéngigkeit von der Sehkraft des Beobachters alles ganz unsicher.
Damit ist das naheliegendste ,,Prazisionsinstrument™ der Sternbeobachtung mit bloBem
Auge, ndmlich Gestirnspositionen iiber eine sehr entfernte Visiermarke, etwa einen natiirli-
chen Einschnitt in einer Hiigelkette, zu beobachten und die seitlichen Verschiebungen fest-
zuhalten, auf Wiederkehrbeobachtungen unter gleichen Witterungsbedingungen be-
schrinkt.'' Immerhin haben derartige Beobachtungen wohl bei den Babyloniern in der ers-
ten vorchristlichen Jahrtausendhélfte und spétestens beim Griechen Euktemon im 5. Jh. v.

Chr. zu der spiter zentralen Entdeckung gefiihrt, da3 die vier Jahreszeiten unterschiedlich

graphischen Lange (Szabo 1992, S. 250).

Der Refraktionskoeffizient kann um mehrere zehn Prozent schwanken (GroBmann, S. 25) und wirkt sich
leider in Horizontndhe besonders verfilschend aus. Dies kann zur Folge haben, da3 die Sonne geomet-
risch schon unter dem Horizont steht, wenn sie ihn scheinbar nur beriihrt. Bei 0°C und Normaldruck ist
die wahre Zenitdistanz bei beobachteten 10° um 0°;11 gréBer, bei 45° um 0°;1, bei 85° um 0°;10 und bei
90° um 0°;35 (Voigt, S. 13; die Schreibweise ,,0°;11° fiir Sexagesimalbriiche hat sich in der historischen
Fachliteratur nach einem Vorschlag von O. Neugebauer eingebiirgert). Der Sonnendurchmesser wirkt au-
Berdem in Horizontndhe - abgesehen von der bekannten Horizonttduschung - aufgrund der Refraktion um
ca. 14% vergroBert. Die Refraktionseffekte beeintrachtigen auch die Beobachtung und Festlegung der
Tag- und Nachtgleichen sowie die Symmetrie des Tag-Nacht-Verhéltnisses im Sommer bzw. Winter. Tat-
sachlich ist der kiirzeste Tag etwas ldnger als die kiirzeste Nacht (Szabo 1992, S. 239f.). Der Erdschatten
wird durch die doppelte Brechung der Randstrahlen beim Durchgang durch die Erdatmosphére (insges.
ca. 1°) erheblich verkiirzt. Das verfalschte natiirlich die Mondabstandsbestimmung aus einer Mondfinster-
nis, wie sie von Aristarchos iiberliefert ist (z.B. van der Waerden 1988, S. 133 ff.).

Man vergleiche mit dem Verhalten von Funktionen in der Ndhe der Extrema.

Die Chaldéer (Priester-Astronomen im Zweistromland) und Agypter haben im dritten und zweiten vor-
christlichen Jahrhundert vorzugsweise Morgenerstaufginge beobachtet (van der Waerden 1980, S. 12ff;
Papke, S. 25). A. Thom/A.S. Thom konnten mehrere km lange Visierlinien filir horizontnahe Sonnen- und
Sternbeobachtungen bei Megalithanlagen nachweisen (frithes 2. Jtsd. vor Chr.; Krupp, S. 45; Liibke, S. 14
u. 30), und es spricht viel dafiir, da3 einige der GroBbauten Mittelamerikas ebenfalls dazu dienten (Krupp,
S. 169ft.; Schele/Freidel). SchlieBlich sei auch daran erinnert, daf3 drei der etwa 230m langen Grundseiten
der Cheops-Pyramide auf weniger als 2,5 Bogenminuten genau nach den Himmelsrichtungen ausgerichtet
sind und daB lediglich die Ostseite um 5,5 Bogenminuten von Nord nach West abdriftet (Krupp, S. 230f.),
was groflrdumige und langfristige Prézisionsbeobachtungen voraussetzt.
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lang sind (van der Waerden 1988, S. 85)'.

Der wandernde Gnomonschatten wird jedenfalls weniger durch Refraktionseffekte ver-
zerrt."> Wie kann man mit ihm den dquinoktialen Mittagsschatten genauer bestimmen? Die
Losungsidee kam vielleicht so zustande: Die Sonne zieht am Himmel téglich einen Kreis-
bogen. Uber das Jahr entsteht dort unmerklich (der Tagesausschnitt) eine(r) Spirale, die
zwischen den Sonnenwendkreisen hin und her fiihrt. Nennt man die Spitze des ldngsten
Mittagsschattens bei der Wintersonnenwende W, die des kiirzesten Schattens iiberhaupt S,
so liegt die Spitze des Mittagsschattens F im Friihlings- und Herbstdquinoktium offenbar
ndher bei S als bei W. Peilt man nun von W, dem geschitzten F und von S iiber einen ho-
hen Gnomon die Himmelskugel an, so scheint dort F’ wesentlich besser ,,mitten* zwischen
W’ und S’ zu liegen. Es wire schon, wenn man W’, S’ und die Mitte des Verbindungsbo-
gens am Firmament markieren konnte. Aber das geht am hellen Tage nicht. Diese Hiirde
wurde moglicherweise genommen, als (oder weil) die Himmelsbogen noch aus einem an-
deren, viel offensichtlicheren Grunde interessant wurden: Neben der Lingendnderung im
Verlaufe des Tages zeigt der Gnomonschatten ja auch noch eine zur Mittagslinie symmetri-
sche Richtungsdnderung. Diese Richtungsidnderung erfolgt allerdings so ungleichméBig,

daB3 daraus nur sehr schwer eine gute Sonnenuhr zu machen ist."* Geht das nicht einfacher?

2 Szabo vermutet, da Thales das schon im 6. Jh. v. Chr. wuBte (Szabé 1994, S. 27 und 31 unten, Szabo
1992, S. 295).

Die Beobachtungsgenauigkeit wird hier einerseits durch die bescheidenere Gnomonlidnge, andererseits
durch die Ubergangsschatten, die die Sonnenscheibe erzeugt, beschrinkt (vgl. FuBnote 7 oben). Meton
und Euktemon sollen nach Ptolemaios (Almagest I11.1) das Sommersolstitium 432 v. Chr. mit dem Gno-
mon auf einen Tag genau bestimmt haben. Groflere Genauigkeit der Schattenablesung erzielte man mit
sorgféltig gearbeiteten Metallreifen: Ist ihre Ebene auf die Sonne eingestellt, so beschattet die vordere
Halfte genau die hintere (vgl. unten, FuBinote 23). Mit Visiervorrichtungen und vielleicht auch Fadenkreu-
zen konnte man nach dem Prinzip von Kimme und Korn auch Sternpositionen ausmessen - das ist das bis
ins 17. Jh. gebrduchliche Prinzip der Quadranten und Armillarsphéren (Liibke; Teichmann; Dreier). Die
Genauigkeit von Ptolemaios’ Zeiten bis Kopernikus lag bei etwa 0°;10 (bei de Brahe 0°;1, heute ca. 10~
Bogensekunden; Teichmann, S. 100).

1o

Der Sonnendurchmesser betrigt etwa 5 (Archimedes kritisierte diesen Wert im ,,Sandrechner” und er-

mittelte daflir unter Beriicksichtigung der Pupillen6ffnung ein Intervall von - in heutiger Schreibweise -
0°;27 bis 0°;32,55. Moderne Werte: 0°;31,28 bis 0°;32,37; Archimedes, S. 351ff.; Rozanskij, S. 156;
Schneider, S. 92ff. Fiir den Mond werden heute {ibrigens 0°;29,24 bis 0°;33,24 angegeben; Krupp, S. 70.
Ahnliche Werte fiir Sonne und Mond bei Pedersen, S. 208.)

Szab6 1992, S. 311. Im Alltag wurde bei den Griechen sowohl der Tag als auch die Nacht in zwolf gleich-
lange Stunden geteilt - deren tatsdchliche Lénge sich natiirlich jeden Tag &nderte. Man gebrauchte aber
auch Vielfache der Schattenldnge eines Menschen als grobe Zeitmarkierung (Szabd 1992, S. 309f.; Liibke,
S. 17). GleichméBigere Zeitmesser waren neben Sternzeiten Sand- und Wasseruhren (vgl. etwa Liibke).
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Es geht, und offenbar wullten auch das die Babylonier um 700 v. Chr. (van der Waerden
1988, S. 50):

,,Der Historiker Herodot im 5. Jh. v. Chr. ist der erste, der den Gnomon der Griechen
erwahnt. Er sagt ndmlich - am Ende jener beriihmten Stelle seines Werkes, die den Ur-
sprung der Geometrie auf Agypten zuriickfiihrt -, daB andererseits ‘den Polos und den
Gnomon, sowie die zwolf Teile des Tages die Griechen von den Babyloniern gelernt

hitten’.* (Szab6 1992, S. 70, 305, 309ft. und die eindrucksvolle Abbildung S. 312)

Mit ,,Polos* war hier sehr wahrscheinlich derselbe Schattenfinger gemeint, den Aristopha-
nes im selben Jahrhundert als ,,Pnigeus* (Gliihkohlenabdecker, ,,Kohlensticker*) der Wis-
senschaftler karrikiert und der spédter bei Eratosthenes ,,Skaphe®, bei Vitruvius ,,Hemicyc-
lum* und bei anderen ,,Helitropion‘ heif3t (Szabo 1994, S. 50ff.; Liibke, S. 18), ndmlich ei-
ne Halb- oder besser Viertelkugel um die Gnomonspitze, in der sich die téglichen Sonnen-
kreise (und nidchtlichen Sternenkreise) wirklich als Schatten-Kreisbogen abzeichnen und

gleichmaBig teilen lassen.

Mittagssonne im
Sommersolstitium

Mittagssonne im
Wintersolstitium

Im Bild ist die untere Viertelsphire um die Gnomonspitze gezeigt, die hinter der Meridian-

ebene (Nord-Siid-Ebene durch den Gnomon) liegt. Die vorderen Enden der Schattenkurven
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in der Skaphe sind Bilder der Mittagssonne' zur Zeit der Sonnenwenden (Solstitien) bzw.

Aquinoktien. Zeichnet man sich die vordere Berandung mit diesen Schattenpunkten heraus,

so ergibt sich folgendes Bild:

w3

Dabei sind W, F und S natiirlich die Enden der Mittagsschatten zu den Sonnenwenden

bzw. Aquinoktien, GZ der Gnomon und der Halbkreis die Front der Skaphe. Nun ist es

keine Kunst mehr, den genauen dquinoktialen Mittagsschatten zu erraten: Man nehme die

Winkelhalbierende des Winkels WZS und schneide sie mit dem Horizont!'®

Was ist damit gewonnen? Sehr viel, wenn man noch einen kleinen Schritt weiter denkt: In

der symmetrisch zur Halbkugel ergénzten Skaphe findet sich das umgekehrte Bild des

Taghimmels, und die drei Sonnenbahnen der ausgewdéhlten Tage zeichnen sich dort als

Kreisbogen ab. Man schaue nur durch die Halbkugel mit ihren drei Schattenkreisen:

genauer: Bilder der Sonne nach Punktspiegelung an der Gnomonspitze...

Diese Vermutung wird sich gleich als richtig erweisen. Szab6 (1992, S. 94) schreibt sie bei den Griechen
Anaximander (6. Jh. v. Chr.) zu. Vermutlich war diese Losung des Aquinoktienproblems ein starkes Ar-
gument dafiir, daB Himmelsbewegungen grundsétzlich auf Kreisbewegungen zuriickzufiihren seien. Die
Pythagoréer, Platon und Aristoteles machten daraus ein Programm: Die UnregelméBigkeit der Planeten-
bewegungen sei nur Trug und aus der Unzuldnglichkeit der menschlichen Wahrnehmung zu erkliren; in
Wabhrheit miiiten die ewigen und unverdnderlichen Himmelsbewegungen naturgemdB von gottlicher
Symmetrie und Gleichférmigkeit sein. ,,Gott treibt immer Geometrie® (van der Waerden 1988, S. 123).
Jedes echte Verstindnis der Welt miisse auch die Phinomene der Wandelsterne in ihrer Vollkommenheit
erfassen: ,,Rettet die Phianome* (,,Salvare apparentia“), heiflt es spiter, z.B. bei Geminos, Simplikios, Bu-
ridan und Kopernikus. (Teichmann, S. 34 u. 131f,; van der Waerden 1988, S. 42ff., 109f. u. 118; Sam-
bursky, S. 90ff.; Krafft/Meyer-Abich, S. 30ff.; Kopernikus, S. 9)
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: ,Weltachse"

L+ Zenit

JAquator”

Es ist als stehe die Erde als winzige Offnung einer kugeligen Lochkamera an Stelle der
Gnomonspitze, und durch die Offnung werde der Taghimmel automatisch auf die untere
Kugelhilfte abgebildet.'” Wo finden sich die Bilder der iibrigen 362 Sonnenkreise in der
Skaphe? Natiirlich parallel zwischen den Sonnenwend-Tageskreisbogen. Um welche Achse
dreht die Sonne sich tiglich? Natiirlich um die Achse dieser Kreise. Um welche ,,Weltach-
se dreht sich das ganze Firmament, der Sternenhimmel? Natiirlich um eben diese Achse
der Sonnenkreise, senkrecht zum Himmelsdquator durch die Skaphenspitze oder Erdmitte
(das macht bei den astronomischen GroBenverhidltnissen nichts aus). Wo finden sich die
Bilder der 365 Nachtbogen der Sonne? Natiirlich in der Resthélfte zur Skaphe, als an Z ge-
spiegelte Bilder von Tagbodgen. (Das zeigt, warum unsere Vermutung tatsdchlich den
Aquinoktialschatten liefert.) Wie lang sind Tag und Nacht zur Sommersonnenwende auf
der Breite unseres Bildes? Man messe erst den Winkel 26 = WZS, dann den Winkel
FZG=SZG+o, und schlieBlich bestimme man die Anteile im dquatorparallelen Sonnen-

kreis.'"® Wie findet man die geographische Breite, die ,,Nordlichkeit von G? Man nehme

7 Beim Hemicyclum des Vitruv handelt es sich um eine in der Horizontalen liegende Halbkugel mit einem
vertikalen Gnomon zum Mittelpunkt. Die innere Flache sollte das Himmelsgew6lbe vorstellen und war
gemiB dem scheinbaren Sonnenlauf mit drei Bogen, der Aquatorlinie und den zwei Wendekreisen, sowie
mit einer Teilung in zwolf ungleiche Stunden versehen (Liibke, S. 18; zur Sonnenuhr vgl. z.B. Rixecker).
In der Manitius—Ubersetzung des Ptolemaios heifit es: ,,Als ganz besonders bezeichnend ist noch der Um-
stand hervorzuheben, daf die (Endpunkte der) an beliebiger Stelle der Erde aufgestellten Gnomone sowie
die Mittelpunkte der Armillarsphéren dieselbe Geltung haben wie der wirkliche Mittelpunkt der Erde, d.h.
daf3 die genannten Punkte fiir die Richtung der Visierlinie (nach den Himmelskdrpern) und fiir die Herum-
leitung der Schattenlinien in so groBer Ubereinstimmung mit den zur Erkldrung der Himmelserscheinun-
gen aufgestellten Hypothesen maBigebend sind, wie wenn diese Linien direkt durch den Mittelpunkt der
Erde gingen.“ (Zitiert nach Szabo 1992, S. 69)

Hypsikles (um 180 v. Chr.): ,,Es werde die Breite in Alexandria in Agypten angenommen, wo der lingste
Tag zum kiirzesten das Verhéltnis hat wie 7:5. DaB sich dies so verhilt, haben wir gezeigt durch Benut-
zung der von der Gnomonen am Mittag der Wenden geworfenen Schatten.* (Zitiert nach Szabo 1994, S.
65) Hipparchos (um 150 v. Chr.): ,.In den Gegenden von Griechenland steht der Schattenzeiger zum Mit-
tagsschatten der Tag- und Nachtgleichen in dem Verhiltnis von 4:3 ... und die Polhdhe betrégt etwa 37°.



25

den letztgenannten Winkel FZG oder seinen Scheitelwinkel in der Vollkugel, der die ,,Ze-
nitdistanz“ zwischen Gnomon und Weltachse zu 90° erginzt, oder den Winkel zwischen

Horizont und Weltachse... *°

Kurz: Die Aquinoktien zu finden ist deswegen so wichtig, weil die Sonnenbahn an diesen
Tagen parallel zum Erddquator 14uft (,,Knoten der Ekliptik®, s.u.) und damit die Erde ver-
messen werden kann. Um diese Bahnachse dreht sich tiglich der ganze Himmel einmal,
und die Sonne nimmt an dieser Drehung teil! Kennt man o aus dem Schattenwinkel
2o zwischen den Sonnenwenden, dann reicht es, die geographische Breite zu messen, und
da der Polarstern immer noch nahe bei der ,,Weltachse* steht, findet man den Breitenwin-
kel einfach als Winkel zwischen Polarstern und Horizont (oder sicherer: als Ergidnzung der

Zenitdistanz zu 90°).

Im Prinzip war das alles spitestens dem beriithmten Weltreisenden Pytheas von Massalia
(Marseille) in der zweiten Hélfte des 4. Jhs. v. Chr. klar, denn von ihm ist iiberliefert, da3
er den Himmelspol vom Polarstern unterscheiden konnte und daf3 er die Beziehung des er-

staunlich genauen Verhdltnisses 120:(42-1) zwischen Gnomonlénge und kiirzestem Schat-

ten einerseits und der geographischen Breite von Marseille andererseits kannte. Zur glei-
chen Zeit wullte Eudoxos, dafl in Griechenland der Sommerwendekreis vom Horizont im
Verhiltnis 5:3 geteilt wird. Wenn Pytheas und Eudoxos den Zusammenhang auch rechnen

konnten, dann liegen die Anfinge der Trigonometrie so weit zurlick! (Szabo 1994, S.

(ebenda, S. 75) ,,Wo aber der lingste Tag zum kiirzesten im Verhéltnis von 5:3 steht, dort hat der langste
Tag die Dauer von 15 Stunden, wiahrend die Polhdhe ungeféhr 41° betrdgt.” (Szabd 1992, S. 151) Pytheas
(2. Halfte des 4. Jh. v. Chr.) gab das Verhiltnis fiir die Sommersonnenwende in Marseille mit 120:(42-
1/5) an und schloB daraus auf die (richtige) geographische Breite (Szabo 1994, S. 78ff.). Fiir Rom gab
Vitruvius das dquinoktiale Verhéltnis des Gnomons mit 9:8 an, fiir Athen mit 4:3, fiir Rhodos mit 7:5 und
fiir Alexandria mit 5:3 (ebenda, S. 74). Eudoxos (408-350 v. Chr.) hat fiir Griechenland vermutlich aus
dem Teilverhiltnis der Sehne am Tag der Sommerwende auf das Verhéltnis von Tag- zu Nachtbogen an
diesem Tag geschlossen (ebenda, S. 85). Versucht man - und dies sei dem Leser herzlich empfohlen -, ein
oder zwei dieser Beziehungen nachzurechnen, so wird deutlich, daf trigonometrische Schlu3weisen in
voreuklidischer Zeit schon beherrscht werden muf3ten.

Die Mittagsschattenldngen sind natiirlich aufler von der Gnomonhdhe auch noch von der geographischen
Breite abhdngig. Aber das ,,Gnomon-Weltbild“ (Szabo) zeigt, dafl und warum 2c ortsunabhéngig ist. Die
dquinoktiale Mittagsschattenspitze F liegt als Projektion der Bogenmitte auf dem Horizont tatséchlich in
einem gewissen Sinne ,,in der Mitte™ zwischen den extremalen Mittagsschattenspitzen W und S. Da man
urspriinglich in Verhéltnissen ,,Gnomonldnge : Mittagsschattenldnge maf, hatte man gute Griinde, die
Verhiltnisse von Sehnen- und Tangentenabschnitten am Kreis zu studieren... Euklid IIT 36 146t griifen!
(Uberhaupt steht zu vermuten, daB viele Sitze Euklids aus dem Gnomonstudium der frithen Astronomie
stammen; vgl. Szab6 1994, z.B. S. 83; Szabo6 1992, S. 317{f))
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731f.).>° Schon Thales im 6. Jh., sagt die griechische Uberlieferung, habe die Ungleichheit
der Zeiten zwischen den Sonnenwenden gewuf3t, und Anaximandros, noch im gleichen
Jahrhundert, habe mit dem Gnomon die Tag- und Nachtgleichen zeigen kénnen und {iber-
haupt ,,die geometrische Darstellung* angeregt (Szabd 1994, S. 31, 32 und 37). Und Oino-
pides habe einhundert Jahre spiter die Schiefe ¢ der Sonnenbahn gegen den Himmels-

dquator zu §; des Vollkreises, also zu 24°, bestimmt.?! Es war also klar, daf} die Sonnen-

bahnen an der Himmelssphire und ihr Gegenbild in der Gnomonkugel nicht irgendwie hin
und her wackeln, sondern daf3 die Sonne im Laufe eines Jahres eine Kreisbahn in der Spha-
re zieht, die um o schief zum Himmelsidquator verlduft, und daB3 die tiglichen Parallelkrei-
se nur daher kommen, dafl die Sonne mit der viel rascheren Firmamentdrehung herumge-

rissen wird.

Die Sonne fiihrt also aus geozentrischer Sicht eine zweifache Kreisbewegung um die Erde
aus, ndamlich eine einfache jihrliche Umdrehung in ihrer schiefen Bahn und eine rasche
tagliche mit der Fixsternsphdre um die Himmelsachse. Da nachts im Laufe des Jahres im-
mer neue Sternbilder am Osthimmel sichtbar werden, mufs die Nacht nach Osten wandern,
die langsame jdhrliche Sonnenwanderung folglich entgegen der tiglichen verlaufen, d.h.

von Westen nach Osten.

2 Die Chinesen wuBten wohl um 1000 v. Chr. und die Chaldider vielleicht schon im dritten vorchristlichen
Jahrhundert, spétestens aber um 700 v. Chr. bescheid (Liibke, S. 20; van der Waerden 1988, S. 50; Papke,
S. 261f.). Das oben erwihnte Herodot-Zitat deutet ja auch in diese Richtung.

! Nach dem Zeugnis von Proklos war genau das der Grund, warum Euklid IV.16 die Konstruktion des regu-

laren Fiinfzehnecks behandelt (Szabo 1994, S. 38). Actios bestreitet Oinopides die Entdeckung und
schreibt sie Pythagoras zu. Tatsédchlich betrug der Wert im 5. Jh. v. Chr. etwa 23,7°, war damals also
schon um einen halben Sonnendurchmesser falsch. Richtig waren die 24° im dritten vorchristlichen Jahr-
tausend, als sie die Chaldder fanden. Vermutlich kam dieser Wert iiber die Babylonier und Pythagoras auf
die spiteren Griechen (Papke, S. 262). Ubrigens hat Oinopides vermutlich keine Skaphe benutzt, sondern
mit den Schatten auf der Horizontebene gearbeitet. Das zwang aber dazu, Sehnen- und Tangentenab-
schnitte rechnerisch zu vergleichen, also im Prinzip Trigonometrie zu treiben (Szabo 1994, S. 61ff.).
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Himmelspol

/]\ Himmelséaquator
(rascher taglicher Umlauf)

Sommersonnenwende

y / Fruhlingspunkt

Herbstpunkt 4

Tagesbahn'en

Jahlresbahn

Beobachtet man die Sonne nur ein Jahr lang, so bekommt man von einem Sommersolstiti-
um zum néchsten je nach Beobachtungsqualitit 360 oder 365 ganze Tage heraus. Langfris-
tig bemerkt man aber, daB diese Zahl zu klein ist.”> Beobachtet man nun den tatsichlichen
Sonnenstand an Solstitien oder Aquinoktien, so ldBt sich deren Wiederkehr langfristig auf
Bruchteile von Tagen genau bestimmen.*® Diese genaue Wiederkehrzeit von einem Friih-
lingsdquinoktium zum néchsten (,,aufsteigende Knoten*: Durchsto3 der Sonnenmitte durch
den Himmelsdquator) nennt man das (tropische) Jahr. Ptolemaios sah es als das richtige
Jahr an, weil es immer in Harmonie mit den Jahreszeiten bleibe. Hipparchos von Nikaia im
2. vorchristlichen Jahrhundert, der als bedeutendster Praktiker der antiken Astronomie gilt
und auf dessen ausgezeichnete Beobachtungsergebnisse Klaudios Ptolemaios dreihundert
Jahre spiter seine ,,Grofe Zusammenfassung® der geozentrischen Astronomie, den be-

rithmten ,,Almagest®, stiitzte, errechnete fiir die Jahreslange 365+ — %5 Tage und fiir den

2 Die Agypter rechneten bis in Ptolemaios’ Zeit mit einem Jahr von 365 Tagen, das urspriinglich so einge-
richtet war, dal der Aufgang des Sirius (=Sothis) am Morgenhorizont als ,,Bringer des Neuen Jahres und
der Uberschwemmung* gelten konnte. Man muBte aber nach einigen Jahren feststellen, daB die beiden
Phianomene deutlich auseinander liefen. (van der Waerden 1988, S. 1ff.) Zu den Bemiihungen der Grie-
chen um die genaue Jahreslidnge und deren Zusammenhang mit Hipparchs Entdeckung der Priazession vgl.
Szab6 1992, S. 266 oben und 300ff.

» Die Aquinoktien lassen sich beobachten, wenn man die Schiefe der Ekliptik und die geographische Breite

des Beobachtungsortes kennt: Ptolemaios beobachtete einen Bronzering von 2 Ellen Durchmesser, der pa-
rallel zum Himmelsédquotor aufgestellt war. Wurde die Riickseite erst- oder letztmals im Jahr genau be-
schattet, so hatte er die Stunde des Aquinoktiums (Pedersen, S. 131; van der Waerden 1988, S. 260).
Ebenso verfuhr Hipparch 300 Jahre zuvor (van der Waerden 1988, S. 176). Natiirlich setzte das Interpola-
tion, d.h. die Uberzeugung stetiger Veriinderung zwischen den Beobachtungszeiten, voraus. Pedersen
weist mit Recht darauf hin, dafl im ,,Almagest* nicht allein ebene und sphérische Trigonometrie mit gro-
Ber Meisterschaft betrieben wird, sondern dal3 an vielen Stellen echtes funktionales Denken fiir zeitliche
Abhingigkeiten ein- und mehrdimensionaler Variabler notwendig war. (Vgl. dort insbes. S. 78-93)
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Friihling 941, fiir den Sommer 921 Tage.** Aus diesen Daten und aus der Schiefe der Ek-

liptik o, die Eratosthenes als Winkel 2c zwischen den Sonnenwenden zu 4 eines GroB-

kreises, d.h. zu 20 =47°;42,39 =2-23°;51,20, festgestellt hatte, konnte Hipparchos (nach

dem Bericht von Ptolemaios) die jéhrliche Sonnenbahn vollstindig berechnen.?

Im folgenden soll diese Berechnung (mit den alten Daten) in moderner Terminologie nach-
vollzogen werden, wobei wir iiber Pedersens ausgezeichnete Vorlage hinaus alle Umsténd-
lichkeiten mit den Ptolemdischen Sehnentafeln ahistorisch durch moderne Trigonometrie
tiberspielen und iiberdies eine vektorielle Darstellung anstreben. Die Eleganz des Gedan-

kenganges kommt so fiir den heutigen Leser sicher besser heraus.

Wir gehen von folgenden Annahmen aus:

** Ptolemaios erliutert die genaue Jahreslinge im wesentlichen so: Er habe selbst ein Herbstiquinoktium be-
obachtet (julianisch: am 26.9.139, 1 Stunde nach Sonnenaufgang; korrekt wére der 25.9.139, 34 vor Son-
nenaufgang, also 3.00 Uhr friih, gewesen - Ptolemaios hat wohl nur Hipparchs Daten ,,didaktisch* hochge-
rechnet: van der Waerden 1988, S. 260f.), Hipparch dagegen 285 Jahre friiher (julianisch: am 26.9.-146,
um Mitternacht). Wire die Jahreslinge des Kallippos von 365+1/4 Tagen richtig, dann hitte das Aquinok-
tium nach 285*(365+1/4) Tagen zu Sonnenaufgang stattfinden miissen. Aus der tatsdchlich verstrichenen
Anzahl von Tagen ergab sich nicht 14 Verspitung, sondern 23/ Verfrithung, also 23/24d in 285 Jahren
und 14 in 300 Jahren (Pedersen, S. 132). Hipparch hat mehr als 20 Jahre lang viele Aquinoktien gemessen
und wird wohl dhnlich vorgegangen sein. SchlieBlich hat er sein Resultat am Vergleich der Sommersolsti-
tien -135 und -280 (Aristarchos) verifiziert (Pedersen, S. 130, 410ff.) Geminus gibt auflerdem fiir den
Herbst 88+1/8 Tage und fiir den Winter 90+1/8 Tage an (Szabo 1992, S. 297).

Das tropische Sonnenjahr dauert tatséchlich 365,2422d statt Hipparchs 365,2467d, war also bei ihm nur 6
Min. zu lang (Pedersen, S. 131). Aus dem ,,Long Count“-Zyklus der Mayas von 374 440 Jahren hat man
geschlossen, daf sie in der klassischen Periode im 1. Jh. n. Chr. eine Jahresldnge von 365,2420d kannten
(Girard, S. 363; Krupp, S. 20; Westphal, S. 98).

25

Was die Lange der Jahreszeiten angeht, waren die Werte damals genauer 94 d bzw. 92%d (Pedersen, S.
149). Die modernen Werte sind 92419" bzw. 93915" (Szabo 1992, S. 297).

Zu Ptolemaios’ Zeit betrug 2o tatsdchlich 47°;21,27=2%23°;40,44 und nicht mehr 47°;42,39 wie dreihun-
dert Jahre zuvor bei Eratosthenes und Hipparch (dort genauer: 47°;27,20=2%23°;43,40). Trotzdem benutz-
te Ptolemaios weiter die Hipparchschen Daten fiir seine Herleitung der Sonnenbahn (van der Waerden
1988, S. 258; heutiger Wert: 2*23°;27=46°;54). Liibke (S. 20 u. 25) behauptet, Tscheou-Kong habe in
China aus dem Gnomon-Schatten die Schiefe der Ekliptik zu 23°;54,02 statt korrekter 23°;50,32 gemes-
sen. (Da keine Quellen genannt werden und der Eratosthenes-Wert an gleicher Stelle falsch ist, sollte man
diese Angabe mit Vorsicht genief3en.)

Hipparchs Vergleich der damals aktuellen Daten mit mehrhundertjahrigen babylonischen Tabellen hatte
ihn iiberdies zu der beriihmten Feststellung der , Prizession der Aquinoktien* gebracht, dall ndmlich die
Jahrespunkte sehr langsam dem Fixsternhimmel gegeniiber wandern, und zwar um mindestens 0°;0,36 =
36 je Jahr. Die Chaldéer sollen von der Prazession schon im 24. Jh. v. Chr., spitestens aber zur Zeit des
Dareios gewuB3t haben, und ihrer Mondrechnung lag der Betrag von (46+7/8)“ zugrunde (van der Waer-
den 1988, S. 186.; Papke, S. 268ff.; moderner Wert: 50°/a). Ptolemaios hat die Prdzession bei seiner
Bahnbestimmung fiir die Sonne nach Hipparch bewufit auler acht gelassen (man kdnne es mit der Dre-
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a) Die Linge des Jahres betréigt (365++—)d .

b) Die Lange des Friihlings betragt 94 d, und die Lange des Sommers 924 d.

¢) Die Jahrespunkte auf der Ekliptik (genaue Aquinoktien und Solstitien) werden von je-

dem irdischen Beobachter unter rechten Winkeln gesehen.

d) Die Schiefe ¢ der Sonnenbahn (Ekliptik) gegeniiber dem Aquator betriigt nach Eratos-

thenes 23°51°20°.

e) Die Sonne wandert vor dem Fixsternhimmel um 360°/a nach Osten, und sie dreht sich

téglich viel rascher mit dem Fixsternhimmel nach Westen.

f) Das Friihlingsdquinoktium (aufsteigender Knoten; Sonnenmitte auf dem Himmelséqua-

tor) sei in Zeitpunkt und Richtung bzgl. des Beobachterhorizonts bekannt.

Unser Koordinatensystem soll vom Erdmittel- Hmrelsnordpd

punkt ausgehen. Den Himmels- und Erdidquator

denken wir uns als x-y-Ebene, die y-Achse in
Richtung der Lénge des Sommersolstitiums, die z-
Achse in Richtung des ndrdlichen Himmelspols
und die x-Achse in Richtung des Friihlingspunk-
tes. Dort, in F(r;0;0), soll sich die Sonne zur Zeit
to = 0 befinden, wobei der Sonnenbahnradius 7 of- Wrtasdst.i;il,m

fen bleibt. Die Zeit t werde in Tagen seit dem ge-

nauen Frithlingsdquinoktium gemessen.
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hung der Fixsternsphére verrechnen; Szabd 1992, S. 304 sowie Pedersen), und wir wollen das im folgen-
den auch tun.

,»Die heutigen und die meisten griechischen Astronomen legen den Anfangspunkt des Zeichens Widder
auf den (antiken) Friihlingspunkt.* (van der Waerden 1980, S. 2) Aufgrund der Prizession der Aquinok-
tien (auf der Ekliptik nach rechts, der jéhrlichen Sonnenbahn entgegen, also auch der Reihenfolge der 12
Zeichen Widder, Stier, ... , Fische) steht letzterer inzwischen im Sternbild der Fische und bald im Was-
sermann. (Sehr schone Abbildungen findet man dazu bei Szab6 1992, S. 100, 268 und 269.)

Bzgl. des mit dem Fixsternhimmel fest verbundenen Aquatorialsystems hat der Frithlingspunkt die Funk-
tion des Nullpunktes (Nullmeridians) der ,,Rektaszension* (Lénge), die (vom Nordpol betrachtet) in (da-
her:) ,,mathematisch positiver Drehrichtung gemessen wird. Die ,,Deklination* spielt entsprechend die
Rolle der geographischen Breite. (Giese, S. 17). Die Verwendung der 360°-Teilung und der Koordinaten-
systeme (bis ins 17. Jh. n. Chr. nur fiir Himmel und Erde; vgl. jedoch Wussing, S. 139) hat sich durch Pto-
lemaios ,,Almagest* durchgesetzt, war aber schon Eratosthenes und Hipparch geldufig. Woher diese Tra-
dition urspriinglich stammt, ist unsicher. Vermutlich wurde sie aus Babylonien iibernommen. (Vgl. Szabo
1992, S. 3171ft)
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Die Berechnung erfolgt nun in zwei Schritten: Zunédchst wird die jahrliche Riickwirtsbe-
wegung vor dem festen Fixsternhimmel, also in unserem festen Koordinatensystem, be-
schrieben, dann wird dieser Bahnbewegung die rasche tdgliche Drehung des ganzen Fir-

maments iiberlagert. Beginnen wir mit dem ersten Schritt:

Nach dem Bericht von Ptolemaios schloB3 Hipparchos aus der ungleichen Lange der Jahres-
zeiten, dal} sich die Sonne zwar gleichformig auf einem Kreis bewege, da3 jedoch dessen
Mittelpunkt nicht der der Erde sein konne. Versetzt man ihn ein wenig von der Erde, so

kénne man mit einer einfachen gleichformigen Kreisbewegung auskommen:*’

Sommeranfang

scheinbare Sonne
Sommerwende

wahre Sonne

Herbstbeginn . —
Frihlings- Erde e Frihlingspunkt

aquinoktium

Firmament

Winteranfang

Wo M liegen muB, ist aus den Voraussetzungen a bis ¢ leicht zu sehen: Aus

90°+ S+ = - 360°

Jahreslinge/d
90°—y + p= #@-360"
erhélt man sofort 3 und y. Hipparchos/Ptolemaios hatten aus der Sehnentafel 3 =2°10° und

v =0°,59', und damit - in moderner Schreibweise -

_ (sin 7) (cos aj
M=r-| . =e-| . ,
sin sinx

7 Man vergleiche die Zeichnung bei Szabo 1992, S. 299. Van der Waerden 1988 nennt gute Griinde, warum
diese Idee nach pythagordischen Vorarbeiten von Apollonios stammen kdnnte. Es ist also ein Irrglaube
anzunehmen, daB3 Apollonios die Kegelschnitte - fast zweitausend Jahre bevor Kepler sie brauchte - nur
als Reine Mathematik studierte.
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wobei sie e := 57 und o := 65°30” setzten. Der Steigungswinkel o von M, d. h. die

Richtung des ,,Apogidums* (groB3te Erdferne der wahren Sonne), ergibt sich zwar aus tan
o =sin B/sin y zu 65°;35,6,39, aber Ptolemaios vertraute Hipparchs Messungen, und der

hatte 65°;30 angegeben.”®

Lige M in der Aquatorebene, dann wire der Sonnenort auf dem Kreis um A gegeben
durch
cos(@-1— f)

k(t):=r-| sin(w-t-p) |,
0

wobel natiirlich @ =3¢ =360

= Tahvesling = (e5+l-7d bedeutet und ¢ die Zeit in Tagen seit dem letzten

Friihlingsanfang.  wurde eingeschoben, damit die Bewegung im Friithlingspunkt auf der x-

Achse beginnt.”

* Zu Hipparchs Zeit war die Linge des Apogiums tatsichlich oo = 66°;14 (Pedersen, S. 147), und zu Ptole-
maios’ Zeit, 300 Jahre spiter, hatte sich die Lage aufgrund der (ihm bekannten) Prézession erheblich ver-
andert, aber Ptolemaios hielt - wie an vielen anderen Stellen - an Hipparchs Werten fest. Arabische Astro-
nomen stellten um 1000 n. Chr. fest, daf3 sich die Apsidenlinie, auf die Ptolemaios seine Anomalieberech-
nungen bezieht, noch zusétzlich zur Priazession um 12°/a in der Ekliptik nach Osten dreht (Pedersen, S.
147). Das Zusammenspiel von Prézession und Nutation macht die tatsdchliche Lagebewegung des Friih-
lingspunktes reichlich kompliziert (s.z.B. Voigt, S. 17-21), wir wollen daher im weiteren Ptolemaios fol-
gen und so tun, als wiren Frithlingspunkt und Ekliptik fiir immer fest ans Firmament geheftet.

¥ Der Bewegungsbeginn kann natiirlich auch anders gewihlt werden, wenn die Léinge der betreffenden Son-

nenposition (bzgl. des im Fixsternhimmel fiir ewig ortsfest gedachten Friihlingspunktes) bekannt ist. Pto-
lemaios wiahlt die Startposition der Bewegung fiir Vergleiche mit Beobachtungsdaten beim Friihlings-
punkt, fiir theoretische Erorterungen beim Apogium (in der Ekliptik 65°;30 vom Friihlingspunkt) und fiir
die Tabellen (julianisch:) beim Mittag des 26.2.747 v. Chr., wofiir er die ekliptikale Lange 330°;45 durch
Riickrechnung bestimmt hatte:

Ptolemaios behauptet, er habe (in julianischer Zahlung:) am 25.9.132, 2h nach Mittag, das Herbst-
Aquinoktium (d.h. den 180°-Punkt) beobachtet (korrekter Wert: 24.9.132, 10 Uhr, d.h. 4/ nach Sonnen-
aufgang; van der Waerden 1988, S. 260). Er legt dann - gemalB einer gebrduchlichen alten babylonischen
Datierungséra - den Nullpunkt seiner Zeitrechnung auf den dgyptischen Jahresanfang der Regierungszeit
des Nabonassar von Babylon, d.h. (julianisch:) auf den Mittag des 26.2.-747, weil ihm die babylonischen
Beobachtungsdaten seit etwa dieser Zeit liickenlos vorlagen. Als Startwert der Lange des Sonnenortes fiir
to = 0 nennt er dann 330°;45 bzgl. des Friihlingspunktes (Pedersen, S. 151ff., 423).

Da bei Ptolemaios Ekliptik und Friihlingspunkt auf ewig feststehen, konnten wir z.B. £, = 0 fiir den Friih-
lingspunkt ein Winterhalbjahr, also 187d, nach Ptolemaios’ Beobachtung ansetzen - und miifiten dann
immer die Tage seit damals ausrechnen. Bequemer und genauer ist es, den letzten Friihlingsanfang aus ei-
nem Kalender zu entnehmen und lediglich die Tage und Stunden seitdem zu zéhlen.
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Nun liegt die jihrliche Sonnenbahn aber in der Ekliptik und nicht in der Aquatorebene, wir
miissen die eben angegebene Kurve also noch um die x-Achse drehen. Ist daher wieder ¢

die Zeit in Tagen seit dem Friihlingsdquinoktium, dann gibt

cosa cos(@-t— f3)
§(t)::XGO(M+/€(t))=e-XGo sing |+r- X, o| sin(w-1- )
0 0

den Sonnenort im Laufe des Jahres am festen Fixsternhimmel in ¢ Tagen seit dem Friih-

lingsdquinoktium 7,.>°

Im Sinne von Abschnitt 2 haben wir es hier mit der einfachsten Form einer Epizykelbewe-
gung zu tun: Versteht man unter X_ ok (t) eine ,,mittlere ekliptikale Sonne, die sich in ei-
nem Jahr in der Ekliptikebene gleichformig um die Erde bewegt®', dann gibt der Verschie-
bungsvektor X_o M die ndtige Korrektur an, um von der mittleren Ekliptiksonne zum
,wahren Sonnenort zu kommen. Der Korrekturwinkel zwischen den beiden Ortsvektoren
X, olg(t) und §(t) wird bei Ptolemaios als ,,Anomaliedifferenz oder ,,Prosthaphairesis‘
zum Addieren bzw. Subtrahieren tabelliert’>. Nun kann man den Verschiebungsvektor na-
tiirlich auch als Zeiger eines Epizykels deuten, der sich mit der mittleren ekliptikalen Son-

ne als Deferent so dreht, daB er immer parallel zur Apsidenlinie Perigium-Erde- M -
Apogéum bleibt. Exzenter- und Epizykelmodell sind in diesem Fall dquivalent, wie Ptole-
maios betonte (und wohl schon Apollonios wullte). Mit den Bezeichnungen von Abschnitt

2 ist das Epizykelargument /(o) im Fall der Sonnenbewegung einfach konstant, und der

3 Mit X, , Y, bzw. Z, sind bei uns natiirlich die Drehungen um die jeweiligen Koordinatenachsen gemeint,

1 0 0 cosoc 0 -—sino coso —-sino 0
also X,:=|0 coso -sinc|,Y,:=| 0 1 0 und Z_ :=| sinc coso O
0 sino coso sinc 0 coso 0 0 1

' Unter der ,mittleren Sonne* versteht man heute eine entsprechende gleichformige Kreisbewegung um die

Erde in der Aquatorebene, also eine ,mittlere dquatoriale Sonne*. Die Abweichung des wahren Sonnen-
ortes davon heifit ,,Zeitgleichung*.

32 Das Kunstwort ,.Prosthaphairesis“ hat Ptolemaios wohl aus den Verben ,prostithemi“(addieren) und

»aphaireo® (subtrahieren) zusammengesetzt (Pedersen, S. 140). Das ist deswegen interessant, weil seit An-
fang des 16. Jahrhunderts bis Brahe, Biirgi, Clavius und Vieta als Vorldufer der Logarithmenrechnung ei-
ne Rechenmethode gleichen Namens in Gebrauch war, die die Additionstheoreme von Sinus und Cosinus
ausnutzt, um Punkt- auf Strichrechenarten herunterzuspielen (Hofmann, S. 160f.).
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Epizykel wirkt hier lediglich als Parallelverschicbung der Deferentmitte nach M . Die
Grundidee, von einer mittleren Kreisbewegung auszugehen, deren genaue Frequenz man
aus Jahrhunderte langen Beobachtungen gewinnen kann, und anschlieBend die kleineren
Abweichungen, die ,,Anomalien®, mit Hilfe einer Exzenter- oder Epizykelkonstruktion zu

{iberlagern, hat sich dann bei allen anderen Planetenbewegungen bewéhrt.*

Im zweiten Schritt soll die rasche tigliche Drehung des gesamten Firmaments, an der ja
auch die Sonne teilnimmt, beriicksichtigt werden. Wie dreht sich die Himmelssphére mit

der Tageszeit aus ihrer Anfangslage zur Zeit ¢, des Friihlingsanfangs?

Nun, 244 nach einem Hochststand steht die Sonne mittags wieder im Siiden. Die Sonne hat
genau einmal von Osten nach Westen die Erde umrundet. Hétte sich die Fixsternsphére in-
zwischen auch nur einmal herumgedreht, dann stiinde die Sonne vor dem Firmament am
alten Ort. Da sie sich aber inzwischen nach vorigem um etwa 1° nach Osten bewegt hat,
muf} die Fixsternsphdre sich um etwa dieses eine Grad weiter gedreht haben. Das Firma-
ment dreht sich also etwas rascher. Genauer gesagt: Die Geschwindigkeit der Himmels-
sphire mul3 so groB} sein, dal} sie die d4quatoriale Lingenbewegung der Sonne, d.h. die Pro-
jektion des Winkels S(f)-Erde-S(#+1) auf die Aquatorebene, jeden Tag wieder aufhebt. Lei-
der ist diese Projektion nicht konstant, ihr Jahresmittel ist aber leicht zu errechnen: In ei-
nem Jahr betriigt die Projektion 360°. Geht man gemiB der antiken Uberzeugung von einer

gleichformigen Drehung aus, dann muf3 die Fixsternsphdre téglich zusitzlich zum 360°-

360°

Umschwung noch die gegenlauﬁgen Jahreskinge in Tagen

wettmachen. Da wir die jdhrliche Son-

nenbewegung vor der Sphére in positiver Drehrichtung angesetzt haben, bekommen wir fiir

den téglichen Drehwinkel der Sphére um die Himmelsachse den Wert

Q;=_( 360° 360° ) ’

Tag Jahreslinge in Tagen

mit dem sie sich tdglich gegeniiber dem festgehaltenen Anfangsidquator dreht.

33 Berechnet man Mittelwerte, so empfiehlt es sich ja auch, lediglich die kleinen Abweichungen von einem
geschitzten Durchschnittswert zu mitteln, um gro3e Fehler zu vermeiden...
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Fiir den ,,wahren* Ort der Sonnenmitte in ¢ Tagen seit irgendeinem Friihlingsanfang und

gegeniiber der damaligen Richtung als x-Achse?’ ergibt sich

cosQt —sinQr 0
il(t):=Zgy, 05(t)=| sinQr  cosQt  0]o5(¢).
0 0 1

Der ,,scheinbare Ort \7(1‘) der Sonnenmitte wurde als der Punkt hinter #(s) an der Fix-

sternsphére aufgefal3t. Hat sie den - natiirlich unbekannten - Radius R, dann wird

M+ k()
]\7[+l€(t)‘

— 2 —R.7Z oX o

Qt o

dieser geozentrische Richtungsvektor zur ,,scheinbaren® Sonnenmitte, die man am Firma-
ment sieht, # Tage nach dem letzten Friihlingsdquinoktium und gegeniiber der damaligen
Sonnenrichtung als x-Achse.** Sie bildet natiirlich geozentrisch, d.h. von der festen Erde
aus, mit der anfanglichen Friihlingsrichtung dieselben Winkel wie die ,,wahre Son-

ne(nmitte)“.*>

Damit keine MiBlverstdndnisse autkommen: So - in Form von Vektorfunktionen und Ab-
bildungen - steht das Ganze natiirlich nicht bei Ptolemaios. Dort wird eine Anleitung gege-
ben und begriindet, wie der Sonnenort zu gegebenem Zeitpunkt aus den (Funktions-) Ta-

bellen bestimmt werden kann, ohne die miihseligen Sehnenberechnungen (doppelter Sinus)

* Um die Formel fiir Beobachtungen nutzen zu kénnen, muf man natiirlich wissen, wo der Frithlingspunkt

bzgl. des eigenen Horizonts beim Aquinoktium stand und wann das Aquinoktium stattfand. Die Anfangs-
lage des Friihlingspunktes auf dem Himmelsaquator (und der Ekliptik) 148t sich fiir den eigenen Horizont
grob aus der verstrichenen Zeit zwischen Aquinoktium und dem zuletzt beobachten Mittag (6rtliche Son-
nenzeit!) abschitzen. Genauer bekommt man sie aus astronomischen Jahrbiichern - dort wird angegeben,
fiir welchen Erdmeridian die Sonne beim Friihlingsédquinoktium genau im Siiden stand (,,Stundenwinkel*
bzgl. Greenwich).

* Die voranstehenden Zeichnungen sind mit dieser Funktion in DERIVE fiir einen Horizont auf 50° nordl.

Breite und mit den Hipparchos-Ptolemaios-Werten fiir die Langen der Vierteljahre und fiir o gezeichnet
(und in WinWord {iiberarbeitet). Der Beobachter und Gnomon steht dabei auf der geographischen Lénge,
fiir die zur Zeit #, = 0 der Friihlingspunkt genau im Siiden steht. Die Richtung der Parallelprojektion wur-
de willkiirlich so gewdhlt, daB der Vektor (2;-5;3) auf den Ursprung (Erdmitte) fiel. Selbstverstindlich
kann man auch die modernen Werte aus den Fufinoten eingeben; fiir # mufl man dann immer die Zeit in
Tagen seit dem letzten Friihlingsbeginn einsetzen.



35

und Multiplikationen selbst ausfiihren zu miissen. Ptolemaios gibt (verschachtelte) Werte-
tabellen - wenn man so will: punktweise definierte Funktionen im Dirichletschen Sinne
(Pedersen, S. 80-82). Der gleiche Vorbehalt gilt auch fiir die folgenden Darlegungen. Man
bedenke jedoch, was der Computer tut, wenn er unsere Funktionsterme zeichnet: Er ,,ver-
steht* sie als Anleitungen, wie der Sonnenort an einigen festen Zeitpunkten berechnet wer-
den kann, und interpoliert den Rest linear. Genau so ist Ptolemaios’ Vorlage zu verstehen.
Der Fortschritt besteht hier, solange man keine Analysis einsetzt, lediglich in der kompak-

teren Schreibweise!®

% Y. Mehrtens begriindet in seinem Buch ,,Moderne - Sprache - Mathematik* iiber die sogenannte ,,Grund-
lagenkrise” der Mathematik des 20. Jahrhunderts sehr iiberzeugend die These, mathematische Forschung
sei im erkenntnistheoretischen Kern nichts anderes als Arbeit an einer (besonderen Beschreibungs-) Spra-
che.
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3.2 Ptolemaios’ Modelle der Mondbewegung

Nach der Sonnenbewegung werden im ,,Almagest* die anderen ,,sechs* Planten behandelt.
Die Grundideen wiederholen sich und sollen im folgenden nur skizziert werden.>” Wir be-

ginnen - wie Ptolemaios - mit der Mondbewegung.

Die auffilligsten Phinomene sind die Mondphasen und die ,.Eklipsen (Finsternisse)™.
Aus fast liickenlosen Beobachtungen der ,,Babylonier* seit dem 8. Jh. v. Chr. wuf3ten Hip-

parchos und Ptolemaios, da3 sich die Mondphasen in einer ,,Saros-Periode” von 6585+

Tagen, d.h. wenig mehr als 18 Jahren, insgesamt 223mal wiederholen, so da3 ein Phasen-

zyklus im Mittel 29,53064 Tage dauert (,,synodischer Monat*; moderner Wert: 29,53059d).

Natiirlich bewegt sich auch der Mond mit der tédglichen Umdrehung der Fixsternsphére von
Osten nach Westen.”” Um diese Drehung auszuschalten, kann man sich auf die Beobach-
tung von Meridiandurchgingen konzentrieren. Man stellt dann leicht fest, dal der Mond
jede Nacht nahe der Ekliptikebene etwas spiter durchgeht: Er wandert - sozusagen heim-
lich - in der oder nahe der Ekliptikebene langsam nach Osten.** Aus den Finsternissen war
iiberdies sehr frith klar, dal der Mond nicht selbst leuchtet, sondern sein Licht von der
Sonne bekommt. Die Mondphasen stammen also daher, dal der Mond etwa einmal im

Monat von Westen nach Osten um die Erde fliegt.

Tatsdchlich muf3 er etwas mehr leisten: Von einem Vollmond zum néchsten stehen ja

Mond und Sonne wieder diametral vor bzw. hinter der Erde. Die Sonne hat sich - wie wir

37 Fiir nihere Einzelheiten sei auf Pedersen und die beiden Biicher von van der Waerden verwiesen. Unsere

Darstellung zielt wieder auf geschlosene vektorielle Formen ab, die es so bei Ptolemaios nicht gibt (vgl.
den Hinweis im vorigen Abschnitt).

¥ Die Bezeichnung ,,Ekliptik“ spielt darauf an, daB die Finsternisse nur dort stattfinden konnen. Das wird im

folgenden erldutert.

* Wir sind es ja gewohnt, von einer tiglichen Drehung der Erde auszugehen. Steht die Erde - wie bei den

meisten Autoren im Altertum - fest, dann dreht sich eben der ganze Himmel einmal tdglich um die Erde.

* Die ilteste erhaltene Heldengeschichte der Weltliteratur, das akkadisch geschriebene Gilgamesch-Epos

von den Herrschern tiber Uruk, Dumuzi und Gilgamesch, stammt vermutlich aus dem spéten dritten Jahr-
tausend und wurde vielleicht im 24. Jh. v. Chr. von Sargons Tochter Encheduanna verfaf3t ( Papke, S. 25,
S. 37f. u. S. 71). Nach Papkes iiberzeugender Deutung im Rahmen der chalddischen Sternreligion ist es
als verewigte und sehr genau beobachtete Wanderung von Gilgamesch=Erbauer der Mauern von
Uruk=Hermes=Merkur aus dem , Haus* Orion, Enkidu=Tammuz=Dumuzi=Bacchus=Adonis=Mond aus
dem ,,Haus* Widder und Ischtar=Astarte=Aphrodite=Venus aus dem ,,Haus* Jungfrau durch den Sternen-
himmel zu verstehen. Die beiden astronomischen MUL.APIN-Tafeln lieferten Papke den Schliissel.
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wissen - inzwischen um knapp 29,5-1° nach Osten bewegt. Diesen Winkel muf3 der Mond

also noch zusétzlich um die Erde gewandert sein. Genauer gerechnet: Zuséatzlich zur vollen

360°
Jahreslinge | Tage

Erdumrundung von 360° legt der Mond am Firmament noch 29,5306- im
Monat zuriick, um der Sonne wieder gegeniiber zu treten. Berechnet man daraus die mittle-
re tdgliche West-Ost-Bewegung @, so erhélt man in der - ortsfest gedachten - Ekliptik-
ebene der Himmelssphare und ohne Riicksicht auf deren raschen tiglichen Umschwung ein

grobes

0. Modell der Mondbewegung (Deferent):

Unabhéngig vom tédglichen Umschwung des Firmaments bewegt sich der Mond nihe-

rungsweise auf einem Kreis in der Ekliptik von Westen nach Osten um die Erde. Diese

Bahnbewegung lautet
cos(a)T -t)
iy(t):= X o1y, - sin(a)T-t) ,
0
wobei
;= 360%429,530...d -0y, ~13°;10,34,58,33,30,30;

29,530...d
der tdgliche Umlaufswinkel um die feststehende Erde relativ zu Ekliptik und Fixsternspha-
re ist, gy die mittlere Entfernung zwischen Erd- und Mondmittelpunkt und ¢ die Zahl der

Tage seit einer Mondposition in Richtung des Friihlingspunktes.41

*I Die Ekliptik wird in Ptolemaios’ Planetentheorien ungeachtet der Prazession als an die Himmelssphére
angeheftet gedacht. Kennt man keinen Zeitpunkt, zu dem der Mond im Friihlingspunkt stand, so kann man
mit (¢- ¢, ) statt mit ¢ arbeiten. Der Parameter 7, bezieht sich dann auf irgendeinen Zeitpunkt, zu dem die
Mondposition als Anfangswert bekannt ist. Der Mond (=Enkidu) des Gilgamesch-Epos befand sich nach
Papke bei seiner ,,Geburt™ am akkadischen Neujahrstag 2340 Jahre v. Chr. (Beginn der akkadischen Dy-
nastie durch die Machtergreifung Sargons), 14 Tage vor Friihlingsanfang, als er erstmals wieder abends
als Neulichtsichel am Westhorizont sichtbar wurde, in den Plejaden (MUL.MUL), die damals am Friih-
lingspunkt standen (Papke, S. 62ff.).

Die sogenannte ,tropische” Winkelgeschwindigkeit o7, fiir die wir oben den Wert von Ptolemaios ange-
geben haben, wird natiirlich etwas durch den Fehler in der (tropischen) Jahreslidnge beeintréachtigt. Peder-
sen (S. 164) gibt dafiir etwa 0°;25/Jahrhundert an. Dezimal ist Ptolemaios’ Wert 13,176 38 °/d gegeniiber
dem modernen Wert von 13,176 40 °/d (Perdersen, S. 164; Voigt, S. 55).
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Dal} dieses Naherungsmodell noch recht diirf-

Bahnbewegung

tig ist, sieht man schon daran, daf§ hier jeden
Monat eine Mondfinsternis stattfinden miifte - R
was bekanntlich bei weitem nicht der Fall ist.
Bei den Meridiandurchgéngen bemerkt man ja

auch eine Breitenbewegung des Mondes iiber

bzw. unter der Ekliptik. Die Mondbahn ver-
lauft also gar nicht in der Ekliptik, sondern
eher in einer dazu angestellten Ebene. Mondfinsternisse konnen nur entstehen, wenn der
Mond beziiglich der Ekliptik etwa die Breite 0° hat und wenn zugleich Vollmond ist, wenn
also Sonne, Erde und Mond fast auf einer Geraden hintereinander stehen.** Leider wandern
die Finsternispositionen auch noch langsam um die Ekliptik, d.h., die Mondebene dreht
sich allméhlich. Ptolemaios studierte deshalb zunéchst die reine Langenbewegung in der

Ekliptik genauer:

Die tdgliche Lingenbewegung des Mondes schwankt zwischen etwa 10 und 15 . Das ist

die ,,1. Anomalie* der Mondbewegung. In Erdnéhe, wenn der Mond grofBer wirkt, ist die
Bewegung rascher, in Erdferne langsamer.” Es ist also sinnvoll, das nullte Modell durch
Aufsetzen eines Epizykels zu verbessern, der zugleich die Gréfen-, Abstands- und Ge-

schwindigkeitsdnderungen erfaf3t:

** Fiir eine totale Mondfinsternis muB der Breitenbetrag der Mondmitte unter 25,7” liegen, fiir eine partielle
Mondfinsternis reicht ein Betrag unter 56,7” (Voigt, S. 60). Will man Perioden aus Mondfinsternissen ge-
nau bestimmen, so empfiehlt es sich daher, von partiellen Bedeckungen mit etwa gleichem Bedeckungsan-
teil auszugehen. Die Perioden von Sonnenfinsternissen sind schwer zu finden: Sie sind immer nur auf ei-
nem Teil der Erde sichtbar (maximaler Durchmesser des wandernden Kernschattens: 264 km, maximale
Beobachtungsdauer fiir einen Ort: 7,6 min), hingen sehr empfindlich von der Erde-Mond-Entfernung bei
Neumond auf der Ekliptik ab, und nicht einmal bei mittlerer Entfernung reicht der Mondschatten bis zur
Erde. (Einzelheiten bei Voigt, S. 62ff.)

“ Die Beobachtungsgenauigkeit reichte in der Antike nicht aus, um die Anderungen der Mondentfernung

oder des Durchmessers aus der Parallaxe zu messen (vgl. FuBnote 13 im vorigen Abschnitt).
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Der Epizykelradius 7z
pi- mull natiirlich gegen
die Mondrichtung
drehen, damit in Erd-
ferne und in Erdnédhe
die  richtigen  Ge-
schwindigkeiten  he-

rauskommen. Den ge-

nauen tiglichen Dreh-
winkel erhdlt man
langfristig aus der
»anomalistischen Monatsldnge* zwischen zwei gleichen Geschwindigkeiten. Fiir die Saros-
Periode hatten die Babylonier 239 Wiederholungen gleicher tiglicher Geschwindigkeiten
gefunden. Ptolemaios korrigierte die entsprechende mittlere tdgliche Geschwindigkeit noch

etwas auf w ,:=13°3,53,56,17,51,59 - und bestimmte den Epizykelradius aus drei Fins-

. VEpiz P ; . . .
ternisbeobachtungen zu Bpz. 5601’5 * Mit dem Startwinkel o, auf dessen Bestim-
VErde— Mond

mung wir hier nicht eingehen wollen, erhdlt man o und das hinsichtlich der 1. Anomalie

(der Geschwindigkeiten) verbesserte
1. Modell der Ldngenbewegung des Mondes:

Zur Zeit ¢ seit irgendeiner Mondposition in Richtung des Friihlingspunktes hat der Mond in
der Ekliptik die Lange
cos(a)T t-o, -t+a0)
m,(t):= nﬁo(t—f)—‘;) + 210 X, o| sin(w, t—w, -t +a,)
0

* Das hochgestellte ,p* (von ,,Partes*) soll nur andeuten, daB Anteile eines in 60 Teile geteilten Kreisradi-
us’ berechnet wurden. Dezimal betrug Ptolemaios’ ,,anomalistische Geschwindigkeit™ 13,06498 ° je Tag.
Der moderne Wert ist 13,06499 ° je Tag. Die raffinierte Bestimmung des Epizykelradius aus drei Beo-
bachtungen schreibt van der Waerden Apollonios zu. (Pedersen, S. 164 u. 172-179; Voigt, S. 55; van der
Waerden 1988, S. 169-172) Bei Pedersen findet man auch die Bestimmung des Startwinkels o, aus einer
Mondfinsternis.
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bzgl. des Friihlingspunktes. Mifit man ¢ seit einer Startzeit ¢y , zu der der ,,mittlere Mond*

ﬁao(to) und der Epizykelradius in Richtung des Friihlingspunktes zeigten, dann vereinfacht
sich die Gleichung zu

cos(a)T -t) cos(a)T ‘t-w, -t)
my(1):=rgy - X, o | sin(@, 1) | +&5| sin(@, 1 -, 1)
0 0
Da uns mehr die Kurvenform als ihre tatsédchliche Lage im Raum interessiert, wollen wir
uns im weiteren nicht mit der Problematik der Anfangswerte herumschlagen und ¢ kiinftig

von so einer geometrisch bequemen Anfangszeit ausgehend zihlen.*’

Dieses Modell beschrieb die Mondlédngen 0
gut, soweit es um Voll- und Neumondposi-
tionen ging. Das war zu erwarten, da die
Parameter aus Finsternisbeobachtungen

stammten. Ptolemaios mullte aber feststel-

len, dafl die Lingen in den Halbmondposi- + Nowmong

tionen nicht gut getroffen wurden und hin-

ter dem mittleren Mond 7,(¢) um 7°40

nachhinkten, obwohl der Epizykel allenfalls
ein wenig mehr als 5° wettmachen konn-

te.*® Dieses unangenchme Phénomen erin-

Mondbahn

(1)

nerte an die ungleichen Jahresldngen bei 2 Volimond

der Sonnenbahnbestimmung, diesmal je-
doch in Form einer zusétzlichen ,,2. Ano-

malie®.*” Wie lieB sich das reparieren?

Offenbar war diese Stérung von der jeweiligen Stellung des Mondes zur Sonne abhingig.

Die Korrektur mufite also relativ zum Sonnenstand angebracht werden - der Einfachheit

# Zu den Anfangswerten s. Pedersen, S. 182ff.
% In der Zeichnung ist die typische Situation fiir vier aufeinander folgende Wochen dargestellt.

7 Seit Ptolemaios heifit diese Mondbahnstorung ,,Evektion®. Es ist die groBte der Bahnstorungen, die die
Sonne beim Erde-Mond-System verursacht (Voigt, S. 56).
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halber zunéchst bzgl. der mittleren Sonne X _o E(t) in der Ekliptik. Um die treffende Dar-

stellung bei den ,,Syzygien® (Neu- und Vollmond) ungestort zu lassen, modifizierte Ptole-
maios das 1. Modell der Lingenbewegung nun so, dall der Epizykel lediglich in Néhe der
Quadraturen (Halbmonde) an die Erde herangezogen wird, um den scheinbaren Winkel-
durchmesser zu vergroBern. Die Idee war vielleicht zunichst, einen exzentrischen Deferen-
ten analog zur Sonnenbahn zu wihlen. Aber das hitte nur eine Quadratur korrigieren kon-
nen; fiir die andere wére der Epizykel von der Erde aus noch schlanker erschienen. Es muf3-
te also eine zusétzliche periodische Bewegung der Epizykelmitte her, die die Abstinde in
den Syzygien ungestort liel3, zugleich aber die Erdabstéinde der Epizykel in den Quadratu-
ren verringerte. Ptolemaios 19ste dieses Problem, indem er den Mittelpunkt des Deferenten
um die Erde kreisen lie8. Die folgenden Bemerkungen sollen die Grundgedanken in mo-

derner Terminologie zeigen:

Bezieht man die Uberlegungen auf den Stand der
mittleren Sonne, ¢ Tage nachdem sie im Friihlings-
punkt stand, so muf der Deferentradius bei den Syzy-
gien lings der Sonnenrichtung zum Mond zeigen. Bei
den Quadraturen steht die Verbindung Erde-Mond
senkrecht zur Sonnenrichtung. Die Verbindung Erde-
Deferentmitte mufl dann ebenfalls senkrecht dazu ste-

hen, diesmal aber vom Mond fortzeigen, damit der

Epizykel an die Erde herangezogen wird. Die Bewe-
gung der Deferentmitte hat folglich von Osten nach

Westen, gegen den Mondlauf, und mit @, = 360° ~12°;11,26,41,20,17,59 zu

synodische Monatsldnge

erfolgen. Von der mittleren Sonnenrichtung X o lg(t) sollte sich die Deferentmitte
D(t) gerade um den Winkel —@, -¢ entfernt haben, wenn der (mittlere) Mond dazu den
Winkel o, -t gebildet hat. Ist e die Exzentrizitdt, d.h. der Radius des Kreises, auf dem die

Deferentmitte wandern soll, und sind R bzw. ;. die Radien des Deferenten bzw. des Epi-

zykels, dann sieht die Situation so aus:
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Da die mittlere Sonnenrichtung bzgl. des

Friihlingspunktes den Winkel @-¢ bildet,

X, ok(1)
7 hat die Deferentmitte die Gleichung
cos(w-t—w 1)
D(t) =e- X, o| sin(w-t-wg-t)].
(o't. 0

Der mittlere Mond dreht sich entsprechend

um +o, -t gegeniiber der Sonnenrichtung.

Aber seine Entfernung von der Erde wird

durch den festen Abstand R zu D( t) geregelt, er lauft daher ungleichférmig um die Defe-
rentmitte D(7) . Zum Drehwinkel &(z) verhelfen die Winkelsumme &+2awy -t +(180°-¢) =

sin(Za)S -t) B sind

e

180° und der Sinussatz

im Dreieck Erde- D(r) -mittlerer Mond:

&(t)=0+2w -t =2m t +arcsin(4-sin(2w; -)) . Die Verbindung von D(¢) zum mittle-
ren Mond bildet mit der x-Achse (Friihlingspunktrichtung) den Winkel @-7— -1 +&(¢) .
Und der Epizykelradius dreht sich immer noch wie im 1. Modell mit —@ , -¢ gegeniiber der
Linie Erde-mittlerer Mond, bildet also bzgl. der x-Achse den Winkel o -t+w - t—w ,-t.

SchlieBlich ergeben sich die Radien aus der Syzygienbedingung R+e := 60” zu e = 10”;19 ,
R =497;41 bzw. - wie im 1. Modell - rg,;. = 57;15 (Pedersen, S. 184ff.). Mit diesen Para-

metern lautet das mit Riicksicht auf die 2. Anomalie (Evektion) verbesserte

2. Modell der Lingenbewegung des Mondes:

cos( -t — g 1) cos(a)-t—a)S-Hs(t)) cos(w-t+ g t— 1)
my(t):= X, 0| e-| sin(w-1—w;-1) |[+R- sin(a)-t—a)S-Hs(t)) +ry | sin(@-t+og-t-w, 1) ||,
0 0 0

wobei 7 - wegen der vereinfachten Anfangsbedingungen - seit einer Konjunktion des mittle-

ren Mondes und der mittleren Sonne in Richtung des Friihlingspunktes zu rechnen ist.



Die Mondbahn in
der Ekliptik fiir
drei synodische

Monate von 29,53

Tagen
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Der Vergleich mit den Beobachtungsdaten fiel jetzt in den Syzygien und Quadraturen, d.h.

in allen vier Phasenpunkten, befriedigend aus. Allerdings war Ptolemaios mit der Uberein-

stimmung bei den Oktantenpositionen noch unzufrieden. Diesen Mangel, der sich aus der

Verwendung der mittleren Sonnenposition statt der ,,wahren* erkléren lie3, konnte er durch

eine kleine Korrektur an der Drehung des Epizykelradius ndherungsweise auffangen. Fiir

die Herleitung verweise ich auf Pedersen, S.189ff.; hier sei nur das abschlieBende Resultat

fiir die Langenbewegung mitgeteilt:

3. Modell der Lingenbewegung des Mondes:

Statt die Drehbewegung auf die mittlere
Sonne bei X, k() zu beziehen, miiite
eigentlich vom wahren Sonnenstand aus-
gegangen werden. Die diesbzgl. Korrek-
tur kann ausreichend genau erreicht wer-
den, indem das Epizykelargument von
O t+ogt—o, -t

in w-t+og-t—o,t+4§1)
gedndert wird. Dabei ergibt sich ¢(¢) et-

was mithsam aus den Dreiecken, die die

X, ok(?)
7

o't
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Erde E und der mittlere Mond M mit —D(¢) bzw. D(¢) bilden: Nennt man die Abschnitte,

die die Hohen ¢ = e-sin(Za) s -t) auf (der Verldngerung von) EM erzeugen, a und b, dann

werden

C _ C
a+2b \/R2_02+2'\/62_02

__¢ _ c 48
hilf c? +(a +2b)2

tan ¢(z) = bzw. sin ¢(7)

Die entsprechend modifizierte Vektorfunktion heiBe (7). (Eine Zeichnung findet sich

unten im 4. Abschnitt, sie unterscheidet sich freilich kaum von der zum zweiten Modell.)
Die Breitenbewegung:

Das 3. Modell der Langenbewegung beriicksichtigt noch nicht die Mondbreiten iiber bzw.
unter der Ekliptik. Es wurde oben schon erwihnt, da3 sich der Mond in einer gegen die Ek-
liptik angestellten Ebene bewegt und daf3 folglich nicht bei jedem Umlauf eine Finsternis
entsteht. Natiirlich hatten die Babylonier auch die Breitenbewegung sehr lange verfolgt: In

jeder Saros-Periode von 223 Phasenzyklen kehrte der Mond 242mal auf dieselbe Breite zu-

riick; im Mittel also schon in ésfffd ~27,21d . Da der Mondmittelpunkt fiir einen vollen

Umlauf % ~27,32d braucht, legt er nur 27,21d -, ~358,6° zuriick, bevor er wieder

aufsteigend durch die Ekliptik wandert und den néchsten ,,aufsteigenden Knoten* erreicht.
In jedem ,,drakonitischen Monat“* von 27,214 fillt demnach die Knotenlinie in der Eklip-
tik im Mittel um ca. 1,4° zuriick. Der korrigierte tdgliche Wert bei Ptolemaios ist
wy=0,—0,=-0°310,41,15726,7 (Pedersen, S. 164).50 Der Anstellwinkel der ,,Mond-
ebene* konnte aus der Beobachtung der maximalen Breite zwischen zwei Knotendurch-
gingen bei entsprechendem Liangenwert zu 5° bestimmt werden (vgl. van der Waerden

1988, S. 274).

* Ptolemaios arbeitete mit seiner Sehnentafel, also sinngemi mit dem doppelten Sinus. Daher findet man

bei ihm nur eine Berechnung im Sinne der letzten Formel (vgl. Pedersen, S. 194).

# Riickkehr zum Knoten desselben Typs. Nach alter Vorstellung saen nahe den Knoten Drachen, die den

Mond von Zeit zu Zeit verschlangen, um die Finsternisse zu bewirken - daher die Bezeichnung ,,drakoni-
tisch®.

0" Tatsichlich schwanken sowohl die Bahnneigung (zwischen 4°;49 und 5°;19) als auch die Drehung der

Knotenlinie in Abhingigkeit zur Sonnenrichtung (Voigt, S. 57).
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Die ,,wahre Mondbewegung® findet darum bei Ptolemaios auf einer sich drehenden Ebene

statt, die um 5° gegen die Ekliptik gekippt ist und die letztere in der mit @ -¢ rotierenden

Knotenlinie schneidet. Wegen der geringen Neigung von 5° kann man einfach die Langen-
bewegung des 3. Modells um die Knotenlinie kippen.”' Wir erreichen das am bequemsten,
indem wir zunichst das Urbild der Lingenbahn mitsamt der Knotenlinie in der Aquator-

ebene betrachten, dort in Frithlingsrichtung drehen (Z_, ), dann um die 5° kippen ( X.)
und anschliefend zuriickdrehen (Z, ,), damit die Knotenlinie wieder richtig liegt. Erst am
Ende drehen wir alles in die Ekliptik (X _ ). Damit lautet Ptolemaios’ endgiiltiges Mond-

modell:
4. Abschlieffendes Modell der Mondbewegung nach Ptolemaios:

m,(t):=X,0Z, 0 Xso0Z , ,omt) ~ X,0Z, ,oXsoZ , ,oimt).”

Mondbahn

a()

Ekliptik langsam
rotierende

Mondebene

5. Zur Qualitdt der Ptolemdischen Mondtheorie

°!" Eine beruhigende Fehlerbetrachtung findet sich bei Pedersen, S. 199f.
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Wegen der Vernachldssigungen bei den jeweiligen Anfangswerten konnen die hier herge-
leiteten Bahnkurven nur schlecht mit modernen Berechnungen verglichen werden. Peder-
sen (S. 198) berichtet von einschldgigen Untersuchungen, wonach das 3. Modell erheblich
besser als die vorangehenden ist und die tatsdchlichen Langen bis auf einen mittleren Feh-
ler von weniger als 1°;24 liefert. Das sind immerhin mehr als zwei Monddurchmesser. Man
muB jedoch beriicksichtigen, dal} die zweitgrofite Bahnstorung durch die Sonne, die ,,Va-
riation®, erst kurz vor Erfindung des Fernrohrs von Tycho Brahe gegen Ende des 16. Jahr-
hunderts entdeckt wurde. Diese Storung macht immerhin mit bis zu 40’ fast die Halfte des
Fehlers aus. Man kann daher verstehen, da3 die Ptoleméische Lingentheorie, die fiir die
Astrologen das einzig Wichtige war, bis ins 16. Jahrhundert als ausreichend genau angese-

hen wurde (Pedersen, S. 198; van der Waerden 1988, S. 273).

Anders verhielt es sich mit zwei Schwachpunkten, die Ptolemaios selbst nicht iibersehen
haben kann: Um die Evektion einzufangen, wurden vom zweiten Modell an ungleichfor-
mige Drehbewegungen und erhebliche Epizykelverschiebungen eingefiihrt. Ersteres vertrug
sich tiberhaupt nicht mit der zentralen Grundvorstellung der Aristotelischen Physik, nach
der den Himmelskorpern ihrer Natur nach ungezwungene Kreisbewegungen zukédmen; und
letzteres fiihrte zu offensichtlich ganz falschen Abstandsvariationen zwischen Erde und

Mond.>® Kopernikus schrieb um 1510 dazu:

,,unsere Vorfahren haben, wie ich sehe, eine Vielzahl von Himmelskreisen besonders
aus dem Grunde angenommen, um fiir die an den Sternen sichtbar werdende Bewegung
die Regelmdfigkeit zu retten...

... Daher schien es eine bessere Ansicht zu sein, dal} dies durch exzentrische Kreise und
Epizykel bewirkt wird. Und eben darin ist sich die Mehrzahl der Gelehrten einig.

Aber was dariiber von Ptolemaios und den meisten anderen hier und dort im Laufe der

Zeit mitgeteilt worden ist, schien, obwohl es zahlenmiBig entsprechen wiirde, ebenfalls

32" Das Bild bezieht sich auf einen drakonitischen Monat Anfangs des dritten Jahres nach 7, (734. bis 761.

Tag).

3 Die jeweiligen Abstinde zwischen Erde und Mond und die scheinbare MondgrdBe sind neben der Brei-

tenbewegung insbesondere wichtig fiir eine einigermaflen aussichtsreiche Vorhersage von Sonnenfinster-
nissen. Hinzu kommt hier noch die ,,Mondparallaxe®, d.h. die Positionsverschiebung des Mondes fiir ei-
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sehr viel Angreifbares in sich zu bergen. Denn es reichte nicht hin, wenn man sich nicht
noch bestimmte ausgleichende Kreise vorstellte, woraus hervorging, dafl der Planet sich
weder auf seinem Deferenzkreise noch in bezug auf den eigenen Mittelpunkt mit stets
gleicher Geschwindigkeit bewegte. Eine Anschauung dieser Art schien deshalb nicht
vollkommen genug, noch der Vernunft hinreichend angepal3t zu sein...

... Wer aber meint, dies konne mit einem exzentrischen Kreis erklart werden, der verfallt
- abgesehen davon, dall Ungleichformigkeit bei Bewegung im Kreise unangebracht ist -
in zwei handgreifliche Fehler. Denn mit mathematischer Beweisfithrung folgt, dafl der
Mond in den Vierteln, wenn er also im untersten Teil des Epizykels steht, fast viermal
so grof} erscheinen wiirde (sofern er nur ganz leuchtete), als bei Neu- und Vollmond. Es
sei denn man behauptete ohne Grund ein Anwachsen und Abnehmen seiner Korpergro-
Be... Wenn man aber sorgfiltiger untersucht, findet man, dafl die GroB3e in den Vierteln
sich nur sehr wenig von der Grof3e bei Neu- und Vollmond unterscheidet; und daher
wird man diese unsere verniinftigere Uberlegung nicht leicht bezweifeln... (Koperni-

kus, S. 9 u. 171)

Wegen der langgezogenen Bahnkurve ab dem zweiten Modell, miiite der Mond bei den
Quadraturen (Halbmonden) tatsdchlich fast doppelt so breit erscheinen wie bei Vollmond
und der Erde viel ndher sein, nimlich 38;43 Erdradien (statt modern 56) Erdradien gegen-
iber der maximalen Entfernung von e+R+rg,. = 64 (entspricht dem modernen Wert).54
Die Unterschiede sind so deutlich, da3 sie auch Ptolemaios nicht entgangen sein konnen.
Als Astrologe hat er sich aber wohl mehr fiir die richtige Anpassung der Lingen interes-

siert (van der Waerden 1988, S. 272f.).

Kopernikus hat beide Probleme so zu 16sen versucht, dall er den exzentrischen Deferenten
durch einen zur Erdmitte konzentrischen mit zusétzlichem Epizykel ersetzte’’: Der Defe-
rent vollfiihrt bei ihm ,,im Sinne der Zeichen (von Westen nach Osten) monatliche Umwal-

zungen um den Erdmittelpunkt™ und trigt den gegenldufigen ,,Epizykel der ersten Un-

nen Beobachter auBerhalb der Erdmitte. Ptolemaios hat sich mit diesen Problemen ausfiihrlich, aber wenig
erfolgreich befaflt (vgl. Pedersen, S. 203ff.).

> Ptolemaios mittlere Entfernung e+R = 59 Erdradien lag nahe beim modernen Wert von 60,27 rg , aber

das war ein eher gliickliches Resultat aufgrund von Fehlerkompensation (vgl. Pedersen, S. 207).

> Die prinzipielle Aquivalenz von Exzenter- und Epizykelmodellen war lange vor Ptolemaios bekannt -

vermutlich schon Apollonios (van der Waerden 1988, S. 169).
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gleichheit”, der in etwas ldngerer Zeit als einem Monat einen kleineren rechtldufigen 2.
Epizykel mit zwei Umwilzungen je Monat mitfiihrt, um die Evektion auszugleichen. (Ko-

pernikus, S. 16ff.; Teichmann, S. 45-47)

Da die Breitentheorie bei Kopernikus noch die gleiche wie bei Ptolemaios ist, brauchen wir
nur sein Langenmodell mit Ptolemaios’ drittem Modell zu vergleichen. In unser Schreib-

weise lautete Kopernikus® Anpassung (Kopernikus, S. 16-18 u. 44):

cos(w-t + 1) cos(w-1) cos(w-t+2-wg 1)
ms(t):=rp, - X, o | sin(w 1+ -t) 2 sin(w-1) L sin(w-1+2-w 1)
0 180 0 720 0

Die folgende Abbildung zeigt den Vergleich fiir einen synodischen Monat in der Ekliptik:

Sonne4 (nachster

. N d
Kopernikus eumond)

7is(t)

. Ptolemaios

(1)

Deferent bei Sonnes

Kopernikus
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Tatsachlich werden die extremalen Abstandsverhiltnisse mit 52:68 Erdradien statt des mo-
dernen Verhéltnisses 56:64 besser getroffen (Teichmann, S. 46) - allerdings auf Kosten der

Langengenauigkeit.
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3.3 Bewegung der fiinf ,,echten‘‘ Planeten

Neben Sonne und Mond konnten noch die fiinf Planeten Merkur, Venus, Mars, Jupiter und
Saturn mit bloBem Auge nahe der Ekliptik beobachtet werden. Ptolemaios konstruierte fiir
jeden dieser (im heliozentrischen Sinne) ,,echten* (Sonnen-) Planeten ein eigenes Bahnmo-
dell. Im folgenden sollen die Grundgedanken und die wesentlichen Unterschiede skizziert

werden.
Grundgedanken:

Im groBlen und ganzen fiihren alle Planeten, wie Sonne und Mond, langsame West-Ost-
Wanderungen gegen den raschen tdglichen Umschwung des Firmaments aus. Wahrend sich
Merkur und Venus wie die Sonne einmal im Jahr gen Osten um die Erde bewegen, braucht
Mars dafiir fast zwei Jahre, Jupiter fast 12 Jahre und Saturn gar 29,5 Jahre. Die genaueren
Parameter sind aus langfristigen Beobachtungen ersichtlich. Allerdings treten - anders als
bei Sonne und Mond - unterwegs in unregelmiBiger Folge scheinbare Stillstinde und
Riickldufe gen Westen auf. Bei Merkur und Venus ist deren Zusammenhang mit dem je-
weiligen Sonnenstand offensichtlich, aber auch bei den (heliozentrisch:) ,,dulleren” Plane-
ten war ein solcher Zusammenhang anzunehmen: Im Gegensatz zu ersteren gelangen Mars,
Jupiter und Saturn in beliebige Winkelpositionen zur Sonne und sind deshalb immer wie-
der auch wihrend der ganzen Nacht zu beobachten. Treten sie dann wéhrend einer Riick-
wiartsbewegung nachts in Opposition zur (auf der Tagseite gedachten) Sonne, so geschieht
das genau in der zeitlichen Mitte zwischen den Stillstinden, die die Riickldufe einleiten
bzw. beenden. Stillstinde und

Riickldufe konnen also wie Oppo- Opposition am

3.6.133
sitionen oder heliakische Auf- und

Untergénge alS ”Synodische“, dh /Q/ ............................................. 1,3°

erste Sichtbarkeit

- 1. Umkeh
an die Sonnenbewegung gekop- 253133 am 10.12.132
pelte Ereignisse eingestuft wer- 2 Umkehr am
, . . 12.8.133
den. Das Bild rechts zeigt eine
} AT 0.85°
solche Riickkehrschleife des Sa- letzte Sichtbarkeit :

am 23.11.133

turn zu Ptolemaios’ Zeit (nach

Pedersen, S. 266).



51

Wie die Erdumlédufe zeigen auch die synodischen Ereignisse deutliche UnregelmaBigkei-
ten, die aber wenigstens langfristig periodisch auftreten und fiir alle synodischen Ereignisse
gleich sind. Aus babylonischen Quellen hatte Ptolemaios die folgenden Planteten-

Relationen (van der Waerden 1988, S. 283):

12

Saturn: 57 synodische Perioden = 59 Jahre + 19,45

1

2 Umlaufe + 1°;43

Jupiter: 65 synodische Perioden = 71 Jahre - 4954 = 6 Umliufe - 4°;50
Mars: 37 synodische Perioden = 79 Jahre + 3";13 =~ 42 Umléaufe + 3°;10
Venus: 5 synodische Perioden = 8 Jahre - 2918 =~ 8 Umléaufe - 2°;15

Merkur: 145 synodische Perioden = 46 Jahre + 142

IR
1

46 Umléufe + 1°.

Daraus ergaben sich fiir jeden Planeten zwei mittlere tdgliche Drehwinkel, ndmlich

. __ syn. Periodenzahl-360°

wg:=~—————— fir die synodische Bewegung relativ zum Sonnenstand und
gen
. Gesamtumlaufswinkel . . - @ T o= . . . .
O 1= Gosamizeit in Tagen” fiir die ,,tropische* Langenbewegung in der Ekliptik. Bei den beiden

,unteren“ Planeten Venus und Merkur ist @, = @, d.h. die mittlere tdgliche Sonnenbewe-

gung.

Es lag nun nahe, sich die auffilligen Riickkehrschleifen so zu erkliren, da3 jeweils ein ge-
niligend rasch rotierender Epizykel auf einem Deferentkreis herumgefiihrt wird. Sollte der
Epizykel die synodischen Phdnomene erzeugen, dann mufte er irgendwie mit @ rotieren.
Der Deferent war dann fiir den Erdumlauf zustédndig, und seine Drehgeschwindigkeit sollte
demgemil aus @, abgeleitet werden. Die kleinen Breitenbewegungen bzgl. der Ekliptik -
im Saturnbeispiel oben zwischen 0,85° und 1,3° -, die die Schleifen vertikal auseinander-
ziehen, deuteten darauf hin, dal Deferent- und Epizykelebenen in den endgiiltigen Model-
len verschieden zu wihlen waren. Wegen der geringen Abweichung befallte sich Ptolemai-
os zundchst nur mit der Ldngenbewegung in
der Ekliptik; und so wollen wir es auch vor-

erst halten.

Auf einem Deferentkreis um D in der Eklip-  \ g7/ v

tik bewege sich die Epizykelmitte C mit @ . Deferentkreis
(Radius 60° )
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Wihlt man die Drehgeschwindigkeit auf dem Epizykel gleichgerichtet zur West-Ost-

Bewegung des Deferenten und in Abhingigkeit von @ geniigend grof3, dann treten auf der

Innenseite des Deferenten von Zeit zu Zeit Riickwirtsbewegungen auf. Dies stimmt mit der
grofBeren Helligkeit der Planeten bei Riickldufigkeit iiberein. Da die beobachteten Schleifen
bei jedem Planeten unterschiedlich lang sind, empfiehlt es sich allerdings, nach dem Vor-
bild der hoheren Mondtheorien die Abstinde zwischen Erde und Epizykel etwas zu variie-
ren. Dazu wihle man den Deferenten exzentrisch, d.h. der Erdmittelpunkt £ liege au3er-

halb der Deferentmitte D.

Man sollte nun erwarten, da3 sich die entstehende Exzentrizitit e und der Epizykelradius
FEpi-. passend zum Deferentradius mit dem Standardwert R := 60” so bestimmen liefen, daB3

der Umschwung von C mit @, die beobachteten Phdnomene befriedigend genau produ-

zierte. Ptolemaios fand aber die mit diesem Ansatz erzielbaren Ergebnisse unbefriedigend
und entschlof sich - ohne ndhere Begriindung - , eine leicht ungleichformige Drehbewe-
gung von C um D zuzulassen.’® Zur Steuerung der Drehgeschwindigkeit fiihrte er einen
»Ausgleichspunkt® 4 ein, von dem aus die C-Bewegung auf dem Deferenten gleichférmig
erscheint. (Abweichend von der Zeichnung oben ist A bei Ptolemaios auller fiir Merkur
einfach das an D gespiegelte £. Im Fall des Merkur bewegt sich D - analog zur Mondtheo-

rie - noch um E, wihrend 4 ruht.”")

Ubersetzt man diesen Modellansatz in die heutige Vektorsprache, dann lassen sich Ptole-

maios’ Modelle der Ldngenbewegung in der Ekliptik fiir die fiinf Planeten so darstellen:

p(0):=D,(1)+ R.(C"Sf" (t)j o -(Cosg"(t)J ,

sin f(¢) sing,(¢)

wobei die f; und - im Fall des Merkur - D, nichtlineare Anteile bezeichnen.

6 Das war natiirlich wieder ein eklatanter Versto gegen das alte Programm zur ,Rettung der Phinomene*.

Ptolemaios dufBerte sich dazu nicht, vermutlich um keinen Staub aufzuwirbeln. Aber Kopernikus kritisierte
den Verstof3 entsprechend drastisch und ersetzte den Exzenter - wie bei der Mondtheorie auf Kosten der
Genauigkeit - durch weitere Epizykel auf einem konzentrischen Deferenten (Kopernikus, S. 191f.).

" Der Ausgleichspunkt A entspricht bei kleiner Exzentrizitit dem zweiten Ellipsenbrennpunkt in der helio-

zentrischen Auffassung. Da sich Merkur nur maximal 27° von der Sonne entfernt und sehr lichtschwach
ist, lieB3 er sich mit bloBem Auge schwer beobachten. Ptolemaios’ Beobachtungsdaten waren entsprechend
schlecht und teilweise irrefiihrend (zweifaches Perigdum). Hinzu kommt (aus heliozentrischer Sicht:) die
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Gewinnung der Modellparameter

Bei den beiden ,,inneren‘ Planeten Merkur und Venus wurden zunidchst maximale Abwei-
chungen vom Sonnenstand beobachtet (linke Abbildung), und bei den ,,dulleren* Planeten
Oppositionen zur Sonne (rechte Abbildung), wobei sich Ptolemaios immer auf den mittle-

ren ekliptikalen Stand aus seiner Sonnentheorie stiitzte.

Sz & 7
} “.Apsidenlinie

Bei den inneren Planeten wurden die beobachteten extremen Positionen P; mit den ent-

sprechenden Sonnenstinden S; verglichen, die wegen @, = zugleich die Lagen der Epi-

zykelmitten anzeigten. Es erwies sich, dal (kurzfristig) P; und P, bzw. P; und P, symmet-
risch zu einer Geraden durch die Erdmitte lagen. Langfristige Vergleiche zeigten, dal3 diese
»Apsidenlinie* anscheinend ortsfest an den Fixsternhimmel gebunden war. Dies schien bei
allen fiinf echten Planeten der Fall zu sein, so daf die Ausgleichspunkte 4 und - aufer bei

Merkur - auch die Deferentmitten D auf diesen Symmetrieachsen zu suchen waren, die

oy N . . o o o, B N
langfristig wegen der Prazession mit @ Apog. = T00(Jahestings in Tagem) 0°:;0,0,5,55 zur Lange

bzgl. des Frithlingspunktes beitrugen.”®

relativ grole Exzentrizitit 0,2 der Bahnellipse, die sich schlecht mit den verschachtelten Kreisbewegun-
gen vertragt.

¥ Nach Hipparchos betrug die Prizession des Frithlingspunktes, d.h. sein Zuriickbleiben gegeniiber der

Fixsternsphére (,,mindestens) 1° je Jahrhundert (moderner Wert: 0°;0,50/a). Tatsdchlich liegen die Apsi-
denlinien nicht ganz fest in der Fixsternsphére, sie fiihren noch langsame individuelle Eigenbewegungen
unabhiingig von der Prizession der Aquinoktien aus.
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Die Entfernungen AE ergaben sich aus dem Vergleich der Winkel S;EP; mit den gemal} der
@ ,-Drehung auf dem Ausgleichskreis erwarteten Winkeln. Die Epizykelradien erhielt Pto-
lemaios im Fall der ,,inneren* Planeten direkt aufgrund der linken Abbildung und bei den
,oberen” Planeten mit Hilfe einer zusitzlichen Beobachtung auBlerhalb einer Opposition.
Die Wahl der Deferentmitte D als Halbierungspunkt der Strecke AE ergab sich vermutlich

als naheliegendster Interpolationsansatz.

Mit Anfangswinkeln «,,f, und y,, die sich nach geeigneter Riickrechnung auf den Mittag
des julianischen Datums 26.2.747 v. Chr. beziehen (Beginn des 1. Regierungsjahres des
Nabonassar von Babylon), lauteten die Ptolemiischen Modelle der ekliptikalen Lingenbe-

wegung von Venus, Mars, Jupiter und Saturn in Vektorschreibweise:

(1) (cos(ai + 0, t)j + 60" (cosf[(t)j . (cos(ﬂ[ ‘@, Y, + o t)j
pi\l):=e: ) Tepiz.* >

sin(al.+a)Apog_-t) sin f(#) sin(B, + @, t+y, +wg-1)

. Apsidenlinie

wobei die fi(¢) aus nebenstehender Zeichnung

hergeleitet werden konnen:

. sind sing . (e .
Mit = 1st & =arcsin (— -sin 5) .
R e R

Daher ergibt sich f,(¢)=/f,+®,-t—¢&. Nun

sind noch 5:a+180°—(,6’l.+a)T-t) und

a=a;,+,,, 1, so da wir schlieflich die
(e . :
Formeln f(1)=8 +w, t- arcsm(; - sm(ﬂi — U O =@ t)) fir Venus, Mars,

Jupiter und Saturn erhalten.

Die einzelnen Parameterwerte konnen der folgenden Tabelle (nach Pedersen, S. 426ff.)

entnommen werden:

Bahnparameter Anfangswerte 26.2.747 v. Chr. Winkelgeschwindigkeiten
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i Planet e IEpiz. (o7 Bi Yi oTin °/d ws in °/d

Saturn 3°25 6730 | 224°10 | 296°43 34°,02 0;02,00,33,31,28,51 0;57,07,43,41,43,40
Jupiter 2P.45 117,30 | 152°09 | 184°41 146°,04 | 0;04,59,14,26,46,31 0,54,09,02,46,26,00

Mars 67,00 | 39%30 | 106°;40 3°,32 327°;13 | 0;31,26,36,53,51,33 0;27,41,40,19,20,58
Venus 1715 | 43%10 | 46°10 330°;45 71°,07 0;59,08,17,13,12,31 0,36,59,25,53,11,28
Merkur 3700 | 227,30 | 181°10 | 330°45 21°,55 0;59,08,17,13,12,31 3;06,24,06,59,35,50

a h W0 N -

= (MSonne

Im Fall des Merkur fiihlte sich Ptolemaios gezwungen, die Deferentmitte um £ pendeln zu

lassen. Die allgemeine Bahngleichung in Vektorschreibweise lautet dann

cosfs(t)j . '(cos(ﬂs ‘@t o t))
Epiz. s

_ D I
pMerkur(t) S(t)+60 (sinfs(t) Sin(ﬂs +60T'l+75+a)s't)

wobei sich die meisten Para-

é-" Apsidenlinie

meter aus der vorstehenden
Tabelle ergeben. Lediglich
Dy(¢) und f5(#) miissen noch
aus der Zeichnung rechts ent-

nommen werden:

Ds(t) ist aus EF und FD ge-

bildet mittels

_ cosa cos(a—f) . :
Ds(t):= 2e-| . +e-| . . Das fs5(¢) wird aus dem Dreieck ADC gewonnen:
sina sin(a - f)

Da das kleine Dreieck ADF gleichschenklig ist, sind ZDAF :g, AD:2e-sin§ und

36
2

LDAC:%. Nach dem Sinussatz im Dreieck ADC gilt S;f:m% und folglich

0 = arcsin (% : sin%) . Nun sind £D'DC =3£+8und £D"DD'=a - /DAF = &% . Da-
her ergibt sich f(¢t)=4£D"DC= £D"DD'+/D'DC=a+ 3+ arcsin(%-sin £ sin%) :

T

S L _ " - .
wobei - wie bisher schon - a:= a5+ w ,,, t = a5+, tund fi= B+ @, -t —a sind.
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Ptolemaios’ Theorie der Breitenbewegung

Um die beobachteten Schleifen in den fiinf Planetenmodellen nachahmen zu kénnen, miis-
sen den Lingenbewegungen noch geeignete Breitenbewegungen bzgl. der Ekliptik iiberla-

gert werden. Das ist das Hauptthema des letzten, 13. Buches des ,,Almagest*:

Ms
Deferentebene

Knotenlinie

Ekliptik

Da er den groften Winkelabstand von der Ekliptik bei jedem echten Planeten stets im glei-
chen Lingenwinkel zur Apsidenlinie beobachtet hatte, kam Ptolemaios zu der Uberzeu-
gung, daBl die Knotenlinie jedes echten Planeten - einfacher als beim Mond - in einem cha-
rakteristischen festen Winkel zur Apsidenlinie und damit auch zur Fixsternsphire liege.
Um jede solche Knotenlinie wurde zunichst die gesamten Lidngenbahn des betreffenden
Planeten in eine zur Ekliptik um v geneigte ,,Deferentebene* gebracht, bevor die Epizykel
aus der Deferentebene um o herausgekippt wurden. Die zueinander senkrechten Strecken
CM, und M,M; mogen dabei in der gekippten Epizykelebene liegen, und die Ebene ECM,
ist senkrecht zur Ekliptik zu denken. Der dortige Winkel ECM, heif3e ,, Kippwinkel* 8.

Im ,,Almagest* ist die Breitentheorie trotz einiger Verwicklungen leider - besonders fiir die
»inneren* Planeten - wenig erfolgreich: Nur fiir die ,,duleren* Planeten sind der Neigungs-

winkel v konstant und M,M; parallel zur Ekliptik angenommen, wéhrend das variable 6
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die Epizykelebene zwischen den Knoten aus der Deferentebene auf- und niederklappt. Bei
den ,,inneren* Planeten variiert auch noch v, und M,M; flihrt zusdtzliche Pendelbewegun-

gen bzgl. der Ekliptik aus, so da$f die ganze Epizykelbene um C schaukelt...”

Ptolemaios war mit dieser komplizierten Theorie offenbar selbst nicht zufrieden, denn in
der spiteren Schrift ,,Hypothesen iiber die Planeten” hat er die Breitentheorie erheblich
vereinfacht und verbessert. Die Schaukelbewegungen entfielen dort ganz, und der Nei-
gungswinkel v der Deferentebene blieb konstant. Bei den ,,duleren* Planeten wurden die
Epizykel parallel zur Ekliptik belassen®, und bei den ,,inneren* ein konstanter Winkel zwi-
schen Deferent- und Epizykelebene eingefiihrt. Diese ,,Kippwinkel®“ 6 := ZMCE fiir Ve-
nus und Merkur standen jetzt nicht mehr senkrecht zur Ekliptik, sondern (wie EN und
C'N") senkrecht zur Deferentebene - der Unterschied ist freilich wegen v = 0°;10 sehr ge-
ring. Die verbesserten Daten der ,,Hypothesen* sind in folgender Tabelle (nach Pedersen,

S. 392 und S. 425ff.) zusammengestellt:

i Planet k (aufst.Knoten) Neigung v Kippwinkel &
1 Saturn 133° 2°;30 Epiz. Il Ekliptik
2 Jupiter 71° 1°;30 Epiz. Il Ekliptik
3 Mars 85°30 1°,50 Epiz. Il Ekliptik
4 Venus 90° 0%10 3%30

5 Merkur 90° 0°;10 6°;30

Die Lange des jeweiligen aufsteigenden Knotens bzgl. des Friihlingspunktes in der Ekliptik
und damit zugleich in der schwach geneigten Deferentebene liegt um « hinter der der Ap-

sidenlinie, d.h. mit den fritheren Daten:

" Die Details sind bei Pedersen, S. 355ff., genauer ausgefiihrt.

%" Vom heliozentrischen Standpunkt ist klar, warum das zu einer erheblichen Verbesserung fiihrte: Die Epi-
zykelbewegung stellt die jahrliche Erdbewegung um die Sonne aus geozentrischer Perspektive dar.
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Dabei ist der Kippwinkel so zu orientieren, dall die grof3ten Breitenauslenkungen wahrend
der Riickwirtsbewegungen der Planeten eintreten (vgl. die Abbildung einer Saturnschleife

oben).
Vektoriell kann das bzgl. der Ekliptik als x-y-Ebene so erreicht werden:

Stellt man die Epizykelmitten C in der Ekliptik, d.h. die ersten zwei Summanden der Lin-

cos f(¢)
genbewegung jeweils mit &(¢):= D,(¢)+ R-| sin f;(r) | dar, dann bekommt man die Epizy-
0

kelmitten C" in der geneigten Deferentebene aus E’l.*(t):z Z, oX,oZ, (Q(t)) und fiir die

,oberen“ Planeten (i =1, 2, 3) die Ortskurven

cos(ﬂi+a)T-t+7/l.+a)S-t)
G, (1):=2,, °X,°Z, (&(t))+rg. | sin(B,+@,-1+y, +ot)| bzgl der Ekliptik.
0

Fiir Venus und Merkur kann zunédchst der Epizykel mit & um C aus der Ekliptik gekippt
werden. Dabei sei L der FuBBpunkt des Lotes der Langenposition P des Planeten in der Ek-
liptik. Beim Kippen des Epizykels mogen P nach Q und L nach M gehen. Dann sind die

Verschiebungsvektoren

o <), s o
=CL-| cosd-—=~+sind-| 0] |,

40 |

wobei CL die Projektion des aktuellen Epizykelradius in der Ekliptik auf £C ist. Die neuen

Bahnen von Venus und Merkur haben dann bzgl. der Ekliptik die Form

cos(ﬂ[+a)T-t+7l.+a)S-t)

* e
G, (1):=2, oX,oZ, |c(t)+ry, - sin(f, + o, -t+y,+og-t)| + po |-
0
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Keplers viel spitere Bemiihungen, die Parameter des Ptolemiischen Modells im Fall des
Mars so anzupassen, dal} es die zeitgendssischen Beobachtungen Tycho Brahes korrekt
wiedergab, fiihrten ihn auf die Vermutung, gerade die Schwierigkeiten der Breitenbewe-
gung hitten Ptolemaios zur Einfilhrung des Ausgleichspunktes gezwungen (Pedersen, S.
278). Tatsdachlich gelang es Kepler nicht, die Breitenbewegung im Exzenter-Epizykel-
Modell ohne Schaden fiir die Liangenbewegung fiir die gewachsenen Genauigkeitsansprii-

che zu retten... Aber das ist eine andere Geschichte.
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Epizykelbewegung des Saturn

geozentrische Langenbewegung des Saturn Uber
29.5 Jahre (vom Nordpol der Ekliptik gesehen)

Saturnbewegung Uber 29,5 Jahre im

Blick von schrag oben auf die Ekliptik
Knotenlinie

Deferent



Jupiterbahn Gber 11.86 Jahre
1 Blick von schrag oben auf die Ekliptik

61

Marsbahn Uiber 1,88 Jahre
im Blick von schrég oben auf die Eliptik
(links unten ist ein Ausschnitt der von der Erde gesehenen
Projektionskurve auf der Himmelssphére gezeigt)

Knotenlinie

Marsbahn ber 2,14 Jahre
im Blick vom Nordpol der Ekliptik

" Projekdion der Sonnenbahn

an die Fixstemsphére
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Venusbahn Gber ein Jahr
(mit Ausschnitt der Projektion an die
Himmelskugel nérdlich der Ekliptik)

Merkurbahn fiir ein Jahr
(mit Ausschnitt der Projektion
an die Himmelskugel)
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4. Didaktische Bemerkungen

Die vorstehende Schilderung der Beobachtungen und mathematischen Konzepte, die
schlieBlich zum sogenannten Ptolemdischen Weltbild gefiihrt haben, ist nicht als Einfiih-
rung in die heutige mathematische Astronomie gemeint, sondern als Einblick in die Friih-
geschichte der Elementar- und hoheren Mathematik auf der Linie astronomischer Erkennt-
nisinteressen. Es wurde ja versucht, mit den kinematischen Ansétzen des Altertums, d.h.
insbesondere: ohne Gravitationsgesetz und Analysis, auszukommen; lediglich die heutigen
Begriffe und Schreibweisen wurden der Kiirze und Versténdlichkeit halber frei benutzt.
Um es noch einmal zu betonen: So, wie Ptolemaios’ Modelle oben beschrieben sind, steht

es nicht im ,,Almagest“61

. Dort werden vielmehr Anleitungen zur Berechnung konkreter
Planetenpositionen begriindet, beschrieben und tabelliert. Die Ausdrucksweise ist infor-
mell, oft weitschweifig und fiir heutige Leser ohne einschldgige Vorkenntnisse kaum ver-
daulich. Daher haben wir uns nicht an die Manitius-Ubertragung der Originaltexte, sondern

im wesentlichen an Pedersens ausgezeichneten ,,Survey...“ in moderner Sprache gehalten.

Unser Interesse galt demnach auch nicht in erster Linie dem historischen ,,Almagest* und
den sogenannten ,,Verbrechen* Ptolemaios’, viele seiner angeblichen Beobachtungsdaten
passend zur Theorie frisiert zu haben. Mogen R. R. Newtons diesbeziigliche Vorwiirfe
auch vom Standpunkt der Historiographie der praktischen Astronomie noch so berechtigt
sein, die Disqualifikation, der sich auch van der Waerden 1988 anschlof3, wirkt nach fast
zwei Jahrtausenden etwas merkwiirdig. Die Qualitit der Ptolemédischen Beobachtungsdaten
ist natiirlich seit der Bliitezeit der indischen und arabischen Astronomie iiberholt, spétes-
tens seit Tycho Brahe und der rasch darauf folgenden Erfindung des Fernrohrs zu Keplers
Zeiten. Fir uns lehrreich sind nicht die Daten, sondern die mathematische Vorgehensweise,
die ,,GroBe Zusammenfassung® wie Himmelserscheinungen mathematisiert werden konn-

ten.

' Die arabische Bezeichnung ,,Almagest” stammt vom Titel ,Kitab al-mijisti“, ,,Buch al-mejisti®, einer
Ubersetzung, die in Bagdad um 830 erschienen ist. Ptolemaios’ Titel war ,,Mathematikes Syntaxeos biblia
77", ,,Die mathematische Zusammenfassung in 13 Biichern®. Inzwischen war daraus vermutlich die ,,Gro-

Be Zusammenfassung®“, ,,Megale syntaxis®“, geworden, und der Superlativ von ,megale® ist ,,megiste®.
Vielleicht wurde daraus dann mit Artikel das arabische Wort ,,al-mejisti*. (Vgl. Pedersen, S. 15)
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Diese Vorgehensweise ist in der Tat ein Musterbeispiel problemorientierten Arbeitens, und
in seiner genetischen Darstellung noch dazu eines von hochstem historischen Rang. Wenn
heute angesichts der neuen Rechenhilfsmittel wieder von vielen Seiten fiir die ausgiebige
Behandlung von Kurven im Mathematikunterricht pladiert wird %, dann iiberwiegen in der
Regel die formalbildenden Argumente, man kénne diese oder jene Standardtechnik beson-
ders gut an Kurven lernen. Die aus- oder angefiligten Hinweise auf die eine oder andere
materiale Anwendung reichen aber selten aus, den Verdacht des Eklektizismus zu zerstreu-
en. Was kann, was soll Allgemeines an Kurven gelernt werden, das nicht auch am Her-

kommlichen zu lernen wire?

Die Kurven der Ptolemaéischen Planetenmodelle wirken in diesem Sinne vielleicht ebenso
eklektisch. Stellen sie denn mehr als eine historische Reminiszenz dar? Ich bin fest davon

iiberzeugt.

Zunéchst einmal: Ptolemaios’ Bahnbestimmungen waren der bewunderungswiirdige Ver-
such, die Himmelsbewegungen aus einem iiberzeugend begriindeten theoretischen Grund-
prinzip herzuleiten, ndmlich dem der Kreisbewegung, die in sich vollkommen, affektfrei,

antriebslos und ewig, kurz: dem unerreichbaren Himmel geméf schien.

»DaB ich sterblich bin, weil} ich, und dal meine Tage gezéhlt sind. Aber wenn ich im
Geiste den vielfach verschlungenen Kreisbahnen der Gestirne nachspiire, dann beriihre
ich mit den Fiien nicht mehr die Erde: am Tische des Zeus selber labt mich Ambrosia,

die Gotterspeise.* (zitiert nach van der Waerden 1988, S. 256)

Der Ansatz - von einer theoretischen Hypothese iiber erste Modelle, deren Falsifikation an
empirischen Daten und immer besser angepalliten Modellen zur Modifikation der Aus-
gangshypothese - ist charakteristisch fiir grole Mathematisierungen von Naturerscheinun-

gen geblieben.

»Nun fanden wir aber bei fortgesetzter genauer Anpassung und Vergleichung des von

Fall zu Fall durch Beobachtung festgestellten Laufs mit den aus der Kombination der

52" Die Argumente sind umfassend bei Schupp/Dabrock zusammengetragen.
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beiden Hypothesen sich ergebenden Leitpunkten, dall der Verlauf der Bewegung nicht
so einfach sein konne,* erklért Ptolemaois lapidar zu seiner Einfiihrung des Ausgleichs-

punktes. (loc. cit., S. 286)

,Die Einfachheit der Vorginge am Himmel darf man nicht nach dem beurteilen, was
uns Menschen als einfach gilt, zumal man auf Erden {iber den Begriff ‘einfach’ keines-
wegs einig ist... Man mul} vielmehr in seinem Urteil von der Unwandelbarkeit der am
Himmel selbst kreisenden Geschopfe und ihrer Bewegungen ausgehen; nur unter diesem
Gesichtspunkt konnen sie alle ‘einfach’ erscheinen, ja noch in einem héheren Grade ein-
fach als die Dinge, welche auf Erden als einfach gelten, weil kein Miihsal, kein Notzu-

stand bei den Umléufen dieser Wesen denkbar ist.” (Almagest, 13. Buch, Kap. 2)

Nach den Erfahrungen der Physik des 20. Jahrhunderts liest sich das wohl nicht mehr als
Ausrede zum gescheiterten Programm der ,,Rettung der Phdnomene* durch gleichférmige,
zur Erdmitte konzentrische Kreisbewegungen. Die Mathematisierungsmethode Ptolemaios’

an sich blieb paradigmatisch.

Material galt der ,,Almagest* mit seiner Sehnentafel als historischer Anfang der ebenen und
sphérischen Trigonometrie. Das ist heute nicht mehr haltbar. Die Anfénge reichen viel wei-
ter zuriick, wenigstens bis Apollonios und Hipparchos, wahrscheinlich aber bis ins vierte
oder fiinfte vorchristliche Jahrhundert bei den Griechen und vielleicht noch viel weiter bei
den Chaldiern. Das ist deswegen wichtig, weil die Uberzeugung immer hinfilliger wird,
Euklid habe seine ,,Elemente®, das Stammbuch der Elementarmathematik, aus dem ,,plato-
nischen Geiste Reiner Mathematik geschopft. Die bis zur Neuzeit andauernde friedliche
Koexistenz des Aristotelischen Universums innerhalb der Himmelssphire mit den (poten-
tiell) unendlichen Geraden und Ebenen der euklidischen Geometrie sollte zu denken geben.
Ich kann nicht glauben, da3 man letztere einfach als Bewohner eines Gedankenreiches hin-
nahm, das viel, viel weiter reichte als die Sphére der Goétter. Eher ist anzunehmen, dal} in
der Geometrie - wie im alltdglichen Zahlenrechnen - eine endlich-konstruktive Sichtweise
vorherrschte. Auch heute 148t sich wohl noch nicht sagen, wir hitten den Widerspruch im

Kern aufgeldst (vgl. etwa Jammer).
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Unser Bericht iiber die vermutliche Genesis der geometrischen Astronomie in der griechi-
schen Antike sollte auch zeigen, was gedanklich zu leisten war, bevor Trigonometrie ent-
stehen konnte. Die Elementargeometrie und die propddeutische Analysis unser heutigen
Schulprogramme waren das Mindeste. Es liegt fiir mich sehr nahe, daB sie, d.h. die hohere
Elementarmathematik unser Curricula, aus astronomischem Erkenntnisinteresse heraus
entstanden sind. Nicht nur die 360° des Vollkreises (der Ekliptik), das 60er-System der
Zeitrechnung, unser Sonnenjahr, die schiefe Zwolfteilung in aufgerundete Mondmonate
und Tageshilften, die Trigonometrie, (Ldngen- und Breiten-) Koordinaten und viele Begrif-
fe der Geometrie, Geographie und Astronomie stammen daher, sondern auch viele tiefere
Sétze iiber das Verhiltnis von Kreisen und Geraden, die Motive fiir nichtlineare Raumge-
ometrie, flir zeitlich funktionale Interpolationen und fiir einen ernsthafteren Geschwindig-
keitsbegriff. Nicht zuletzt ist der erste Grund zu nennen, sich mit ,,astronomisch* groflen
Zahlen und verwickelten Briichen genau und approximativ auseinanderzusetzen. Man
mulbte das alles lernen, weil man verstehen wollte, was man als iibermenschlichen Entwurf
am Himmel sah.”® Und als man es gelernt hatte, erfuhr man wunderbarerweise viel mehr
tiber die Erde, auf der man lebte. Unser Vertrauen in wissenschaftliche Moglichkeiten hat

zweifellos solche Wurzeln.

Es trifft sich gut, daB3 uns die Computerwerkzeuge und die Vektorrechnung heute bequem
Bilder liefern, fiir die noch vor einer Generation nur wenige die Geduld aufbrachten. Schon
im bescheidenen Rahmen eines Grundkurses zur Vektorgeometrie kann wenigstens gezeigt
und erkldrt werden, was die GroBen der frithen Astronomie und Mathematik bis Koperni-
kus, Kepler und Newton bewegt hat, und es wiirde sicher nicht schaden, wenigstens skiz-
zenhaft zu erzihlen, wie es iiber Laplace und GauB bis in unsere Zeit weiterging.** Viel
wichtiger aber ist es, verniiftige Haltungen zur Welt der Phdnomene zu fordern, etwa das
Strukturieren und Prognostizieren durch Mathematisieren. Bei der ,,Rettung der Phédnome-
ne* geriet offenbar der Weg zum Ziel, und der Dogmatiker Kopernikus zum Revolutionar

wider Willen - wie es oft geht.

% Geld verdienen konnten damit wohl i.allg. nur die Astrologen - aber die standen zeitweilig in hohem An-
sehen...

4 SchlieBlich verlangt man vom Deutsch-, Kunst- und Musikunterricht auch nicht, nur solche Werke zu
behandeln, die die Schiiler selbst erfinden kénnen.
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