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Kubische Gleichungen und die widerwillige
Entdeckung der komplexen Zahlen -

Zwei Beispiele zur historisch-genetischen Methode

von Lutz Fuhrer, Frankfurt am Main

Vor einigen Jahren wurde ich vom Physikkollegen el paar aufgeweckten Schilern
gebeten, im Unterricht etwas Uber komplexe Zahlewerraten. So etwas passiert einem
Mathematiklehrer nicht jeden Tag, also wollte icir Mihe geben und die Sache mog-
lichst spannend anfangen: Wo kamen die ,imaginakorister eigentlich her? Was waren
die urspriinglichen Erkenntnisinteressen der Erfiddes stellte sich heraus, daf3 die Frage
es in sich hatte und dal® sie mir im Laufe der Jaboh einige Uberraschende Einsichten
von recht allgemeiner Bedeutung bescheren sollkedi® Zusammenhange nur umstand-
lich aufzufinden waren, méchte ich im folgenden wignig von meiner Entdeckungsreise
berichten. Ich glaube, dal? es sich gerade heutelewslgebraunterricht ins publizistische
Gerede gekommen ist, lohnt, diese Geschichte innErung zu bringen. Sie scheint mir
namlich ein bezeichnendes Licht auf die Herkunéitedikter Denkweisen in der Mathema-

tik zu werfen.

Uberdies ergeben sich zwei lohnende Beispiele fésto-genetischer Heuristik: Einerseits
wird sich am Versuch einer historisch korrekten étedtruktion der Entdeckung der Car-
danischen Formel zeigen, dafld geometrische Denkuweisiegentlich algebraischen tber-
legen sind. Von dieser Perspektive ausgehenddaalh zum anderen ein fiktiver Gedan-
kengang illustrieren, welche Erkenntnisinteressed welche Anstrengungen schlief3lich
zur Geburt der modernen abstrakt-algebraischernvi&cten gefuhrt haben. In diesem Teill
der Darstellung wird nicht mehr versucht, die teltdighe historische Entwicklung nachzu-
zeichnen; er folgt vielmehr einer didaktischen Asfung, die Otto Toeplitz einst mit Be-
zug auf die Analysis propagierte: ,Ich will aus ddistorie nur die Motive flidie Dinge,
die sich hernach bewahrt haben, herausgreifen ulhdigvdirekt oder indirekt verwerten...
Nicht um dieGeschichtéhandelt es sich, sondern um @enesisder Probleme, der Tatsa-
chen und Beweise, um die entscheidenden Wendepimé#teser Genesis..." (Toeplitz, S.
94)
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Wozu also komplexe Zahlen? Bekanntlich erweiternrdae natirlichen Zahlen zu den
ganzen, rationalen oder reellen Zahlen, um Falisobeidungen zu vermeiden und gewis-
se einfache Gleichungen als unbeschrankt |I6sbarsahen. Diese Sichtweise stimmt zwar
nicht ganz, weil so nur die algebraischen reellanl@n entstehen - und nach Cantor gibt es
viel mehr vom transzendenten Typ -, aber in dewufcist es wohl die tbliche Perspektive
auf die aperiodischen Dezimalzahlen. Sollen num @liadratischen Gleichungen als l6sbar

betrachtet werden oder will man gar den Fundamsattalder Algebra ansprechen, dann

mufd man den Kérper IR wenigstens WMl erweitern, und das reicht dann auch schon fir
den Fundamentalsatz. So weit, so gut, und die Gdgehdazu ist auch in groben Zigen
gelaufig: Cardano 16st in deArs magnavon 1545 die quadratische Gleichung
x[{10- X) = 40 mit,, 5.p. Z m.15“ und ,,5.m. £ m.15"; der Niederlander Albert Girard

vermutet 1629 den Fundamentalsatz; Leibniz undrdolgernoulli erértern Logarithmen
aus negativen Zahlen; Euler klart die Zusammenh@ngebenutzt die komplexen Zahlen
umfassend; und Gaul3 beweist endlich 1799 den Fusmtaisatz in seiner Dissertation,
nachdem es Kapazitaten wie d’Alembert, Euler, Lageaund Laplace nicht ganz geschafft
hatters.

Leider besteht diese Kurzgeschichte im wesentlicdenHalbwahrheiten. Cardano selbst
und noch viele seiner Nachfolger haben quadrati&ibehungen mitnichten als ernsthaf-
ten Anlal3 gesehen, sich mit komplexen Zahlen zadseih. Sie betrachteten solche Glei-
chungen als skurrile, aber ,falsche* oder ,unmdugit Aufgaber? ,Wahre* Aufgaben
muf3ten vorlaufig - wenn auch in zunehmend grol3AigigWeise - anschaulich, d.h. geo-
metrisch, deutbar sein, durften also nur positeelle Koeffizienten enthalten. Quadrati-
sche Gleichungen ohne reelle Losung galten danwails heute Ublicherweise in der Schu-
le auch - schlicht als unlGsbar. Viel eher hatflendamentalsatz seit Girard und Descartes
dazu geflihrt, den komplexen - und Ubrigens auciNd#rund den negativen - Zahlen all-
mabhlich Biirgerrecht in der wissenschaftlichen Mathgk einzuraumefi Erst Anfang des
19. Jahrhunderts wurden die Zweifel eines Cardabescarte$, LeibniZ, Newtor! oder
EuleP, ob es die imaginierten Zahlen denn iiberhaupt,gatdgiiltig beiseite geschoben:
Sie funktionierten halt gift und man konnte sie als geometrische ,GroRen“naetzauli-

chen, namlich als MaRzahlen ebener Vektoren odehddreckungef- DaR sie im wahrs-



ten Sinne des Wortes ,unheimlich* gut funktioniertenuf3te schon Cardano bei dem

Thema erleben, fir das seiAes magnaunsterblich wurde:

1. Kubische Gleichungen

Das urspriingliche Problem der Algebra war
die ,Auflédsung algebraischer Gleichungen®.
Otto Haupt (Band 1, S. 144)

Schauen wir uns zunachst die klassische Losungstechheutiger Schreibweise und oh-
ne unterrichtsmethodische Rucksichten an. Auf cietdichtsfrage werde ich im zweiten

Abschnitt im Zusammenhang mit historischen Detailsickkommen.

Mit Hilfe der ersten binomischen Formel lassen sjoladratische Gleichungen auf Schei-
telpunktsform bringen. Anschlie3end ist die Losbeganntlich ein Kinderspiel. Wie wirkt

sich dieses Verfahren bei ,kubischer Erganzung?dosBeispiel

(1) y®-12y* + 54y- 108= 0

betrachte man die ersten zwei Summanden als Ruime$ &ubischen Binoms. Es mul}

sich um
(2) (y-2)° = y*-12y* + 48y- 64

handeln. Leider stimmt die rechte Seite von (2htmit der linken von (1) Uberein; aus (1)

wird lediglich
1) (y-4)’+6y-44=0

bzw.



1) (y-4)’+6ly-4-20= 0

Naturlich ersetzt man die Klammer durch eine neagable, etwa := y-4, und erhélt fur

(1) die sogenannte ,Normalform®, ndmlich
(3) x*+6x-20=0.

Die Normalform wirkt zwar etwas einfacher als dias§jangsgleichung (1), es bleibt aber
noch unklar, wie sie systematisch aufzulésen isfhrwman sich nicht aufs Rateq € 2)
oder Approximieren verlegen mochte (was unter nisaken Gesichtspunkten sicherlich

am sinnvollsten ware). Wie 16st man Normalformen
(4) x*+ plk+q=0

ohne Probieren auf? Ganz einfach, §i# Obediene man sich der folgenden Tricks (5) und

(7):

(5) Setzex =u—-v mity v#0 und uz v!
Dann wird aus (4)

(6) (u-v)*+ pliu- Y+ g=0 bzw.
(6)) =V +(p-3ujfu- ¥+ o= 0.
Wahlt man nun

I
(7) 3uv=1p, alsov:—IO ,
3u

dann verschwinden die Klammerteile aus (6’), uméj&leichung wird zu der nur schein-

bar komplizierteren



(8) u’-vi+qg= - 7E—I£+q 0 bzw.

9) u® +qt-—

Das ist eine nur schwach getarnte quadratischel@ieg mit den zwei (Teil-)Losungen

RRCECE

Aus der kubierten Gleichung (7) erhalt man bequamy zbzw.u, die passenden

a da={ 39+

wobei in (10) und (11) entweder beidemal die obe@er die unteren Rechenzeichen zu

wahlen sind. Tatsachlich vertauscht die jeweilsea@adVahl nur die Rollen vamundv. In
Wahrheit hat man ,nur* eine Lésung=u -y u)= uy- \{ y) fiir die Normalform (4)

gefunden, namlich

(12) x:s\/—%+ R+3\/—%—\/ﬁ,w0bei R:(%)2+(—2)3 .

Das ist - in heutiger Schreibweise - die berihn@arglanische Formel*

In unserem Anfangsbeispief + 6x — 20 =0 ist der Radikand = 108 =3[36, so daR nach

der Cardanischen Formel= V10+ 6ﬂ/_3+§/10— 64/ 3 herauskommt. Entweder berech-

net man nun daraus doch ndherungsweise? und verifiziert x = 2 als exakte Ldsung,

. . . I 3 -
was wohl etwas inkonsequent wirkte, oder man firalet 10+ 6E«L/_3:(a+x/5) mittels

Koeffizientenvergleich, da(th \/_3)3 =10+ GE/_BQiIt, worausx = 2 direkt folgt.



Der zweite Weg vermittelt quasi nebenbei eine fotgeehe Einsicht: Ha{/—gh/ﬁ die

Forma+ b, dann muR(a+ b)3 = a[@a2+3t?)+ b]ﬁ3é+ B) :—%+\/§ sein. Beim eben

vorgeschlagenen Koeffizientenvergleich sipa undb? rational, /R dagegen nicht, da-

her folgenb[@?,a2 + b2) =JR, 31/—2—\@ = a— b und aus der Cardanischen Formel

2a . In diesem Fall verschwindbtganz aus der L6sung. Gleiches gilt, wie zuerst Ballinb

bemerkte, wenm, a und b® reell sind,+/R dagegen imaginar. Wir werden unten noch

darauf zuriickkommen.

2. Wie kam Cardano auf seine Formel?

Naturlich hat das Thema ,kubische Gleichungen® @ dben gewahlten Form wirklich
nichts mehr im Unterricht verloren: Es gabe da alkeischer Ergdnzung und zwei sehr
spezialistischen ,Tricks® nur eine Lésungsformelletnen, die praktisch viel umstandli-
cher ist als jedes Néaherungsverfahren. Die alléscbaidenden Kunstgriffe (5) und (7)
wirden als Rezepte mitgeteilt, ohne jede Veranlgranrgendeiner mathematischen Ge-
dankenwelt, ohne eigene Bedeutung und ohne Chardéeaallgemeinerung. Mathemati-

sches Denken lief3e sich daran mitnichten lernémfalls algorithmisches - oder devotes.

Ist die Cardanische Formel heute wirklich nur neah Kuriosum fir arbeitslose Histori-

ker, oder sollte mehr daran sein? Nun gut, da3miaden damals modernsten Mitteln der
,Col3*, d.h. der aufkeimenden Buchstabenrechnungr iile Griechen hinauskommen
konnte, hat geistige Talente fir die Renaissandeenadtik gewonnen und so die explosi-
onsartige Entfaltung unser OberstufenmathematiBarock ermdglicht. Das war einmal.

Welche geistige Substanz hat denn aber dafur gesta man sich in Gelehrtenkreisen
auch heute noch, nach so vielen Jahrhunderterenadion zwar nicht mehr der Formel
selbst, wohl aber ihrer Existenz und ihres Namemnert? Was ist oder war dran, an der
Cardanischen Formel? ,Wie ist Cardano auf die Brigekommen?“ fragten mich die

Schuler. Was sollte jemanden auf die seltsamelddagen, das unbekanmtals Differenz

anzusetzen?



Nun, ich wul3te, daR die friilhen Cossisten ihre Kraéthr stolz und ausdauernd an kompli-
zierten, aber konkreten Wurzeltermen gemessen hdmmiber gab es sogar 6ffentliche

Wettkampfe mit erheblichen Preisgeldéfivielleicht war jemand auf die Idee gekommen,
eine kubische Gleichung von der Lbsung:Z—\/E her zu konstruieren: Man bestimme

etwa die Parameter ir® +(2+\/§) [x= a+ bR/2 so, daBx=2-+/2 Losung wird, d.h. zu
a:= 22 undb := -14® Wurde nun die Gleichung® +(2+\/§) k= 22- 143/ 2 vorgelegt,

dann lag zur Losungsfindung die Setzumg:u—\/z mit anschlieBendem Koeffizienten-
vergleich und Probieren nahe. Sollte Cardano geskaben, dal man diesen Ansatz zum

Trick (5) verallgemeinern kann? Ein pfiffiger Scéiihielt das fir unwahrscheinlich, denn

in (7) wird verlangt, da3u = pist, was hier3u@/2 = 2++/ 2 bedeuten und nicht zur Lo-

sung fiihren wiird&

Wie war es denn historisch? Cardano sagt in des fAagna“ mehrfach, er habe die L6-
sungsformel inFall ,de cubo & rebus sequalibus numéral.h. heutex® + p[k= q mit p,

g > 0, nur auf wiederholte Bitten andeutungsweise Matolo Tartaglia gehoért und mit
viel MUhe nacherfunden. Er sagt leider nicht, wimidas gelang. Der 1526 verstorbene
Scipione del Ferro, Professor der Mathematik inoBoh, sei ,vor etwa 30 Jahren® ihr ers-
ter Entdecker gewesEnund Tartaglia ihr zweitéf. Damit war letzterer, der im Gegensatz
zu Cardano von seinen Rechenkinsten leben mufl®ehaiupt nicht zufrieden. Er warf
Cardano Geheimnisverrat vor und brach einen Paisstreit vom Zaune, in den der Meis-
ter zum Arger Tartaglias nicht selbst eingriff, iafiber umso heftiger Cardanos friiherer
Diener, begabter Schiler und Freund Ludovico Fertae Einzelheiten dieses Streits sol-
len uns hier nicht interessierénwohl aber Tartaglias Behauptung, er habe Cardaite

Methode 1539 mit folgenden Versen ,spontan” offetiba
Quando che’l cubo con le cose appresso, / Se adiguagualche numero discreto
x*+ plk=q
Trovan dui altri, differenti in esso. / Dapoi terrguesto per consueto,
U-V=qbzw. -V = q

Che’l lor produtto sempre sia eguale / Al terzo cutlelle cose neto.



3
Ul =(§) bzw.ulv =

wlo

El residuo poi suo generale / Delli lor lati culbien sottratti
x:=3U -3V bzw.x=u-v

Varra la tua cosa principalé®

Dies und die Wiedergabe der Cardanischen Herle#ung modernem Formelsatz haben
haufig zu der Vermutung gefuihrt, del Ferro, Taitagihd Cardano hatten sinngemalf? ein-
fach die binomische Formelu-v)’+3uvifiu- y= d- ¥ mit *+ @lx qverglichen
und das ganze lediglich wegen der vermeintlich hgineBeweiskraft geometrisch ver-
packt® Die historische Begriindung geht etwa so: ,Beimeitdn mit Gleichungen sahen
jedoch die meisten Renaissance-Mathematiker h&eflgst dann von geometrischen Inter-
pretationen ab, wenn die von ihnen verwendete 8prgeometrische Assoziationen weck-
te. So besall etwa eine Gleichung wie Cardddescubo aequali rebus & numero
(x*>=bx+c) fiir ihn und seine Zeitgenossen keine sinnvollenggtrische Interpretation.
(Eine dreidimensionale Figur kann nicht einer emelsionalen plus einer dimensionslo-

sen Zahl gleich sein3®

Nun erscheint mir diese Argumentation als rechtkigcDie geometrisch verbramte bi-
nomische Formel hat zwar Beweiskraft und wirde Tk (7) erklaren, den Differenzan-
satz (5) konnte sie aber nicht motivieren. WeilrReln damals eben noch keine Beweis-
kraft hatten, ist eher zu vermuten, dal3 man zursinblei der vollig neuen Auflosung der
kubischen Normalform auf3erst vorsichtig vorgegangenund das heif3t: Es wurde nicht
nur geometrisch begrindet, sondgeometrisch gedachDiese Hypothese soll jetzt ein

wenig untersucht werden.
Es trifft sich nicht ganz zufallig, daf3 gerade urBBeispiel (3) sinngemal in der Form
(13) x% +6x =20

in Kapitel XI von Cardanoérs magnavorkommt. Uberlegen wir uns die Sache also geo-

metrisch, und vergleichen wir anschliel3end mit @acd



Geometrisch hatte es sich um die Aufgabe gehareiatm Wiirfel® das Gesamtvolu-
men & hinzuzufiigen, um das Volumen 20 zu erhalten.xBast noch herausgefunden
werden sollte, muRte der Summenkérget 6x moglichst einfach gebaut sein. Hier sind

drei Moglichkeiten:

12

x>

_ ' ‘
=P = =P Ll
Es gibt viele Méglichkeiten. Welche Form ist dienkoakteste?

i 2 V x® + 3 x+ v) VOx

. | :(x+v)3—v3!:20,
"y x also muR wie in (7)
3x +v) = 6 sein

X V bzw. (x +V) =%

Diese Konfiguration durfte die kompakteste sein liefért tatséchlich die Tricks (5) und

(7), wenn man noch := x + v einflhrt.



10

Vergleichen wir mit deArs magnaDort heil3t es wortlich;Sit igitur exempli causa cubus
GH & sexcuplum lateris GH aequale 20, & ponam dudsos AE & CL, quorum differen-
tia sit 20, ita quod productum AC lateris, in CKus, sit 2, tertia scilicet numeri rerum
pars, & abscindam CB, aequalem CK, dico, quod sfutait, lineam AB residuum, esse
aequalem GH...2* GemaR der von Cardano beigefiigten Zeichnung iéRtsr Text etwa

so Ubersetzen (vgl. Witmer):

,Als Beispiel seiGH® , zusammen mit seiner sechs-
fachen Seit&H, gleich 20. Und (nun) seiekE und

CL zwei Wirfel mit Differenz 20, so dalR das Pro-

dukt der SeiteAC mit CK gleich 2 ist, also gleich

einem Dirittel des Koeffizienten des Gesuchten

Tragt manBC gleich GH ab, dann ist die Reststre-A B C K
ckeAB gleichGH..."

Zeichnet man die Angelegenheit in Parallelprojek-

X

tion, dann soll aus dem WirfélE eine KopieCD

deskleineren WirfelsSCL geschnitten werden. Der
enstehende Restkorper soll das Volumen 20 be-
kommen, alsox®+6x reprasentieren. Wie kann

man sich nun rdumlich das Produkt der Sdi

mit CK vorstellen? Soviel ist klar: Am Ende soll

AB = GH = x herauskommen. Demnach muf3 man A B C K
sich unterc den WirfelFD denken, und man soll-
teBC = CK = vsetzen.

Der Teil der Frontplatte (ibéB hat den RauminhalABOACCOCK= x{ x+ yOv und drei

derartige Platten erganzen den Wit FD zum ausgestanzten 20er- odgKorper.
Nennt man die KantenlandeC des grof3en Wirfelg, dann haben die drei Platten zusam-

men das VolumeBuv(x, und damit ist klar, warum in (5u8 =6 = p sein soll und warum
- v =qist?

Wir diirfen also annehmen, daR geometrisches Deskietie Tricks (5) und (7) fuhrtg.
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3. Der ,Casus irreducibiles”

Obwohl auch Cardano wuldte, dal kubische Gleichudgerhaus mehr als eine Lésung

haben koénnen, gab er sich im allge=

_ _ , , . .| Diedrei Losungen der kubischen Gleichung:
meinen damit zufrieden, jeweils eine

Losung fur die dreizehn Gleichungs- ~ Die Cardanische Formel liefeg = u-v.
typen nachzuweisen, die entstehenpijvision vonf(x):= x>+px+q durchx-(u-v) ergibt

wenn man die Summanden so auf gdie ) = (x-%0) [Fb(z +(u=) D+ (U \)2 N 4} mit

beiden Gleichungsseiten verteilt, dal

" - n weiteren Lésungen
nur positive Koeffizienten vorkomt den weiteren Losunge

u-v
2

man sich noch an (7), dann kann man jqules

: . 1 :
men. Negative Koeffizienten wargn x,, =- tE E{/—S(u —V)® - 4p. Erinnert
aus geometrischer Sicht unsinnig, und

negative Losungen wurden als Indiz . .
durch 3iversetzen und erhalt damit

u—v+\/—_3
2 2

dafir genommen, daf} die Gleichupg

[{u + v) . Driickt man das

unldsbar, gestellt war. Nach den Er- 1 3
fahrungen mit quadratischen Glgi- Mit der 3. Einheitswurze:= - +i [~ aus,

selbst ,falsch®, d.h. sinnwidrig odgr X, =~

chungen gab das keinen Grund zur so werdex, = £[ii- £ [,
Beunruhigung. Weit unangenehmger .
o x, = £ [u- £* Ovund allgemein
war, dald die Losungsformel unzuver-

— el 2 .. -
lassig arbeitete, und zwar auch in Fgl- X; =& =" vfur j=0,12

len, wo eine oder mehrere positive

Lésungen bekannt waren. Ist namlich in CardanomEbr

(12) X=i/‘g+x/ﬁ+§/—%—«/ﬁ fur R:=(32)2+(_93

R negativ, dann liel3 sich die Quadratwurzel mit damaligen Mitteln nicht ziehen. Im

Beispiel
(14) x® =15x+ 4

behauptet die cardanische Formel, dal3
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(15) x, =3/2+4-121+3 2-J-121
,die” Losung sei, obwohl man durch Probieren=4 bekommt.

In der Ars magnasind derartige Beispiele sorgféltig vermieden,rate dirften auch Car-
dano kaum entgangen sein. Tatsachlich bemerkteCéagtaut 1746, daR genau dann
negativ ist, wenn drei reelle Losungen existiedaf} es sich also eigentlich um den ange-
nehmsten Fall zum Raten handélCardano sah offenbar noch kein Mittel, diesenespét
so genanntepCasus irreducibiles“anzugreifen. Raffaele Bombelli konnte das Geheimnis
ein Stuck weit luften: In seingklgebrg die schon um 1550 entstanden ist und 1572 ge-
druckt wurde, operiert er formal mit Quadratwurzalms negativen Zahlen und zeigt fur
das Beispiel (14):

(16) Y2+ -121= 26 =1, weil (26v= )’ = 2 1B/~ 1

Demnach war (15) tatsachlich nur eine (komplexpagee Darstellung der Vier. Generell
ist die Cardanische Formel (12) so gebaut, erkaBotabelli, dal3 sich die Imaginarteile

im Fall negativerR herausheben. Durch Kubieren und Koeffizientenvéfylsieht man
namlich, daR ausi/a+bld/-1=c+ di/-1 stets auch die konjugierte Beziehung

m: c- did/-1 folgt, und umgekehrt, so daR - in heutiger Auskisu®ise -
X, =2[Re(u)=2[ Re{) ist und die beiden Imaginarteile nur ddeilbergehende Funktion
eines Katalysators haben.(Vgl. die Bemerkung amuBcties 1. Abschnitts.) Leider liefert
dieser Vergleichsansatz tber die Erklarung hinaskein Berechnungsverfahren fiir
Re(u) ausa undb, die entstehenden Gleichungen sind namlich wikdeisch. Da sich alle
Umrechnereien im Kreise drehten, schien es sickliair um einen ,unauflésbaren Fall®,

einen ,Casus irreducibiles zu handeln.

Ganz so schlimm war die Sache aber doch nichteBeir allgemeinen Untersuchung des
geometrischen Winkelteilungsproblems bemerkte Vigte 1600, dal? die Winkeldreitei-
lungsgleichung einen speziellen Casus irreducibli@astellt, der mittels der Archimedi-
schen Einschiebungskonstruktion geometrisch undkmsinustabellen approximativ 16s-

bar ist”® Heute 1aBt sich das kurz so darstellen: draus gegebenenw3 zu gewinnen,
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soll der Kreispunkt(cosal sina) aus( cos@| sin&) bestimmt werden. Fiir die erste

Koordinate muf3 also bei gegeben8m
(17) cos3a = 40coda — 30 cog bzw. c@ = 4&° - X
aufgelost werden. Die Normalform dazu lautet natfirl

(18) w0 - 3008 _ gy g= 008301
4 4 64 64

Sie hat einerseits ,die“ LOsung = cosa , andrerseits gilt nach der Cardanischen Formel

(19) xlzcosa=%§/co§a+ sitSaB/—_1+%§/ cd3r - siBo@/-1.

Sind komplexe Zahlen erst einmal akzeptiert, daeammkman durch Koeffizientenvergleich

daraus die spezielle de Moivresche Formel

(19) 3\/c033at sirBr/-1= cos+ sip/-1

erhalten - und damit einen Zauberstab gegen attgplexen Kubikwurzeln: Im Casus irre-

ducibiles konnte man jetzt die auftretenden Kubiksein der Forn®/c+ildl immer durch

Ausklammern vorr :=+/c® +d” =|c+il8 mit (19°) ausrechneff

Der historische Weg verlief wegen des Mil3trauergegdmaginarzahlen etwas vorsichti-
ger: Schon die arabischen Astronomen des Mittetalatten entdeckt, dal3 die Berech-
nung der Neunecksseite, also die Dreiteilung deésVedkels, auf eine kubische Glei-
chung fuhrt, und Viete bemerkte, dal3 sich mitteéiéaeher Substitution alle bis dahin ,,ir-
reduziblen* kubischen Gleichungen auf den allgewimrisektionsfall zurtickfiihren las-

sen: Laft sich namlich irgendeine gegebene kubi&tkiehung

(20) y® + py+ =0 mit negativemg
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durch passende Wahl v@a auf die Form (18) zuriickfihren, dann kann manLésung

einfach in einer Tabelle unteroca nachschlagen. Dazu bringe mpherst einmal auf

—%. Das gelingt leicht, indem man die Gleichung dueith geeignetes® dividiert und

anschlieBenck::X schreibt. Flr negativgs mul3 man dazic:=2 M wahlen, dann
c
wird (20) aquivalent zu
Py d 3 q
(21) (%) +?%——=X3——D(— > =0 (firp’ <0),

c? 4 8#&
3

und der letzte Bruch hat genau dann einen—craillsi tauglichen kleinen Betrag%,

wennR’ negativ ist, wenn also (20) einen Casus irredugsbdarstellt. Lost man jetzt (21)

mit x, = cosa , dann gibty,:= cl x ,die” gesuchte Lésung im Casus irreducibiles.

4. Die Unvermeidbarkeit der komplexen Zahlen

Was hatte man gewonnen? Oberflachlich betrachtetdea Fachleuten Anfang des 17.
Jahrhunderts klar, wie man beliebige Gleichungettedr Grades in geschlossener Form
und ohne jede Anleihe bei den nur imaginierten &akduflosen kann. Der Casus ,irre-

ducibiles” hatte sich als lediglich ,subjektiv ichezibel* herausgestellt, solange man eben

nicht wul3te, dal3 er sich stets durx:h:X auf die Trisektionsgleichung oder mittels Auf-

c
|l6sung der Cardanischen Formel durch die de Mobhedewaltigen laldt. Damit waren
auch alle Gleichungen vierten Grades bewaltigt,nd€ardano hatte schon in dars

magna einen universellen Trick seines Schilers Ferratgeteilt, solche Gleichungen

durch geschickte quadratische Erganzung auf deiséun Fall zuriickzuspieléh.

Trotzdem war der Stand der Erkenntnis, den die Bhattiker mit Vietes Lésung gewon-

nen hatten, in mehrfacher Hinsicht unbefriedigend:
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e Durch den Umweg uber Kosinustabellen war ein artftes, hoheres Niveau von Ap-
proximationstechniken ins Spiel gekommen, als eQliiadrat- und Kubikwurzeln er-

forderlich war.

» Durch das Ausweichen auf die Trisektionsgleichungemde eine Fallunterscheidung

notig. Wieso ersetzten gerade trigonometrischeaBbtungen die komplexen Zahlen?

» Die Cardanische Formel lieferte zwar auch im Caseslucibiles ,,den” richtigen LO-
sungswert, aber anscheinend nur um den Preis saftsamen ,Durchgangs durch das

Imaginare”.

» Je mehr sich die Wissenschaftler seit Anfang deslJafirhunderts von geometrischen
Dimensionsbeschrankungen durch Einnahme formabedgeeher Sichtweisen frei-
machten, desto bedrickender wirkte der erheblisteggerte Rechenaufwand bei Glei-

chungen vierten Grades.

* Und bereits alle Anlaufe auf die allgemeine Glermpdinften Grades fihrten zu véllig
unertraglichen Kettenrechnungen, die den elegaNt@merungsmethoden der aufstre-

benden Analysis keinerlei Konkurrenz bieten konnten

Es wurde allméhlich klar, dal3 man geschlossenergssarmeln fir die allgemeinen Glei-
chungen funften und héheren Grades nur erhoffentkomvenn es geldnge, durchsichtige-
re, einheitliche und leichter zu verallgemeinerhdsungsverfahren fir die schon gelésten
Gleichungstypen zu entwickeln. Mit Bezug auf diet des Spatbarock schreibt J.E. Hof-
mann: ,Die Algebraiker verzehr(t)en ihre bestenft&@dm Ringen um das unerreichbare
Wunschziel, die Lésungen allgemeiner GleichungeRadikalform zu geberf® Viele der
grofiten Mathematiker von Descartes bis Euler, lragraund Gauld haben an diesem Pro-

gramm mehr oder minder erfolglos gearbeitet.

Endlich kam der Verdacht auf, die Sache sei vitieivon vornherein, aus prinzipiellen
Grinden, zum Scheitern verurteilt, und man soliggt snach Loésungswegen besser nach
Techniken fir Unmadglichkeitsbeweise suchen. AlsfiRyfGauld, Abel, Cauchy, Galois,

Jordan und andere solche Techniken ausfindig genhatters®, war die moderne Algebra
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geboren, und mit ihr eine vollig neue Kategorie meatatischer Erkenntnis: dignmog-
lichkeitsbeweisg d.h., es wurde mdoglich, fir grol3e Problemklasdien Unmdglichkeit
einer endlich-algebraischen Rezeptur zu beweisenvdte sicher ermidend, die tatsachli-
chen Entwicklungen zwischen 1600 und 1800 im emeelnachzuzeichnen. Es soll statt-
dessen - ganz im Sinne des Toeplitzschen schwdtkimisch-genetischen Prinzips - nur
ein abgekirzter Gedankengang fingiert werden, deder historischen Linie dieses Zeit-

raums stattgefunden habletnnte

Es geht um die naheliegende Frage, ob sich nictih &ine einheitliche Losungsformel fir
die allgemeine kubische Gleichung finden lassewigedie Cardanische den Casus irre-
ducibiles einschliel3t, aber ganz ohne komplexe etahuskommtDie negative Antwort

soll im folgenden mdglichst elementar rekonstruveerden. Im wesentlichen werden wir
nicht mehr als den euklidischen Algorithmus fur yoime benutzen, und das auch nur
vergleichsweise sparsam. Dabei werden sich einggeGadundideen der spateren Koérper-

theorie einstellen, und auch schon ein paar déineten Unmadglichkeitssatze.

Ausgangspunkt kdonnte die schmerzhafte Erfahrungegem sein, dal3 zwar mehrere Vari-
anten der Cardanoschen und Ferrarischen Herleruaggeleckt wurden, aber kein einheit-
licher reeller Formalismus fur den allgemeinen Hdlt man an einem Problem lange ge-
nug im Kreis herum gerechnet, dann wird man sigaridwann erneut fragen missen, wo-
nach eigentlich gesucht wird und welche Chancemhi#ogpt bestehen. Was sucht man ei-

gentlich, wenn man eine ,algebraische Losung“,idaB: eine reelle Wurzelformel, fur die

allgemeine kubische Normalforx® + px+ q=0 sucht?

Offenbar geht es darum, eine Formel zu finden(stiets) eine Loésung, aus den gegebe-
nenp und g erzeugt, indem lediglich Grundrechenarten und gesukeltereelle Wurzel-
ziehungen angewandt werden. Will man nun zeiged,dd& nicht immer geht - und diesen
Verdacht muf3te man sich erst einmal hart erarbejtelann ist zu klaren, warum diese
Konstruktionsmaoglichkeiten im Reellen nicht genughlen augp und g herzustellen ver-

maogen.

Nehmen wir uns als Beispiel den Casus irreducibiles
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(22) x®-3x+1=0 mit R= —;

vor. Er hat, wie wir wissen, drei reelle LosungBrese Losungen sind auf keinen Fall rati-

onal. Gabe es namlich einen geklrzten Bre?crals Losung, dann mafRten nach Multipli-
q

kation von (22) mitg® die Gleichungemp® - g*[{3 p+ ¢ =0= ri]j F-3 d) - d gelten,

so dafPp undg einander wechselweise teilen mufiten, obwghi +1 keine Loésung ist. Es
q

ist also notig, die Losungen von (22) aul3erhalb®aru suchen.

In einem ersten Versuch nehmen wir an, es wareiagline Losung in der irrationalen
Form x, = a++/b mit rationalena, b darzustellen. Setzte man diesesn (22) ein, dann
miRte (a+\/5)3 —3[Qa+x/_b)+1=( & + 3ab- 3a ])"‘\/_b:ﬁ 34+ b $= 0 gelten.
Das ginge nur, wenn die beiden letzten Klammericigl®&lull waren. Mit denb aus der
letzten Klammer ergébe die vorletzt8a® + 6a+ 1= —[( 29)° - 31 29 - }: Q so daR a
rationale Losung der Gleichungx® -3x—-1= 0 wére. Die letztgenannte Gleichung hat

aber ebenso wie (22) keine rationale Losung. Faigkann keine Losung von (22) in der

Form x, = a++/b mit rationalers, b darstellbar sein.

Versuchen wir es in einem zweiten Versuch mit einetionalen Lésungx, = a+3/b,

wobeia undb wieder rational seien. Einsetzen in (22), Ausmiitieren und Zusammen-

fassen nach Potenzen vdib ergébe diesme(la3 +b- 3a+1) + i’/_b[QSaf - G) + SaB/_B,
wobei die Klammern rational waren. Nun W=(%)2 sicher kein rationales Vielfa-

ches von3/b und auch nicht rational, sonst ware das ratiovtnasl:e(%/ﬁ)3 =3/t /b zu-

gleich irrational. Folglich mifR3ten alle Klammernder Umformung von (22) gleich Null

sein. Das wirde aber= 0 undb = 1 bedeuten, was natirlich unméglich ist. Es kdea a

auch keine Lésung der Form) = a+3/b mit rationalera undb geben.

Der dritte Fehlversuch ist mihsamer, dafir wirdies der allgemeinen Losung erheblich

naher bringen: Nehmen wir an, es gabe eine irraliobdsung von (22), die sich mit ratio-
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nalen a,b, ¢ din der Formx = a+ Hir+ dJF mitr:=3/d schreiben 1aRt. Einsetzen in

(22) und Ordnen nach-Potenzen ergibe diesmé@h3 +6abd+ P d+ ¢ -3 a :I) +

r[ﬂBa2b+3a(:2d+ 3% co- 3@)+ F[@:%ef e 3aB+ 3bé ¢ 2)@ 0 Glicklicherweise

interessiert nur, dal3 die Klammern rational undasegwie im zweiten Versuch - gleich
Null sein muR3ten. Es ist diesmal allerdings sehiwse, daraus die Koeffizienten b, c, d

in einen Widerspuch zu verwickeln. Schaut mani@feitiie Umformungsstruktur genauer

an, dann wird deutlich, daB nur die Beziehurig-d = rational ausgenutzt wurde. Nimmt

Ne

man stattr mit Hilfe der dritten Einheitswurzer::—%ﬂ E—l? die Parameter [& o-

derr [¥* =r [E, dann wiirde sich nichts andern, d.h., mit= a+ br+ c[I* hatte man
auch die Losungen, = a+ b¥[E+ c[r* [¥* und x, = a+ b[Or( + c¥* [£* dargestellt.

Nun sind in (22) alle drei Lésungen reell. Daher¥tein die Imginaranteile in den beiden

/3

letzten Darstellungen verschwinden. Es ist z|rB(x2) =r E—l?3 [{b - c[t), wie man leicht

nachrechnet. MuUfte dieser Term verschwinden, saeniif ¢ = 0 sein,x; also rational.
Das ist nicht mdglich. Daher kann (22) keine Losdeg Formx, = a+ b3/ d+ CB/F

mit rationalena, b, ¢, d haben.

Dieser Fehlversuch la3t immerhin drei wichtige eiggine Einsichten zu: Aus langer Er-

fahrung im Umgang mit Wurzeltermen wuf3te man, daR die Nenner aller Quotienten

a+o®d+ ¢&

der Form durch geeignete Erweiterung rational machen laddesere

a'+g'Rd+ ¢R
Uberlegungen zeigen deshalb erstens, daR (22)iakeinem Erweiterungskorp®(3/d )

mit rationalemd l8sbar ist® Zum zweiten haben wir von der speziellen Form (&%) nur
soweit Gebrauch gemacht, als (22) ein Casus irieidies ohne rationale Loésung war. Das
erste Ergebnis gilt also fur alle derartigen FaBehliel3lich, zum dritten, brauchten die

Koeffizienten a, b, ¢, d gar nicht rational zu sein. Entscheidend waR die aus irgendei-

nem reellen Oberkérper v@ stammten, det/d (und damit auck/d? ) noch nicht ent-

hielt. Zusammengefal3t haben wir damit folgendessZlenresultat:
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Hat ein Casus irreducibiles keine Losungen im szelKérper KU @ , dann nitzt auch das

Ziehen reeller dritter Wurzeln, d.h. die Korpererigeung von K um eine reelle Kubikwur-
zel, nichts. Anders ausgedrickt: In diesem Fallneginauch keine gebrochen-rationalen
Ausdriicke mit Koeffizienten aus K und Potenzenemesn reelleri/k mit k 0K eine Lo-

sung herstellen.

Stellt man sich nun vor, es gabe eine reelle Wigrekel zur Auflosung eines Casus irre-
ducibiles mit rationalen Koeffizienten, aber ohaéanale Losung, dann mufite diese For-
mel aus einer oder mehreren verschachtelten Wuazdiebaut sein. Es leuchtet vielleicht
ein, dafd bei der Berechnung am Schlul} irgenddiitte Wurzel auftauchen mufite, denn
die zu l6sende Gleichung weicht mit defrbestenfalls dritte Wurzeln auf. Gibt es aber bis
zu dieser letzten Wurzelziehung noch keine Losdagn verhilft eine abschlieRende Ku-
bikwurzel nach obigem auch nicht mehr dazu! Dafaessichlich im letzten Schritt nur mit

einer Kubikwurzel klappen kénnte, also in Wahrlggit nicht, beweist der folgende

Satz:Die Gleichungf(x) = x* + px+ g=0 habe rationale Koeffizienten und im Oberkor-
per K von@ keine Losung, wohl aber i(r) = K(Q/E) mit primemn und kOK. Dann

mul3n = 3 sein. Anders gesagt: Das UBeirreduziblef (x) laf3t sich durch Adjunktion ei-

ner Wurzel von Primzahlgrad allenfalls dann zegfdllwenn es sich um eine Kubikwurzel
handelt. (Dieser Satz zeigt auch sofort die Unnabgkit vieler berihmter Konstruktions-
probleme ,mit Zirkel und Linealkante“, sobald sielsauf irreduzible kubische Gleichun-

gen Uibe® zuriickfiihren lasset))

Beweis:Die Elemente vorK(r) = K(Q/E) haben nach Fuf3note 30 ausnahmslos die Form
n-1
o(r) = >k, O’ mit Koeffizienten auk. Es seienx, = ¢(r) in K(r) = K(Q/E) Nullstelle
i=0
vonf undr folglich dort Nullstelle vonf o g. Das Polynomh(x):= x" - k hat dort diesel-
be Nullstelle. Daher muf3 der grof3te gemeinsamesiMedn f - g undh mindestens den
Linearfaktorx-r enthalten. Nun |aRt sich dieser ggT mit Hilfe @eklidischen Algorith-
mus’ ganz mit Rechenoperationen Khberechnen, und dort hatgar keine Nullstelle.
Deshalb kann der ggT nicht kleiner &lsein, und das heif3t, das Polynbmst Faktor des

Polynoms f o g. Betrachten wir nun die auftretenden Gra@rad( fo g)=30Grad g
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mit 1< Grad(g) < n, und Grad(H = n muR Teiler davon sein. Daals Primzahl voraus-

gesetzt wurde, mufs = 3 sein. Damit ist der Satz bewiesen.

Nehmen wir nun an, man habe aus gamd g einer gegebenen kubischen Normalform
mittels Grundrechnungsarten und endlich vielen Whkadjunktionen eine Zahl mit einem
Bestandteik im ErweiterungskérpeK gewonnen, und erst i (Vk ) finde sich eine Lo-

sung der kubischen Gleichung, dann darf nmamls Primzahl annehmen, denn fir

n=r' kdénnte man erst noch(”\'/_k) bilden, bevor sicl1<(ﬁ/' ”\/_k) easgraine Losung

fande. Jede geschachtelte Wurzelformel fur eineskhle Normalform lie3e sich folglich
so aufbereiten, dafd am Schlul? eine Kubikwurzel gmzaverden mufdtém Beispiel (22)
und allgemein in jedem Casus irreducibiles mit Kinefnten, aber ohne Losung aRsst
es nach dem obigen Zwischenresultat unmdglich, leiseng reell-algebraisch darzustel-

len, d.h. durch Verschachtelung von und Grundreahten mit nur reellen Wurzeln.

5. Zusammenfassung

Die L6sung der allgemeinen kubischen Gleichung lidueelle Radikale ist nicht moglich.
Um sie aufzulésen, braucht man komplexe Zahlend-aucth, um das einzusehen. Als del
Ferro, Tartaglia und Cardano ihr Losungsverfahagrén, tauchten komplexe Zahlen ganz
unerwartet auf, leisteten jedesmal zuverlassig hemste, und verschwanden dann wieder
spurlos, wie Bombelli und Viete zeigen konnten. das zu verstehen, mufdte man sich
widerstrebend auf die erstaunliche Katalysatorrdéde Imaginéren einlassen, freilich auch
auf die Null und die negativen Zahlen. Mit diesemdatz waren eindrucksvolle Satze von
asthetischer Geschlossenheit zu gewinnen: die Gigdee Formel fur alle Falle oder auch
der Fundamentalsatz der Algebra. Leibniz schriéls ist namlich eifersichtiger auf ihre
herrliche Vielfalt die Natur der Dinge, die Muttder ewigen Mannigfaltigkeiten, oder
vielmehr der gottliche Geist, als dal’ er zuliel&& dlles unter einer einzigen Gattung zu-
sammengedrangt wirde. Daher fand er eine feinewuntberbare Ausflucht in jenem
Wunder der Analysis, dem Monstrum der idealen Wakt einem Amphibium zwischen

Sein und Nicht-Sein, welches wir die imaginare Vélirennen*
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Die Vieteschen Zusammenhéange zwischen LosungenGlgidhungskoeffizienten einer-

seits und die aufkommende Uberzeugung vom Fundafsatt der Algebra andererseits
haben im 17. Jahrhundert zu der praktischen Gewahgéfuhrt, Gleichungen ohne Rick-
sicht auf anschauliche Bedeutungen in Nullform, Buthstaben fir irgendwelche positi-
ven, negativen oder ganz verschwindenden Koeffiegreand mit komplexen Zahlen anzu-
schreiben. Geometrische Dimensionsriicksichten wudlech die Gewodhnung an rein
algebraische Sichtweisen Uberwunden. Und Lésungeitedman nach den Erfolgen von
Cardano und Ferrari auch bei noch unbewaltigtenc@gstypen von genialen Substitu-
tionen und geschickten Faktorisierungen erwartas,heif3t von Zerfallungen in einfachere
Teil- oder Hilfsgleichunger® Vielleicht konnte es auch helfen, noch abstrustaklen

erfinden als die komplexen?

Erst als alle noch so angestrengten und ausdaueReehnungen nichts halfen, wandte
man sich in der zweiten Halfte des 18. Jahrhundexth grindlichen Bestandsaufnahmen
strukturellen Betrachtungsweisen zu. Der obige Gkelagang zeigt die prinzipielle Wen-
dung, die Motivationslage und die erfolgverspredw®eechnik. Fur die Heuristik der all-
mahlichen Wendung zu den Transformationsgruppenschlief3lich zum vorlaufigen Ab-
schlul3 unseres Fragenkreises durch die Galois-iEh&dren sollte, missen wir auf Spe-
zialliteratur verweisen (andeutungsweise etwa wplke 1980, Freud oder Peiffer/Dahan-
Dalmedico, detaillierter in Scholz, insbes. Kap, dder Wussing). Die sensationellen,
wenn auch enttduschenden Ergebnisse der neuenralgehbl9. Jahrhundert sind jeden-
falls noch heute beriihmt: Viele klassische Problelere,Konstruktion mit Zirkel und Li-
neal(kante)* wie die Dreiteilung beliebiger Winkelie Verdopplung eines Wiirfels oder
die Konstruktion der Seite eines regelmaligen Sietles sind unldosbar; es gibt fir be-
stimmte Gleichungen funften und héheren Gradegzimiell keine Auflosungsformeln aus
verschachtelten Wurzelgebilden nach dem Vorbild@kndanischen Formel; und es ist nur
mit gravierenden Einschrankungen mdglich, das Zabtdhnen tber den Bereich der kom-

plexen Zahlen hinaus auszudehnen.

Seitdem hat sich das Interesse der modernen Algaloner mehr auf abstraktere Struktur-
gebilde verlagert. Die ,klassischen“ Negativresgltdes 19. Jahrhunderts erscheinen in
den heutigen Algebra-Vorlesungen meist nur nochRande, beim viel allgemeineren

Thema Korpererweiterungen etwa oder als elegantallptodukte der Galois-Theorie.
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Von den einst so heftigen Geburtswehen der zunetirabstrakteren Strukturtheorien er-
halt der Lernende nur in konkreten Ubungsbeispiei@en fragwirdigen Eindruck, weil
sie sich naturgemal als erschreckend sperrig esmgsdenfalls im Vergleich zum schier
endlosen, aber héchst eleganten Definitions- unidgBtiige der Vorlesunt.Anders ge-
sagt: Auf wie harter Rechenarbeit die abelscherpfen und die Galois-Theorie bei aller
Genialitat gewachsen sind, habe ich in keinem muaetehrbuch gesehen, und die be-
ruhmt kurzen Lebensspannen von Abel und Galoisderien man Studenten gern beein-
druckt, lassen es kaum ahnen. Erst ein Blick in@schichtsbicher der Algebra verrét,
daR beide den riesigen Uberblicksaufsg®2flexions sur la résolution algébrique des
égquations“von Lagrange aus dem Jahre 1772 sehr griindliclhestindtten, und natirlich
Gaul?’ ,Disquisitiones arithmeticae“von 1801. Dort aber waren die vergeblichen Rech-
nungen zum algebraischen Auflosungsproblem aushudatlerten systematisch zusam-
mengefaldt. Aus solch mihsamen und zahen Vorarbeitehnur daraus, stellte sich im
Laufe der nachsten einhundert Jahre die heutigktstelle Sichtweise ein - notgedrungen,

und (noch) nicht als Frucht irgendeines Zeitgeistdsr gar freier Schopfung.

Tropfke 1980, S. 151; Cardano, S. 219. Biis magnae sive de regulis algebraieisschien 1545 in
derselben Druckerei, die ein Jahr vorher mit Mitt&tdels Arithmetica integraund wiederum ein Jahr
frher mit De revolutionibus orbium coelestiumon Nikolaus Kopernikus bereits zwei Werke von wis-
senschaftsgeschichtlichem Weltrang herausgebradttat. h

Scholz, S. 276; viele Daten auch bei Pieper.

® In Tropfke 1980, S. 151 wird berichtet, schon ¢tehabe sich eine derartige ,falsche* Aufgabe dieste

namlich die Hohey81- 144 fir einen quadratischen Pyramidenstumpf zu bemthtiessen Seitenkan-
ten 15 FuB3, Grundkanten 28 FulR und Deckflachenkahteuld ausmachten. Heron rechnete dann weiter,
indem er das milliebige Vorzeichen unter der Wuetefach vergal3. Bei Cardano wird mit komplexen
Zahlen zwar ungern, aber richtig gerechnet. Ausgiéithrte das dann Raffaele Bombelli in seiner be-
rihmten ,Algebra“ von 1572 durch - immer noch eaibies Jahrhundert vor der Idee, grundséatzlich Null-
gleichungen zu betrachten und Linearfaktoren aladtesp und Girards Fundamentalsatz. ,Wir bemer-
ken..., dal3 die Beschaftigung mit quadratischernc@lagen keinen Anlal3 zur Einfuihrung negativer Zah-
len gibt, auch nicht zur Einfihrung komplexer Zatilgé Tropfke 1980, S. 423 u. 490f.)

* Tropfke 1980, S. 424
Jalsche Probleme*®, ,Tortour", ,so raffiniert, @inutzlos"; Cardano, Kap. 37

.Man kann sich bei jeder Gleichung soviele Lomgorstellenifnaginel), aber manchmal gibt es keine
Grolie, die dem entspricht, was man sich vorstdittpfke 1980, S. 152
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10

11

-Monstrum der idealen Welt", ,fast ein Amphibiumvischen Sein und Nichtsein®, ,unmdgliche GréRen*;
Tropfke 1980, S. 153

~unmdogliche Zahlen“; Scholz, S. 294

+Weil nun alle méglichen Zahlen, die man sich iemworstellen mag, entweder gréRer oder kleinefals
oder O selbst sind, ist klar, dal3 die Quadratwarzein Negativzahlen nicht einmal zu den mdglichen
Zahlen gerechnet werden kénnen. Folglich missernsagen, dafl} sie unmégliche Zahlen sind. Dieser
Umstand fuhrt uns zum Begriff solcher Zahlen, tlieei Natur nach unmaéglich sind und gewdhnlicia-
gindre oder eingebildete Zahlegenannt werden, weil sie blof3 in der Einbildunghesrden sind... Von
diesen behauptet man also mit vollem Recht, daesiter gréRer noch kleiner als nichts, ja nichiraih
nichts selbst sind, weshalb sie fir unmdglich genalverden mussen.

Dennoch bieten sie sich unserem Verstande dafinden in unserer Einbildung Platz; deshalb werden

sie auch blof3 eingebildete Zahlen genannt. Obwbét diese Zahlen, wie Z.B/?4, ihrer Natur nach
ganz und gar unmdglich sind, haben wir von ihnechdeinen hinlanglichen Begriff, da wir wissen, daf3
durch sie eine Zahl angedeutet wird, die mit selbs multipliziert als Produkt -4 hervorbringt;didie-
ser Begriff ist ausreichend, um diese Zahlen deshBeverfahren zu unterwerfen...

Endlich mu3 noch das Bedenken behoben werdendiddfehre von den unmdglichen Zahlen als nutzlo-
se Grille angesehen werden kénne. Dieses Bedeskanbegriindet. Die Lehre von den unmaégliche Zah-
len ist in der Tat von gréRter Wichtigkeit, da Afifgaben vorkommen, von denen man nicht sofort wis-
sen kann, ob sie Mégliches oder Unmaogliches vedan@enn dann ihre Auflésung zu solchen unmdogli-
chen Zahlen fiihrt, hat man ein sicheres Zeicheiirdd& die Aufgabe Unmdgliches verlangt.” (Eufr,
86-88)

... woraus erhellt, dal} beide Werte imaginad sider die Gleichung unmdglich wird, wenn... ,, (eta,
S. 312)

- wWahrend bei imaginaren Ausdriicken, wie etv(%, auch keine Naherung stattfindet, da 100 davon
ebensoweit entfernt ist wie 1 oder irgendeine andahl. (ebenda, S. 313)

Als kuriose Anmerkung dazu folgendes Zitat: ,erfrer wie ist es mdglich, dall etwas kleiner alstsic
und doch eine Grol3e sein kann? Es lehren zwar é€irig solches Nichts sei nicht nichts, sondere ein
gewisse Art Etwas. Aber diese Erklarung von Nightggt nichts, denn aus nichts wird nichts.” (Frielr
von Drieberg: Die Arithmetik der Griechen. Leipzifyeigel 1819, S. 130)

Bombelli bemerkte in seiner ,Algebra“ von 1573dz.B. x3 =15x +4 durchaus keine falsche Glei-
chung sei, weil die cardanische Formel ledigliaiediomplexe Darstellung der verniinftigen Losurg4
gebe. Girard begrindete den Nutzen der ,unmdglitiisungen” mit der Giltigkeit des Fundamentalsat-
zes, mit der Sicherheit, daf3 es keine weiteren g gebe, und mit der Méglichkeit, Lésungen wahrer
Gleichungen zu finden, wenn man ihren Zusammenhahgnmdoglichen Gleichungen studiere. (Tropfke
1980, S. 152) Fir negative Lésungen, die als ebginstos galten, hatte Cardano das schon vorgemacht

x3 +16=12x hat die sinnlose Losung= -4, was f[]rx3 +12x = 16 die ,wahre" Losungk = +4 liefert

(Cardano, S. 12). Bei Cauchy (um 1826), Gaul3 (1888)Hamilton (1837) findet sich dann die ,moder-
ne“, formalistische Auffassung, dal? es sich umtsidhetaphysisches, sondern um eine Rechnen mit Zah-
lenpaaren, Polynomklassen oder Ebenenpunkten nteressanten Regeln handle. (vgl. Gray und Pieper)

C. Wessel suchte in einer zunachst wenig beashtiinischen Schrift von 1797 nach einer Multiplika

fur dreidimensionale Grof3en und fuhrte dazu gestehGrof3en der Ebene auf komplexe Zahlen zurtick.
J.R. Argand (1806) bemerkte, dal} die Frage, wikg@aisse Zahlen seien, von der Art der gemessenen
GroRe, d.h. vom Anwendungskontext, abhangt. Beit&ustanden hatte negative Zahlen Sinn, bei Apfeln
nicht. Einen Kontext, in dem nun komplexe Zahles @r63enmafd Sinn machten, fand er in gerichteten
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Strecken der Ebene. Ahnliche Auffassungen vertr&aul (ab 1801), J.F. Francais (1813), C.V. Mourey
(1828), Cauchy (1849) und andere. (Gray, S. 293t2@PPieper, S. 208-223)

~Ausgangspunkt fur Ferro scheint die Frage gewese sein, wann Sicl;éa+\/5 als u+\/7/ schreiben
lant. Ein Hinweis auf dieses Problem steht am EteteRudolffscherCoR (1525). Stifel untersucht die
Angelegenheit in seineBrlauterungen zur Cof1553/54) genauer, und Ahnliches findet sich (jédoc
wohl in Unkenntnis des Vorgéangers) in Bombelligebra(1572).“ (J.E. Hofmann, Bd. |, S. 135)

Linearfaktoren, negative Koeffizienten und Nutighungen waren im 16. Jahrhundert noch nicht ge-
brauchlich.

Vgl. dazu eine ahnliche Spekulation in Tropfké3Q9S. 447f., sowie die Hinweise in Cantor, S. 446
486; Tropfke 1937, S.140. In Tropfke 1937, Fursté&, heildt es noch mit Bezug auf del Ferro: ,Man
vermutet heute, daf? ihm die Lésung durch Probieieékubischen Irrationalitaten gegliickt sei.”

Scipione del Ferro, ber den man wenig weil3 téeton 1496 bis zu seinem Tode 1526 ununterbrochen
an der Universitat von Bologna. Er mulR wohl gutrgedet haben, denn blicherweise wurden die Lehr-
vertrage alle paar Jahre gewechselt. An der in dfattik damals fihrenden Bologneser Universitat ha-
ben Kopernikus ab 1496 und vermutlich 1506 aucteDstudiert. Luca Pacioli war dort um 1500 einige
Zeit Professor. Nach Nicolo Fontana, genannt Thagger Stotterer), seien schon 1536 dreiRig Jahre
vergangen gewesen, seit del Ferro das Geheimnlauteschen Gleichung gegeniiber seinem Schiler Flo-
ridus gellftet habe. (Cantor, S. 346, 468, 4834.96f.)

Die Prioritat del Ferros ist auch von Tartaglieht bestritten worden. Erstaunlich bleibt allegin dai

del Ferro, Tartaglia und Cardano fast unabhangmgev@nder auf denselben Lésungsweg am selben Fall
.Kubus + Unbekannte = Zahl* gekommen sein soll&in¢ dt. Ubersetzung des Anfangs von Kap. XI der
Ars magna findet sich in Andersen, S. 165f.)

Ferrari hat u.a. die allgemeine Losung der Glaich4. Grades zur Ars magna beigesteuert. Natirlich
hatte der Stotterer Tartaglia im 6ffentlichen Dispenig Chancen gegen den eloquenten jungen Cardano
Bewunderer. Fir Einzelheiten des heftigen Streitsasf Cantor und Ore verwiesen. Die ,vornehme" Zu-
rickhaltung Cardanos erinnert ein wenig an dieespafvornehme* Zurlickhaltung Newtons im Priori-
tatssteit Gber die Erfindung der Differentialrechgu

Zitiert nach Cantor, S. 488, und Tropfke 1980448. Bei Cantor geht das Zitat noch weiter.

vgl. etwa Eves, S. 173; Struik, S. 64; Tropfk@0,9S. 449f.; Andersen, S. 163-168. Meist wird Regi-
omontan oder Stifel verwiesen; vgl. Ful3note 23.

K. Andersen, S. 163
vgl. Struik, S. 62ff.

Cardano begriindet das im Anschlu® an die ebientaifTextstelle etwas umstéandlicher, indem eriither
x2 Uberstehenden Teile in quadratische Saulen zevglgtCardano, S. 96f. oder Andersen, S. 164.

Es gibt schon entsprechende Hinweise bei Regitand¥56 (Tropfke 1980, S. 443f.) und 1471 (Tropfke
1937, S. 135). Michael Stifel hat 1553 bei der Nwahsgabe der Rudolffsch@ol} dessen perspekti-

visch gezeichnete Wirfelteilung f48+ \/5) = 45++/1682 mit der kubischen Gleichung in Verbindung
gebracht (Tropfke 1937, S. 140). Auch in seiddthmetica integravon 1544 findet sich diese Teilung in
Parallelprojektion zur Auffindung der dritten Wulzeis einem Ausdruck der Forar+ \/B (Rottel).
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24 Tropfke 1937, S. 152. Man sieht diese (iberrastidiatsache am bequemsten ein, wenn man die Funkti-

on f(x) :=x3+ px+ q studiert. f hat genau dann drei Nullstellen, wenn zwei Extrentev
f(xl), f(x2) mit gegensatzlichem Vorzeichen existieren, d.hnrwdas Produkt der Funktionswerte

2 4 2o _ -
f(xl)Df(xz) =q 9 %-4!? negativ ist.

% verdffentlicht 1615, vgl. Tropfke 1980, S. 454emvhutlich war der Zusammenhang zwischen kubischen
Gleichungen und der Winkeldreiteilung im 15. Jalmdert schon Regiomontan bekannt; Tropfke 1937, S.
135.

% Um einzusehen, daR die cardanische Formel au€asus irreducibiles funktioniert, muR man Bombelli

Problem der Berechnung beIiebig%ct i[d l6sen. Vietes Erkenntnis des Zusammenhangs mif\ier
keldreiteilungsgleichung eroffnet folgenden Weg:

Wendet man auf die Trisektionsgleichung (19),jdiedie” Losung x1 =cosa hat, die cardanische For-

mel an, dann ergibt sich fla i := :\chos&rt i Osinda nach Bombelli x; = cosa = R4a+ iElb) .
Durch Kubieren und Koeffizientenvergleich findetrmauchb =sinag und damit die de Moivresche

Formel fur den Grad 3. Um mit dieser Formel be@eb%’m ausrechnen zu kénnen, muf? man im

c d
Radikandem := ch + d2 ausklammern un®a so bestimmen, daBos3a =—  unsin3x = — wird.
r r

Angesichts der Schliisselrolle, die den Sinus-Kgsikombinationen bei diesen Umformungen fiir kom-
plexe Zahlen zukommt, wundert man sich, warum dietDng in der Ebene bis 1800 fehlte. Die lange ge-
suchte Darstellung der drei reellen Lésungen imu€aseducibiles gelang erst 1675 dem Eichmeister
Michael Dary; vgl. Hofmann, Ill, S. 29.
" Die Idee ist zwar rechenaufwendig, aber sehragiedgVie bei den kubischen Gleichungen kann man den
zweithdchsten Summanden immer durch biquadrati&gsigénzung fortschaffen, so dal} die allgemeine

Gleichung 4. Grades durch eine Normalfowﬁ = px2 + gx+ r beschreibbar ist. Mit dem Parameter

2
wird nun die linke Seite quadratisch erganz[(xg + c) = px2 + gx+ r+2 c>g + (,2 Klammert man

anschlieBend rechts:= p + 2¢ aus, dann |aR3t sich der verbleibende Faktor dwehl vonc zu einem

q  r+c? q 2 4(p+20)(r+ 2)—q2
vollstdéndigen Quadrat machen: Er Iaube% +—X+——= (x + —J + .

d d 2d 4d2
und der letzte Bruch verschwindet, wenals Nullstelle des kubischen Nenners gewahlt wkid. Ferra-
ris etwas umstandlicheren Ansatz und historischeavieen der Grundidee vgl. Tropfke 1937, S. 162ff.
und Eves, S. 174 ff. Man beachte, daR Gleichungexdr htéheren Grades fir die geometrische Auffas-
sung der Renaissancemathematiker lediglich fori@plelereien darstellen konnten - Cardano auf3ért sic
auch entsprechend im ersten Kapitel der Ars magfml. Witmer, S. 9)

2 Hofmann, IIl, S. 28

29 Vgl. etwa WuRing oder van der Waerden.

% Die Begriindung macht einige Miihe, wenn man Bride® genannten Typs direkt rational machen will.
(Vgl. etwa Sawyer, S. 107 u. 199) Tatsachlich dj#t Aussage sogar fur Aggregate ausVurzeln, wenn
n prim ist. Die folgende Begriindung erspart furchtébBechnereien: Aus der Erweiterung des Korpers
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um einen. Wurzel r = Q/E die noch nicht irK liegt, entstehen mit Hilfe der Grundrechenartendes:
n-1 i

tens Zahlen der Fornf (r):= 'Zokj i) . Tatsachlich haben auch Quotienten solcher Zatileselbe
J:

Form, wenm prim ist. Dafir reicht es, den Kehrwert vb(r) genauso darstellen zu kénnen. tsprim,
dann haben die Polynonfig€x) und g(x):: -k als gréf3ten gemeinsamen Teiler UKegine Kon-

stante (sonst hatig schon inK eine Nullstelle undk eine Wurzel). Aufgrund des euklidischen Algorith-
mus lafRt sich der ggT mit Polynomen UKeso darstellen:

L= () of(x) + (Y 0d § = 4( 301 }.

Und damit ist fl(r) eine ganzrationale Darstellung des Kehrwerts ‘I’nﬁn) UberK.

%1 Von den klassischen Konstruktionsaufgaben ,mikéli und Lineal* lassen sich viele auf Gleichungen

dritten Grades mit rationalen Koeffizienten zuriitkien, neben der Dreiteilung beliebiger Winkel etwa
die Verdopplung eines gegebenen Wirfels, die Tegileimer Kugel in gegebenem Verhéltnis oder die
Konstruktion des reguldren Siebenecks. (Vgl. etnapike 1980, Dorrie, Manin oder Breidenbach/Suss)
Da die zugelassenen Konstruktionsmittel nur rationid geschachtelten Quadratwurzeln zusammenge-
setzte Terme erlauben, sind solche Probleme dashmumndann ,mit Zirkel und Lineal” 16sbar, wenn die
entsprechende kubische Gleichung eine rationalarighat.

%2 zitiert nach Becker, S. 214. Das Originalzitatt sich in G. Kowalewski (Hrsg.): Leibniz (ibee dina-

lysis des Unendlichen. Leipzig: Ostwalds Klassiitér. 162) 1908, S. 52ff.

% vVgl. etwa Tropfke 1980, S. 461-468.

% Die Unmadglichkeit einer reell-algebraischen Asfllg der allgemeinen kubischen Gleichung ist in dem

ausgezeichneten Lehrbuch von Artin nur noch einangbaufgabe - immerhin mit Sternchen (S. 667).
Vgl. auch die kritischen Bemerkungen in Scholz48): Durch immer héhere Abstraktion habe man Ein-
fachheit, Klarheit und Querbeziige gewonnen. ,DeidPdafir war eine Lehrweise des Stoffes, beimer i
schlimmsten Fall der Kontakt mit den Beispielenstéindig verloren geht oder auf den Kopf gestealro
dieser in verkehrter Weise erscheint - etwa dadutaR elementare Ergebnisse so dargestellt weatken,
setzten sie die voll entwickelte Theorie voraus.*
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