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Lutz Fiihrer

Objektstudien in der Vektorgeometrie

Immer wieder haben Kritiker ,modernen Geometrieunterrichts beklagt, daB die geo-
metrischen Aspekte der physischen Welt nur noch ein Schattendasein fristen diirfen. Es
scheint manchmal so, als habe man den klassizistischen Unterricht nach Euklid nur
iiberwunden, um Raum fiir eine — pidagogisch ebenso unerfreuliche — Lineare Definitions-
arithmetik im Vorfeld einiger Universititsdisziplinen zu schaffen.

Ich kann nicht bestreiten, daB Lineare Algebra in propédeutischer Hinsicht wertvoll ist,
leistet sie doch redliche Dienste als mathematisches Hilfsmittel fiir Okonomen, Physiker,
Statistiker und Mathematiker. Man kann sie auch als Muster einer abstrakten Struktur-
theorie lehren. Allerdings bleiben handfeste Anwendungen auf Schulniveau meist un-
erreichbar oder gekiinstelt: Lineare (Un-)Gleichungssysteme sind ohne Computer zu
rechenaufwendig, ebenso Matrizen, und qualitative Analysen wirken ohne ausreichenden
mathematischen Erfahrungsschatz befremdend (z.B. ,Kern des Ableitungsoperators®).
Symptomatisch fiir diese Situation ist wohl das MiBverhiltnis zwischen Definitionen
und Sitzen in den einschligigen Schulbiichern der letzten zehn Jahre oder auch in den
behordlichen Kursvorschligen, sei es im KMK-Normenbuchentwurf, in Bayern (KMBL
1971, S. 660—661), Niedersachsen (,, Handreichungen®) oder Nordrhein-Westfalen (,Emp-
fehlungen®).

Irgendwie scheut man sich denn auch immer noch, die Geometrie ganz fallen zu lassen,
sei es ,um die Raumanschauung zu fordern®, sei es ,um Anwendungen der Linearen
Algebra aufzuzeigen®, was dann leider oft genug ,,aus Zeitmangel” auf die ,,Klassifikation
der Schnittmengen von Ebenen oder Geraden“ bzw. auf ebene Mittelstufengeometrie
abgeschoben wird. Derartige Kurse und Lehrbiicher diirften ehrlicherweise nicht linger
,...und Analytische Geometrie“, ,,Vektorgeometrie“ oder gar ,vektorielle Geometrie*
heiBen, will man nicht bei den Schiilern falsche Erwartungen wecken...

Es ist viel dazu gesagt und geschrieben worden, warum ein gehoriger Schuf3 Geometrie

in die Grundausbildung des Oberstufenschiilers gehort.! Ich mchte darum nur drei zen-
trale Argumente wiederholen:

— Geometrie iibersetzt Realitit in mathematisch verfiigbare Schemata,
— Geometrie ringt um be, greifbare” Weltmodelle,
— geometrische Assoziationsschemen leiten die meisten Benutzer Jjeglicher Mathematik.

Warum wirken dennoch ,,moderne® Oberstufenkurse in Linearer Algebra und Analyti-
scher Geometrie geometrisch fast belanglos?

Eine Antwort hat Freudenthal gegeben [10, S.411]:

,Man erlaubt die Geometrie eben gerade so weit, wie die Methode der linearen Algebra reicht, und da‘s
biBichen wird bis zum Erbrechen ausgewalzt und ausgelaugt.... Der prinzipielle Fehler ist der, dal% man die
Geometrie einem System der Mathematik unterordnet.... Wieviel man von der Geometrie und wie man es
bringt, hingt davon ab, was ins System pafBt und wie es paBt.... In solch einem starren Ansatz ist es den

1 Zum Beispiel sind in den Educational Studies oder auch in [15] zahlreiche Aufsitze zum curricularen
Begriindungszusammenhang der Schulgeometrie erschienen.
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Schiilern nicht erlaubt, den Raum und seine Kérper zu erforschen, den Gegenstand zu ordnen, Definitio-
nen und Deduktionen zu erfinden.... Die Geometrie, die mit linearer Algebra auf der Schule moglich ist,
ist ein triibes Abwasser..."

Freudenthal hat dann jedoch — ebenso wie Kelly [ 16], Laugwitz [21] u.a. — selbst auf einen
denkbaren Ausweg hingewiesen, indem er die Benutzung des Konvexititsbegriffs im
Rahmen der Kurse zur Linearen Algebra vorschlug. Leider ist man dieser Empfehlung
nur in duBerst bescheidenem Umfang bei Kursen zur Linearen Optimierung gefolgt, ver-
mutlich weil schon bei einfachsten Gebilden Schwierigkeiten mit Ungleichungen auf-
tauchen — so ist z. B. der direkte Nachweis der Konvexitit von Kreis und Kugel genauso
schwierig wie der der Dreiecksungleichung?.

Durch Unterrichtserfahrungen ermutigt, méchte ich im vorliegenden Aufsatz zur Arbeit
mit dem Konvexitétsbegriff im Rahmen der iiblichen Vektorgeometrie-Kurse anregen.
Ich glaube, daB sich hier ein Weg anbietet, dem Hauptiibel ,,moderner* Oberstufen-
geometrie beizukommen, namlich dem Mangel an nichttrivialen und dennoch einfach
beschreibbaren Raumkorpern. Stehen solche Korper in geniigender Vielfalt zur Verfii-
gung, so entstehen die zentralen Fragestellungen und Methoden der Vektor- wie Abbil-
dungsgeometrie geradezu zwangslaufig aus dem Studium konkreten Materials. Die Schii-
ler sind dafiir auf jeder Klassenstufe leichter zu haben als fiir abstrakte Deduktionen: Sie
konnen selbst Vermutungen entwickeln und zu theoretischen Untersuchungen anregen,
um deren Ergebnisse nachher wieder auf anschauliche Gebilde anzuwenden, sie erfahren
am konkreten Objekt wie unzuldnglich die Anschauung ist und wie sehr man ihr durch
analytische Erkenntnisse auf die Spriinge helfen kann, und sie lernen, Lehrsitze von vorn-
herein mit unterschiedlichem Bedeutungsgrad zu gewichten. SchlieBlich kénnen etwa vor-
handene Analysiskenntnisse immer wieder nutzbringend eingesetzt werden, was sowohl
dem geometrischen wie analytischen Verstandnis zugute kiime.?

1. Konvexe Mengen im linearen Raum

1.1.  Zur Terminologie:

Der Einfachheit halber sind die folgenden Uberlegungen auf den R* bezogen. Seine
Elemente werden als Vektoren bezeichnet, durch Symbole wie a. b,... gekennzeichnet oder
in Spaltenform notiert. Unmittelbar mit der Einfiihrung der linearen Operationen sind
zwei Selbstabbildungstypen des R® verbunden, die Parallelverschiebungen oder Trans-
lationen der Form T, : x+— x + a und die (linearen) Streckungen der Form S,: x+— o x.

0\/1\/0 0
Mit o, e,, e, bzw. e; werden die Vektoren{ 0 J| O |J{ { |bzw.{ O | bezeichnet.
0/\0/\0 1

Um den relativ komplizierten Uberbau des affinen Raumes zu sparen, werden affine
Begriffsbildungen wie Gerade, Ebene, affine Abbildung usw. als ,,bis auf Parallelverschie-
bung linear* verstanden, so ist etwa eine Gerade nichts anderes als eine (mdglicherweise)

{ Das liegt in der Natur der Sache begriindet und hat keineswegs nur.technische Ursachen; vgl. Ab-
schnitt 2.3.

2 Analysiskenntnisse werden im folgenden jedoch nur vorausgesetzt, wenn der entsprechende Absatz
mit (A) gekennzeichnet ist.
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parallelverschobene Ursprungsgerade. Vektoren werden grundsitzlich durch Punkte
(zeichnerisch) veranschaulicht, Translationen durch gebogene Pfeile. (Letzteres hat den
Vorteil, daB die Pfeile nicht als geometrische Objekte, etwa als Strecken miflverstanden
werden.)

Mit I bezeichnen wir das reelle Einheitsintervall {t|0 < t < 1}, wihrend L(ay, ..., a,), L(M)
bzw. ao + L(...)lineare bzw. affine Erzeugnisse symbolisieren, d.h. die Mengen der entspre-
chend ausay,..., a, oder allen Vektoren von M (mit Verschiebung um a,) linear kombinier-
baren Vektoren. So ist z. B.

ao+ L(M):={a, + x| x ist endliche Linearkombination aus M }.

Fiir die Symbole K (...) bzw. 4 + B, o - A sei auf Abschnitt 1.4. bzw. 2. verwiesen.

1.2.  Strecken

Da wir unsere Umwelt grundsitzlich in begrenzten Ausschnitten wahrnehmen, miiBten
beim Aufbau eines mathematischen Modells fiir den Anschauungsraum eigentlich Strek-
ken vor den Geraden erklirt werden, zumal man sich Geraden doch in der Regel als unbe-
grenzt verlingerte Strecken denkt — jede Zeichnung eines Achsenkreuzes setzt diesen
geistigen Akt voraus.

X3

Fig. 1

Im Unterricht kann das etwa so geschehen:

Zunichst wird aus einem Vektor x durch ,,Schrumpfung® die Verbindungsstrecke mit o:
[o; x]:=={t-x|0 £t<1}. Mochte man nun a mit b verbinden, so suche man unter
den — schon erklirten — Ursprungsstrecken diejenige, deren Enden durch eine geeignete
Parallelverschiebung auf a bzw. b abgebildet werden. Man hat dabei zwei Méglichkeiten:
o kann auf a oder b gebracht werden. Im ersten Fall muB T, ([0; x]) = [a; b] sein, d.h.
b=T,(x)=x+a und folglich x =b —a, wenn man voraussetzt, da Translationen
Strecken auf Strecken abbilden sollen. Es miiBte also festgesetzt werden, daB

[a;b]:=T.([o;b—al)={a+t-(b—a)|tel} (1.2.1)
ist.
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Im zweiten Fall miite entsprechend a = Tj, (x) = x + b sein, also x = a — b und folglich
[a;b]=Ts([o;a—b])={b+s-(a—b)|sel}. (1.2.2)

Worin unterscheiden sich nun beide Definitionsvorschlige? Durchlaufen s und t von Null
an das Einheitsintervall I, so wird die Strecke nach (1.2.1) von a nach b durchlaufen,
nach (1.2.2) aber von b nach a. Als Mengen sind aber beide Strecken gleich! Durchliuft
namlich t das Intervall I wachsend, so durchliuft s:=1 —t dasselbe Intervall fallend.
(1.2.1) und (1.2.2) beschreiben also dieselbe Menge wie

[a;b]:=={s-a+t-b|s,te] mit s+t=1}. (1.2.3)

Eine andere Moglichkeit zur Einfithrung des Streckenbegriffs besteht darin zu fragen
welche Translationen a auf ,geradem Weg“ in Richtung b verschieben. Speziell T,_,
schiebt a ganz nach b. Will man nur halb- oder ,ein-Drittel-“soweit, so nehme man
T*(b,a) bzw. T}(h—a) usf.

Bei beiden Einfithrungen wird sofort klar, was als Mittelpunkt von [a; b] anzusehen ist,
niamlich das arithmetische Mittel 4 (a + b).*

Eine schone Aufgabe im Anschluf3:

1 -2 2 -2
Das Viereck V' sei durch die Eckena =| 2 |,b= 2 |,e=| 1 Jund d=| —2 ]gegeben.
0 2 4 2

Man bestimme und untersuche sein Mittenviereck M !

X3

Xy

Fig. 2

Zunichst muB eigentlich erst geklirt werden, was mit ¥ gemeint ist. Beachtet man die
alphabetische Reihenfolge, so ist

V=[a;b] u[b;c] ule;d] u[d;a] (1.2.4)
und demnach

1 Das Studium von Teilverhéltnissen liegt auf der Hand.
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M=[(a+b:sb+]uFb+esic+d]uFc+d;zd+a)]v
U [4(d +a); $(a +b)].

Da T_yp+4a die erste auf die dritte und T—jc+4a die zweite auf die vierte Seite von M
bringen, handelt es sich bei M also — unabhingig von speziellen Koordinatenwerten —
stets um ein Parallelogramm.

Ich habe diese altbekannte Beobachtung hier so ausfiihrlich dargelegt, weil sie ein schones
Beispiel fiir das abgibt, was ich mit ,,Objektstudien in der Vektorgeometrie meine: Im
Idealfall erschlieBen sich iiberraschend allgemeine Erkenntnisse aus dem Studium eines
oder mehrerer konkreter geometrischer Figuren. Ohne MuBe fiir heuristische Ansitze,
ohne konkret-geometrische Initialziinder artet die Lehre von der Geometrie leicht in
Auswendiglernerei aus.

An den Satz vom Mittelparallelogramm lassen sich nun zahlreiche Uberlegungen an-
schlieBen:

— Die Verbindungsstrecken der Mitten von Gegenseiten schneiden sich im arithmeti-
schen Mittel der Ecken. Es liegt nahe, diesen Schnittpunkt als ,,Schwerpunkt® des Vier-
ecks aufzufassen. Welchen physikalischen Sinn kann man dieser Auffassung geben?

— Vertauscht man die Ecken von V zyklisch (in alphabetischer Reihenfolge), so geht das
nach (1.2.4) erklirte V in sich iiber, anders bei ,,azyklischer” Vertauschung: z. B. erhilt man
bei Vertauschung von a mit b:

V'=[b;a] ula;c] ule;d] u[d; b]

mit verinderten Seiten und neuem Mittenviereck M. Welche Beziehungen bestehen zwi-
schen M und M'? Wieviele verschiedene Vierecke gibt es zu vier vorgegebenen Ecken?

— Wie veriindert sich M, wenn eine Ecke von V' ,,wandert“ (z. B. auf einer Parallelen zur
gegeniiberliegenden Vierecks, hilfte*)? Gibt es Lagen dieser Ecke, bei denen M und M’
besondere Gestalt oder relative Lage haben?

— Ist das Mittenfiinfeck(-sechseck) eines ridumlichen Fiinfecks (Sechsecks) eben (mit
paarweise parallelen Seiten)?

Der Frage nach dem Schwerpunkt kann man noch eine andere Wendung geben, wenn
man an die ,,Vierecksfliche* denkt. Im Beispiel (1.2.4) wird man als ,,Fliche von V* wohl
die Vereinigung der Dreiecksflichen mit den Ecken a, b, ¢ bzw. ¢, d, a ansehen. Oder sollte
man die Vereinigung der Flachen zu b, ¢, d und d, a, b wiihlen? (DaB die Vierecksfliche
durch die Ecken nicht eindeutig festliegt, ist fiir Schiiler keineswegs selbstverstindlich.)
Bleiben wir erst einmal bei der ersten Flache. Erhilt man den Schwerpunkt von V/, wenn
man die Mitte zwischen den Schwerpunkten der beiden Teildreiecke berechnet? Unsere
Erfahrungen mit dem Streckenmittelpunkt und der Mitte des Mittenvierecks legen nahe,
den Schwerpunkt des Dreiecks zu a, b, ¢ wiederum als arithmetisches Mittel der Ecken
zu withlen.! Demnach ergibe sich als »Schwerpunkt von V* jedoch

ti@+b+o+ite+d+a)=tQRa+b+2c+d),

{ Eine einfache Rechnung zeigt, daB sich hier die Seitenhalbierenden schneiden.
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ein Mittelwert, in dem a und ¢ doppelt reprisentiert sind, weil sie zu beiden Teildreiecken
gerechnet wurden. (Man kann sich diese Ecken mit doppelter Massenbelegung versehen
denken. Bei homogenen Flachenbelegungen der Teildreiecke miilte man noch deren
Flédche beriicksichtigen usw.)

Fiir spitere Uberlegungen ist es niitzlich, eine erste Beschreibung der Dreiecksfléiche zu
haben. Analog zum Vorgehen bei Strecken denke man sich zunichst eine Ecke im Ur-
sprung. Die Fliache A (o; x; y) 1Bt sich dann als Vereinigung aller Verbindungsstrecken
von o mit den Punkten von [x; y] gewinnen, also A (o; x; y):={sz|se/ und z € [x; y]}.
Die Translation T, bringt dann o nach a, x:=b — a nach b und y:=c — a nach ¢, so daB
zwangsldufig definiert werden muf3:

Aa;b;e)=T,(A(o;b—a;c—a))={a+s-z|sel,ze[b—a;c—a]}
={a+s(1—-ty(b—a)+t-(c—a))|s, tel}
={(1—s)-a+(s—st)-b+st-c|s,tel}.

X3

Fig. 3

Die Darstellung der Dreiecksfliche erscheint nun sehr asymmetrisch hinsichtlich der
Koeffizienten von a, b und ¢. Es fillt jedoch auf, daB die Koeffizientensumme wiederum
eins ist und kein Koeffizient negativ. Demnach ist A(a; b; ¢) enthalten in der Menge

K (a; b;c):=={xa+ pb+yclo,f,yelund a+ f+y=1}. (1.2.5)

Durch einfaches Nachrechnen zeigt man, daB umgekehrt auch K = A gilt, daB (1.2.5)
also die gesuchte Dreiecksfliche beschreibt.

AbschlieBend seien noch zwei etwas schwierigere Aufgaben zum Thema Strecken ge-
nannt:

— Kann man jedem Viereck in R? ein Rechteck einbeschreiben, dessen eine Seite parallel
zu [o0; ;] ist? (Vgl. Engel [8, Nr. 1497)

— Wo liegen die Mittelpunkte aller Verbindungsstrecken zwischen zwei benachbarten,
sich nicht beriihrenden Flichendiagonalen eines Wiirfels? Ist diese Menge eben?
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1.3. Konvexitiit

Nach P.J.Kelly [16] 1aBt sich der Konvexititsbegriff auf reizvolle Weise einfiihren,
indem man versucht, die Charakteristika des Begriffs ,,Korper zu thematisieren: Was
ist iiberhaupt ein Korper und wie 14Bt sich das mathematisch fassen?

Schiiler haben mir darauf dhnliche Antworten gegeben wie sie Kelly antizipiert: In erster
Linie dachten sie an beschriinkte Teilmengen des [R3.! Erst auf die zusitzliche Frage, wann
man von einem Objekt sprechen kénne, kamen Hinweise wie ,,substanziell*, ,nicht allzu
dtherisch® oder ,,zusammenhingend®“. Nach einigen unzulinglichen Ansitzen schlug
dann z B. ein Schiiler vor, den Zusammenhang dadurch zu charakterisieren, daB den
Korper treffende Geraden stets nur einzelne Punkte oder Intervalle ausschneiden. Es
wurde auch erkannt, daB damit etwa nierenférmige Gebilde ausgeschlossen wiren, was
zu Modifikationen in Richtung auf den mathematischen ,,Wegzusammenhang™ fiihrte.
Andere Schiiler verwarfen auch diesen Ansatz, weil sie z. B. zwei sich beriihrende Kugeln
nicht als einen K orper akzeptieren mochten. Um den technischen Aufwand in Grenzen zu
halten, einigten wir uns vorerst auf den engeren Schiilervorschlag:

Eine Teilmenge des R* heiBe konvex, wenn sie von Geraden hochstens in einem Punkt
oder Intervall getroffen wird. Oder — was technisch bequemer ist und auf dasselbe hinaus-
lauft:

M < IR heiBe konvex, wenn fiir beliebige a, b € M, t € I stets

(Il—t)a+t-beM (1.3.1)
ist.
Natiirlich machten wir uns nun auf die Suche nach konvexen Mengen. Zahlreiche Vor-

schlige wie Dreieck, Viereck, Kreis, Kugel, Ei, Polyeder... wurden —zunichst kommentar-
los — an der Tafel notiert.

Was nun — soll man sofort exakte Beweise anhiingen? Auf nicht-konvexe Vierecke oder
Polyeder abheben ? Beide Vorgehensweisen erwiesen sich als unfruchtbar, weil der rechen-
technische Aufwand in keinem Verhiltnis zu den anschaulich so harmlosen Tatsachen
zu stehen schien. Befriedigender verlief der Unterricht in dieser delikaten Phase, wenn
vor den technischen Ubungen eine Weile arglos mit Konvexititsargumenten hantiert
wurde. Erst danach, wenn der Konvexititsbegriff bei den Schiilern schon einen gewissen
Kredit hat, unterziehen sie sich bereitwillig dem leider notwendigen technischen Training.
Daher wurden Aufgaben des folgenden Typs zunéchst heuristisch, mit vielen Anschau-
ungsargumenten behandelt:

— Gegeben sind fiinf Punkte in der Ebene R?. Keine drei von ihnen liegen auf einer Gera-
den. Finden sich unter ihnen mindestens vier, die ein konvexes Vieleck bilden?

— Wieviele Schnittpunkte liefern die Diagonalen eines (ebenen) konvexen n-Ecks, wenn
keine drei von ihnen einen gemeinsamen Schnittpunkt haben? Kann das {iberhaupt

passieren?

— Gibt es in R noch andere konvexe Teilmengen auBer den Intervallen?

{ Die Beschriinktheit wurde sofort auf die Koordinatenmengen heruntergespielt.

Fiihrer: Objektstudien in der Vektorgeometrie 39

— Welche Form kann M < [R?® haben, wenn M und zugleich der ,,AuBenraum® R3\ M
konvex sind ?

— Ist Mu M’ konvex, wenn es M und M’ sind? Wie bekommt man die kleinste konvexe
Obermenge? Ist M n M’ konvex, wenn es M und M' sind? Wie ist das beim Durch-
schnitt unendlich vieler konvexer Mengen? (z. B. 148t sich so die Konvexitit des Voll-
kreises oder des Uberbaus einer Parabel mit Hilfe der Tangentenhalbebenen bequem
nachweisen.)

3\/-2\ /1 7
— Wie sieht die kleinste konvexe Menge aus, die die Vektoren| 2 || —1 J)| 2 Jund | —
enthilt? Vgl. (1.2.4). 1 -3/ \ 3

— Wie kann der Durchschnitt eines Tetraeders mit einer Kugel aussehen ?
— Welche Formen koénnen als Grundrisse konvexer Pentaeder auftreten?

— Warum fillt ein (realer) Spielwiirfel — bei glatter Unterlage — stets auf eine Seite, warum
bleibt er nie auf einer Kante liegen?

— Kegel, deren Spitze in o liegt, lassen sich sehr allgemein definieren: M < R?® heille
kegelartig, wenn fiir jedes a € M und beliebige nichtnegative Zahlen o stets auch o - a e M
ist. Aus jeder Teilmenge A4 des R liBt sich leicht ein kegeliges Gebilde erzeugen, indem
man 4 mit von o ausgehenden Strahlen abfihrt: C(4):={x-a|0<a«eR und aec4}.
Aus einem Kreis 4 wird dabei ein Kreis- oder elliptischer Kegel oder eine Ursprungs-
ebene (,wenn o innerhalb A4 liegt). Aus einer Niere oder einem einspringenden Viereck
wird ein eingedellter Kegel usw. Man zeige, da3 Durchschnitt und Vereinigung von Kegeln
wieder kegelartig sind! Welche Form kommt fiir einen konvexen Kegel in Frage, der
eine Strecke mit Mittelpunkt o enthilt? Man zeige, daf3 ein Kegel M genau dann konvex
ist, wenn mit a, b € M stets auch a + b € M ist! Welche Gestalt konnen die von Tetraedern
(oder allgemeineren Polyedern) erzeugten Kegel haben? Zeigen Sie, daB3 bei gegebenen
Zahlen a, b, c

M :={x|ax, + bx, + cx; < 0} (1.3.2)
stets ein konvexer Kegel ist!

— Bei gegebenen Zahlen a, b, c, d ist
H:={x|ax; + bx, + cx3 <d} (1.3.3)

stets konvex. (Nachweis?) Im Zusammenhang mit der Behandlung von Ebenen lernen die
Schiiler, H;:={x|ax, + bx, + cx; = d} als Ebene aufzufassen, so daB} A als Halbraum
zur Randebene H, gedeutet werden kann. Durch Probieren oder mit Hilfe des Inneren
Produkts (Hesseform) erkennt man, dal3
a
d

=———— b 1.3.4
ERPTI " B4
bei nichtverschwindendem Koeffizientenvektor stets in H, liegt (,Normallosung* der
Ebenengleichung). Verschiebt man mit T_, , so wird aus H, die Ursprungsebene H, —n
und aus H ein konvexer Kegel nach (1.3.2). (Beweis?)
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— Greift man nun das Beispiel Kreis (oder Ei oder Paraboloid) nochmals auf, so kommen
die Schiiler vielleicht schon auf Stiitzebenenargumente: Ist x € M und ist A ein Halbraum,
in dessen Randebene x liegt, so ,.stiitzt* diese Ebene M, wenn M < H ist. Es ist nun leicht
zu sehen, daB} eine Menge M, die von Geraden hochstens in (abgeschlossenen) Strecken
geschnitten wird, genau dann konvex ist, wenn jeder Punkt ihrer ,,Oberfliche® in einer
Stiitzebene liegt. Wann gibt es genau eine Stiitzebene zu gegebenem Oberflichenpunkt?

— Gegeben seien zwei Strecken, zunichst in R?, dann allgemein in R3, etwa [o; a] und
[b; c]. Wie sieht [o;a] + [b; c]:=={x+ y|xe[o;a] und ye[b;c]} aus? Man zeige,
daf3 diese Menge stets konvex ist! Ist die Summe von Dreiecksflichen stets konvex?
(Vgl. Abschn. 2.)

Es zeigte sich, dal man mit solchen Aufgaben recht zwanglos und behutsam in die Nach-
weistechniken fiir Konvexitit einfiihren kann. Der unvermeidliche Zeitaufwand erscheint
mir durchaus gerechtfertigt, weil hier die Raumanschauung und Phantasie der Schiiler
angeregt wird und weil fundamentale Techniken der Linearen Algebra wie Linearkombina-
tion, Erzeugung von Hiillen und (Un-)Gleichungssysteme am konkreten Material entstehen.

Aus den genannten Aufgabentypen sind nun schon zwei Nachweisverfahren fiir Konvexi-
tit hervorgegangen: Der — in der Regel miithsame — direkte Ansatz nach Definition (1.3.1)
und die Schnittmengentechnik (Stiitzebenen u.i.). Eine dritte Technik beruht auf der
Differentialrechnung, sie kann natiirlich nur bei entsprechenden Vorkenntnissen der
Schiiler angesprochen werden:

— Zeigen Sie, daB der Graph einer quadratischen Funktion mit positivem Hauptkoeffi-
zienten stets ,,oberhalb* ihrer Tangenten liegt!

— (A) Zeigen Sie, daB der ,,obere Bereich“ zum Graphen einer reellen Funktion f in R?
konvex ist, wenn Dy ein Intervall ist, f iiberall Tangenten hat und ,,iiber” diesen verlduft!
Definition: Eine reelle Funktion f heiBe konvex, wenn ihr ,,Uberbau® {<x> |x € D; und
y = f(x)} konvex ist. (1.3.5)

— (A) Ist eine auf ganz R differenzierbare Funktion konvex, wenn ihre erste Ableitung
monoton wichst?

— (A)Kann manausdem Vorzeichen der zweiten Ableitung auf Konvexitit von fschlieBen ?

— (A) f sei iiber [—1; 1] definiert und differenzierbar. In o liege das absolute Minimum
von f. MuB f nahe x = 0 konvex sein? (Nein!)

- Untersuchen Sie einige Thnen bekannte Funktionen wie | - |, [-], tan, exp usw. auf Kon-
vexitat!

— fsei iiber 7 definiert und habe dort die folgende Eigenschaft: Fiir je zwei Stellen s, t e /
ist stets f (%) £ %(f (s) + f(t)), d.h. Mittelpunkte werden von f nie angehoben. MuB3 f
dann konvex sein? (Unter diesen Voraussetzungen ist { genau dann konvex, wenn es
stetig ist!) (Extremes Gegenbeispiel: Die Dirichlet-Funktion.)

~ (A) Gibt es ganzrationale Funktionen fiinften Grades, die konvex sind? (Hinweis:
Diese Funktionen miissen mindestens einen Wendepunkt haben!)
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— (A) Sind die folgenden Mengen konvex ?

X
{(;)h( >0 und yglogx}, {(y)|y22‘ und |z| < 1},
“ i

X
{(Siﬂx>|0§X§ 275}, {xl1x1|+[%z] + |x3] = 1}, {x|max]|x;| =2},
COSX,

{x|)/2x1 +x3 x5}, {x|xi+x3—x3=<1}.

— Kann man sagen, eine reelle Funktion sei konvex, wenn sie Intervalle stets auf Intervalle
abbildet?

— (A) Zeigen Sie, daB —log konvex ist, und beweisen Sie damit die folgenden Unglei-
chungen:

n
t 1y,
tixi = XY xZe.. xhn
i=1

i=1 i=

Sind xy,...,x,€ R, und t;e I mit ), t;=1 gegeben, so gelten

und L. b = n/xl-xz-...xn.
L. i

(Anwendungen auf Extremwertaufgaben findet man in MU 18 (1972), Heft 5.)

— (A) Zeigen Sie, daB jede konvexe Funktion im Innern ihres Definitionsbereiches stetig
sein muf3!

z

X
- (A) Ist{<y>|27 Y+ (x+ 3)3} konvex?

Eine vierte Nachweistechnik fiir Konvexitit bietet sich bei der Behandlung linearer
Abbildungen an: Sie erhalten, ebenso wie Translationen und folglich affine Abbildungen,
Konvexitdt. Eine wesentliche Folgerung wollen wir im folgenden Abschnitt behandeln.

1.4.  Konvexe Hiillen und Polyeder

Man skizziert konvexe Mengen in der Regel durch Angabe ihres Randes bzw. ihrer Ober-
flache. Vielecke und Polyeder baut man meist von den Ecken her auf. So haben wir in
1.2. demonstriert, wie man zu ,schénen®, d. h. symmetrischen Darstellungen von Strecke
und Dreieck kommt. Wir hatten dort sinngemiB

[a;a,] ={tya; +t,a,|t;e ] und t, +t, =1} (1.2.3)
uod (1.2.5)

3
K(ay;az;a3)={tia, +t,a, +tyas|t;ef und ) t; =1}
i=1

durch eine Art ,,Kegelkonstruktion“ bekommen, d.h. durch Hinzunahme aller Verbin-
dungsstrecken einer Ausgangsfigur mit einem neu hinzugenommenen Punkt. Vergleicht
man mit der Vierecksdarstellung (1.2.4), so wird man naheliegenderweise versuchen, den
vom Viereck bestimmten konvexen Bereich (Tetraeder) analog zu gewinnen. Ist die Er-
wartung richtig, da3
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4 4
K(a;; az;a3;a):={Y tia|t;el und Y t;=1} (1.4.1)
i=4 i=1

das von den vier Punkten ,,aufgespannte konvexe Polyeder ist, d.h. unter den konvexen
Mengen, die die a; enthalten, die kleinste? Anders gefragt: Ist (1.4.1) konvex und enthalten
in jeder konvexen Menge, die die a; erfaBt?

DaB (1.4.1) konvex ist, rechnet man ganz leicht nach. Erwas mithsamer bekommt man
die Bestitigung der letzten Forderung:

Ist M irgendeine konvexe Menge mit a;,...,a, € M, so umfaBt M natiirlich die Strecke
[a,; @] und dariiberhinaus alle Verbindungsstrecken von a3 mit den Punkten der erst-
genannten Strecke. In 1.2. haben wir gesehen, daB} so das Dreieck (1.2.5) entsteht, daB es
also ganz in M liegen muB. Zwangsliufig liegen nun auch alle Verbindungsstrecken dieses
Dreiecks mit a, in M, und das bedeutet: Um zu zeigen, daB (1.4.1) in M enthalten ist,
braucht man nur noch zu beweisen, daB jeder Punkt von (1.4.1) auf der Verbindungs-
strecke eines Dreieckspunktes aus (1.2.5) mit a, liegt. Dazu nehmen wir uns ein beliebiges

4 3
a= ) ta;= ) ta;+tia, (1.4.2)

aus K(ay;...;a,) her. Leider ist t, +t, + t; nicht unbedingt gleich Eins, so daB nicht
sicher ist, ob der vorletzte Summand in (1.4.2) zum ,,Basisdreieck” (1.2.5) gehdrt. Nun
ist aber t; +t, +t3 =1 —t,, und das sollte uns an die Herleitung von (1.2.3) erinnern.
Schreibt man (fiir t, 1)

3
a=(1—t4)-(z ! 'ai>+t4-a4, (143)
=1 1—ty

so liegt die eingeklammerte Summe im Basisdreieck und a auf der Strecke zwischen dieser
Summe und a,, also in M. M muB also die in (1.4.1) beschriebene Menge umfassen.!
Auf der Hand liegen nun die Begriffe ,,Konvexkombination® und ,konvexe Hiille".
Man kann jetzt einen Induktionsbeweis fiir K (a,...,a,) anschlieBen und genauso zei-
gen, daB die kleinste konvexe Obermenge K (M) zu beliebigem M durch die Menge der
Konvexkombinationen der Elemente von M gegeben ist, aber das ist eine rein technische
Angelegenheit. M. Es. reicht es, wenn die Schiiler den Fall n = 5 in einer Hausarbeit nach-
vollziehen. Die allgemeinen Ergebnisse kénnen dann mitgeteilt werden.

Folgende Aufgaben sind vielleicht lehrreicher:

— Man zeige, daB sich K (a,;...;a,) als Durchschnitt von vier Halbraiumen darstellen
14Bt. (Die a; werden konkret vorgegeben.)

— Welches Polyeder wird durch
3
{x|max|x;| <3} bzw.durch {x| Y [x|<1} oder durch
=1
{x|max(|x5; 2[x;| + 3]x;]) = 1}
1 Den mit konvexen Mengen vertrauten Leser muB ich hier fiir meine etwas breite Darlegung um Ver-

zeihung bitten. Ich mochte damit nur andeuten, wie diese fiir Schiiler recht raffinierte Stelle im Unterricht
bewiltigt werden kann.
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beschrieben, und welche Halbriume kann man zur Darstellung heranziehen?

ik 4
— Kann man (1) als Konvexkombination von e, und ( 31) bzw. von e; und <_ 1)
35 — 4
3

9|

oder von ey, e, und e; darstellen?

— Zeigen Sie, daB sich jede Konvexkombination von 5 (bzw.n) Elementen des [R* auch
als Konvexkombination von vieren dieser Vektoren schreiben liBt! HeiBt das, daf
konvexe Polyeder hochstens 4 Ecken haben? LBt sich jede Konvexkombination auf
eine Dreierkombination reduzieren? Welche Aussagen entsprechen dem vermutlich in
R*?

— Wie unterscheiden sich die Konvexkombinationen von K(ay;...;a,), wenn es sich
um ,innere* bzw. ,,Oberflichenpunkte* handelt? Geben Sie ein Beispielan,wo K (a;...;a-)
nur 4 Ecken hat! Wie findet man die Ecken allgemein heraus, wenn irgendein K (a,;...;a,)

7 10 6\ /-3
gegeben ist? Welche Ecken hat K{{ 0 || 2 ) {(—12 }; 3]]?
1 { 3 0

(Hinweis: Eine Moglichkeit, Ecken zu finden, ist die Priifung, ob a; € K(a,;...;a;_ ) ist.)
— Gegeben seien zwei Strecken ¢, und ¢,. Welche Ecken hat ¢, + ,?
— Gibt es unbeschrinkte Polyeder?

— (Mit konkreten Beispielen:) Man zeige, dall das affine Bild eines konvexen Polyeders
stets wieder ein Polyeder ist! Wie ist das mit dem Durchschnitt zweier konvexer Polyeder?
Ist die konvexe Hiille der Vereinigung zweier Polyeder wieder ein Polyeder? Man be-
stimme die konvexe Hiille einiger vorgegebener Teilmengen des R? (u.a. auch des Achsen-
kreuzes)!

Uber Polyeder gibt es eine Fiille an Literatur (z B. Roman [23] oder — auf wissenschaft-
lichem Niveau — Griinbaum [13]). Verfiigen die Schiiler bereits {iber metrische Werk-
zeuge, vor allem Winkel, so wird man sicherlich platonische oder gar archimedische
Korper ansprechen — ich brauche das hier nicht auszufiihren.

Fiir die Anwendungen folgt aus den genannten Aufgaben automatisch der folgende

Hauptsatz der linearen Optimierung:

(1) Hat ein lineares Ungleichungssystem (mit drei Variablen) {iberhaupt Losungen, so
ist die Losungsmenge als Schnitt von Halbraumen konvex.

(2) Ist die (nichtleere) Losungsmenge eines solchen Systems beschrinkt!, so handelt es
sich um ein Polyeder. (Seine Ecken erhiilt man — auf allerdings mithsame Weise — aus den
Schnitten der Randebenen.)

(3) Eine lineare oder affine (Ziel-)Funktion bildet die (beschrinkte) Losungsmenge eines
linearen Ungleichungssystems stets auf ein (abgeschlossenes) Intervall ab, denn das Bild

1 Bei 6konomischen Anwendungen garantiert das meist die Natur des jeweiligen Problems, vgl. das
folgende Beispiel.
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ist konvex (bzw. Polyeder) in R. Da das Bild der Losungsmenge im Polyeder-Fall von
den Bildern der Ecken aufgespannt wird, werden Minimum und Maximum der Ziel-
funktion zwangslidufig (auch) in Ecken der Losungsmenge angenommen. (Der Simplex-
Algorithmus macht sich das zunutze und sucht, von einer Anfangsecke ausgehend, nur
auf,,giinstigen Kantenwegen“ nach ,,besseren” Ecken. Was dabei,, giinstiger” und ,,besser*
ist, erkennt man an der Zielfunktion.)

Als Beispiel ist unten die Losungsmenge des Ungleichungssystems
- 0=x,;<1000, 0<x,=<2000, 0<x;=<500,

0,1x, +0,3x, + 0,5x3 <700, 0,1x;+ 0,5x; <700,
0,2x; 4+ 0,1x, + 0,1 x5 < 700

skizziert. (Die Ungleichungen kénnten sich z B. aus Kapazititsbedingungen einer Pro-
duktion ergeben haben.) Fiir die durch g(x):=7x; + 3x, + 10x; gegebene Zielfunktion

(z.B. Erl6s) wiirde das Maximum 15500 in 13038‘(’) und das Minimum 0 in o erreicht
500
werden, wie man durch Berechnung und Auswertung der Ecken oder — bequemer — durch
Projektion auf die Gerade § = {t- ; |t e R} anschaulich erkennt.
10
Ax,

2000

1000)
3500
=

500

& X
g

5005
Fig. 4

MuB man auch die technischen Raffinessen der Optimierungstheorie speziellen Kursen

vorbehalten, so konnte ein bescheidener Einblick in die geometrischen Grundlagen

nach obigem Muster sicher fiir alle Teilnehmer eines allgemeinen Vektorgeometriekurses
vorteilhaft sein.
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2, Objekte im euklidischen Raum
2.1.  Zur Einfiihrung der euklidischen Metrik

Kugeln im euklidischen Raum sind konvex — das ist keine Uberraschung, liegt doch jeder
Punkt ihrer Oberfliche in einer passenden Stiitzebene. Nun wird diese Stiitzebene nor-
malerweise durch Hilfsmittel wie ,,senkrecht” oder die Dreiecksungleichung gewonnen,
und das sind — am Anfang der euklidischen Geometrie — recht starke Geschiitze. Sollte
man es hier nicht doch lieber mit bescheideneren Mitteln versuchen?

Nach dem linearen Teil der Vektorgeometrie wird im Unterricht

lx — yl=1/(x; —y)? + (X3 — y2)* + (X3 — y3) @2.1.1)

als Abstand der beiden Vektoren erklart, meist durch Riickgriff auf den (ebenen) Satz von
Pythagoras. Einfache Eigenschaften wie Symmetrie in x und y, Nichtnegativitit, Trans-
lationsinvarianz und Verhalten unter zentrischen Streckungen S, sind leicht zu sehen.
Lenkt man nun das Augenmerk auf die Abstandskugeln

B.(x):={y|ly —x|=r}, (21.2)

so springt deren Konvexitit ins Auge'. Da die Abstandskugeln das geometrische Bild
der Metrik sind, wollen wir einen direkten Beweis mit (1.3.1) versuchen. Dabei reicht es,
die Einheitskugel B:= B, (o) zu untersuchen.

Gegeben seien also irgend zwei Vektoren x,y e B und ein beliebiges t € 1. Wir miissen
nachweisen, daB | (1 —t)x + ty| < 1 ist oder — was uns Wurzeln erspart — daB |(1 — t)x +
+ ty|? £ 1 ist. Schreibt man die linke Seite aus:

3
(1 —x+ty|>= ¥ (1 —0x +ty)?
i=1
3

=2 xP+2[yP+2(1 -0t Y xy;

i=1

It

3
SU=-0*+24+2(1 -9t Y x5y, (2.1.3)
i=1

so stort nur noch die letzte Summe. Man hitte ein Binom vom Wert Eins, wenn diese
Summe nicht groBer als Eins wiére. Alles, was wir voraussetzungsgemil wissen, begrenzt
nur | x| und |y| oder — ohne Wurzeln ausgedriickt — ) x7 und ) y7, nicht aber die Pro-
duktsumme in (2.1.3). Welche Beziehungen kennen Schiiler, die Produkte mit Quadraten

2 = . 2 4 3.2 + bz
vergleichen? Binomische Formeln! Aus (a — b)? > 0 erhilt man sofort ab < —
so daB3

Xy, < V(x?+y?)=§(|x|2+|y|2)§1 (2.1.4)

1

I

AMW
M| —~
MU

i=1

und schlieBlich

i

1 Schiiler sagen es noch deutlicher: Sie sind ,,schén“ konvex! Auf die gemeinte Symmetrie kommen wir
noch zuriick.
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[=tx+tyP<({—t?+2+2(1—t)t=[1 - +t]*>=1

wie gewiinscht folgt. B umfaBt also mit je zwei Vektoren stets auch deren Verbindungs-
strecke.

Eine schlimme Rechnerei? Nun — man hat es in der Analysis mit weit ernsteren Abschit-
zungen zu tun, und die Beziehung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel
ist ja unniitz nicht: So erkennt man aus (2.1.4) beispielsweise, daB in (2.1.3) der Zwischen-
punkt nur dann auf der Oberfliche von B liegen kann, wenn er mit x oder y zusammen-
fallt, d.h. daB die Einheitskugel iiberall ,,nach auBen gewolbt* ist. Und schlieBlich hat
sich die Rechnerei auch gelohnt:

— Man versuche zunichst einmal, aus Strohhalmen und Blumendraht ein Tetraeder auf-
zubauen, das je eine Kante der Linge 1, 2, 3,4, 5 bzw. 6 L. E. besitzt. Man wird feststellen,
da} das unmoglich ist. Warum? Es klappt immer zusammen! Eine mathematische Er-
klarung beruht auf der Dreiecksungleichung: Eine der an die ,,6er-Kante® angrenzenden
Seiten muB eine Kante der Linge 4 und eine der Linge 3 haben. Fiir die andere angren-
zende Seite bleiben dann nur die ,,5er* und die ,,2er-Kante* iibrig, und die Seiten mit der
»ler-Kante* miissen entarten. (Fig. 5a)

Fig. 5a Das {-2-3-4-5-6-Tetraeder ist entartet.

Fig. 5b  Da Kreise konvex sind, muB s auf [x; y] liegen. Daraus folgt |x — y| < |x| + |y|.

Warum gilt die Dreiecksungleichung im [R*? Schligt man im Dreieck K (o; x; y) den
Kreis mit Radius | x| um x und den mit Radius | y| um y, um diese Seiten auf [x; y] abzu-
tragen, so schneiden sich beide Kreise in 0 und z. Wegen der Konvexitiit der Kreise ent-
halten sie beide die Strecke [0;z] und deren Schnitts mit [x;y]. Damit ist aber
[x—y|=|x—s|+|s—y|<|x|+]|y| (Fiir die andere Diagonale im Parallelogramm
K (0; x; y; x + y) erhilt man daraus sofort |x + y| < | x|+ |y[.)!

Aus dieser Herleitung der Dreiecksungleichung kann man einen interessanten Schluf
fiir beliebige Abstandsbegriffe auf R* ziehen: Die Ungleichung ist tatsichlich nichts

1 Eine andere Herleitung der Dreiecksungleichung aus der Konvexitit findet man in [11, S.39].
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anderes als die algebraisch bequeme Fassung der Konvexitdt der (euklidischen) Eichfigur.
Wir kommen darauf in 2.3. ndher zu sprechen.

Einige Aufgaben in diesem Kontext:

— Wann gilt in |x — y| <|x| + |y| die Gleichheit? Offenbar genau dann, wenn in obiger
Herleitung [o; z] = {0} = {s} ist und folglich x, y zu verschiedenen Seiten des Ursprungs
auf einer gemeinsamen Ursprungsgeraden liegen. Wann gilt in |x + y| < |x| + |y| die
Gleichheit?

— Man zeige, daB jede isometrische Abbildung des R? in sich Strecken stets auf Strecken
abbilden muB}! (Hinweis: Man stelle einen Zwischenpunkt als einzigen Schnittpunkt
zweier Hilfskugeln um die Enden der gegebenen Strecken dar.) Man folgere, daB jede
Isometrie des R* affin und bijektiv ist!

1 0
— Bestimmen Sie alle Vektoren, die von| 2 Jund| 0 ] gleichweit entfernt sind! Zeigen
3 5
0
Sie, daB nur einer dieser Vektoren auf der Kugel B, 5| 0 Jliegt! Welche Vektoren sind
5

von I:G), <§>] und {(3) [xZ 1} gleichweit entfernt? (Vom ersten ... doppelt so weit

wie vom zweiten ...)

— Ist a ein Einheitsvektor und ist x irgendein Vektor des R?, so 1Bt sich mit quadratischer
Ergidnzung oder — etwas snobistisch — mit Differenzieren der néchste Punkt P,(x) auf der
Ursprungsgeraden g = {ta|t € R} bestimmen:

3
Soll [x —ta]> =Y (x,—ta)? =) (x? + t?a? — 2ta;x;) = [x|> + 2 — 2t ¥ a;x; durch ge-
i=1

schickte Wahl von t minimiert werden, so bleibt wegen

3 3 2 3
x—tal>=|x*+({t— Y ax)*— <Z aixi) offenbar nur die Méglichkeit, t:= )" a;x;
i=1 i=1
und schlieBlich

i=1

3
P(x)=<ax>-a mit <a;x>:=) ayx (2.1.6)
i=1
zu setzen. (Die schon in (2.1.3) bedeutsame Summe erhiilt hier den Rang eines Projektions-
mafes: P,(x) ist genau dann gleich o, wenn das ,,Innere Produkt“ <a; x > verschwindet,
d.h. wenn a L x genannt werden kann.')

Man zeige durch geeignete Definition der Spiegelungsabbildung, daB B symmetrisch zu
allen Ursprungsgeraden ist! Sind a, b zueinander senkrechte Einheitsvektoren, so wird
Pp(x) = <a;x>a+ <b; x>b. Nachweis? Man zeige, daB B auch symmetrisch zu
allen Ursprungsebenen ist!?

— Die vorangehenden Uberlegungen schenken uns ein schlagkriftiges Hilfsmittel zur
Analyse der Symmetrieabbildungen:

1 (1.3.2)-(1.3.4) lassen sich nun geometrisch deuten.
2 Mochte man hier Drehsymmetrie nachweisen, so vgl. man [11, S.38].
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Ist J eine Isometrie des R, die o fest 14Bt, so muB J linear sein. Entsprechend der schon
wiederholt benutzten ,,binomischen Technik, Produkte mit Quadraten zu vergleichen®,
bekommt man die Invarianz des Inneren Produkts aus der Abstandstreue:

<lJa; Jb>=%([]a|2+|Jb|2—[Ja—Jb|2)=%(Ia|2+|b|—|a—b|2)= <a;b>!

Daraus folgt nun, daB (e, ; e,; e3) unter J auf ein orthonormales Dreibein gehen mu8 und
daB umgekehrt jedes solche Dreibein — per linearer Fortsetzung — eine lineare Isometrie
liefert. Man kennt also alle Isometrien (bis auf Translation), wenn man ihr jeweiliges Drei-
bein (Jey; Je,; Jes) studiert, d.h. ihre Abbildungsmatrix ,zeichnet”.

Ich hoffe, daB trotz der gerafften Darstellung deutlich wurde, welcher Beziehungsreich-
tum in einer geometrisch orientierten Einfithrung des Abstandsbegriffs steckt. Natiirlich
wird eine solche Einfithrung von zahlreichen konkreten Aufgaben durchsetzt sein:

— Ein Korper durchfliege die Kanten des Standard-Tetraeders K (0; e;; e,; e3) nachein-
ander. Geben Sie eine denkbare Flugkurve an, und stellen Sie fest, wann er am néichsten

{
zu| 1 |(bzw.
{

,ist!

P B Bl

— Zeigen Sie, daf die Einheitssphire nicht konvex ist!

— Geben Sie die Vektoren an, die auf einem Bogen liegen, der zwei vorgegebene Punkte
der Einheitssphire verbindet und ganz in ihr verlduft!
Xy
— Untersuchen Sie die Risse von 4 (B), wenn 4 die lineare Abbildung ist, die x auf| 2x,
3x,

wirft! Versuchen Sie, ein Schrigbild von 4 (B) zu skizzieren! Gibt es eine lineare Abbil-
dung, die B auf ein Polyeder wirft?

— Gibt es konvexe Mengen mit mehreren In- und mehreren Umkugeln? Berechnen Sie
die In- und Umkugel des Standard-Tetraeders! In welchem Verhéltnis stehen dabei die
Rauminhalte der drei Korper?

— Welche affinen Abbildungen bilden den Schnitt der Einheitssphéire mit der Sphére
2
vom Radius 2 um| 2 )auf den Einheitskreis im Grundri ab?
: 2
— Zeigen Sie, daB eine Strecke die kiirzeste unter allen Polygonalverbindungen zweier
Punkte ist!

— An der Frage, welche Form die Mengen M:={x| ). |x —a;| <o} bei gegebenen
i=1

a;€ R, e R, haben, kann sich ein ganzes Forschungsprogramm entziinden. (Wie groB
mufB o mindestens sein, wenn n=2 und M + @ sind? Liegen die a; in einer Ebene und

1 Man sieht hier iibrigens, daB die Metrik bereits das Innere Produkt definiert, daB es also keinen Sinn
hat, es jetzt ,axiomatisch einzufiihren“, wie es in manchen Schulbiichern vorgeschlagen wird. Die ge-
nannte Technik liefert z. B. auch Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Produktfunktionen mit der Ket-
tenregel aus der von x2.
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ist n = 3, so bestimmt das minimale « den ,,Punkt von Torricelli, im Fall n = 4 kommt
man auf die bekannte ,,Flugplatzaufgabe®; vgl. [27] und die dortigen Hinweise. Sind
die Mengen M stets konvex ?')

— Wie viele Spharen gehen durch drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen?

— Warum kann man jede lineare Funktion f:[R3—R als Projektion auf eine geeignete
Gerade im R? auffassen? (Vgl. das Optimierungsbeispiel in 1.4.)

— Bastelt man aus Strohhalmen ein regelmiBiges Pentagon-Dodekaeder, so bekommt
man Stabilitidtsprobleme, die man mit eingeflochtenen Raumdiagonalen beheben kann.
Wie lang mufl man die Diagonalstibe machen? (Es ergeben sich ziemlich ,krumme*
Werte!)

2.2.  Wiirste und andere merkwiirdige Korper

In der Einleitung zu diesem Artikel habe ich schon erwihnt, da ich im Mangel an nicht-
trivialen Korpern das Hauptiibel des gegenwirtigen Unterrichts in Vektorgeometrie
sehe. Dieses Ubel ist mit Sicherheit auf die technischen Probleme zuriickzufiihren, die
sich schon allein bei ihrer analytischen Darstellung rasch auftiirmen. Es ist ein Gliicksfall,
wenn die Darstellung wie bei Ellipsoiden, Hyperboloiden oder Oktaedern in Form einer
einfachen Ungleichung gelingt, aber schon bei den Polyedern kommt man i.a. so leicht
nicht davon.

Nun ist in der Theorie der konvexen Korper seit Minkowski ein ganz elementares Kon-
struktionsprinzip gebriuchlich, dessen konkrete Verwendung im Schulunterricht viel-
faltige Moglichkeiten zu kreativem Entwurf und genetischer Theoriebildung suggeriert —
ich meine die ,,Komplex-Summen*“: Sind 4 und B irgendwelche Teilmengen des R, so
bezeichne

A+ B:={a+ blacA und be B}

die Vektorsumme, die man anschaulich erhilt, wenn man 4 nacheinander auf alle Punkte
von B addiert, also gewissermaBen an B entlangschiebt.

K=B+4 K=B+ {x|x}+x3=9;x; =0}

Fig. 6

1 Mir ist nicht bekannt, ob das Fermatsche Problem (minimaler Abstand von drei ebenen Punl;ten)
schon einmal in so allgemeiner Form untersucht wurde, vgl. jedoch Courant/Robbins [4, S. 273] und Sieber

[27].
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Addiert man z.B. die Einheitskugel B zum Viertelkreis 4 bzw. zur ganzen Kreislinie 4’
vom Radius 3 um o im GrundriB, so erhilt man als Summe eine Wurst bzw. einen Voll-

torus (Fig. 6, s. S. 49).
Die folgenden Kérper wurden von Schiilern gezeichnet.! Dabei ist besonders beachtlich,

daB keinerlei Vorkenntnisse in Darstellender Geometrie vorhanden waren, dal3 vielmehr
der Wunsch nach diesbeziiglichem Unterricht aus den Zeichenversuchen heraus laut

K=A+B, wobei A={x|x}+x3<1;-3=<x3<3}
Bi={x|x;=0;x3 +x} <1}

Fig. 7b K + L, wobei K der Einheitsvollkreis
im Grundri3 und

o)

Fig. 7d Wiirfel + Oktaeder

Fig. 7c  Die Einheitskugel wurde auf die Kurve

()

addiert.

y=2; zz=(y+1)-(y—2)‘}

1 Fiir die Uberlassung ihrer Arbeiten danke ich meinen Schiilern D. Aden, L. Hopfner und D. WeiB.
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Fig. 7e Im Einheitswiirfel W spannen die von o ausgehenden W + T, wobei W der Einheitswiirfel
und T das Tetraeder aus den Flichendiagonalen ist, die o nicht treffen.

wurde! (Die Summanden der Figuren 7b und 7¢ hatten sich die Schiiler selbst vorgegeben,
wihrend die Analyse von 7a einer Abituraufgabe entstammt.)

Arbeitet man — wie oben — zunichst mit orthogonalen Summanden, so lassen sich die
Normalrisse besonders einfach gewinnen, und man hat so eine bequeme Hilfe beim
Aufbau des Schrigrisses.

Bevor man ein wenig in die Theorie dieser Summen einsteigt, wird man naheliegende
Fragen an speziellen Beispielen erortern, etwa an obiger Figur 7a:

Welche Symmetrien weist die Summe auf? Zunichst ist sie offensichtlich symmetrisch
zur Grund-, Auf- und SeitenriBebene. Das ist auch analytisch ganz leicht nachzuweisen:

Xy
Die Spiegelung Sg: x| X, | ist ja linear und iiberfiihrt die Summanden in sich. Gibt
es noch andere Ebenensymmetrien? Offenbar mii3te eine solche Symmetrieabbildung
den Deckkreis D auf sich oder auf den Bodenkreis D’ abbilden, so daB die Symmetrie-
ebene durch die 3. Achse zu verlaufen oder im GrundriB zu liegen hitte. Den letzten Fall
haben wir schon erledigt. Lauft die Symmetrieebene aber durch die 3. Achse, so miiBite
die ebene Frontfigur F zugleich auf sich oder auf die entsprechende hintere Figur F’ ab-
gebildet werden, was nur die Symmetrie zur Seiten- oder AufriBebene zuliBt. Es gibt also
keine weiteren Ebenensymmetrien. (Mit entsprechenden Argumenten sieht man, daB
die Koordinatenachsen alle Achsensymmetrien erfassen und alle Drehungen, daB also
alle Symmetrien von K durch Verkettung der drei Ebenensymmetrien erhiltlich sind!")

Welches Volumen hat die Figur 7a? Bei so einfachen Kérpern gelingt die Volumen-
bestimmung meist auf einfache Weise nach Cavalieri. Dabei wird die Raumanschauung
der Schiiler erheblich trainiert (Fig. 8, s. S. 52).

Es ergibt sich als Volumen der Wert 107 + 24.2

1 Ein glinzender Hinweis auf den Dreispiegelsatz! =
2 Ein Schiiler machte darauf aufmerksam, daB Keplers FaBregel hier einen um ca. 16% zu kleinen Wert
liefert.
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Fig. 8 Figur 7a wird durch ,Abschilen” ausgemessen.
(Die ,,Wiilste* werden nach dem Satz von Cavalieri begradigt.)

Bei etwas komplizierteren Korpern — etwa Figur 7c — kann man mit Querschnittsfunk-
tionen und einfachen Integralen arbeiten, wobei der Ansatz der Querschnittsfunktionen
wiederum riumliches Denken fordert.

Als ich im Unterricht diese und dhnliche Beispiele behandelte, konnte ich mich vor all-
gemeinen Behauptungen der Schiiler kaum retten, und es tauchte eine Fiille von - teil-
weise harten — geometrischen Problemen auf. Gibt es so etwas bei Kursen zur Linearen
Algebra?

Mit einigen Beispielen méchte ich hier nur zu eigenen Versuchen in dieser Richtung
anregen:

— Ubertriigt sich eine gemeinsame Symmetrie beider Summanden stets auf die Summe?
Gibt es eine symmetrische Summe mit asymmetrischen Summanden? Kann man alle
Symmetrien durch Aufsuchen der Ebenensymmetrien erschlagen?

— Kann man das Standard-Tetraeder als Summe zweier ebener Mengen gewinnen? Man
zeige, daB sich das regelmiBige Kuboktaeder (14-Flichner; Fig.9) als Summe zweier
regelmiBiger Tetraeder gewinnen ldBt! (Vgl [14])

— Man zeige, daB K (a; a,) + K (by; by; bs) = K ({a; + b;|i = 1,2 und j = 1,2,3}) ist, und
verallgemeinere den Satz auf beliebige Polyedersummen! (Vgl. [13])

— Mit A4, B und C seien die Einheitsvollkreise im Grund-, Auf- bzw. Seitenri3 des R* be-
zeichnet. Man gebe K :=A + B bzw. L:=A + B + C in Grund-, Auf-, Seiten- und Schrig-
rifl an und bestimme Symmetrien und Volumina!

— Skizzieren Siedie,,Wendeltreppe“ 4 + B,wobeid := {x||x;| < 1}und B:= {x|x,; = 3cost,

X, =3sint, X3 = %I:%jl und 0 <t < 2n} sind!
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— MuB K eine Kugel sein, wenn K konvex ist und alle drei Normalrisse gleichgroBe
Kreise darstellen?

— Jedes Dreieck kann als Summe zweier ihm dhnlicher Dreiecke dargestellt werden
(Parallelkorperkonstruktion). Geht es mit nichtdhnlichen Summanden? (Hinweis: Man
addiere geeignete Stiitzhalbrdume!) Man zeige, daB es zu jedem Viereck (Fiinfeck) eine
Zerlegung in nicht-dhnliche Summanden gibt! Versuchen Sie, die Argumente auf Tetra-
eder, Quader u.4. zu iibertragen! Ist es moglich, ein Polyeder mit dreieckigen Seiten in
nicht-dhnliche Summanden zu zerlegen? (Vgl. [13])

— Geben Sie einen nicht-punktsymmetrischen konvexen Summanden fiir jedes punkt-
symmetrische 6-, 8-, 10-, ..., 2n-Eck an! Warum geht das beim Parallelogramm nicht?

— Ein ,,Zonotop“ (vgl. [13]) ist eine endliche Summe von Strecken. Man zeige, daB jedes
Zonotop punktsymmetrisch ist! Ist es dreidimensional, wenn keine drei der Summanden
parallel zu einer Ebene sind ?

— Sind Pyramiden und Doppelpyramiden in nicht-dhnliche Summanden zerlegbar?
— Wie koénnte man den ,Durchmesser” der Korper aus Figur 7 bestimmen ?

— Man zeige, da3 die Summe konvexer Mengen stets wieder konvex ist!

— Kann man den Begriff »Prisma“ durch die Summe ebener Figuren erkliren?

— (A) Man zeige: Ist f Graph einer stetigen reellen Funktion mit einem Intervall als Defi-
nitionsbereich und ist B der Einheitsvollkreis in R? so hat f+ B einen (einmal) differen-
zierbaren Rand.

Figur 7c deutet, an, wie man Analysiskenntnisse mit dem Thema Komplexsummen
verbinden kann: Zunichst bekommen die Schiiler eine Kurvendiskussion — etwa einer
algebraischen Kurve in R? — aufgegeben, dann soll ein (einfacher) Summand, der nicht
in R? liegt, addiert werden, und schlieBlich gilt es, die Volumenbestimmung der Summe
mittels Integralrechnung zu bewiltigen. (Oberflachen diirften in der Regel schwerer be-
stimmbar sein.) Derartige Aufgaben von unterschiedlichstem Schwierigkeitsgrad sind
leicht zu entwerfen und eignen sich wegen ihrer Vielschichtigkeit gut fiir Abiturthemen.
Aber auch innerhalb eines Vektorgeometriekurses bietet sich hier eine Fiille von Anschau-
ungsmaterial, das die Grundfragen und -methoden der Abbildungsgeometrie formlich

Fig.9 Das regelmiBige Kuboktaeder.
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aufdringt. SchlieBlich liegt in der Einfachheit der Beschreibung ein besonderer Reiz: Vor
allem, wenn sich die Schiiler selbst die einzelnen Summanden ausgedacht haben, bemii-
hen sie sich willig und hartniickig um eine genaue Anschauung des Summenkorpers.
Wabhrscheinlich sind die Minkowski-Summen eine wahre Fundgrube fiir konkretisierte
Schulgeometrie!

2.3. ,,Bermuda-Kugeln“

Herr P.S. Glaubichnich ist seit vielen Jahren Lagerist, Science-Fiction-Fan und Amateur-
Astronom. Beriihmt wurde er jedoch erst, als er sich mit viel Sparsamkeit eine Touristen-
reise ins Bermuda-Dreieck verschaffen konnte. Auf Bimini angekommen, gelangen ihm
auf Anhieb ganz erstaunliche Messungen: ,,Erstmals in der Geschichte der UFOs wurde
von einem wissenschaftlich interessierten Menschen zweifelsfreies Material vorgelegt®,
hieB es in einer bekannten Boulevard-Zeitung, die sich die Exklusivrechte von Glaubich-
nich sichern konnte. Dankenswerterweise bekamen wir die Erlaubnis, die kontinuierliche
Prizisionsmessung, die Glaubichnich am gesichteten Flugobjekt vornahm, abzudrucken.

d[km]

44
34

2

- ==

Fig. 10

Wie man sieht, gibt f(t)=|1 —t|+ 1+ % das exakte Entfernungs-Zeit-Gesetz bzgl. des

Beobachters auf Bimini wieder. (Man nennt den chrakteristischen Graphen seither den
»Glaubichnich-Haken“.) Es spricht fiir Glaubichnichs wissenschaftliche Integritét, daB er
der NASA nicht nur unverziiglich seine Daten iibermittelte, sondern dariiberhinaus auch
sofort das wahrhaft Ungeheuerliche pointierte: Die Radialgeschwindigkeit
f t)= Itt;lll S % hat genau eine Stunde nach Beobachtungsbeginn eine Definitionsliicke
mit deutlichem Sprungverhalten! (Wir haben sie in Figur 10 gestrichelt.)
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Da Glaubichnich versichert, solche Beobachtungen mehrfach gemacht zu haben, sind
Zweifel an der Prizision seiner Messung natiirlich vollig unangebracht.

Aber machen nicht gerade die Wiederholungen das ,,Glaubichnich-Phinomen* so beson-
ders erstaunlich? Warum hat es nur Glaubichnich — und das sogar wiederholt — beobach-
tet? Das rief natiirlich Neider auf den Plan. Eine Gruppe ewig-gestriger Physiker konnte
die Niederlage (einmal mehr!) nicht ertragen und legte nach zéher Kleinarbeit folgende —
selbstverstindlich vollig unglaubwiirdige — ,,Erkldrung” vor, die wir hier nur der Voll-
standigkeit halber erwéihnen wollen:

In Glaubichnichs Lagerbuchhaltung — so der licherliche Rechtfertigungsversuch der
,Wissenschaftler“ — praktiziere man ein grobes Verfahren zur Bestandskontrolle. Dabei
miisse der diensthabende Lagerist morgens und abends eine Bestandsliste ausfiillen und
die Summe der Einzeldifferenzen mit den Zu- und Abgingen vergleichen. Im Betriebs-
jargon hieBen diese Bestandslisten kurz ,,Vektor* und die Summe der Differenzen ,,Ab-
stand®. Dies lege nun die Vermutung nahe, Glaubichnich habe in einer gewissen Betriebs-
blindheit den Abstand von Raumpunkten entsprechend nach

d(x; y)=Ix; = yi|+ X3 = ¥2| + X3 — V3| (2.3.1)

berechnet. Doch nicht genug mit dieser Unterstellung: Man konne getrost davon aus-

gehen, daf3 Glaubichnich einen sich gleichformig bewegenden Flugkorper gesehen habe,

der sich bzgl. Glaubichnichs egozentrischem Koordinatensystem zur Beobachtungs-
1—t

zeit t jeweils in f(t) = 1t befand.
3

Fig. 11



56 DdM 1, 1979 (32-61)

Man mutet uns also nicht weniger zu, als glauben zu sollen, daB3 der berithmte Glaubich-
nich lediglich die Entfernung zu einem geradlinig und gleichférmig bewegten Objekt mit
dem falschen Abstandsbegriff berechnet habe! Selbstverstindlich konnen wir dem keiner-
lei Glauben schenken, zeugt doch allein der Stil der Anschuldigung von Ignoranz. Ent-
gegen allen Miesmachern wissen wir die Taten des grolen Mannes zu schitzen und war-
ten gespannt auf Glaubichnichs Autobiographie, die — wie man hort — Charles Berlitz
vorbereitet.... —

Man verzeihe mir bitte den kleinen Abstecher in die aktuelle Berichterstattung, Natiirlich
kann man die Abstandsmessung nach (2.3.1) auch seriéser motivieren: Vermutet man

beispielsweise hinter den statisch ermittelten Wertpaaren <y|) (i=1,...,n) eine lineare

GesetzmiBigkeit, wie das etwa bei Messungen zum Hookeschen Gesetz naheliegt, so

wird man nach einer optimalen linearen Funktion der Form f(x) = m - x suchen, fiir die
Y1 Xy

die Vektoren{ : Jund m-| : ]im Sinne von (2.3.1) méglichst nahe beieinander liegen.
yn XI'I

(Die Abstandsmessung des euklidischen Raumes erscheint hier unangebracht, weil sie

durch das Quadrieren kleine Koordinatendifferenzen unterschligt, groBe jedoch iiber-

bewertet.) Man hitte dann die (reelle) Funktion

d(m):=d (y;m x) bei fest gegebenen x und y

Zu minimieren.

— Man fiihre dies im Fall n = 3 fiir die MeBpunkte (: 3>, (? 9> und G 4> durch!

Wir wollen hier nicht weiter auf die Approximationstheorie eingehen' und uns auf die
geometrische Untersuchung nichteuklidischer Abstandsbegriffe beschrinken. Die bei-
den erwihnten ,,Anwendungsbeispiele® sollten nur verdeutlichen, daB ,unnatiirliche*
Metriken durchaus fiir Schiiler interessant sein kénnen.

Nach Minkowski stehen Metriken auf Vektorridumen in sehr enger Beziehung zu ihrer
»Eichfigur”. Gibt d (x; y) irgendwie den Abstand zwischen den Vektoren x und y im R an,
so wollen wir die Eichfigur gemidB der haarstriubenden Geschichte am Anfang eine
»Bermuda-Kugel,, nennen. Zu d gehért also

B,={x|d(x;0)< 1} (23.2)

als geometrischer Schliissel.

— Man zeige, daB B, ein konvexes Okataeder ist, wenn d nach (2.3.1) erklirt wird! (Geo-
metrisch 1dBt sich die Konvexitit am bequemsten durch Angabe eines linearen Unglei-

1 Generell spielt dieses Thema bekanntlich in der Experimentalphysik und Statistik (,Regression*) eine
bedeutende Rolle. Fiir den Vergleich verschiedener AbstandsmaBe hinsichtlich des Approximations-
problems sei auf die gut lesbare Einfiihrung bei Kiihner u. Lesky [19] verwiesen.

Der an dieser Stelle fast obligatorische Hinweis auf die Minkowski-Metrik |(x; t)[:=]/x} + x2 + x3 — ¢?t?
im Raum-Zeit-Kontinuum und auf das ,, Listenprodukt“ von Einkaufs- und Preisvektoren (vgl. etwa [20,

S..130 bzw. S. 124]) ist bedenklich, denn die Metrik ist (im klassischen Sinne) nicht auf R* definiert und das
Listenprodukt benutzt Faktoren aus verschiedenen ,,Vektorriumen“. (Vgl. jedoch [22]).
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chungssystems nachweisen.) Man diskutiere die Radialgeschwindigkeitskurve, die man

t

erhilt, wenn man den zur Zeit t in <200s t> befindlichen punktférmigen Flugkorper von
2sint )

o aus verfolgt! Zeigen Sie fiir diese Metrik, daB sie translationsinvariant ist, daB stets

d (- x;0)=|a|-d (x; 0) und daB allgentein die Dreiecksungleichung gilt! Welche Eigen-

schaften hat < x; y >, =3 (d(x; 0)* + d(y; 0)* — d(x; y)?)? (Es ist kein Inneres Produkt!

Vgl. FuBnote { auf S. 48.)

— Geben Sie ein realistisches Beispiel, in dem die Abstandsmessung nach
d(x; y) : = max|x; —y;| brauchbar ist, und analysieren Sie die zugehorige ,,Bermuda-
Kugel“!

3
— Ist die Kugel B, konvex, wenn d (x; y):= (Z |x; — yi|°'5>2 ist?
1

— Deutet man jeden Vektor a als Koeffizientenschema einer (héchstens) quadratischen
Funktion A: 7/ — R mit A(t) = a,t* + a,t + a,, so stimmen die linearen Operationen der
Vektorrechnung mit denen von Funktionen iiberein, so daB R® zum brauchbaren Modell
des Raumes der quadratischen Funktionen iiber 7 wird. Der euklidischen Metrik zieht
man dabei i.a.

d(a; b):= max |A(t) — B(t)]

vor. Eine leichte Rechnung beweist, daB d wieder translationsinvariant und homogen
ist sowie der Dreiecksungleichung gehorcht.

Was 4Bt sich nun {iber B, aussagen? Man sieht leicht, daB diese ,,Kugel“ konvex ist. Die
genaue Gestalt erhilt man, wenn man beachtet, daB bei der Berechnung von d (a; o)
lediglich |A(0)|, |A(1)| und der Betrag der Scheitelordinate verglichen werden miissen, so
daB

—a
max (|ag;|a, +a; +a,|), wenna, =0 oder —L¢7
d(a: — 2a2
(a;0)= a2
max (|a,; |a, + a, +a0|;|a0—-t|) sonst.
2

Damit muB B, ein Teil des durch die zu a, = £ 1 bzw. a, +a, +a, = £ 1 gehorigen
Ebenen begrenzten Streifens sein. Einen Teil von B, erhilt man, wenn man den

zu ;Ta‘qtl gehorigen Bereich aus dem Streifen ausschneidet. (Fig. 12a.) Dieser Teil be-
2

steht offenbar aus zwei zueinander kongruenten unregelmiBigen Tetraedern. Die feh-
lenden Teile von B, sind wiederum zueinander kongruent und werden durch eine Schar

2
von Parabelbogen begrenzt, was sich aus der Untersuchung von |a, — —a—‘—l <1 ergibt.
Die vollstéandige ,,Bermuda-Kugel“ B, ist in Figur 12b (S. 58) gezeigt. 2

— Ein schénes Ergebnis erhilt man aus der Ubertragung der Uberlegungen zu Beginn
von 2.1.: Ist d eine Funktion, die jedem Paar (x; y) von Vektoren eine nichtnegative Zahl
auf translationsinvariante, symmetrische und homogene Weise zuordnet, so gilt fiir d
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Fig. 12a

Fig. 12b
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genau dann die Dreiecksungleichung d (x; y) < d (x;z) + d (z; y), wenn B, konvex ist.’
Der einfache Beweis verlauft vllig analog zur Herleitung im euklidischen Fall.

— Wie muB B, aussehen, wenn d von einem (symmetrischen und bilinearen) Produkt
kommt? Enthélt die Oberfliche von B, eine Strecke, so ist d sicher keine weuklidische®,
d.h. Produkt-Metrik: Kommt néimlich d von einem Inneren Produkt, so kann man ganz
analog zum Vorgang in 2.1. zu Punkt und Gerade stets eindeutig den nichsten Punkt auf
der Geraden berechnen. Schneidet jedoch die Gerade g die Oberfliche von B, in einer
(mehrelementigen) Strecke, so liegen alle Punkte der Strecke ,,am nichsten® zu o. Eukli-
dische B, miissen also iiberall nach auen gewolbt oder geknickt sein. Man kann jedoch
noch mehr sagen: Wiederum analog zum Vorgangin 2.1 kann man bei gegebener Produkt-
metrik d in R? ein (bzgl. d) orthonormales Dreibein auswihlen. Ordnet man seine ,,Beine*
den Vektoren e}, e,, e; zu, so erhilt man durch lineare Fortsetzung eine lineare Isometrie J :
(R3,d)— (R?,| - |),die B, auf Babbildet. Darum miissen B, und Bjedenfalls linear-isomorph
sein, d.h. B, kann nur ein Ellipsoid darstellen. (Umgekehrt liefert jedes Ellipsoid auf
naheliegende Weise eine Produkt-Metrik.) Euklidische Metriken haben also elliptische
Eichfiguren.

Mit diesen Beispielen geht es mir nicht darum, eine Theorie aller mdglichen Metriken
auf R? fiir den Schulunterricht anzuregen. Ich habe vielmehr erfahren, daB die iiberraschen-
den Aspekte einer nichteuklidischen Abstandsmessung auf Schiiler duBerst anziehend
wirken — anziehend genug, um vom Objekt her geometrische Uberlegungen anzustellen,
und das ist das Ziel dieses Aufsatzes.

3. Aspekte einer objektorientierten Vektorgeometrie

Es gibt eine duBerst fruchtbare Verhaltensweise fiir Lernende, die jedem Menschen ur-
spriinglich gegeben ist und die ihm nur genommen werden kann, wenn man ihn durch
Reizentzug oder auch Informationsiiberfiitterung abstumpft: Ich meine das Fragen.
Geometrie, vom Objekt her, wirft mehr Fragen auf als postwendend beantwortet werden
konnen. Lineare Algebra, theoretisch elegant gelehrt, bietet allzuoft wohlfeile Antworten,
wo kein Schiiler fragen wiirde. Es ist, ohne geometrisches Experimentierfeld, eine Lehre
(Leere) der Fertigprodukte, nicht selten nur zu kiinftigem, potentiellen Verbrauch be-
stimmt. Es ist, als fiele man mit dem Tiirrahmen ins Haus!

Geometrie, mehr noch als andere mathematische Themen, hat ein so herzliches Verhiltnis
zur Realitit, daB man dem Schiiler Chancen zur eigenen Entdeckung, Vermutung und
Formulierung nicht vorenthalten darf. Das setzt MuBe voraus, und die Bereitschaft,
Vokabular, Theorie und Eleganz zuriickzuhalten. Und das kann gelegentlich auch hei-
Ben: Anspriiche sikularisieren! Was ist denn vom Niveau eines Abiturienten zu halten,
wenn er ein lineares Gleichungssystem mit einem Parameter qualitativ analysieren kann,

1 Genau dann liefert d (x; o) eine Norm auf R*; vgl. [19].

2 Uberall nach auBen gewdlbte ,,Bermuda-Kugeln* miissen nicht elliptisch sein: Ein schénes Beispiel
ist Piet Heins ,Super-Ei“, das M. Gardner in [12] vorstellt. Es entspricht der Eichfigur B,, wobei
e e
Xy = +(x; — 2.5
d(x;y)‘=|:(l/( 1=y 3 (xz—y2) >

men ist die Parallelogramm-Gleichung (vgl. [19] und [32]).

X3—Ys3
B

2'5]0'4 ist. Charakteristisch fiir euklidische Nor-
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fiir den aber die Durchdringung eines Wiirfels mit einer Kugel zum uniiberwindlichen
Hindernis wird? Man kann Raumanschauung nicht an Geraden und Ebenen gewinnen —
sie sind a priori unbegrenzt, also unanschaulich!

Und die fundamentalen Techniken der Linearen Algebra wie erst recht der Abbildungs-
geometrie (was soll denn abgebildet werden?) kénnen ja auf ganz natiirliche und zwang-
lose Weise beim Objektstudium geboren werden. So zeitigt die Strecke Geraden, das
Dreieck Ebenen, das Viereck Fragen nach der Dimension, das Polyeder die Linearkombi-
nationen und Hiillenerzeugung und Ungleichungssysteme, die Kugel die Dreiecks-
ungleichung, ein analytisch oder durch Komplex-Summe definierter Kérper Symmetrie-,
Rauminhalts- und Invarianzprobleme... Und welchen Rang erst miilten, von ihrer
Bedeutung in Geometrie, Physik und Stochastik her, Untersuchungen zum Schwer-
punktsbegriff einnehmen! Lineare Algebra kann doch nur nachhaltig gelernt werden,
wenn sie sich auf Problemstellungen bezieht, die dem Lernenden ein- und ansichtig sind.

Ich hoffe, mit den angefiihrten Beispielen und Aufgaben deutlich gezeigt zu haben, da3
Unterricht in vektorieller Geometrie die geometrischen Wurzeln aller moglichen Frage-
stellungen dieser und verwandter Disziplinen offenlegen kann, ohne deswegen ,un-
modern® oder riickstindig wirken zu miissen. Ich bin davon iiberzeugt, da3 abstrakte
Fertigprodukte in den meisten Menschen kein intuitives Verstindnis erzeugen und dal3
jede Transferleistung auf eben dieses tiefere Verstindnis angewiesen ist. Sicher ist der
historische Entwicklungsproze3 der Linearen Algebra vor allem abstrakten qualitativen
Fragen verhaftet, und weil der historische immer noch der am besten dokumentierte
LernprozeB ist, tun wir gut daran, Schiilern eine zumindest historisch denkbare Entwick-
lung vorzutragen. Die Schule jedoch, der Raumanschauung, Motivation und intuitives
Methodenverstindnis am Herzen liegen, muB die geometrischen Aspekte vor den abstrak-
ten behandeln — gerade weil die letzteren glatter sind.

Anschrift des Verfassers: StR. Dr. Lutz Fiihrer, HoltermannstraBe 42, 2940 Wilhelmshaven.
Eingangsdatum: 26.4.1978.
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Nachtrag (April 2015)

1. Der ,,Objektstudien*-Aufsatz war seinerzeit (1979) auf recht ermutigende Unterrichtserfah-
rungen in Leistungskursen an niedersichsischen Gymnasien gestiitzt — durchaus auch in der
Breitenbeteiligung. Damals freilich, durften Lehrer bei Aufgabenentwiirfen fiir Abiturpri-
fungen kreativ sein, was ,,vor Ort“ erheblich zu neugieriger Spannung und zur sachorien-
tierten Motivation auf Schiiler- und Lehrerseite beigetragen hatte. Niedersachsen hatte, wie
die meisten Bundeslander, damals kein Zentralabitur und nur selten externe Vergleichstests.
Bei den unvermeidlich irgendwann bei der Schulaufsicht einzureichenden Vorschlagen zu
Abituraufgaben waren lediglich Niveau-, nicht aber Reproduktionsanforderungen zu be-
riicksichtigen, sieht man einmal vom damals sehr dehnbaren 4:3:1-Schlussel fiir ,,Repro-
duktion : Reorganisation : Transfer* bei den Aufgabenteilen ab. Solche Freiheiten in Unter-
richt und Lehrbuchnutzung und so viel Vertrauen seitens Dienstherren und Offentlichkeit
gegeniiber der Lehrerschaft sind heute natiirlich wegen G8, wissenschaftlich-kommerzieller
Begleitiiberwachung und Zentralabiturdominanz Vergangenheit. Der Gute Glaube der
Dienstherr/Inn/en kam aber dem Arbeitsklima zugute.

2. Im Standardwerk ,,MU in der Sek. II — Band II” von U. P. Tietze u. a. wird gelegentlich (1.
Aufl. 2000, dort S. 117, 124 bzw. 173) auf Freudenthals Ausfithrungen zum Thema im 1.
Band seiner ,,Mathematik als pidagogische Aufgabe (1973) und auf meinen Objektstudi-
en-Aufsatz (1979) verwiesen. Auf S. 173 heifit es bei Tietze in diesem Zusammenhang:
,, Wenngleich der Unterricht zur AG und LA inzwischen durch Riicknahme einer iibermdjfi-
gen Strukturorientierung, durch Riickbesinnung auf nichtlineare Gebilde und den Einsatz
des Rechners wieder ,konkreter’ geworden ist, so bleiben dennoch erhebliche Defizite. "
Diese ,, Defizite* werden zwar nicht genauer beschrieben, aber der vielfache Gebrauch des
Stichworts ,, Objektstudien” in Tietzes Buch scheint mir immer noch und wohl auch zu-
nehmend aktueller den wunden Punkt zu zeigen, den ich in meinem Aufsatz behandeln
wollte:

Aufgrund der zuerst fachwissenschaftlichen Sozialisation der Lehrer/Innen, insbesondere
hinsichtlich fachlicher Wertsetzungen und Geschmacksbildungen, und aufgrund der norma-
tiven Zwinge der schulischen Bewertungsbiirokratie waren (aus Schiilersicht) nichttriviale,
z. B. nichtlineare, Objektstudien als Fundamente von Theorieentwicklungen fiir Lehrer
immer riskant, umso riskanter auch fir absatzorientierte Schulbuch-Herausgeber. Das ist
natiirlich durch die grassierenden Trends zu quantitativen ,,Qualitits“analysen (!) und
Schulvergleichen (mithilfe von Erfullungsgraden standardisierter Routineaufgaben) und
zum Nationalabitur nicht besser geworden. Der Forderung geistiger Eigenleistungen auf
Schiilerseite kommt das natiirlich nicht entgegen, wohl aber der Durchokonomisierung der
offentlichen Erziehungsziele und dem akademisch abgehobenen Forschungsbetrieb. Dass
dabei tendenziell Anpassungsleistungen besser gefordert werden als eigenstindige Denk-
versuche und Kreationen, liegt im gymnasialen MU nirgendwo deutlicher offen als im Be-
reich AG/LA.

3. Im Abschnitt 3.2. von Tietzes Standardwerk wird lang und breit tiber unterrichtliche Zu-
ginge zum Inneren Produkt (Skalarprodukt) diskutiert. Dabei bleibt — wie m. W. auch sonst
in der schulnahen Fachliteratur — ein Fallstrick unerwihnt:

Fragt man Schiiler arglos: ,,Wir haben Vektoren gestreckt und addiert. Wie konnte man sie
multiplizieren?”* Dann kommt meistens die Antwort: ,,... zeilenweise!” — Warum tut man
das nicht???

Eine gute Antwort habe ich nicht einmal bei einer Umfrage unter Fachmathematikern an

einer grofien dt. Universitit erhalten. Die beste Antwort war noch: ,Natiirlich kann man das
machen. Ich glaube Frobenius hat das um 1900 in der Zahlentheorie ausfiithrlich untersucht.
Aber dann bekommt man halt Nullteiler!“ Mein Einwand, Inneres und Vektorprodukt hit-
ten doch auch Nullteiler, fiihrte zu plétzlicher Zeitnot bei meinem Gesprachspartner und ge-
rade noch zu ein paar — am Ende - fruchtlosenEmpfehlungen, mich mit Mitarbeitern zu
Ldieser sehr interessanten Frage* zu besprechen...

Irgendwo las ich dann — ich glaube — in einem Physikbuch die Aufgabe ,.Zeigen Sie, dass
das zeilenweise definierte Produkt von Vektoren nicht invariant gegenitiber Drehungen ist.”
Seither glaube ich, dass dieses naive Produkt von Vektoren deshalb unwichtig ist, weil es
physikalisch nutzlos ist. — Was lernt sich daraus fiir die (Stoff-) Didaktik der AG/LA?

4. In Tietzes Buch werden sehr schéne Objektstudien aus der Literatur berichtet, und es wird

(im Jahre 2000) immer wieder vermutet, solche Studien wiirden mithilfe der sich rasant ent-
wickelnden 3d-, Analysis- und Bildbearbeitungs-Programme attraktiver und leichter wer-
den. Ich glaube, das ist durchaus so gekommen. Und ich glaube, es hat den schulischen Un-
terricht in AG/LA nicht wirklich verindert. Uberraschend finde ich das gar nicht: Gleich-
schaltung auf Minimalniveau (mittels empiUFO-Geschiftsidee und Zentralabitur) und
Trend zum Bild und Anfassen hin (Visualisierung; Zugmodus) und vom Text und selber
Durchdenken weg (analytische Darstellungen: Programmierung). Die heute verfiigbare 3-
Software fiir die Schule oder fiir Computeranimationen verliert offenbar rasch an Attrakti-
vitit, wenn zu untersuchende Objekte erst noch erstellt werden miissen, wobei dann oft
auch technische Hindernisse eher den Blick auf Zusammenhinge verstellen als er6ffnen.

Tatsichlich hatte mir meine Arbeit am Aufsatz von 1979 auch gezeigt, dass die 3-dimensio-
nalen Objekte, die sich auf dem Niveau schulischer Algebra und Analysis einigermafien
einfach darstellen und héndisch berechnen lassen, nicht allzu hiufig und nicht allzu theorie-
freundlich sind. (Einen sehr gut lesbaren Einblick in Auswege aus dieser Problematik fand
ich spater in Gerald Farin’s ,,Kurven und Flichen im Computer Aided Geometric Design™.)

Ein sehr einfaches, m. W. bisher aber im MU kaum benutztes Mittel, den schulisch sehr un-
angenehmen Gegensatz ,analytische Darstellung <> dynamische Visualisierung™ mit er-
triaglichem formalistischen Aufwand zu uberbriicken, konnten ,.Zufallsskizzen™ hergeben,
fur die einfachste Programmierkenntnisse ausreichen:

Man beschreibe ein 2d- oder 3d-Objekt durch eine (Rand-) Ungleichung oder durch ein System sol-
cher Randbedingungen und lasse nach grober Schiitzung der minimal/maximal in Frage kommen-
den Losungskoordinaten einen Zufallsregen von Testpunkten aus dem abgeschditzten Quader nie-
dergehen. Nur die Punkte, die alle Randbedingungen erfiillen, werden dann (perspektivisch und
evtl. nach ihrer perspektivischen Tiefe immer heller) gezeichnet ...

Frither hitte man das bequem und ohne grofie Vorkenntnisse, Formalititen und Bedie-
nungshindernisse mit Basic programmieren konnen. Heute wiren vielleicht die Grafik-
Hilfsmittel der gangigen Tabellen-Kalkulations-Programme am einfachsten zuginglich. Al-
lerdings verunstalten sie regelmifig das logische und iterative Programmregelwerk — und
genau an dessen Einiibung sollte ein MU, der zu hypothetischem und folgerichtigem Den-
ken anleiten will, gelegen sein. Ich denke, dieses Hindernis kénnte mit Hilfe computerbe-
geisterter Kollegen leicht iberwunden werden, z. B. fiir den Schiilergebrauch in Vektor-
geometrie vereinfacht nach dem Vorbild des Programmierteils von Cinderella.

L. Fihrer



