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Wenn mir aber jemand sagt, wir konnten uns den Raum
gar nicht anders als stetig denken, so méchte ich das be-
zweifeln und darauf aufmerksam machen, eine wie weit
vorgeschrittene, feine wissenschaftliche Bildung
erforderlich ist, um nur das Wesen der Stetigkeit deutlich
zu erkennen und um zu begreifen, daf aufler den
rationalen Gréfienverhiltnissen auch irrationale, aufler
den algebraischen auch transzendente denkbar sind.
Um so schoner erscheint es mir, dafl der Mensch ohne
jede Vorstellung von mefibaren Gréfien, und zwar durch
ein endliches System einfacher Denkschritte sich zur
Schépfung des reinen, stetigen Zahlenreiches auf-
schwingen kann; und erst mit diesem Hilfsmittel wird
es ihm nach meiner Ansicht moglich, die Vorstellung
vom stetigen Raume zu einer deutlichen auszubilden.

Richard Dedekind, Was sind und was
sollen die Zahlen, 1887 1)

Vorwort

Neben algebraischen und geordneten sind toplogische Strukturen nach Bourbaki Eck-
pfeiler der Mathematik. Dieses Buch versteht Topologie insofern als grundlegend, als
viele mathematische Theorien ohne ihre Hilfestellung nicht mehr auskommen. Es entstand
aus Vorlesungen, die ich 1971 und 1973 an der Technischen Universitit Berlin gehalten
habe. In Gesprachen mit Herrn Dr. B. Behrens, der viele der Ubungsaufgaben ausgesucht
hat, wuchs damals der Plan zu einer Einfithrung in die Allgemeine oder Mengentheore-
tische Topologie, die den folgenden Gesichtspunkten Rechnung trigt:

Einerseits wird der Charakter einer Grundstruktur schon daran deutlich, dal man auf
jeder Menge leicht Topologien konstruieren kann und daf die reine Theorie mit geringen
Hilfsmitteln aus der naiven Mengenlehre auskommt — andererseits sollte dem weitver-
breiteten Irrtum vorgebeugt werden, man konne den Inhaltsreichtum dieser Disziplin
allein aus dem Studium der reinen Theorie erfassen. Die Leistungsfihigkeit der Topologie
tritt erst bei der Anwendung in der Analysis, Geometrie oder Algebra zu Tage; weil dem
so ist, hat sich Topologie auch erst relativ spit aus diesen Gebieten entwickelt. Daraus
ergeben sich zwei Bedingungen an eine sinnvolle Einfilhrung in die Theorie. Zum einen
sollte die Eleganz der reinen Lehre gelegentlich den Anwendungen in anderen Zweigen
der Mathematik geopfert werden, zum zweiten sollte — trotz gebotener Eile — versucht
werden, wenigstens ein paar Problemsituationen zu simulieren, die den historischen Gang
der Dinge ahnen lassen und den Bedarf der Mathematik fiir die jeweils entwickelten Werk-
zeuge erldutern. Toplogie soll hier also zugleich in abstrakter Allgemeinheit und in ihren
historischen und mathematischen Beziigen eingefiihrt werden — inwieweit dies gelungen
ist, mag der Leser entscheiden.

Lutz Fiihrer
Wilhelmshaven, Januar 1977

1) Verlag Friedr. Vieweg & Sohn, Braunschweig
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Einleitung

Bevor wir ein erstes (und letztes) Mal versuchen, die Aufgaben der Topologie zu formu-
lieren, sollen einige Bemerkungen verdeutlichen, um was es geht, wenn von einer Grund-
struktur die Rede ist.

Wenn sich der Student eines Tages entschliefit, ernsthaft Topologie zu lernen, ist er
ihr lingst bei verschiedenen Gelegenheiten in seiner Ausbildung begegnet. Er beschiftigt
sich dann mit der ,,Grundstruktur* Topologie in einer Situation, in der das mathema-
tische Problembewufitsein erheblich gereift ist und als Motivationshilfe herangezogen
werden kann. Nun gibt es — und besonders die kiinftigen Lehramtskandidaten sollten
dies bedenken — seit einigen Jahren im Zuge der ,,Neuen Mathematik‘ Bestrebungen,
Topologie als eine Grundstruktur mathematischer Vorerfahrungen anzusehen, In Lehr-
biichem fiir ABC-Schiitzen findet man ganze Abschnitte iiber Begriffe wie Inneres, Rand,
offen, zusammenhiingend, Kurve oder Graph, die didaktische Literatur zur Primarstufe
ist voll von Ratschligen, wie man naive Vorstellungen vom Verbiegen, Strecken und
Stauchen fiir den Unterricht nutzbar machen kann, und in jedem Buch zur Unterhal-
tungsmathematik findet man Eulers Briickenproblem und das Mdbiusband. Natiirlich
werden wir die Frage, ob es sich bei der Topologie in ¢inem — die Bourbakischen Vor-
stellungen weit tibersteigenden — Sinne um eine psychologische Grundstruktur rdaum-
licher Wahrnehmung handelt, schlieBlich den Entwicklungspsychologen iiberlassen miis-
sen. Fiir den Mathematiker ist jedoch interessant, dafl viele Fragestellungen der Topologie
unmittelbar aus alltiglichen oder elementarmathematischen Uberlegungen erwachsen
und daf die Delikatesse der Antworten dem interessierten Laien doch nur schwer ver-
standlich zu machen ist. Um nur ein Beispiel zu nennen: So harmlos der Jordansche
Kurvensatz erscheint, so merkwiirdig und gekiinstelt muten den Nichtmathematiker
Beweise an. Allein die Forderung nach einem Beweis ist schwerer einzusehen als der
Satz selbst!

Es ist eine auffillige Eigentiimlichkeit der Topologie, daf sie, von scheinbar harmlosen
Fragen ausgehend, methodisch recht aufwendige Techniken entwickelt, um dann schlief’-
lich doch ,,nur Harmlosigkeit zu bestédtigen oder spitzfindig zu widerlegen. Dies kann
nicht das zentrale Anliegen der Topologie sein, und man muf tiefer in die Mathematik
eindringen, will man Topologie als grundlegend anerkennen. Um was es eigentlich geht,
kann man wohl am besten erkennen, wenn man sich vor Augen halt, wie Topologie
historisch gewachsen ist. -

Es gibt zwei Wurzeln der Topologie und demgemafl auch zwei Sorten Topologie. Die
eine beschiftigt sich vor allem mit der Struktur stetig geformter Objekte ,,im Grofen®,
verwendet vorzugsweise endliche, algebraische oder ,,differenzierbare Techniken und
sieht ihr Hauptanliegen in der Klassifikation ihrer Objekte ,,modulo topologischer Aqui-
valenz*, d. h. bis auf stetige Verformungen. Die andere untersucht die Struktur solcher
Objekte vor allem von ihrer Beschaffenheit in der Nihe eines beliebigen Punktes her,
ihre Methoden sind an den lokalen Techniken der Analysis orientiert, und ihr wichtigster
Beitrag zur Mathematik liegt in der Ausdehnung von Stetigkeitsargumenten auf sehr all-
gemeine Situationen, Beide Sorten Topologie, die ,,Algebraische* und die ,,Allgemeine*,
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suchen vor allem nach ,,topologischen Invarianten*, das sind Aussagen, die sich bei ste-
tigen Deformationen oder Abbildungen nicht dndern. Wir wollen kurz skizzieren, warum
die Mathematik sich dafiir interessierte.

Als L. Euler 1736 seine Uberlegungen zum beriihmten Konigsberger Briickenproblem
anstellte, war ihm bewuft, dafl er sich auf einem noch véllig unberiihrten Feld der Geo-
metrie bewegte. Diese neue geometrische Disziplin glaubte er in einem Brief von Leibniz
an Huygens aus dem Jahre 1679 angedeutet, und er forderte nun ausdriicklich jene
,,Analysis situs*, eine Geometrie der reinen Lagebeziehungen, die von allen Maf3- und
Groflenverhiltnissen abstrahieren solite. Tatsichlich kam es ja beim Briickenproblem nur
auf die relative Lage der Briicken an, nicht auf die geometrische Gestalt der Wege iiber
den Pregel (vgl. Abschnitt 14).

Aber es wurde still um diese Analysis situs. Euler selbst fand zwar sechzehn Jahre
spiter mit dem Polyedersatz das erste grofde Resultat dieser Disziplin, er erkannte diesen
Bezug jedoch nicht und ordnete den Satz in die Stereometrie ein. 1759 beriihrte er das
Thema wieder bei den Uberlegungen zum Rosselsprung, und wieder entging ihm die Be-
ziehung zu seiner alten Idee. Vandermonde griff sie dann 1771 in den ,,Remarques sur
les problemes de situation* auf, doch von einem bemerkenswerten Fortschritt konnte
man kaum sprechen.

Erst zu Beginn des 19. Jahrhunderts kamen die Dinge in Gang, und hier sind vor allem
drei Namen zu nennen: Gaufl, Bolzano und Cauchy. Gauf$ beschiftigte sich wiederholt
mit unserem Problemkreis, und es ist schwer abzuschitzen, wieviel ihm die Topologie
wirklich verdankt. Zunichst bewies er 1799 in seiner Dissertation den Fundamentalsatz
der Algebra. Dabei benutzte er die anschaulich einsichtige Zwischenwerteigenschaft der
Polynome. Bolzano lieferte dann 1817 einen strengen Beweis des Zwischenwertsatzes
nach, wobei er sich auf das — damals anscheinend geldufige — ¢-§-Kriterium der Stetig-
keit reeller Funktionen stiitzte. Damit war zum ersten Mal eine Eigenschaft nachgewiesen,
die allen stetigen Funktionen zukommt, nicht nur den differenzierbaren. Cauchy griff
diesen Ansatz dann um 1820 in seinen Pariser Vorlesungen auf, um einen griindlichen Auf-
bau der Analysis zu erreichen. Seither tragen die e-5-Kriterien fiir Konvergenz und Stetig-
keit seinen Namen, obwohl es noch lange dauern sollte bis man das Wesen dieser Begriffs-
bildungen durchschaute.

Inzwischen solite sich erst noch die ,,Stetigkeitsgeometrie* Eulers weiterentwickeln.
Und wieder war es Gauf3, der die entscheidenden Impulse gab. In seiner Flichentheorie
hatte er isometrische Deformationen behandelt und den modemen Mannigfaltigkeitsbe-
griff vorbereitet, und in seiner Arbeit iiber das Verschlingungsintegral zweier Kurven kam
er 1833 ausdriicklich auf den Problemkreis der ,,Geometria situs* zu sprechen. Er griff
nicht nur Eulers Forderung nach neuen Untersuchungen wieder auf, vor allem veran-
laBbte er seine Schiiler J. B. Listing, A. F. Mébius und B. Riemann zu intensiven Studien
auf diesem Gebiet. Als Listing dann 1847 seine Untersuchungen iiber Streckenkomplexe
herausgab, nannte er sie ,,Vorstudien zur Topologie* und schuf damit den Namen, der
sich zu Beginn des 20. Jahrhunderts durchsetzen sollte. (Einerseits hatte sich allméihlich
herausgestellt, daf man Leibniz ' Brief iiberinterpretiert hatte, andererseits war der Name
»Geometria situs* zunehmend fiir die synthetische projektive Geometrie Steiners rekla-
miert worden.) Listings Arbeiten in der Eulerschen Tradition sollten dann spiter mit
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Kirchhoff, Cayley, Tuit, Jordan und de Polignac in die Disziplinen der Graphen- bzw.
Knotentheorie einmiinden, die sich methodisch weitgehend verselbstindigt haben. Wich-
tiger fir die Entwicklung der modernen Topologie waren Arbeiten von Mébius und vor
allem Riemann. Mobius schuf mit dem Begriff der , Elementarverwandschaft* den Vor-
laufer des topologischen Isomorphismus, er leistete die Klassifikation der geschlossenen
orientierbaren Flichen, wies auf die Moglichkeit nichtorientierbarer Flichen (Mobius-
band) hin und schiug entsprechende Untersuchungen fiir hohere Dimensionen vor, die sich
dann allerdings als sehr viel schwieriger gezeigt haben. Riemann stieB bei seinen funk-
tionentheoretischen Forschungen auf Probleme, die in mancher Weise analog zu den
Zwischenwertproblemen Bolzanos sind. Es handelt sich um die Abhiingigkeit gewisser
Kurvenintegrale von der Gestalt des zu Grunde liegenden Gebietes. Riemann bewiltigte
diese Probleme mit Zerschneidungstechniken, die wohl als Vorlidufer der spiteren Alge-
braischen Topologie zu sehen sind. Er erkannte die Bedeutung eines , nehrfachen Zu-
sammenhanges* und beschiftigte sich bald mit ,,mehrdimensionalen‘ Problemen. Schon
in seinen Habilitationsvortrag ,,Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen* (1856) entwickelte er den entscheidenden Begriff der n-dimensionalen Mannig-
faltigkeit, spéter konnte er noch die wichtigsten Ideen anklingen lassen, die dann nach
seinem Tode sein Freund E. Bet#i (1871) ausfiihrte und die in den Arbeiten von Henri
Poincaré (ab 1895) zur Grundlage der modernen Algebraischen Topologie werden sollten.

Riemanns funktionentheoretische Arbeiten wirkten noch in anderer Hinsicht als Keim-
zelle der modemen Toplogie. In dem Mafle wie immer tiefere Untersuchungen iiber ana-
lytisch gewonnene Funktionen angestellt wurden, erschien eine Klirung der Grundlagen
der Analysis dringender. Als K. Weierstraf$ um 1870 in seinen Berliner Vorlesungen die
Analysis mit der noch heute maBigebenden Strenge aufbaute und durch sein beriithmtes
Beispiel einer stetigen und zugleich nirgends differenzierbaren Funktion zeigte, wieweit
die Cauchy-Stetigkeit tatsichlich von der Anschauung entfernt ist, schien die Zeit endlich
zu einer durchgreifenden Analyse stetiger Phinomene reif. Es stellte sich heraus, dal nicht
einmal die , Stetigkeit der Zahlengeraden* analytisch erfalt war. Weierstraff’ Versuch
einer analytischen Formulierung dieser Eigenschaft war unhandlich und setzte sich nicht
durch. Erst Georg Cantor, der bei Weierstrafs und Kronecker in Berlin studiert hatte, 16ste
1872 den Knoten, indem er Cauchys Kriterium umkehrte: Das e-8-Kriterium reicht zur
Existenz eines Grenzwertes hin, und das ist die ,,Stetigkeit der Zahlengeraden*. Cantor
stellte diese Uberlegung anliBlich einer Untersuchung iiber trigonometrische Reihen an,
erkannte aber sofort die tiefe Bedeutung dahinter. Er iiberredete den ilteren Freund
R. Dedekind, dessen schon frilher gefundene Formulierung mit Hilfe von Schnittmengen
rationaler Zahlen zu verdffentlichen. Gleichzeitig waren J. Meray bzw. P. Tannery in
Paris auf die Cantorsche bzw. Dedekindsche Formulierung gestofien, so da8 man wohl
sagen kann: 1872 — fiinfzig Jahre nach Cauchy — hat man erstmals die Stetigkeit der
Zahlengeraden oder — wie wir heute sagen — die Vollstindigkeit von IR voll verstanden
(vgl. Abschnitte 8 und 10).

Es gab nur wenige, die Cantors Enthusiasmus teilten. Die Grundlagen der Analysis
hatten sich als leistungsfihig erwiesen, und es gab kaum Anla, die Feinstruktur der
Zahlengeraden weiter zu erforschen, Cantors immer hartnickigeren Analysen wurden zu-
niichst belichelt und dann sogar mit religiosen Argumenten befehdet. Wir konnen hier
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auf den fur Cuntor tragischen Streit mit Kronecker nicht eingehen und wollen nur an-
deuten, wie widerstrebend die Geburt der Aligemeinen Topologie in Cantors ,,Lehre von
den Punktmannigfaligkeiten‘* (= Mengenlehre) aufgenommen wurde. Es war keineswegs
klar, dal man solcher ,,Grundlagen* bedurfte, und man hatte Grofies ohne sie geleistet.
Cantors Beweis der Gleichmichtigkeit von IR und IR" wurde als pathologisch abgetan.
Die seit Weierstraf revidierten Vorstellungen von Stetigkeit schienen nicht ernstlich in
Gefahr, und es schien nur ein Frage der Zeit, bis die Jordanschen Bemiithungen um den
Kurvenbegriff zu den erwarteten Resultaten filhren muften...

Erst um 1890 folgten Entdeckungen, die Cantors Vorarbeit vom Makel der Esoterik
befreien sollten. Hatte er nur gezeigt, dad die Dimension nicht unter Bijektionen in-
variant ist, so bewiesen nun Peano und Hilbert, dal dies auch bei stetiger Abbildung nicht
der Fall sein muf}: Es gibt stetige Surjektionen eines Intervalls auf Quadrate, Wiirfel usw.
(vgl. Abschnitt 13) Grund genug, die naiven Vorstellungen von der Stetigkeit erneut zu
revidieren! Jetzt endlich kam die Analyse der stetigen Funktionen in Gang. Aufer dem
Zwischenwertsatz und Weierstraff’ Satz vom Maximum hatte man tatsichlich wenige
wirklich stichhaltige Aussagen iiber stetige Funktionen in der Hand. Schon der ,einfache*
stetige Kurvenbegriff erwies sich nun als zweifelhaft, Jordan erkannte, wie dringend man
eines Beweises bedurfte, daf jede stetige Injektion von S' in IR? die Ebene in genau zwei
Gebiete zerlegt, deren Rand die , Jordankurve* darstellt. Aber selbst dieses spezielle Pro-
blem konnte man nicht vollstindig 16sen. {Den ersten vollstindigen Beweis gab wohl
0. Veblen 1905!) Zugleich wurde die Analyse stetiger Phinomene in viel allgemeinerem
Rahmen dringlich: Arzeli, Ascoli, Hadamard, Volterra und schlieBlich Hilbert erzielten
mit der Auffassung vom ,,Funktionenraum® und vom ,,Funktional** wichtige Durch-
briiche in der Variationsrechnung. Und gerade diese aufkeimende Funktionalanalysis
bewirkte endlich Cuntors allgemeine Anerkennung.

Die Funktionalanalysis legte eine durchgreifende Analyse von Konvergenz und Stetig-
keit nahe, und es war kein Zufall, als 1906 unabhingig voneinander Fréderik Riesz und
Maurice Fréchet, der Uibrigens als junger Mathematiker Cantors Arbeiten ins Franzosische
iibersetzt hatte, solche Analysen fiir abstrakte Konvergenzraume vorlegten. Gleichzeitig
begann man, Cantors Untersuchungen zu den Zahlenmannigfaltigkeiten (= Punktmengen
im IR™) fortzufiihren. Vor allem A. Schoenflies gewann viele erstaunliche Resultate iiber
stetige Punktmengen in der Ebene, indem er die Cantorsche Theorie ausbaute.

Um 1910 ist dann schon eine vielfiltige mengentheoretische ,,Analysis situs* in ihren
Anfingen entwickelt, als der Hollander L. E. J. Brouwer in einer genialen Synthese dieser
neuen Methoden mit der Stetigkeitsgeometrie sowohl die Punktmengenlehre im IR" als
auch die von Poincaré ausgehende kombinatorische Topologie neu befruchtet. Er 16st
das Dimensionsproblem fiir topologische Abbildungen, beweist mehrdimensionale Ana-
loga zum Zwischenwertsatz und zum Jordanschen Kurvensatz und schenkt der kombin-
natorischen Topologie das entscheidende Werkzeug der simplizialen Approximations-
technik. Endlich ist die Topologie zu einer fruchtbaren eigenstindigen mathematischen
Disziplin geworden, die stiirmische Entwicklung im 20, Jahrhundert nimmt mit Brouwer
ihren Anfang (vgl. Abschnitt 14).

Dehn/Heegaard, J. W. Alexander, S. Lefschetz und H. Hopf entwickeln nun bald die
Algebraische Topologie zu ihrer ersten Bliite, wihrend Felix Hausdorff im ersten Lehr-
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buch der Mengenlehre, den ,,Grundziigen der Mengenlehre* von 1914, der Allgemeinen
Topologie ihren noch heute giiltigen Rahmen gibt. Hausdorff verleiht der Richtung von
Cantor/Fréchet/Riesz ein so allgemeines und modemes Geprige, da die Allgemeine
Topologie nun rasch in viele Gebiete der Mathematik eindringt. IThre Sprache wie ihre
Methoden finden sich heute in der Analysis und Geometrie ebenso wie in der Algebra
und Zahlentheorie, und diese weite Verbreitung macht die Allgemeine Topologie, mehr
noch als die Stetigkeitsgeometrie oder Algebraische Topologie, zu einer mathematischen
Grundlagendisziplin.

Grundlage ist die Topologie fiir die Mathematik also insofern, als sie einen sehr allge-
meinen Apparat geschaffen hat, der vielseitig verwendbar ist. Diesen Apparat stellt die
,,Allgemeine Topologie* zur Verfiigung, indem sie zuniichst von allen Eigenschaften eines
Raumes abstrahiert, die nicht seine Konvergenzstruktur betreffen. So lassen sich schon
wesentliche Fragen des dort herrschenden Stetigkeitsbegriffs kidren. Dann erst wird
untersucht, welche weiteren Eigenschaften den gegebenen Raum mehr oder weniger
vertrauten Objekten dhneln lassen. Dabei spielen die topologischen Invarianten eine
wichtige Rolle zur Identifizierung, SchlieBlich kann man versuchen, solche Invarianten
in Spezialfillen mit algebraischen, analytischen oder mengentheoretischen Hilfsmitteln
zu untersuchen, und sehen, ob sich die gewonnenen Erkenntnisse bei stetiger oder topo-
logischer Abbildung iibertragen. In diesem Fall hat man dann Eigenschaften eines mog-
licherweise schwer zuginglichen Raumes an einem einfacheren, aber dquivalenten Mo-
dell gefunden. Was ein ,einfaches* Modell ist, hingt natiirlich einerseits von den ver-
fligbaren mathematischen Techniken ab, andererseits wohl auch von einer gewissen An-
schaulichkeit.

Wir haben gesehen, dafd die Allgemeine Topologie aus dem Widerstreit zwischen ver-
trauter Anschauung und zweifelndem Verallgemeinerungsstreben entstand. So hat
Topologie, mag sie sich auch noch so abstrakt gebdrden, immer mit Anschauung oder
Intuition zu tun — und zugleich auch mit der Unzulinglichkeit mathematischer Be-
schreibung anschaulich stetiger Phinomene.



1.1

1.1

Kapitel | : Rdume und Abbildungen

1. Konvergenz

In der Einleitung wurde geschildert, wie die historische Entwicklung zur Untersuchung
von Konvergenzstrukturen sehr allgemeiner Art gefiihrt hat. Zugleich wurde schon darauf
hingewiesen, da} die weitgestreuten Anwendungen der Allgemeinen Topologie zum guten
Teil auf ihrem abstrakten Ansatz beruhen. Wir wollen unsere Einfiihrung in die Topologie
daher mit einer solchen abstrakten Untersuchung des Konvergenzbegriffs beginnen, wobei
wir uns etwa dem von Hausdorff in seinen ,,Grundziigen der Mengenlehre** (1914) vorge-
schlagenen Verfahren anschlieffen, allerdings mit moderneren Begriffsbildungen.

Im IR™ ist der Konvergenzbegriff ziemlich unproblematisch, man hat ihn in der Analysis
ausfiihrlich studiert, und wir konnen uns in der folgenden Zusammenfassung auf das Formale

n
beschrinken: Mit B.(x) := {y/ Z (v — x;)* <¢€?} sei die Kugel vom Radius € um x im

1
IR" bezeichnet. Eine Folge in einer Menge M fassen wir oft als eine Abbildung f: IN—+M
auf, dies ist gegeniiber der iiblichen Auffassung (f(n)), =N nur eine Anderung der Bezeich-
nung. Mit Efn bezeichnen wir das ,,Endstiick* {f(r)/r > m}. Eine Folge f im IR" konver-
giert dann gegen ein x € IR", wenn in jeder Kugel um x ein Endstiick der Folge liegt. (Wie
klein man auch die Kugel um x wihlt, sie fangt stets ein Endstiick von f ein.) Dabei dienen
die Kugeln um x als Ma# fiir die Konvergenz, ihre Existenz beruht natiirtich auf der Vor-
gabe eines ,,natiirlichen Abstandsbegriffes” d(x,y) :=Ix—yl mit Ix —yi? = 2 (x; —y)>.

Will man diese Konvergenzdefinition verallgemeinern, so wird man zunichst davon aus-

gehen, daf auf einer Menge M eine Abstandsfunktion d vorgegeben ist, und dann analog
definieren. Man gelangt so zu einer besonders wichtigen Klasse von Raumen, die schon
Fréchet ') untersucht hat:

Definition:  Ist die Menge M mit einer Funktion d: M X M = IR versehen, die fur
je drei Punkte x,y,z €M stets d{x,x) =0 und d(x, y) <d(x,z} +
d(y, z) liefert, so heifdt d eine Pseudometrik auf M und (M, d) ein
pseudometrischer Raum. d(x, y) heifdt auch Abstand zwischen x
und y. Eine Pseudometrik, die fiir x #y stets d(x, y) # 0 liefert,
heifdt Metrik (metrischer Raum).

Wegen der ,,Dreiecksungleichung® d(x, y) < d{(x, z) + d(y, z) hat man stets noch folgende Eigen-
schaften einer Pseudometrik zur Verfiigung:
Nichtnegativitat: d(x,x) =0 <d{(x, z)+d(x, z)= 2d(x, z).
Symmetrie: d(x, y) < d(x, x) +d(y, x) = d(y,x) < d{y, y) + d(x, ¥) = d{x, y), also d(x, y) = d(y, x).

1) Rend. Palermo, 22 (1906)
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1. Konvergenz 1.1

Die , Kugeln“ werden im pseudometrischen Raum wie im IR™ durch B.(x) := {y/d(y,x) <€}
und die Konvergenz einer Folge f gegen ein x durch (f X e fur jedes ¢ € IR, enthilt B.(x)
ein Endstiick von f) definiert.

Beispiele: (Im folgenden sei M e¢ine nichtleere Menge.)

3) (IRM, d) mit d(x,y) =2 (% - yi)2 ist ein metrischer Raum. Diese Metrik heif’t euklidische oder
Standard-Metrik des IR™. Wegen der grofen Symmetrieeigenschaften der Kugeln, denkt man sich
den IR™, falls nichts anderes gesagt wird, stets mit dieser Metrik versehen.

b) (IRM, d), wobei hier d(x, y) := max |x;j - yj| gesetzt sei, ist ebenfalls metrischer Raum. Die Kugeln
sind hier achsenparallele Wiirfel. Der Konvergenzbegriff ist derselbe wie in a), d.h. Folgenkonver-
genz im Sinne der klassischen Analysis.

c) (IRD, d), wobei hier d(x, y) := Z | x; - y;i, ist wieder metrischer Raum mit denselben konvergenten
Folgen wie die abigen Beispiele. Kugeln sind hier fiir n = 3 Oktaeder.

d) (M, d), wobei d(x,y) = 5," y» d.h. gleich 1 fiir x # y und sonst gleich 0. Es handelt sich wieder um
einen metrischen Raum. Die ¢-Kugeln sind fiir € > 1 gleich dem ganzen Raum M und sonst ein-
elementig. Nur stationére Folgen, d.h. Folgen mit einem einelementigen Endstiick, konvergieren.

¢) Mit Abb (M, IR) bezeichnen wir im folgenden immer die Algebra (IR-Vektorraum mit punktweise
definierter Multiplikation) der reellwertigen Funktionen auf M. Eine besonders wichtige Metrik
auf M wird durch

d(f,g) :=min (1, sup [f(x) -g(x)1)
xeM

gegeben, wobei die min-Bildung nur sicherstellen soll, daf keine unendlichen Werte vorkommen.
Fiir € > 1 liegen in jeder e-Kugel alle Funktionen, fiir € < 1 enthilt eine €-Kugel die Funktionen,
die in einem Schlauch der Héhe 2 € um den , Mittelpunkt* verlaufen. Eine Folge von Funktionen
konvergiert im Sinne dieser Metrik, wenn sie gleichmifig konvergiert, man nennt d daher auch die
Metrik der (global-)gleichmiBigen Konvergenz.

) Um ein wichtiges Beispiel, in dem nur eine Pseudometrik auftritt, zu geben, wollen wir den Raum
L{0, 1), der auf dem Intervall [0, 1] Lebesgue-integrierbaren Funktionen nennen. Er wird iiblicher-
1

weise mit der Pseudometrik d(f, g) := J. [ (L) - g{t)|dt versehen. Zwei Funktionen haben den Ab-

0
stand null, wenn sie sich A-fast-iiberall gleichen. Die Kugeln sind kaum noch vorstellbar.

Metrische Riume haben eine Reihe besonderer Struktureigenschaften, die wir spiter
noch in allgemeinerem Rahmen ableiten werden. Obwohl es sich dabei um die wichtigste
Klasse von Riumen handelt, die wir betrachten werden, gibt es doch eine Reihe von Situa-
tionen (z.B. in der Gruppentheorie, Funktionalanalysis und Theorie der Niherungsver-
fahren), in denen noch allgemeinere Konvergenzstrukturen betrachtet werden miissen. Um
dies zu verstehen, wollen wir auf eine Eigenschaft pseudometrischer Rdume hinweisen, die
aus der Dreiecksungleichung unmittelbar folgt : Ist eine Kugel B.(x) gegeben, so umfafit
sie mit jedem y € B, (x) auch noch die ganze Kugel B, (y), denn fiir z € B (y) ist

2 2 2

d(z,x) < d(z,y) + d(x, y) < e. Diese scheinbar harmlose Tatsache zieht die Giiltigkeit eines
sogenannten Diagonalfolgenprinzips nach sich, das fiir gewisse approximative Konstruktionen
der Analysis sehr niitzlich ist. Es besagt: Ist f eine gegen x aus (M, d) konvergente Folge und
wird jedes f(n) wiederum durch eine Folge v, approximiert, d.h. ¢, 3 f(n), so gibt es zu

jedem Index n ein m,, so daf® die Diagonalfolge h: IN =+ M, h(n) := ¢, (m,) auch gegen x
konvergiert. (Es ist also gewissermafen mdglich, x gleich direkt zu approximieren.)



1.1 Kapitet |: Raume und Abbiidungen

Beweis zum Diagonalfolgenprinzip: Sind f und dic ¢, wie oben gegeben, so konnen wir die my, in
der folgenden Weise konstruieren: Man setze m; = 1, m, := 2, ..., Mp,-1 = Ng - 1, wobel ng so grof
gewihlt ist, daf das Endstiick E{lo von f ganz in B, (x) liegt. Nun wihle man n; > ng, so daf} E,fu 50-

gar in By (x) liegt. Fiir n=ng, ng + 1, ..., ny -1 withle man ein m,, so, dafl p,(m,) € B, (x) ist. Das
2
ist méglich, weil B, (x) die Kugeln B, {(f(n)} und damit Endstiicke von ¢, umfassen. Wihlt man nun

ny; > np mit En2 C By {x), so kann man Mg, My, 41,0, Mp, analog so bestimmen, dafl
4
¢n(mp) € By (x) ist. IYdhrt man so fort und gibt schlieBlich ein € & R4 vor, so sind nach Konstruktion
, 1 , .
alle pp(mMg) mit n > ng und TRl <€in B 1 (x), also auch in B.(x). Jedes B.(x) umfafst also
2 2k-1
ein Endstiick von h, d.h. h konvergiert gegen x.

Soll in einem Raum ein Konvergenzbegriff mit Hilfe der Theorie pseudometrischer
Riume studiert werden, so mufl der gegebene Konvergenzbegriff offenbar unserem Diago-
nalfolgenprinzip geniigen. Nun ist aus der Analysis ein Problemkreis bekannt, in dem die
Dinge nicht so einfach liegen. Man betrachtet dort im Raum Abb(IR, IR) Funktionen- 1
folgen, die punktweise konvergieren, z.B. die Folge f: IN > Abb(iR, IR) mit f(n) := lidg I"

1
(f(n) (t) = 1tI™), sie konvergiert punktweise gegen die Funktion g mit g(0) =0 und
g(t) =1 fiir t #0. Obwohl bei allen Folgegliedern Stetigkeit (im Sinne der Analysis) vor-
liegt, braucht die Grenzfunktion — wie das Beispiel zeigt — keineswegs stetig zu sein (vgl.
auch die Beispiele in Abschnitt 3). R. Baire ist um 1905 in einer Reihe bedeutender Arbei-
ten ') der Frage nachgegangen, welche Grenzfunktionen sich mit konvergenten Folgen ste-
tiger Funk tionen erzeugen lassen. Fiir uns ist im Moment interessant, da® es keine Pseudo-
metrik auf Abb(IR, IR} mit der Eigenschaft gibt, daf eine Folge von Funktionen genau
dann konvergiert, wenn sie punktweise konvergiert.

Um dies einzusehen, denken wir uns die rationalen Zahlen in der Form r;, ry, ... abgezihlt (z.B.
Cantors Diagonalverfahren) und setzen fiir f(n) die Funktion, die an den Stellen 14, ... , In gleich 1 und

sonst 0 ist. Jedes f(n) werde nun in der folgenden Weise approximiert: Es sei 8, := 3 min Iri - g
i#]

f2 My k!

. . 611 .
Die Funktion p,{m) sei nun fiir alle die t gleich null, die mehr als o Yo I .., 1n entfernt sind.

& &
Sie seian den Stellen 14, ..., 1y, gleich 1 und auf den Intervallen [ri - _rf , rij| bzw, [ri, nt ;:l]

(i=1,...,n) linear. Diese IFunktionen sind dann bis auf r {mit wachsendem m immer schmaler wer-
dende) Spitzen identisch null, konvergieren alse mit wachsendem m punktweise gegen f(n). Die Folge
f konvergiert wiederum punktweise gegen die Dirichlet-Funktion g, fir die g(t) gleich 1, falls t rational,
und g(t) gleich 0, falls t irrational, ist. Es gibt jedoch keine gegen g konvergente Diagonalfolge, wie
man sich zunichst plausibel mache, wir werden es dann in 8.15(a) beweisen.

1} Lecons sur les fonctions discontinues, Paris 1905; Acta Math. 30 (1906} und 32 (1909)
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1.2.

1. Konvergenz 1.2

Eine Konvergenztheorie, die auch solch allgemeinere Fille noch erfafit, haben unabhiingig
voneinander F. Hausdorff und R. E. Root ") entwickelt, indem sie den Gedanken einer Kon-
vergenzmessung durch sich verengende Teilmengensysteme {an Stelle der Kugeln) heraus-
stellten. Wir wollen hier gleich den Filterbegriff benutzen, obwohl er erst viel spiter von
H. Cartan entwickelt wurde?):

Definition:  Ist X eine Menge und £ C P(X) ein Teil der Potenzmenge, so heifst
F Filterbasis auf X, wenn @& F #Q istund es zu F', F' € F stets
auch F € F mit F'NF” D F gibt. Eine Filterbasis auf X, die mit
jedem ihrer Elemente zugleich nach alle Obermengen davon enthalt,
heifdt Filter auf X. Mit IF(X) bezeichnen wir die Menge der Filter
auf X.

Bemerkungen und Beispiele:

Jede Filterbasis F erzeugt in [F]x = {G C X /esex. F € F mit G 2 F} genau einen Filter auf X.
Zugleich kdnnen jedoch verschiedene Filterbasen denselben Filter erzeugen, wie wir gleich sehen werden.
Der Leser mége die folgenden Beispiele aufmerksam nachpriifen:

a) Punktfilter: Fir xe X ist F := {F cX/xe F} ein Filter auf X,
b) Hauptfilter: Fiir # A C X ist F:= {F c X /A C F} ein Filter auf X.
¢) Umgebungsfilter (bzgl. einer Pseudometrik): Sind d eine Pseudometrik auf X und x € X, so sind
8 := {B.(x) /€< R} und 8" := {B(x) /neIN} Basen desselben Filters Ug (x), er heifit Umge-
n

bungsfilter von x (bzgl. d). Im allgemeinen handelt es sich nicht um einen Hauptfilter (vgl. die
Beispiele zu 1.1).

d) Inden obigen Beispielen treten nur ,zzentrierte* Filter auf, d. h. solche mit N F # ., Es gibt aber
FEeF

auch ,,diffuse* Filter, wo das nicht der Fall ist: Hat X abzihlbar-unendlich bzw. iiberabzihlbar viele
Elemente, so sind £ := {F € X/ X\F endlich} bzw. im zweiten Fall auch £ := {F C X/ X\ F ab-
zihlbar} solche Filter auf X.

e) Die in den Beispielen 1.1a), b) und c) definierten Umgebungsfilter eines Punktes x € IR® sind gleich.
Die Umgebungsfilter von 1.1d) sind Punktfilter.

) IF(@)=0.
g} Ist f: iN = X eine Folge in X, so gibt die Menge der Endstiicke von f eine Filterbasis auf X. Der

davon erzeugte Filter £¢ heifit Endstiick- odcr Frechetfilter von f. Ist d eine Pseudometrik auf X,
so konvergiert f gegen ein x & X genau dann, wenn /4 (x) C Ey ist.

Filter sind also ,,sich verengende Mengensysteme*‘, man kann sie daher gut zur Konver-
genzmessung heranziehen. Wenn man ein solches System zur Konvergenzmessung vorgibt,
ist es allerdings niitzlich, ein veraligemeinertes Diagonalfolgenprinzip zu fordern, wie es
unten in (U 2) ausgesprochen wird. Wir werden es spiter noch eingehender beleuchten
(4.3¢").

1} Am. J. Math., 36 (1914)
2) Compt. Rend. 205 (1937)



1.3 Kapitel I: Rdume und Abbildungen

Definition: (X, ) heif3t Umgebungsraum, wenn U jedem Punkt x € X einen Fil-
ter U(x), den Umgebungsfilter von x, zuordnet, wobei fir die ,,Um-
gebungen‘ U € U(x) die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(U xeul. .

(U2) Die Menge U der Punkte, fir die U Umgebung ist, bildet wie-
der eine Umgebung von x, d.h. U& U(x).

Eine Folge f in einem Umgebungsraum (X, U) heifdt konvergent

{gegen x), wenn es ein x € X mit £¢ O U(x) gibt. Man schreibt dann

auch f— x. Ein Filter £ konvergiert (gegen x), wenn F D U(x).
u

Man schreibt dann F— x.
U

Bemerkungen und Beispiele:

Die Definition der Konvergenz fiir Filter fillt hier etwas ,,vom Himmel"*, wir werden sie weiter
unten noch motivieren. Eine Folge konvergiert nach obiger Definition offenbar genau dann, wenn jede
Umgebung des ,,Grenzwertes* ein Endstiick der Folge enthilt. (Nichts anderes driickt obige Definition
aus!) Die Bedingung (U 2) Lif3t sich hiufig dadurch nachweisen, dald man zeigt: U umfafit eine Umge-
bung V von X, wobei U jeden der Punkte von V umgibt. (Als Obermenge von V ist dann natiirlich
auch U Umgebung von x!)

a) Jeder pseudometrische Raum wird durch die in 1.2¢) vorweggenommene Definition zum Umgebungs-
raum. (U 2} wurde in der eben umschriebenen Weise am Anfang der Diskussion zum Diagonalfolgen-
prinzip gezeigt. Die eben gegebene Definition der konvergenten Folge deckt sich mit der frither ge-
gebenen,

b) Speziell im IRD bezeichnet man — wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird — als Um-
gebungen von X stets die Obermengen von (euklidischen) Kugeln um x.

¢) Auf jeder Menge werden durch U: x> {F C X /x&F} bzw. U": x = {X} zwei Strukturen als
Umgebungsraum definiert. (X, {/) heit diskreter Umgebungsraum, jede x enthaltende Menge ist
Umgebung von x, und es konvergieren nur Punktfilter und stationire Folgen. In 1.1d) wurde eine
Metrik angegeben, die diese Umgebungsstruktur liefert. (X, U') heift indiskreter Umgebungsraum,
ganz X ist die einzige Umgebung, sie umgibt zugleich jeden Punkt von x (,,niemand ist in seiner
Umgebung von den anderen getrennt®: indiskreter Raum), alle Folgen und Filter konvergieren
gegen jeden Punkt von X. In einem mehr als einelementigen metrischen Raum ist so etwas unmog-
lich, denn zwei verschiedene Punkte werden von disjunkten Kugeln umgeben. (X, U') wird jedoch
durch die Pseudometrik d(x, y) := 0 erzeugt.

d) Ist X eine iiberabzihlbare Menge, so wird durch U: x = {F C X/ x ¢ X\ F abzdhlbar} eine interes-
sante Konvergenzstruktur gegeben. Ist eine Folge f in X nicht stationir, so kann sie gegen kein x
konvergieren, denn X\ {f(n) / n € IN, f(n) # x} wiire eine Umgebung von X, in der kein Endstiick
von f lige. Hier sind also nur die — in jedem Umgebungsraum konvergenten — stationidren Folgen
konvergent, und der Grenzwert ist dann stets eindeutig bestimmt. Ganz anders liegen die Dinge hier
mit der Filterkonvergenz. Auer den Punktfiltern gibt es noch andere konvergente Filter. Der
,sKomplement-abzihlbar-Filter'* von Beispiel 1.2d) konvergiert sogar gegen jeden Punkt von X.

Man iiberlege sich, daf} es keine Pseudometrik geben kann, die diese Umgebungsstruk tur erzeugt
(erst recht keine Metrik). (Da die Pseudometrik nicht verschwinden dirfte, gibe es zwei Punkte mit
disjunkten Kugeln, der zuletzt genannte Filter kénnte nicht gegen beide Punkte konvergieren.)

¢) Das Intervall [-1, 1] wird durch den natiirlichen Abstand metrisiert. Es sei : [~ e, @] > [-1, 1]
durch f(t) :=t/(1 + | tl) bijektiv definiert, dann wird (- e, =] durch die Metrik d(s, t) := | f(s) - f(t)I
zum Umgebungsraum.
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1. Konvergenz 1.3

D

g

Auf IR™ und insbesondere IR ist die in b} gegebene ,,natiirliche’ Umgebungsstruktur mit Abstand
die wichtigste. Dennoch ist es fiir viele theoretische Uberlegungen von Interesse, auch anders ge-
baute Strukturen in Betracht zu ziehen. Wir geben jetzt fiir IR einige Beispiele, die uns spéter noch
niitzlich sein werden:

Die in ¢) und d) angegebenen Konstruktionen sind auch hier anwendbar. Uberdies geben

B(t):= {[t,t+€e[/€€ R4}, B'(ty:={[t,+ =}, B"(t):={FCIR/xgIR\F endlich}
bzw.
{IR} , falist=0

{{t}}, fallst#0

jeweils Basen von Umgebungsfiltern U(t), U (1), U () und U7 (1).

Neben der von 1.1e) stammenden (global-)gleichmafigen Umgebungsstruktur auf Abb(IR, IR) ist
nun natiirlich besonders eine solche (notwendig nicht von einer Pseudometrik herriihrende) Umge-
bungsstruk tur interessant, die die punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen realisiert. Nehmen
wir einen Augenblick an, wir hitten eine solche Umgebungsstruktur U schon gefunden, dann miifite
eine gegen fy konvergente Funktionenfolge (f),, =N an jeder Stelle tg € IR mit je einem Endstiick
in jedem U € U(fy) liegen. Fiir die Stelle ty 1t sich dies realisieren, wenn man Umgebungen

Uto,e e U (fy) von der Form

B (t) = {

Uty e = {8/ 10 (to) —e(to)l < e}

vorschreibt. Wir wollen also verlangen, daf U(fp) mindestens alle Umgebungen der Form U; . von
fo enthilt. Leider ist dieses System von speziellen Umgebungen noch nicht einmal eine Filterbasis,
denn Uy o n Uy o braucht keine Menge dieser Gestalt zu enthalten. Es ist daher nétig, U(fp) noch
durch Mengen der Form

Uy, ¢(fo) := {g/fiirjedes t EE ist | g(t) - fo(t)I < €}
mit IR D E endlich zu ergidnzen. Tatsédchlich ist nun
B(fﬂ) = {UE,E(fO)/E endlich C |R, €e |R+}

eine Filterbasis. Definiert man jetzt das — ja noch immer unbekannte — U durch die von den B(f)
erzeugten Filter, so wird (Abb{IR, IR), /) zu einem Umgebungsraum, in dem eine Folge genau dann
konvergiert, wenn sie es punktweise tut (Ubung!). Man iiberlege sich, dafl keines der U(f) von einer
abzihlbaren Filterbasis erzeugbar ist. (Wire das der Fall, so hdatte man auch eine abzihlbare Basis
der Form

8 = {Ug, ¢(D/i€IN}.
Da IlNJ E; abzihlbar ist, wire fir ein t € IR\U E; das Ug ; nicht Obermenge eines der UEi-fi')

Diese Feststellung schlieft erneut eine definierende Pseudometrik aus!
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1.3 Kapitel |: Rdume und Abbildungen

h)*Wir haben schon bei der Erorterung des im Beispiel g) gestérten Diagonalfolgenprinzips gesehen,
wie sich in diesem Umgebungsraum manche Elemente zwar durch iterierte, nicht aber durch ein-
fache Folgen erreichen lassen. Ahnliche Situationen haben 1922 zunichst zur Betrachtung verall-
gemeinerter Folgen gefithrt. Nach ihren Erfindern 1) nennt man sie auch Moore-Smith-Folgen oder
Netze, sie werden wie folgt definiert : Statt IN geht man hier nur von einer ,,gerichteten Menge** J
aus, d.h. einer (partiell) geordneten Menge, in der zu je zwei Elementen eine obere Schranke existiert.
Eine verallgemeinerte Folge ist nun eine Abbildung f von einer gerichteten Menge J in einen Um-
gebungsraum (X, /). Eine solche Folge f konvergiert gegen ein x, wenn es zu jedem U € U(x) ein
Endstiick {f(j)/j > jo} C U gibt. Trotz dieser einfachen Definition sind die verallgemeinerten Folgen
nicht ganz einfach zu handhaben, so macht z.B. schon der Begriff einer Teilfolge Miihe. Es ist daher
fiir viele theoretische Uberlegungen bequemer, Zzunichst von den entsprechenden Endstiickfiltern
(sic werden von der Filterbasis der Endstiicke erzeugt) £¢ auszugehen und diese dann mit den Um-
gebungsfiltern {/(x) wie in der Definition 1.3 zu vergleichen. (Netze findet man z.B. in J. Wioka/
K. Floret und P. J. Kelley, Literaturverzeichnis [4c], [3].)
Wir wollen hier nur zwei Beispiele geben, um zu zeigen, wie verallgemeinerte Folgen bzw. Filter aus
natiirlichen Fragestellungen entstehen:

hy)J ist hier die Menge der Partitionen des Intervalls [0, 1}. Eine Partition (0,aq, ..., am, 1) ist < der
Partition (0, by, ... , by, 1), wenn {aj/i=1,...,m}C {bj/i= 1, ..., n} ist. Wegen der Méglichkeit
gemeinsamer ,,Verfeinerungen* ist J gerichtet. Ist nun ¢ € Abb ([0, 1], IR) beschrinkt gegeben, so
betrachtet man die verallgemeinerte Folge fw: J — IR (natiirliche Umgebungsstruktur) mit

m +1 a1+t
i- i
fw(O,al,...,am, 1):-T- E \p(—-——--z )-(ai-ai-l),
i=1

wobei ag := 0, a4+ := 1 sind. Gibt es ein « € IR mit {, + o, so nennt man ¢ Riemann-integrierbar
1

und « =:j p(x) dx das entsprechende Integrall)
0

h,) Wir greifen das Gegenbeispiel zum Diagonalfolgenprinzip auf. Mit Hilfe entsprechender ,,Strecken-
ziige** #g und der gerichteten Menge

J:={E/Eendlichc IR}, E<E' —=FECF,
kann man jede reelle Funktion im Sinne von Beispiel g) durch eine verallgemeinerte Folge stetiger

Funktionen approximieren (vgl. 4.3f)).

Die Beispiele deuten an, dafl verallgemeinerte Folgen oder (bequemer) Filter geeigneter zur Konver-
genzuntersuchung in allgemeinen Umgebungsrdumen sind als Folgen.

Wir schlieflen jetzt diesen Abschnitt mit ein paar Hinweisen fiir den Leser. Erfahrungs-
gemif erschreckt der ungewohnte Filterbegriff am Anfang ein wenig. Es wire jedoch falsch,
ihm zundchst aus dem Wege zu gehen. Wie die Beispiele zu 1.3 zeigen, treten konkrete Um-
gebungsraume (und auch topologische Riume) urspriinglich meist als Objekte auf, von
denen man einige spezielle Umgebungen kennt und deren volle Umgebungsstruktur dann
erst definiert oder gefunden werden mufl. Wir haben uns bemiiht, einen solchen Vorgang
im Beispiel 1.3g) zu verdeutlichen und raten dem Leser, sich an Hand der Beispiele mehr-

1} Am.J. Math, 44
1) Vgl etwa T. M. Apostol: Mathematical Analysis, Reading (Mass.), 1965, Chap. 93
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2. Offene Mengen 1.3

fach klar zu machen, welche Beweisschritte beim Aufbau einer Konvergenz- oder Um-
gebungsstruktur, von Filterbasen um die Elemente des Raumes herkommend, durchlaufen
werden miissen. Alle angegebenen Beispicele sind wesentlich fiir die weitere Theorie, man
sollte sie sehr sorgfiltig iiberprifen! Als Verstindnistest konnen dann die folgenden Auf-
gaben dienen:

Aufgaben:

1. Man zeige, dab fiir eine Umgebung der Form B¢ (x) in cinem pseudometrischen Raum
B:(x) = {y/ d(x, y) < €} Umgebung jedes seiner Punkte ist. {Man nennt B:(x) die offene Kugel
vom Radius € um x.) (Vgl. Def, 1.3 und 4.3e)!)

2. Man verifiziere die Aussagen in den Beispiclen 1.3d) und f) und gebe Beispiele konvergenter Folgen
an.

3. Injedem Umgebungsraum sind alle stationiren Folgen und Punktfilter konvergent. kst der Grenz-
punkt stets eindeutig bestimmt?

4. K&nnten Sie jede der Aussagen von 1.3g) bzw. 1.3(hy} beschwéren?

5. Im Raum Abb (IR, IR) mit der punktweisen Umgebungsstruktur von 1.3g) betrachte man folgenden

Unterraum: @ IR := {f/f ist nur an endlich vielen Stellen von 0 verschiedener Werte fihig}. Man
IR

zeige, dah es keine Folge von Elementen aus ® IR gibt, die gegen ¢; mit c; (t} = 1 konvergiert, wohl
aber einen Filter (verallgemeinerte Folge).

6. Essei IR wie in 1.3d) mit einer Konvergenzstruk tur versehen, und es sei t eine irrationale Zahl, Gibt
es eine Folge rationaler Zahlen, die gegen t im Sinne dieser Konvergenzstruk tur konvergiert?

7. Geben Sie zwei Umgebungsrdume an, in denen dieselben Folgen konvergieren.

2. Offene Mengen

Wir wollen die in Abschnitt 1 gewonnenen Umgebungsriume jetzt von einem mehr
globalen Standpunkt beleuchten, d. h. wir interessieren uns nicht mehr vordringlich
fiir die Gestalt der Réume in der Umgebung ihrer Punkte (= lokale Betrachtung), sondern
fir Merkmale des Raumes als Ganzes. Das verallgemeinerte Diagonalprinzip (U 2) in der
Definition 1.3 erlaubt dabei eine — vom strukturellen Standpunkt aus — ganz erstaun-
liche Vereinfachung. Seit diese Vereinfachung von H. Tietze ') und P. Alexandroff?) ent-
deckt wurde, hat sie sich als die zentrale Definition der Theorie durchgesetzt. Wir haben
diese Definition 2.4 nicht an den Anfang gesetzt, weil sie historisch und auch in den An-
wendungen erst zum Tragen kommt, nachdem die lokale Konstruktionsarbeit geleistet
wurde. (Die prinzipiellen Konstruktionstechniken der Abschnitte 5 und 6 gehen immer
schon von gegebenen Umgebungs- bzw. topologischen Riumen aus.)

1) Math. Ann. 88 (1923)
2) Math. Ann. 94 (1925)
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2.1

2.2

23

24

25

2.1-25 Kapitel |: Raume und Abbildungen

Die entscheidende Idee steckt in der Frage, wie die Teilmengen eines Umgebungs-
raumes aussehen, die Umgebung jedes ihrer Punkte sind. Solche Teilmengen nennt
man (in dem betreffenden Umgebungsraum) offen.

Lemma: Ist U eine Umgebung in einem Umgebungsraum, so ist U offen. (Man
tdusche sich nicht: In (U 2) wird nicht gesagt, da® auch U jeden seiner
Punkte umgibt!)
Beweis: (Die Beweisidee ist am Vorgehen im Spezialfall pseudometrischer Raume
orientiert: Ist U Umgebung von y, so enthilt U in diesem Fall eine Kugel B e(y),und
die Kugel B (y) liegt sogar in U d.h. y wird auch von U umgeben.) Es seien nun

(OX U) ein Umgebungsraum xeX,UelU(x)und y € U. Wir wollen zeigen, daﬁs
U € U(y) ist. Wir wissen, dafl U € U(y) ist. Nach (U 2)ist damit jedoch auch Ue U(y).

Lemma: Ist (X, U/) ein Umgebungsraum und bezeichnet T das System seiner
offenen Teilmengen so sind @, X € T sowie endliche Durchschnitte und be-
liebige Vereinigungen von Elementen aus 7 wieder offen.

Beweis: Da @ offen ist, folgt — etwas spitzfindig — aus der Definition der offenen
Menge. Dafl X offen ist, ergibt sich aus der Filtereigenschaft und (U 1). Die Aussage iiber
endliche Durchschnitte folgt aus der Eigenschaft der Filter, mit je zwei Elementen auch
deren Durchschnitt zu enthalten. Die Aussage iiber beliebige Vereinigung folgt aus der
Eigenschaft der Filter, mit jedem Element auch dessen simtliche Obermengen zu ent-
halten.

Definition: Eine Topologie T auf einer Menge X ist ein Teil der Potenzmenge
P(X) mit folgenden Eigenschaften:
(Topl) Q&ET und XET. n
(Top2) Mit Oy,....,0, ET istauch N O;€T.
1
(Top3) Mit OC T istauch UOET,
Ein topologischer Raum ist eine Menge, die mit einer Topologie ver-

sehen ist. Die Topologie eines Umgebungsraumes wird durch das
System seiner offenen Menge gegeben.

Satz: Jede Topologie stammt von genau einem Umgebungsraum. Dabei
sind die Elemente von T gerade die offenen Mengen dieses Um-
gebungsraumes.

Beweis: Es sei T eine Topologie. Auf dem zu Grunde liegenden Raum X = U 7 defi-
nieren wir Umgebungsfilter U(x) := {U C X/ es gibt O € T mit x €0 C U}. U(x) ist
ein Filter: ¢ € U(x), denn jedes Element enthilt mindestens x. U/ (x) # 0, denn es ist
X € U(x).Sind U, U" € U(x),so gibtes 0", 0" €Tmitxe0'C U’ xe0”"cU",
und mit x €0’ N 0" € T ist auch U' N U" € U(x). SchlieBlich ist /(x) nach Definition
gegen Obermengenbildung abgeschlossen. U(x) erfiillt trivialerweise (U 1). Wir zeigen

14



2. Offene Mengen 26-2.7

(U 2): Ist UE U(x),so gibtes OE€ T mit x €O C U. Fir y €O ist dann auch U€ U(y).
Alsoist O C U und folglich U € U(x). Damit ist gezeigt, dafl (X, /) ein Umgebungs-
raum ist. Ist nun A C (X, U) offen, so gibt es zu jedem x € A ein O, € T mit x €0, C A,

denn A ist Umgebung jedes seiner Punkte. Wegen (Top 3)ist daher U O, =AE€T.
XEA

Ist umgekehrt ein O € T, so ist es natiirlich Umgebung jedes seiner Punkte, d. h. offen in
(X, U). SchlieBlich wird 7 von keinem anderen Umgebungsraum (X, /') definiert, denn
nach 2.2 bilden die O € T mit x € O zugleich eine Filterbasis von {/(x) und U'(x),
diese beiden Filter sind also stets gleich.

2.6 Verabredung: In einem topologischen Raum (X, 7) werden die Begriffe offen,
konvergent und Umgebung auf den zugehérigen Umgebungsraum be-
zogen. Statt O € T schreibt man auch — wenn 7 klarist - 0 ¢ X.

Die offenen Mengen eines topologischen Raumes sind also einfach die Elemente
der Topologie dieses Raumes, sie sind zugleich Umgebung jedes ihrer Punkte. Eine
Teilmenge U eines topologischen Raumes umgibt x genau dann, wenn zwischen
x und U noch ein Element von T liegt.

Beispiele:

a) Die filr die Anwendung wichtigsten Beispiele kdmmen wie in Abschnitt 1 geschildert zustande,
Daher mache man sich die Beispiele zu 1.3 noch einmal im neuen Zusammenhang klar: In der
natiitlichen Topologie des IR™ und allgemeiner in jedem metrischen Raum sind die Mengen offen,
d.h. €T, die mit jedem ihrer Punkte noch eine geniigend kleine Kugel mit positivem Radius um
diesen Punkt enthalten.

b} Durch die Beispiele in 1.3¢) werden diskrete bzw. indiskrete topologische Riume definiert. Im
ersten Fall ist jede Teilmenge des Raumes offen, d. h. T =P(X), und im zweiten Fall sind es nur
P und X,

¢) Fiir unendliches X wird durch 1.3d) die Komplement-abzédhlbar-Topologie definiert. In ihr sind
auBer § nur die Mengen mit (hiichstens) abzihlbarem Komplement offen. Analog kann man eine
Komplement-endlich-Topologie definieren,

d) Ein weiteres fiir die Theorie wichtiges Gegenbeispiel in vielen Situationen ist eine nichttriviale
(weder diskrete noch indiskrete) Topologie auf einer zweiclementigen Menge, etwa X = {0, 1}.
Man nennt das Beispiel mit T := {§, X, {0}} den Sierpinski-Raum.

Es ist ein wenig mithsam, Topologien fiir einen konkreten Raum vollstindig durch Auf-
zihlung der offenen Mengen anzugeben. Daher verschafft man sich, wie beim Ubergang
von Filterbasen zu Filtern, Hilfskonstruktionen:

27 Lemma: Es seien X eine Menge und S C P(X) ein Teil der Potenzmenge. Man
nennt S Basis einer Topologie 7, wenn T genau aus den durch beliebige
Vereinigungen von Element von S entstehenden Mengen besteht. Man
nennt S Subbasis einer Topologie 7, wenn die endlichen Durchschnitte
von Elementen aus S einen Basis fir 7 geben. Jedes Teilmengensystem
S ist Subbasis einer Topologie auf X, es ist genau dann schon Basis einer
Topologie auf X, wenn US = X ist und wenn es zu O, 0" € § und
x€0'NO" stetsein 0 €S mit x€0 C Q' NO" gibt.
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2.8 Kapitel |: Raume und Abbildungen

Beweis: Ist S irgendein Teilmengensystem, so sei B(S) das System aller endlichen

Durchschnitte von Elementen aus S. Wegen N A =X ist X € B8(S).Sind 0, 0" €
Ay

€ B8(S) und x€0'N0O",soist auch O'N 0" € B(S). Wir brauchen daher nur noch die
letzte Behauptung nachzuweisen, die die Eigenschaft der Basis fir ein Mengensystem mit
den im Lemma genannten Voraussetzungen behauptet. Wir setzen jetzt also voraus, daf®
schonUUS=Xgiltundzu 0, 0"€8,x€0' N0 " stets 0ES mit xEQC Q' NO"
existiert. Sei dann 7T das System der Vereinigung von Elementen aus S. Wegen US =X

und U A=0sind X, € T. Trivialerweise (Assoziativitit der U) sind beliebige Ver-
AEg

einigungen von Elementen aus 7 wieder in 7. Wegen der Durchschnittsbedingung und
den Distributivgesetzen der Mengenlehre ist T auch gegen endliche Durschnitte abge-
schlossen.

Korollar: Esseien (X, U) ein Umgebungsraum (z. B. pseudometrischer Raum)
und fiir jedes x € X B(x) eine Basis von U(x) aus offenen Umgebungen,

dannist S := U B(x) eine Basis der zu &/ gehorigen Topologie.
xeX

(Man wende diesen Satz auf das Beispiel 1.3g) an!)

Das Lemma 2.7 deutet schon an, welch vielfiltige Moglichkeiten von Topologien auf
irgendeiner gegebenen Menge bestehen. Natiirlich sind in der Praxis nicht alle diese Mog-
lichkeiten wichtig, und es wird die Hauptaufgabe der Abschnitte in Kapitel II sein, die
praktisch wichtigen Rdume durch zusitzliche Eigenschaften zu charakterisieren. Da wir
als Hauptanliegen der Allgemeinen Topologie das Studium stetiger Phinomene be-
zeichnet haben, ist jedoch gerade die Konstruktion ,,pathologischer Beispiele‘ hiufig
der beste Schutz gegen voreilige Trugschliisse. Darum ist es durchaus sinnvoll, sich zu-
nichst eine Vorstellung von kiinstlich und unanschaulich konstruierten Topologien zu
verschaffen, Dazu dienen u. a. die Beispiele 2.6b), c) und d).

Aufgaben:

1. Jede offene Menge im IR" (natiirlicne Topologie) ist Vereinigung abzihlbar vieler Kugeln. Gilt
das in jedem metrischen Raum? (Hinweis: Beispiele 1.1d) odere)!)

Man charakterisiere die offenen Mengen in den Fillen von 1.3f).

Ist F ein Filter auf X, so ist F U {(} eine Topologie auf X.

4. 8Sind zwei Topologien T, § auf X gegeben, so nennt man 7 feiner als § (und § grober als 7),
wenn 7 O 8 ist. Auf Abb(IR, 1R) wurden durch 1.1e) bzw. 1.3g) die Topologien der (global-)
gleichmiiBigen bzw. punktweisen Konvergenz definiert. Welche ist feiner?

5. Gibt es in einer feineren Topologie mehr oder weniger konvergente Folgen (bzw, Filter) als in der
groberen?

W o

Sind in einem pseudometrischen Raum die offenen Kugeln offen? (Vgl. Aufgabe 1, Abschnitt 1)

7. Manzeige: § := {}- =, t[, ]t, + =[/t € IR} ist Subbasis, aber keine Basis der natiirlichen Topologie
von IR

8. Fiir n€ N seien Uy := {m/m > n}und 7 := {@, Uy/n & IN}. Man zeige, daB in (IN, T) die
konstante Folge co(n) := 9 gegen jedes m < 9 konvergiert.
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3.1.

3. Stetigkeit 3.1

3. Stetigkeit

Stetigkeit (von Abbildungen) bedeutet Konvergenzerhaltung.

Es hat lange gebraucht, bis man eine analytische Formulierung fiir die ,,anschauliche*
Stetigkeit von reellen Funktionen gefunden hatte. Wir haben in der Einleitung davon be-
richtet. Im Zuge der Cantorschen Untersuchungen iiber Punktmengen im IR", die ja die
Wurzel der Allgemeinen Topologie darstellen, hat man auch eine gewisse Anschauung von
dieser analytischen Beschreibungsform gefunden: Zur Idee eines stetigen Phinomens ge-
hort es, dafd nichts zerrissen wird, was zuvor ,,unendlich-nahe* war. Da es bekanntlich
nicht gelang, das ,,unendlich-Nahe** in den iibersichtlichen Kalkiil der Analysis einzu-
passen '), ging man dazu iiber, es nicht als etwas Seiendes aufzufassen, sondern als etwas
Werdendes. In unserer modernen Sprache, kdnnen wir das weniger mystisch ausdriicken:
Eine konvergente (verallgemeinerte} Folge nihert sich immer mehr ihrem Grenzwert, sie
kommt ihm beliebig nahe. Werden nun die Punkte der Folge und der Grenzpunkt stetig
abgebildet, so soil sich daran nichts dndern; es soll nichts getrennt werden, was vorher be-
liebig nahe war. Konvergiert also (x,),cn gegen X und ist f stetig, so soll (f(xp))nenN
gegen f(x) konvergieren. Es liegt nahe zu versuchen, die Stetigkeit einer Funktion durch
diese Eigenschaft analytisch zu charakterisieren und dann nach der Erhaltung weiterer Zu-
sammenhangseigenschaften zu fragen. Es stellt sich heraus, daf} die Priizisierung anschau-
licher Zusammenhangseigenschaften recht problematisch ist, und wir werden diese Unter-
suchung erst in Abschnitt 10 durchfiihren. Hier wollen wir diese Konvergenzerhaltung zu-
nichst ausfiihrlicher studieren. In unserem allgemeinen Rahmen wird es nach den Uber-
legungen von Abschnitt 1 sinnvoll sein, aufier der Konvergenzerhaltung von Folgen auch
die von Filtern zu fordern. Wir werden dann auch sehen, inwiefern die zweite Forderung
den Stetigkeitsbegriff einengt.

Definition:  Seien X, Y zwei topologische Riume und f: X - Y eine Abbildung.
f heifit folgenstetig bzw. stetig in x € X, wenn f gegen x konvergente
Folgen bzw. Filter stets auf gegen f(x) konvergente Folgen bzw.
Filter abbildet. f heifit folgenstetig bzw. stetig, wenn f es in jedem
Punkt von X ist. f heifit topologisch oder Homdomorphismus, wenn
f stetig, bijektivund ™' stetig sind.

Eine topologische Invariante ist eine Aussage, deren Wahrheitsgehalt
sich von jedem topologischen Raum auf alle ihm hom&omorphen
Réiume tbertrigt, wobei homéomorphe Raume dadurch definiert
sind, da} es zwischen ihnen und dem Ausgangsraum je einen Homoo-
morphismus gibt.

Bemerkungen:
Ist F ein Filter auf X, so ist {f(F)/F € F} im allgemeinen nur eine Filterbasis auf Y. Als Bild unter
f (geschrieben f(F)) wird daher der erzeugte Filter verstanden.

1) im Rahmen der modernen Nonstandard Analysis wird das wieder versucht.
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3.2.

3.3

3.2-3.3 Kapitel 1: Raume und Abbildungen

Mit topologischen Invarianten werden wir uns hauptsichlich in Kapitel II befassen. Hier wollen
wir versuchen, den Stetigkeitsbegriff genauer zu begreifen. Bevor wir ihn an Beispielen erértern, ist
es ratsam, ihn noch durch handlichere Kriterien zu charakterisieren und die Beziehung zum aus der
Analysis bekannten Stetigkeitsbegriff herzustellen.

Satz: X und Y seien topologische Rdume, f: X -~ Y eine Abbildung und

x ein Punkt aus X. Dann sind die folgenden Aussagen gleichbe-

deutend:

(a) fistin x stetig.

(b) f(Ux(x)) = f(x).(Esreicht also, diesen einen Filter zu
testen!)

(¢) Zujeder Umgebung V aus einer Filterbasis von Uy (f(x))
gibt es ein U € Uy (x) mit f(U) C V. (Verallgemeinertes
Cauchy-Kriterium, (vgl. 3.5 a))

Bewelis:

(a) = (b), denn Uy (x) konvergiert natiirlich gegen x.

(b) = (c), denn Konvergenz gegen f(x) besagt f(Ux (x)) O Uy (f(x)), und damit umfaidt
f(U(x)) natiirlich auch die genannte Filterbasis. Ist ein V aus ihr gegeben, so liegt
es also in f(U(x)), d.h. esgibt ein U€ U(x) mit f(U)C V.

(c) = (a): Ist F ein gegen x konvergenter Filter, so besagt dies, daB £ O U(x) und folg-
lich £(F) D f(U(x)) ist. Gibt man sich nun ein W € Uy (f(x)) vor, so umfafit es ein
V aus der genannten Filterbasis und damit nach (¢) auch noch ein f(U) € f(U(x)).
Da nun f(U) in f(F) liegt, tut es auch die Obermenge W, d. h. es ist Uy (f(x)) C f(F)
und folglich f(F) 7 f(x). Dies gilt fiir jeden solchen Filter £, d.h. f ist in x stetig.

Korollar: Mit den obigen Bezeichnungen sind gleichbedeutend:
(a) f ist stetig.

(b) Fiir jede offene Menge O’ aus einer Subbasis der Topologie von
Y ist £ (O') offen in X,

() 0O'gY=f10)cX (vgl. auch 4.6)

Beweis:

(a) = (b): Ist x' €f7'(0"), so ist O’ Umgebung von f(x’), denn O’ ist offen in Y. Nach
3.2¢) gibt es U € U(x') mit f(U) C O". Demnach ist UC £~ f(U) C £~ (O’) und
folglich f~' (0") Umgebung jedes seiner Punkte, d. h. offen in X.

(b) = (c): Ist O' C Y, soist O' Vereinigung von endlichen Durchschnitten aus der in (b)
genannten Subbasis. Da unter f™' Vereinigungen bzw. endl. Durchschnitte in die
entsprechenden Vereinigungen bzw. Durchschnitte iibergehen und diese nicht aus
dem Bereich der offenen Mengen herausfiihren, gilt (c) nach Voraussetzung von (b).

(c) = (a): Wir weisen (a) mit Hilfe von 3.2¢) nach: Sind x € X und V eine offene Um-
gebung von f(x), so ist f~' (V) offen in X wegen (c). Da die offenen Umgebungen eine
Basis von U(f(x)) bilden (2.2) und f™' (V) € U(x) ist, folgt mit £(f(V)) =V die
Stetigkeit von f in x und damit in jedem beliebigen Punkt von X.
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34

3.5.

3. Stetigkeit 3.4-35

Wie wir in Abschnitt 1 bemerkt haben, ist die Leistungsfihigkeit der Folgen dadurch begrenzt,
dafd es nur abzihlbar viele Folgeglieder gibt. Solche Umgebungsriume, deren Umgebungsfilter eine
{hochstens) abzihlbare Basis zulassen, lassen sich daher ausreichend mit Folgen untersuchen.

Definition:  Ein topologischer Raum geniigt dem 1. AbzihlIbarkeitsaxiom, wenn
jeder seiner Umgebungsfilter eine abzihlbare Filterbasis besitzt.

Satz: Ist f: X = Y eine folgenstetige Abbildung zwischen topologischen
Riumen und geniigt X dem 1. Abzihlbarkeitsaxiom, so ist f stetig.
Analoges gilt, wie der Beweis zeigen wird, auch fiir die Stetigkeit in
einem Punkt, dessen Umgebungsfilter eine abzihlbare Basis hat.

Beweis: Wir nehmen an, f sei in x folgenstetig und unstetig, obwoh! U(x) eine Basis

der Form {U;/i € IN} hat. Wir verschaffen uns durch die Definition Uj := f]1 U; eine

i=1
monoton kleiner werdende Basis von U(x). Da f in x nicht stetig sein soll, muf} es nach
3.2¢) ein V, € Uy (f(x)) geben, in das keines der Uj abgebildet wird. Es gibt also je ein
X € Ujf mit f(x;) & V. Die dadurch definierte Folge (x;);<n konvergiert zwar wegen der
Monotonie der Uj gegen x, ihre Bildfolge meidet jedoch V, und kann daher nicht gegen
f(x) € V, konvergieren. Das widerspricht der Folgenstetigkeit von f in x.

Beispiele:

a) In einem pseudometrischen oder metrischen Raum hat jeder Umgebungsfilter {/x (x) eine abzihl-
bare Basis der Form {Byn(x)/n € IN}. Hier ist also der Satz 3.5 anwendbar, d. h. jede von X aus-
gehende folgenstetige Abbildung ist auch stetig.

Ist auber X auch Y ein pseudometrischer Raum, so ist f: X - Y genau dann in x stetig, wenn
es zu jedem e € IR, ein § € IR, gibt, so daB aus d(x, x') <& stets d{f(x), f(x')) < ¢ folgt. Diese
Aussage ist die Ubersetzung von 3.2(c), wenn man als Filterbasis die e-Kugeln um x wihlt, Es
handelt sich also in 3.2(c) um die Verallgemeinerung des klassischen e-6 -Kriteriums von Bolzano-
Chauchy (vgl. Einleitung).

b) Das elegante Stetigkeitskriterium 3.3(b) bzw. (c) ist fiir theoretische Uberlegungen das meistge-
brauchte. Fiir praktische Fille ist es nur zu brauchen, wenn man die offenen Mengen des be-
treffenden Raumes gut kennt, man wird sich deshalb meist des Kriteriums 3.2(c) bedienen, wenn
man es mit konkreten Riumen zu tun hat, Diese beiden Kriterien sind die meistbenutzten,

¢) Nach 3.3(c) ist die identische Selbstabbildung idx eines topologischen Raumes X immer stetig,
erst recht folgenstetig. Man beachte jedoch, daft im Definitionsbereich und Wertevorrat dieselben
Topologien vorliegen. Ist das nicht der Fall, so braucht idy: (X, 7) = (X, T') nicht stetig zu sein.
(In diesem Falle muf® man natiitlich die Topologien besonders kennzeichnen.) In der Sprache von
Abschnitt 2, Aufg. 4 ist hier idx genau dann stetig, wenn 7 feiner als 7' ist. In der genannten Auf-
gabe findet man auch ein erstes Beispiel dafiir, daf die Identitdt nicht in beiden Richtungen stetig
ist, denn die Topologie der {global-)gleichmifiigen Konvergenz ist auf Abb (IR, IR} echt feiner als
die der punktweisen Konvergenz. ({g/f.a.t € IR istIf(t) - g(t)l < %}= B:(f) istz.B. in Uto . f) =

2 14
= {g/If(tg) —g(tg)l < e} enthalten, aber kein Ug, ¢ ist ganz in einer solchen Kugel enthalten.)
Weitere Beispiele dazu findet man an Hand von 1.3(f), so ist z. B. die Komplement-abzihlbar-

Topologie 4 nicht mit der natiirlichen Topologie T auf IR vergleichbar IR\ QE A\ I bzw,
10,1 €T\ A), also ist idjR : (IR, A) ~ (R, I) in keiner Richtung stetig, aber in der gegebenen
Richtung folgenstetig. (Vgl. 1.3(d)) A kann demzufolge hier auch nicht dem 1. Abzidhlbarkeits-
axiom geniigen, also auch nicht durch eine Pseudometrik erzeugt werden.
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3.5 Kapitel |: Rdume und Abbildungen
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Merke: Die identische Selbstabbildung eines topologischen Raumes ist immer stetig, man mufi
r qufpassen!

Jede stetige Abbildung ist folgenstetig, denn eine Folge konvergiert genau dann gegen X, wenn es
ihr Endstiickfilter tut.

Man kann auf der zweielementigen Menge {0, 1} zwei Topologien angeben, so da die Identitit
in keiner Richtung stetig ist. Wird sie dabei in einer Richtung folgenstetig?

Jede konstante Abbildung ist stetig.

Wir betrachten auf IR die natiirliche Topologie und definieren f, g, h:IR = IR durch

£(t) = { 0, falls t irrational a(t) = {t, falls t rational hit) := {lfq, falls t = p/q gekiirzt mit ¢ > 0
) 1, falls t rational |, ) 0, fails t irrational ’ ) 0, sonst

dann ist f in keinem Punkt stetig, g nur im Punkte 0 stetig und h genau an den rationalen Stellen
unstetig. Letzteres sieht man ein, wenn man die Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit auf

IR beachtet und bedenkt, dafl rationale Zahlen bei der Approximation einer irrationalen Zahl immer
grofiere Nenner brauchen (Dezimalbriiche!),

Fiir viele Untersuchungen ist die folgende Funktion ein lehrreiches Gegenbeispiel (H. Lebesgue).

e
Dazu erinnere man sich, dat jedes t& |0, 1[ in genau einer Weise als Dezimalbruch t -—"Z% darstell-
1
1
bar ist, wobei unendlich viele t; < 9 seien miissen, denn z, B. 0,099 = 0,1. Sind unter den Ziffern
ty, ta, ts, ..., 125+ 1, ... unendlich viele # 1, so setzt man f(t) = 0. Ist dies nicht der Fall, so gibt es
ein kleinstes n, so daf fiir alle i > n stets t3j 4§ = 1 ist, und man darf definieren
(== t2.
f(t) := Z —li-= 0,tyn + 2t2n + at2n + 6 ... Damit ist £ auf 10, 1[ vollstindig definiert.
i=n+1
Gibt man nun 0 <r < s < 1 beliebig vor, so ist f(r, s[) =10, 1[. Ist nimlich u & |0, 1], so wiihle man
ig so grof, dab r;, <9 und

1= 0,11, ... 1y _ 1 (K + 1) 0000 ... <5
ist, Nun wiihle man ein ungerades j > ig + 1 mit s := r'+L. < s, dann sind
1
r'=0,1,1q,... (riy +1)000... bzw. s'=0,r1r2...(ri0+1)000..01000...

(die 1 an der j. Stelle). Man setze nun
t:=0,r11y... (rj, + 1) 00000...0001u; lugluzl...

(die erste 1 an der Stelle j + 2 (ungerade)), dann sind fast alle ungeraden Stellen gleich 1,
r<r <t<s <sund f(t) = u. Folglich ist f(]r, s[) = 10, 1{. Sei v:]0, 1[ = IR eine Bijektion, dann
setzte man fiir t & IR

0, falls t ganze Zahl

B =1 ) fet— k). falls (t— k)€ ]0, 1] mit ke 2,

und es wird g : IR — IR eine Surjektion, deren Einschrankung auf jedes mehr als einelementige Inter-
vall ebenfalls noch eine Surjektion bleibt. Natiirlich kann eine solche Abbildung nicht stetig sein,
aber sie deutet drastisch an, wie schwierig es ist, Stetigkeit vom anschaulichen Zusammenhang her
zu begreifen.!)

Hiufig als Gegenbeispiel wird auch die folgende Funktion gewahlt: f:IR — IR, f:t ~ sin(1/t) fiir

t # 0 und £(0) := 0. Sie ist nur im Punkt O unstetig. Dagegen ist g{t) :=t-sin (1/t) iiberail stetig.

Zitiert nach C. Caratheodory: Reelle Funktionen, Leipzig, 1939



3. Stetigkeit 3.5

»

k)

1)

In der Integralrechnung spielen Stetigkeitsargumente eine grofie Rolle. Man kann z.B. zeigen, daB

eine beschrinkte Funktion f:[0, 1] = IR genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn ihre Unstetig-

keitsstellen eine Menge vom Lebesgue-Mafi null bilden (vgl. 1.3(h) und die dortige Literaturstelle).
1

Weitere Beispiele sind die beriihmten Konvergenzsitze fiir Integrale, z. B.j *Lggi 0,1)— IR ist

0
stetig, wobei ngl (0, 1) der mit der Metrik der (global-)gleichmifigen Konvergenz verseshene Raum
der integrierbaren Funktion ist. Wegen weiterer Beispiele verweisen wir auf die einschligige Literatur, 1)

Man betrachte die beiden Funktionen f:(IR, 7) — (IR, T) bzw. g:{IR2,8) - (IR, A) mit f(t) :=—t
bzw. g(X,¥y) :=X +V.

Bezeichnen R, S, T die natiirliche Topologie, so macht man sich mit 3.2 (c) klar, daf f und g
stetig sind. f ist dann sogar topologisch (s. 5.9(a)).

Nun seien R, T die Komplement-abzihlbar-Topologie und § die von der Basis
B := {01 X 04 {IRNO4 abzﬁhlbar} erzeugte Topologie, dann ist zwar f topologisch, aber g nicht
stetig. (271 (IR\ {0}) = IR2\ {(t, — t)/t € IR} ist nicht offen in (IRZ, §).)

SchlieBlich seien R, T die von {[a,b] /a,beE IR} erzeugten Topologien, und § werden von
{ia, b[x[a’,b’[ [a,a’, b, b’E IR} erzeugt. Dann ist  nicht stetig, wohl aber g.
(1[0, 1[)=1-1,0]1 ¢ T.) Ist h: (IR, T} — (IR, T) jetzt eine monoton-wachsende Funktion, die
im klassischen Sinne rechtsseitig stetig ist, d. h. tj  tg = h(t;) { h(tp), so ist h — trotz méglicher
Spriinge — stetig. (Ist [a’, b’[ gegeben, so setze man a :=inf {t /h(t) >a'},b :=sup {t /h(t) <b'}.
Dann ist h™! {[a’, b[) gleich @, [a, bf oder ]a, b[, also offen in 7. Wiire nimlich auch h(b) < b’,
also b’ —h(b) = € > 0, so wihle man eine Folge (t;) = b monoton fallend, und es gidbe dann
tj, > b mit h(ty,) < b’, was der Wahl von b widerspriiche,
Es sei Abb(IR, IR) mit der Topologie der punktweisen Konvergenz versehen, dann sind die Ab-
bildungen
f: IR — Abb(IR, IR), ty — Cty mit Cto(t) =t; bzw.
g: Abb(IR, IR) ~ IR, ¢ = p(ty) stetig. Man zeige dies als Ubung und gebe eine unstetige Funktion
auf bzw. in Abb(IR, IR) an.

m) Es seien D ein diskreter Raum, I ein indiskreter Raum, (X, A ) ein Raum mit der Komplement-ab-

n)

o)

zihlbar-Topologie, dann gelten:

Jede Abbildung von D in einen topologischen Raum ist stetig.

Jede Abbildung von einem topologischen Raum in I ist stetig.

Jede Abbildung von (X, A) in einen topologlischen Raum ist folgenstetig.

Unter den Abbildungen von (IR, A} — (IR, natl. Top.) sind genau die konstanten stetig.

Es sei (M, d) ein pseudometrischer Raum und ¢ # A C M. Die Abstandsfunktion da : (M, d}— IR,
dp (x) := inf d(x,a) ist stetig. (Wegen d(x,y) < d(x,x)+d,y) <d(x, x)+dx", y)+d',y)

hat man ste%s ld{x, y)—d(x', y) < d(x, x") + d{y, y). Fir x, x'€ M folgt daraus lds (x) -~ da (x)!
< d(x, x'), denn zu jedem e € IR gibt es ein a, € A mit d(x', a;) < da (x') + € und folglich
d(x,a.) <d(x,x)+da (x') +e,d . h. dy (x) < d{x, x"} + dp (%) + ¢ fiir beliebig kleines ¢ € IR,
Ist nun x € M und ¢ € IR gegeben, so ist da (B, (X))} C B.(d4 (x)). Folglich ist d4 stetig in jedem
X.)

Sind X, Y, Z topologische Raume und f;: X - Y stetigin x,g: Y — Z stetig in f(x), dann istgef
stetig in x. (Zu W Ugz(go f(x)) wihle man V € Uy (f(x)) mit g{V) C W, und zu V wihle man

U e Ux(x) mit f(U) C V, dann ist ge f(U) C W, Folglich ist g f in x stetig.)

Kompositionen stetiger Abbildungen sind also stetig.

1) Hewitr-Stromberg: Real and Abstract Analysis, Betlin, 1965

21



3.6 Kapitel |1: Rdume und Abbildungen

p) Setzt man im Beispiel (n) (M, d) := IR™ (euklidische Metrik d} bzw. (M, d) := (R1, d") mit
d'(x,y) := max ix;— y;l und A := {0}, so ist durch I-| := da bzw. ll-Il := d}y eine stetige Funktion

nach IR erklirt, Die Funktion % ;iR =R, t — 1/t ist nur im Nullpunkt unstetig. Setzt man fiir

e € IRy, to € IR\ {015 := % min(itg}, € lto 12), 50 ist fl—) (BY (t0)) € B¢ (ti) ,denn It —tol <
' 0

<6 =

tp — t
1_1). I 0 I < 6 < 26 < e. Nach Beispiel (o) sind also die Funktionen

t 1o tto ltgi2 —51tgl  Itg!2
£, g: IRP— IR, £(0} =g(0) =0, f(x) := 1/Ixl bzw, g(x) := 1/IxIl fiir x # 0 nur im Punkt 0 unstetig.

(Beide Metriken geben dieselbe Topologie auf IRD, nimlich die natiirliche!)

Weitere wichtige Beispiele konstruiert man oft mit Hilfe des folgenden grundlegenden
Satzes:

3.6. Satz: Es sei X ein topologischer Raum. Der Raum Abb (X, IR) der reelien
Funktionen auf X sei mit der Topologie der (global-)gleichmiBigen Kon-
vergenz versehen. Dann ist dieser Raum nach 1.1(e) mit einer Metrik
erzeugbar, wir bezeichnen diesen metrischen Raum mit Abb; (X, IR).
Es gilt nun:

Ist (fy)n e v ine gegen £ in Abbg, (X, IR) konvergente Folge stetiger
Funktionen, so ist auch f stetig.

Beweis: Seien x € X und € €1R,, ¢ < 1. Wir wollen zeigen, dafl es ein U € U(x) mit
f(U) C B, (f(x)) gibt. Es sei N € IN so groB, dal d(fy, ) <& ist, d. h. Ifi (y) —f(¥)I< ‘f,—,’
fiir alle y € X. Dies ist moglich, weil die Folge (f,,) gleichmifiig gegen f konvergiert. Da
fy stetig ist, gibt es U € Ux (x), so daf fiir y € U stets Ify (y) — fiy (x)I -<..E§ ist. Fir alle
y € U gilt dann auch f(y) — f(x)| < If(y) ~ fy (V)i + iy ¥) @) + iy (x) ~f(x)I <€,
d.h. f(U) C B, (f(x)).

Wir verzichten hier auf ausfiihrliche Beispiele. Viele sind aus der Analy sis geldufig (z.B. kann man
die sin-, cos- und exp-Funktionen mit Hilfe der gleichmifiig konvergenten {(Abschnitte von) ent-

sprechenden Funktionenreihen konstruieren). Auflerdem werden wir in diesem Buch noch oft Ge-
legenheit haben, den Satz anzuwenden.

Aufgaben:

1, Dieiiberabzihlbare Menge X sei mit der Komplement-abzihlbar-Topologie versehen. Man gebe
dann alle Hom&omorphismen von X auf sich an.

2. Esseien X ein topologischer Raum, f:IN — X eine Folge in X und iN := IN U {e} mit der von
B:={{n}},A/neEIN,A CIN,IN\ A endlich} erzeugten Topologie versehen. Man zeige, daf f
genau dann in X konvergiert, wenn es eine stetige Abbildung F: IN — X gibt, fiir die das folgende

Diagramm kommutiert: —
g N—=X

Ny

3. Sei ¥ eine der in 1.3(f) angegebenen Topologien auf IR. Welche der folgenden Funktionen von
{IR, T) in sich sind dann stetig?
fity =0 fir t<0, f(t):=1 fir t >0, g(0) :=0, gt) := /It fiir t #0,
h(t) :=t3, k(t) := 1/1tl fir t # 0, k(0) := 17, (1) monoton wachsend.
4. Man verifiziere die in den Beispiclen zu 3.5 angegebenen Aussagen!
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4.1

4.2

4. Besondere Punkte und Mengen in topologischen Rdumen 4.1-4.2

4. Besondere Punkte und Mengen in topologischen Riumen

Cantors Untersuchungen der Punktmengen im IR™ um 1880 waren eine der Quellen
fir die Aligemeine Topologie, wie wir in der Einleitung gesehen haben. Zwei der leistungs-
fihigsten Begriffe in Cantors Analysen waren die Begriffe Hiufungspunkt bzw, abge-
schlossene Menge. (Der zweite Begriff hat schlieflich um 1920 zum Begriff der offenen
Menge gefiihrt, die das duale Objekt zur abgeschlossenen Menge ist.) Sie haben ihre Be-
deutung zur feineren Analyse von Teilmengen topologischer Riume behalten, und wir
miissen uns daher ein wenig mit thnen befassen. Fast alle der folgenden Begriffe gehen auf
Cantor zuriick, der sie im Spezialfall des IR™ einfiihrte,

Definition:  Es seien X ein topologischer Raum, A C X und x € X. x heifit
Jnnerer Punkt von A, wenn A ihn umgibt, d.h. wenn es O C X
mit x € O C A gibt. x heifst Berithrpunkt von A, wenn jede Um-
gebung von x A schneidet. Die Menge A® der inneren Punkte von
A heifit Inneres oder offener Kern von A. Die Menge A der Be-
riihrpunkte von A heifit Abschlufl oder abgeschlossene Hiille von
A. A heifdt abgeschlossen in X, wenn A = A ist; man schreibt
dann auch A C X.

Man beachte, daf bei allen Begriffen die Lage von x bzw. A im topologischen Raum X klar sein
mufs. In Zweifelsfillen muf man z. B. durch Ax o.d. andeuten, in welchem topologischen Oberraum
von A man den Abschluf bildet!

Satz: Seien X ein topologischer Raum und A C X, dann gelten:
(a) A° ist die groBte offene  (a') A ist die kleinste abge-
Teilmenge von A. schlossene Obermenge von A.
(b) A ist genau dann offen, (b") A ist genau dann abgeschlos-
wenn X \ A abgeschlos- sen, wenn X \ A offen ist.
sen ist.

Beweis:

(a): Ist0OCX,0CA,soist A Umge- (a): Ist CT X mit A CC, so trifft jede
bung jedes der Punkte von O, also Umgebung eines Elerllentis von A
umfafit A° alle offenen Teilmen- mit A auch C,d.h. ACC=C.
gen von A. Andererseits ist A® Andererseits ist A selbst abgeschlos-
selbst offen: Zu a € A° gibt es sen: Gibt man nimlich ein a€ A
0, C X mit a€0, C A, dann ist vor, so trifft jedes U € U, (a) das
A° = laloagx. A,d.h.esgibt xy EUNA.Da

A

Ue U(xy) ist, gilt auch UN A # 0.
Damit ist A C A. Natiirlich gilt auch
die Inklusion A C A. Wir haben das

Axiom 1.3(U 2) massiv benutzt,
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4.3

(b):

Ist A offen,so hatjedes a€ A

eine Umgebung, die X\ A nicht
trifft. Es ist also X VA C X VA CX\A,
d.h. X\ACX.

Ist umgekehrt X \ A abgeschlossen,
so ist nach dem ersten Teil von (b))

Kapitel I: Rdume und Abbildungen

(b"): Ist AT X,d.h. A=A, so hat jedes

x € X\ A eine Umgebung in X \ A,
diese Menge ist also als Umgebung
jedes ihrer Punkte offen.

Ist umgekehrt X \ A offen, so ist
nach dem ersten Teil von (b)

X\ (X \A)=A offen.
4.3 Korollare:

X\ {X\A)= A abgeschlossen.
Seien X topologischer Raum, A, B C X und x € X, dann gelten:

(@ X°=X @)0=0.
(b) A° CA, (b")YADA.
(c) Aoco = A°, (cYA=A.

(d) (ANB)=A°NB°,

(e) (AUB)°D>A° UB®°,

(f) X\ A° ist abgeschlossen.

(g) 9, X sind offen.

(h) Vereinigung offener
Mengen sind wieder
offen,

(i) Endl. Durchschnitte

(dY(AUB) =AUB.
(¢ (A NB) CA NB. (Achtung)
(f") X\ A ist offen.
(g") X, @ sind abgeschlossen.
(h") Durchschnitte abgeschlossener
Mengen sind wieder abge-
schlossen.
(i'} Endl. Vereinigungen abge-
offener Mengen sind schlossener Mengen sind
offen. abgeschlossen.
() xEA°+=> V x€0CA () x€EA+= A (x€0=0nNA#Q)
ocX ocx
= x&(X\A)". =x¢(X\A)°.
Beweise:

(a), (b}, (c), (e) folgen sofort aus 4.2(a).
(f) folgt aus 4.2(b). (g), (h), (i) sind nach
Abschnitt 2 giiltig. (j) zeigt man analog
zum Beweis von 4.2, Bleibt (d) zu
zeigen: A° N B ist offen und in

A N B enthalten, nach 4.2(a) ist also

A° N B® C (A N B)°. Ist andererseits

x €(ANB)?,s0ist AN B Umgebung
von X, erst recht ist x € A® und x € B®.

(@), (b, (c') folgen aus 4.2(a"). (f') folgt
aus 4.2(b"), daraus und mit (g), (h), (i)
folgen (g), (h"), (). (') zeigt man analog
zum Beweis von 4.2. Bleibt (d") zu zeigen:
Wegen 4.2(a’) und (i') ist AUB D (A UB)".
Ist x € AU B, so schneidet jede Umge-
bung von x das A oder jede das B, erst
recht schneidet jede das A U B, also ist
xXE(AUB).

Bemerkungen und Beispiele:

a) Wie man aus 2.2. sieht, ist die Bezeichnung A® mit der von 1.3(U 2) konsistent. Das dort ausgespro-
chene Diagonalverfahren entscheidet iiber 4.3(c’), die sogenannte Idempotenz des Hiillenoperators
(.}. Kurarowskil) hat einen topologischen Raum durch die Vorgabe eines Hiillenoperators
H:P(X) = P(X), der sinngemiB 4.3(a')—(d") erfiillt, charakterisiert. Die abgeschlossenen Mengen
sind dann die Fixpunkte von H, die offenen Mengen deren Komplemente. Ebenso kann man die
Topologien natiirlich auch durch 4.3(a)—(d) oder 4.3(g'}—(i') definieren und entsprechende Fest-
setzungen treffen,

1) Fund. Math., 3 (1922)
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4. Besondere Punkte und Mengen in topologischen Raumen 4.3

b)* Wegen Cantors Untersuchung der abgeschlossenen Mengen mittels konvergenter Folgen lag es
natiirlich zunéchst nahe, Stetigkeitsfragen in allgemeinen Riumen von der Folgenkonvergenz her
zu studieren. Tatsdchlich war das Fréchets und Riesz’ Idee 1906. Fréchet ging davon aus, dafl in
einer Menge gewisse eindeutig , konvergente® Folgen ausgezeichnet sind, wobei konstante Folgen
gegen den betreffenden Punkt konvergieren sollen und mit einer konvergent Folge auch stets ihre
Teilfolgen gegen den betreffenden Grenzpunkt konvergieren (Rend. Palermo, 1906). Fiigt man in
einem solchen Raum X jeder Menge A die Grenzpunkte der in ihr liegenden konvergenten Folgen
hinzu, so erhilt man einen ,,Hiillenoperator*‘, der, wie in den Betrachtungen zum Diagonalfolgen-
prinzip in Abschnitt 1 gezeigt, nicht idempotent zu sein braucht, also nicht notwendig von einer
Topologie herriihrt. Fiigt man die Bedingung hinzu, daft jede nicht gegen x konvergente Folge in
X eine Teilfolge umfaidt, die iiberhaupt keine gegen x konvergente Teilfolge mehr enthiilt, so er-
fiillt der Hiilllenoperator 4.3(a"), (b"), (d"), und fiir (c") reicht dann das Diagonalfolgenprinzip von
Abschnitt 1 hin. Riesz ging von Festlegungen iiber Hiufungspunkte von Folgen aus und gab ein im
wesentlichen den T-Riumen mit 1. Abzihlbarkeitsaxiom dquivalentes System von Forderungen
an.1l)

Da die erwiihnten Strukturen von Fréchet bzw. Riesz noch von (abzihlbaren) Folgen Gebrauch
machen, hat Fréchet spiiter noch allgemeiner Riume studiert.?).Bei seinen V-Raumen forderte er
nur noch, dafy jedem Punkt ein beliebiges Teilmengensystem als Umgebungssystem zugeordnet
wird. Da bei gewissen Niherungsverfahren zur Lésung von Differentialgleichungen und in der MaB-
theorie nicht-idempotente Hiillenoperatoren bzw. Grenzpunktzuordnungen auftreten, interessiert
man sich neuerdings wieder fiir solche abstrakteren Riume (z. B. Arbeiten von H. R. Fischer und
Grimeisen aus den letzten Jahren).

¢) Wir geben jetzt Beispiele zu den Begriffen in topologischen Riéumen: Seien a < b reelle Zahlen.
InIR (natl, Top.) sind dann [a, b]®=]a, b)® =[a, b[® = Ja, b[® = ]a, b, [a,b] " =]a,b]” =
=[a,b[  =]a,b] =[a,b] undfiirt c>b (Ja,b] U [b, c])° = ]a, ¢ i (Ja,b)° U [b, ¢]®) = ]a, c| \ {b}.
Am letzten Beispiel kann man sehen, dad in 4.3(¢) (und (¢)) nicht das Gleichheitszeichen steht.
{Man verifiziert die Aussage am besten mit 4.2(a), (b").)

d) In einem diskreten Raum sind alle Teilmengen zugleich offen und abgeschlossen. In IR haben nur
die Teilmengen ¢ und IR diese Eigenschaft (vgi. Abschnitt 10).

e) Sind f, g stetige Funktionen von einem topologischen Raqum X nach IR, so sind die Mengen
A= {xe X/f(x)<g®x)},B = {x€ X/f(x) > g(x)} und It g := {x € X/f(x) = g(x)} abge-
schlossen. (Beweis: Wegen Ig g = A N B zeigen wir die Behauptung nur fiir A. Ist y& A, so schneidet
jede Umgebung von y das A. Wire f(y) > g(y),d. h.y ¢ A, so giibe es U, VE U(y) mit
f(U) ng(V) =9, denn fir f(y) —g(y) = 3e sind 1 (B (f(y)) bzw. g71 (B, (g(y))) solche Umgebungen.
Die Umgebung U N V kénnte dann A nicht treffen. Es muf also doch y € A und A abgeschlossen
sein.)

f) Im Raum Abbpw(m, iR) (Top. det punktw, Konvergenz) ist jedes Element f Berithrpunkt der
Menge C(IR, IR) der stetigen Funktionen: Ist namlich Ue Upw (f), so umfaBt U ein Ug . (f) mit
E={t},...,tn} C IR (vgl. 1.3(g)) und t; < t; + 1. Wir setzen

f(tl) fiir t<ty
g(t) = f(tn) fiir t=> tn Bild s. §. 26

t—t; t—1t; .
(l———l—)f(ti)+-——--l-- fit;j+ 1) fir te([t,t;41q]
tiv1 -t ti+1 -t

dann ist g stetig. (Auf [t;, t; + 1] ist g linear und auf den ,,Enden* konstant, und g ist offenbar
folgenstetig.) Es ist g€ C(IR, IR} " Ug_ () CC(R,IR)n U # . Da sich dies fiir beliebiges

1) Math. naturw. Ber. aus Ungarn 24 (1906); vgl. Tierze/Vietoris, Enzyklopidie der math. Wiss., III
AB 13 (1929), dort wird auch iiber die Beziehungen zwischen den Definitionen berichtet.

2) Bull. Sci. Math. 42 (1918); Les Espaces abstraits, Paris, 1928
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4.4

4.4 Kapitel I: Radume und Abbildungen

g)

h)

i)
1)

k)

U & Upy (f) zeigt, ist f& C(R, C(R, IR)PY und C(R, IR) = Abb (IR, IR). Analog zeigt man, da » IRPY =
= Abb(IR, IR) st (vgl. 1.3(h,) und Abschnitt 1, Aufg. 51). IR
In einem Raum X, der dem 1. Abzihibarkeitsaxiom geniigt, gilt: X € A genau dann, wenn es eine
Folge :IN— A gibt, die in X gegen x konvergiert, {Beweis: Man wihle eine monoton fallende Basis
{Uj/i €N} von U(x) (vgl. Beweis von 3.5). Ist nun x € A, so schneidet jedes Uj das A und man
setze fir f(i) irgendein x; € U; 0 A, dann konvergiert f gegen x. Ist umgekehrt f gegen x in X
konvergent, so schneidet jedes Uj und damit jede Umgebung A, und damit ist x A)

Der Raum Abbgg (IR, IR} geniigt als metrischer Raum dem 1. Abzdhlbarkeitsaxiom. Wegen 3.6
ist C(IR, IR) in ihm abgeschlossen.
Ist f eine Folge in einem topologischen Raum X, so ist f{IN) = {x € X /esgibt @:IN = IN mit
fa .p;{* x}. Aufder den f(i) enthilt diese Menge die Grenzpunkte von f und allen Teilfolgen (y

monoton) von f. Ist f selbst konvergent, so ist f(IN) = f(IN) U {x/f — x}, denn alle Teilfolgen kon-
vergieren gegen denselben oder dieselben Grenzpunkte (¢).

Wir betrachten f aus Beispiel 3.5(i). In IR? ist der Graph von f ohne inneren Punkt, und es gilt
nach (g): Graph(f) = Graph(f) U {(0,t)/te -1, 1]}

Wir betrachten g aus 3.5(h). Es ist Graph(g)® = ¢ und Graph(g) = IR2 in IR2, denn g bildet jedes
offene Intervall von IR auf ganz IR ab.

Fiir jede konvexe Teilmenge C des IR™ ist x € C genau dann, wenn es eine Gerade G C IR™ gibt,
so daft das Intervall G n € x enthilt oder als Endpunkt hat. (Ubung)

In einem (pseudo-)metrischen Raum (M, d) ist das Innere der Kugel B, (x) nicht immer identisch
mit der ,,offenen Kugel B: (x) := {y/d(x, y) < e}". Beispiel: Diskrete Metrik mit € = 1. In Riumen,
in denen die Metrik von einer ,,Norm*‘ kommt (Funktionalanalysis) und den uns interessierenden

Situationen (IR, Abbgg (IR, IR) mit € # 1) ist dies jedoch der Fall, wie man sich leicht iiberlegen kann.

(Translationsinvariante Metriken auf reellen oder komplexen Vektorriumen, die auf jeder Geraden
durch 0 die natiirliche Metrik liefern, tun es.)

Definition: Seien X ein topologischer Raum, A, B C X und x € X. x heifdt
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isolierter Punkt von A, wenn es eine Umgebung von x gibt, die A
nur in x trifft. x heif}t Haufungspunkt von A, wenn x Beriihrpunkt,
aber nicht isolierter Punkt von A ist. X heifst Randpunkt von A,
wenn jede Umgebung sowohl A als auch X\ A trifft. Die Menge

oA der Randpunkte von A heifit Rand von A.

A heift dicht in B, wenn A D B ist. A hei8t nirgends dicht, wenn A
in keiner nichtleeren offenen Teilmenge von X dicht ist. A heifit
perfekt, wenn die Menge Hp(A) der Hiufungspunkte von A gleich
A ist. A heift diskret, wenn A gleich der Menge Is(A) der isolierten
Punkte von A ist.
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Bemerkungen und Beispiele:
Man gehe die Beispiete zu 4.3 nochmals durch.
a) Eine Abbildung f: X — Y ist in jedem isolierten Punkt von X stetig.

b) A entsteht aus A durch Hinzuftigen der Haufungspunkte und ist disjunkte Vereinigung der isolierten
mit den Haufungspunkten von A.

c) x ist genau dann Berihrpunkt von A, wenn es einen Filter F € IF(A) gibt, der in X einen gegen x
konvergenten Filter erzeugt. (Man betrachte U(x) N A und vergleiche mit 4.3(g)!)

d) Esist 9A = A n (X\ A)", also abgeschlossen in X. Aufserdem ist 3A = A \ A®, wie man sich leicht
tiberlegt. Eine Teilmenge A von X ist also genau dann randlos, wenn sie zugleich offen und abge-
schlossen ist. Der Rand einer abgeschlossenen Menge in X ist stets nirgends dicht. (In IR ist aber
z.B. 3@ =@\ Q% =!R\ @ = IR, und der Graph der Lebesgue-Funktion 4.3(j) ist dicht in IR2, hat
aber keine inneren Punkte!)

¢) Eine abgeschlossene Menge ist genau dann nirgends dicht, wenn ihr Komplement dicht ist. (X\ A
ist dicht genau, wenn jede Umgebung jedes Punktes von X diecse Menge schneidet, d. h. genau wenn
aufber B keine offene Menge ganz in A liegt, d.h. A% =)

f) In einem diskreten Raum hat keine Teilmenge eine Haufungspunkt, jede Teilmenge ist dort randlos,
und nur @ ist nirgends dicht.

g) ImIR™ mit der euklidischen Metrik ist 3B™ = 3B (0) = ™ 1o {x/IxI = 1} perfekt und nirgends
dicht, (n > 1)

h) Haufungspunkte einer Teilmenge sind nicht immer Limespunkte von Folgen aus der Menge. (1.3(d)
und Abschnitt 1, Aufg. §5)

Wir schliefen diesen Abschnitt ab, indem wir die Begriffe auf das Studium stetiger
Funktionen anwenden. Zuvor geben wir noch eine niitzliche Eigenschaft abgeschlossener
Mengen an:

Definition und Lemma: Es seien X ein topologischer Raum und A C P(X) ein Teil-
mengensystem. Es heifit lokalendlich, wenn jedes x € X ¢ine Umgebung
U hat, die nur (hdchstens) endlich viele der Elemente von A trifft.
Es gilt:
Ist A einlokalendliches System abgeschlossener Mengen von X, so ist
auch U A abgeschlossen.

Beweis: Nach 4.3(j’) reicht es, das Komplement X \ U A als offen nachzuweisen.
Sind x€ X\UA, U& U(x), wobei U nur die Elemente A,, ..., A, von A schneidet,
n

soist V:=UN N (X\A;)CU eine Umgebung, die kein Element von A trifft, also
i=1

in X\ U A liegt, Damit besteht X\ U A nur aus inneren Punkten.

Wir werden dieses Kriterium in Abschnitt 6 zu einem wichtigen Stetigkeitstest fiir stiickweise
definierte Funktionen ausbauen. Zunichst begniigen wir uns mit der folgenden Erginzung zu 3.3:

Satz: Ist f eine Abbildung zwischen den topologischen Rdumen X bzw. Y,
so sind gleichbedeutend:
(a) f ist stetig.
() BCY=fT1(B)C X. L
(c) f erhilt Beriihrpunkte,d.h. A C X =f(A) Cf(A).
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4.8

4.7-4.8 Kapitel I: Radume und Abbildungen

Beweis.

(2) = (b) folgt aus 4.2 (b), (b").

(b) = (c) folgt mit 4.2(a’), denn 7' (f(A)) ist nach (b) abgeschlossen in X und umfafit
A, also auch A.

(¢) = (a): Wir nehmen an, f sei in x nicht stetig, es gibe also V € Uy (f(x)), in das kein

U € Ux (x) abgebildet wird. Wir setzen A := U 1 (f(U) \ V). Wegen V P f(U)
UeU)

ist A nicht leer. Wegen f(x) €V ist x ¢ A. Es ist aber x€ A, denn jede Umgebung
U schneidet A, Wegen (¢) miite f(x) €f(A)€ U f(U)\V sein, d. h. jede Umgebung
U

von f(x) — insbesondere V — miifite eines der f(U) \ V schneiden, was natiirlich nicht
geht. Es kann also kein solches x geben, f mufl stetig sein.

Die Unstetigkeit, deren eine Abbildung féhig ist, unterliegt gewissen Einschrinkungen.,
Wir wollen hier zwei der wichtigsten Sitze dazu zeigen.')

Satz: Seien X ein topologischer Raum, Y ein pseudometrischer Raum,
f: X~ Y eine Aobildung und Unst(f) die Menge der Punkte von X,
in denen f unstetig ist. Dann 4Bt sich Unst(f) als abzihlbare Ver-
einigung abgeschiossener Mengen schreiben.

Beweis: Sei d die Pseudometrik von Y. Fir MC Y sei d(M) := sup d(y,y"), wo-
y,y'eM

bei auch der Wert oo zugelassen sei. Fiir x € X bezeichnet V¢{x) :=inf {d(f(U))/UEUx (x)}

die ,,Schwankung von f in x*, Offenbar ist f genau dann in x stetig, wenn V¢(x) = O ist.

Setzt man nun V, := {x/Vy(x) = %}, so ist offenbar Unst(f) = U V,. Jedes V, ist auch
neN

abgeschlossen in X, denn fir x € V, schneidet jedes Ue U(x) das V, und folglich
d(f(U)) = %, so daf® auch x € V,, gelten muf.

Mit F,- (bzw. G5-) Mengen hat sich zuerst W. H. Young ausfiihrlich befafit. 2)

F ;-Mengen sind solche, die als abzdhlbare Vereinigung abgeschlossener Mengen dargestelit werden
kdnnen, Gg-Mengen entsprechend die, die als abzidhlbare Durchschnitte offener Mengen darstellbar
sind. Unter den Voraussetzungen von 4.7 gilt also der Satz von W. H. Young: Die Stetigkeitspunkte
von f bilden ein Gg.3) Ist speziell X metrisch und Y = IR, so kann man eine interessante Umkehrung
zeigen (vgl. Aumann): Ist A C Hp(X) ein F, so gibt es ein f: X— IR mit Unst(f) = A. (Natiirlich
muf f auf Is(X) stetig sein.) Die Konstruktion von f beruht auf der Méglichkeit, in metrischen
Riumen Mengen, die nur aus Haufungspunkten bestehen, so zu zerlegen, dal die beiden Teile noch
in der Menge dicht bleiben.

Satz von R. Baire: Seien X ein topologischer Raum, Y ein pseudometrischer Raum,
C(X,Y) die Menge der stetigen Funktionen aus Abb(X, Y). Auf
Abb (X, Y) sei die Topologie der punktweisen Konvergenz analog
zu 1.3(g) definiert.

1) Fiir weitere Ergebnisse dieser Art verweisen wir auf G. Aumann: Reelle Funktionen, Berlin,
1954,

2) Vgl. W. H. Young/G. C. Young: The theory of sets of points, Cambridge, 1906
3) Wien, Ber. 112 (1903)
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4. Besondere Punkte und Mengen in topologischen Raumen 48

Es gilt dann:

Konvergiert eine Folge (f;;)nen 2us C(X, Y) gegen ein f € Abb(X, Y),
so ist Unst(f) als abzihlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen
darstellbar.

Beweis: (a) f ist in x genau dann stetig, wenn es zu jedem e € IR, ein n, € IN und
ein U, EU(x) mit (x)CB (f(x")) fiir alle x' € U, gibt,d. h. d(fy, ), f(x)<e
fiir alle x' € U,.

Um dies zu zeigen, gehen wir wie in 3.6 vor: f ist in x genau dann stetig, wenn es zu
€ stets n., U gibt, so daj’s fiir jedes x' € U die Ungleichungen d(f(x'), f(x)) < ; und zu-
gleich d(f(x), f,_(x)) <% (pw. Konvergenz der ;) bzw. d(f, (x ), fn (X)) < <7 (Stetlg-
keit von f; ) bestehen ljntar den Voraussetzungen des Satzes ist das aqulvalent mit:

Zu ¢ gibt es stets n,, Ue mit d(f(x), f,, (x )) < ¢ fiir alle X' € U,. Das wurde behauptet,

Die Aussage (a) bedeutet: f ist genau dann in x stetig, wenn es beliebig gut auf einer
Umgebung von x gleichmifig von einem f,, approximiert wird.

(b) Nun kann man die Menge der Unstetigkeitsstellen von f durch

Unst(f)=X\{x//\ VoA d(fne(x'),f(x'))se}

e€lRy n., U x'€U,
beschreiben. Setzt man
Co e :={ x/V A d(fm(x'),fn(x'))se],

U €U, nzm
so ist fir jedes e€ IR, Cpp ¢ = 63,,  und (wegen der pw. Konvergenz der f;)

(Em, eJmeN :=({ * {xgm W), fn () <€ } )mEN

eine monoton gegen X wachsende Folge abgeschlossener Mengen (vgl. 4.3(e)). Daher
gilt:
Unst(®)=X\ 0 { X /N A Al G EE) <K }

keIN nl/k!UIfk x’EU”k

cX\N _(mgm Cm, lik) U(X\ U Cp, lfk) U( U G, ljk\mgwcm, uk)

k meiN k \I€IN

C E l;’(a,’uk\ Cr, yx)

(s denn Cl, /k - CTllk')
=UU(C \Co = U aC
I ( 1, 1/k i llk) K.J L 1k

d. h. Unst(f) ist enthalten in einer abzihlbaren Vereinigung von Rindern abgeschlossener
Mengen, also nirgends dichter Mengen (vgl. 4.4(d)). Setzt man N; i := Unst(f) N ac;‘;,k,
so sind alle N, x als Teile nirgends dichter Mengen selbst nirgends dicht, und es wird
Unst (f) = ) 1U|N N;, k» Was behauptet wurde.
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Die Bedeutung dieser beiden Sitze wird natiirlich erst klar, wenn man einen Eindruck von den
F4-bzw. ,;mageren‘ Mengen in einem topologischen Raum X hat. (A heifit mager oder von L. Kate-
gorie, wenn A abzihlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen von X ist.) Es ist keineswegs trivial,
etwa in IR nicht-magere Mangen (= Mengen von 2. Kategorie) nachzuweisen (vgl. 8.15(a)). Ist X ein
Raum mit der Komplement-abzihlbar-Topologie, so sind genau X und die abzihlbaren Mengen ab-
geschlossen, d. h. auber X sind nur die abzihlbaren Mengen F,. Eine Funktion von X in einen
pseudometrischen Raum hat also nur abzihlbar viele Unstetigkeiten oder ist iberall unstetig. In
IR ist jede einelementige Menge abgeschlossen, daher ist @ dort eine magere F;-Menge. In 3.5(g)
haben wir eine Funktion h:IR — IR mit Unst(h) = @ angegeben, daf es wegen 4.7 keine sclche
Funktion mit Unst(h) = IR\ Q geben kann, werden wir in 8.15 sehen.

Aufgaben
1. Injedem pseudometrischen Raum sind offene Mengen F,. Hinwels:

ACM,d=A={xeM/dy(x)=0}= Qw {x/da(x) <1/}
n

(vgl. 3.5(n).)
2. Man versehe IN mit der Topologie {#, E, / n€IN}, E, := {m / m > n} und gebe alle Beriihz-
und Hiufungspunkte von {7;19} an.

3. Man gebe die Beriihr- und Hiufungspunkte der Einheitsintervalle in (IR, I') an, wobei I von den
Intervallen [a, b erzeugt wird.

4. Kann der Rand einer Menge innere Punkte haben?

5. Sei A ein Teil des topologischen Raumes X, man widerlege, daf A genau dann offen oder ab-
geschlossen ist, wenn der Rand nirgends dicht ist.

6. Man gebe ein Beispiel mit A0~ A0,

7. Man zeige 4.3(h)—(k), 4 .4(h).

8. Ineinem pseudometrischen Raum (M, d) sei eine Teilmenge A gegeben, Man zeige, daf
A= {xeM/dp (x)=0}gilt und eine Gg-Menge ist. (vgl. 3.5(n) und 9.23(b).)

9. Gibt es ein stetiges f:IR— IR mit f(@) C IR\ @, f(IR\ @) C @7

10. Diskrete Teilmengen eines Raumes brauchen nicht abgeschlossen zu sein. Man gebe ein Beispiel
einer solchen Teilmenge in IR.

5. Initiale Konstruktionen

Fiir viele Untersuchungen ist es niitzlich, die beiden sehr allgemeinen Konstruktions-
prinzipien zur Verfiigung zu haben, die wir in diesem Abschnitt und in Abschnitt 6 be-
handeln wollen. Topologische Unterrdume sind natiirlich ganz einfach zu konstruieren
— man schrinke die offenen Mengen des Oberraums auf die Teilmenge ein —, und man
hat sie schon in den ersten Arbeiten zur Allgemeinen Topologie behandelt. Nicht ganz
so einfach liegt der Fall bei Produkten von Mengen. Zunichst hat H. Tietze') die von
E. Steinitz*) fiir den Fall endlich vieler Faktoren gegebene Definition auf beliebig viele

1) Math, Ann. 88 (1923)
2) Sitz’ber. Betliner Math. Ges. 7 (1907)
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5. Initiale Konstruktionen 5.1-5.3

Faktoren iibertragen, indem er Produkte offener Mengen als offen erklirte (vgl. Aufg. 4)).
Erst A. Tychonoff!) gab die heute gebriuchliche Formulierung, die gegeniiber Tietzes
Ansatz erhebliche strukturelle Vorziige hat (vor allem: Das Produkt kompakter Riume

ist kompakt; vgl. Abschnitt 11). Heute ist eine allgemeinere Konstruktion iiblich, die
auch Alexandroffs Konstruktion projektiver (= inverser) Limites erfat?): Es handelt

sich um Bourbakis initiale Konstruktionen, die sich aus einem einfachen Optimalitéts-
prinzip ableiten.

Satz: Es seien X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, X;(j € J) topo-
logische Raume und f;: X = X;(j € J) Abbildungen.

2
T

Unter allen Topologien X auf X, fiir die alle f; stetig sind, gibt es
genau eine grobste (= kleinste, vgl. Abschnitt 2, Aufg. 4). Sie wird
von der Subbasis S := {f;* (0;) /j €J, 0; G X;} erzeugt.

Beweis. Jede der Topologien X, fir die alle f; stetig sind, muf natiirlich S umfassen
(vgl. 3.3(c)), also auch die von S erzeugte Topologie X,. Fiir diese Topologie sind alle
f; stetig.

Definition:  Die im Beweis eben konstruierte Topologie X, = X, (S) heifdt
initiale Topologie (auf X bzgl. der X;, f; und J).
Die folgenden Spezialfille haben eigene Namen:

(a) X ist Teilmenge des topologischen Raumes Y und f:X =Y
die Inklusion, dann heifit X mit der initialen Topologie bzgl.
f topologischer Unterraum von Y.
(b) X ist als Menge gleich _XJX,- und fj = pr; sind die Projektio-
i€

nen, dann heift X mit der initialen Topologie bzgl. der pr;

topologisches Produkt der X;, es wird mit Il X; bezeichnet.
=3

Bemerkungen.

a) Offene Mengen im topologischen Unterraum X von Y sind genau die Mengen der
Form X N O, wobei O C Y ist. (vgl. § in 5.1) Entsprechend haben die abgeschios-
senen Mengen in X die Form XN A mit ACY.

1) Math. Ann. 102 (1930)
2) Ann. Math. 30 (1929)
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b) Nach 5.1 ergibt sich fiir die Produkttopologie von I1 X; die einfache Basis
jiel

B8={ X 0;/0; CXjund fast alle O; = X;}. Ist J endlich, so bestehen die Basis-
jel

elemente aus den Produkten offener Mengen. Im unendlichen Fall diirfen jedoch nur
endlich viele Faktoren kleiner als X; sein!

Beispiele:

a) Das wichtigste Beispiel eines topologischen Produkts ist IR™, Wegen 5.3(b) und weil die Metrik

n
von 1.1(b) die natiirliche Topologie liefert, trigt IR™ =TT IR die Produkttopologie.
1

Natiirlich ist nicht jede offene Menge in einem Produktraum selbst Produkt offener Mengen
der Faktoren: Z. B. sind die euklidischen offenen Kugeln im IR™ nicht von dieser Art.
b) Die Topologie der punktweisen Konvergenz auf Abb(A, IR) bzw. Abb(A, M) ist dieselbe Topo-
logie, die man erhilt, wenn man Abb(A, M) = Il M setzt und dabei f mit (f(a)), e o identifi-
aecA
ziert. (M sei pseudometrischer Raum; vgl. 1.3(g) und 4.8) Analog kann man auch Abb(X, Y) mit
der Topologie der punktweisen Konvergenz versehen, wenn Y nur ein topologischer Raum ist,

man setzt dann Abbpy (X, Y) := HXY und identifiziert f mit (f(x))x < x.
xe

c) Seien (M, d) ein pseudometrischer Raum und A C M, dann ist dls x A eine Pseudometrik auf A,
die die Unterraumtopologie liefert (vgl. Bemerkung 5.3(a)). Wie IR™ denkt man sich auch Teil-
mengen davon, falls nichts anderes dazu gesagt ist, mit der initialen Topologie bzgl. der natiirlichen
Topologie versehen, 4. h. als Unterriume von IR", So ist z. B. 10, 1] mit der Topologie versehen,
dievonden |0, 1] N {t—e, t+ €] mit t€IR, e = IRy kommt. (Hier ist 2. B. ]11/2, 1] offen!)

d) Mit 8"-1:= {x € IR"/Ix = 1} wird die euklidische Sphire (mit der Topologie als Unterraum von IR™)

bezeichnet, :{0, 2#[ = S, t— (gﬁlstt ist eine stetige Bijektion, die nicht topologisch ist! Ein zu §"~1
homdomorpher topologischer Raum heifdt topologische n-1-Sphire. Es sind dies neben IR™ die
wichtigsten Riume fiir die Topologie (vgl. Kap. III).

e) Esseien X eine Menge, B(X, IR) der Raum der beschrinkten reellen Funktionen auf X und
dsup : B X B~ IR die folgende Metrik:

deyp(f, 8) i= sup If(x) —g(x)l
xeX

Diese Metrik induziert auf B(X, IR) die Urbterraumtopologie bzgl. Abbgy (X, IR) (vgl. 1.1(e) und
3.6), denn fir 0 < e < 1 gilt B(X, IR) N B (f) = B;S¥P(f), wobei f € B(X, IR) und d die Metrik
von 1.1(e) sind.

Ubrigens ist B(X, IR) in Abby,1 (X, IR) abgeschlossen: Ist nimlich (fy), ey eine Folge aus
B(X, IR), die gegen ein f & Abb (X, IR) (global-)gleichmiiig konvergiert (vgl. 4.3(g)), so gibt es ein
ng € IN mit d(fno, f) < 1/2. Daher ist fir dsupfng, 0) = a fir alle xe X

£ € 1£(x) — £y ()1 + 1 () € 1/2+ @, d,h. fEB(X,IR).

f} IN und 2 mit der diskreten Topologie sind topolgosiche Unterriume von IR, Als Unterraum von
IR trigt @ keine diskrete Topologie!

g) Ist (M, d) ein pseudometrischer Raum, so trigt M die initiale Topologie bzgl. der Funktionen
d{mo}: M = IR (mg € M): Nach 3.5(n) sind alle diese Funktionen stetig. Man muf also nur noch
zeigen, dad die metrische Topologie die kleinste mit dieser Eigenschaft ist. Sie hat die Basis
8 := {B: (x)/ xeM, e € IR, }. Ist nun T eine Topologie auf M, fir die alle d{mo} stetig sind,

so reicht zu zeigen, dafl 8 C T ist. Dazu wihle man ein B:(x) und betrachte d{; }(]— €, €[). Da

d{x}stetig bzgl. T ist, gehort die betrachtete Menge zu 7, sie stimmt aber mit B‘e"(x) iiberein.
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5. Initiale Konstruktionen b.56—5.6

h) Zu jedem pseudometrischen Raum (M, d) gibt es eine Abbildung f:M — B(M, IR), so daf M die
initiale Topologie bzgl. f trigt. st M metrisch, so kann f sogar als Isometrie (und damit Hom&o-
morphismus auf einen Unterraum) gewihlt werden:

Fiir mg € M ist jede der Funktionen fy, mit
f (x) = d{mo}(x) - d{m}(x) =d(mg, x) —d{m, x) (m €M)
auf M beschriankt, denn
iy (1 = 1d (mg, X) —d (m, x)| < d(mg, m).
Fir m,m'eM ist
dsup fm, fm’) = sup I1d(mog, x) —d(m, X) —d(mg, x) + d(m’, x)l = sup ld(m’,x)—d{(m, x}I <
, xeM xXEM
% d(m, m),

hier gilt sogar die Gleichheit, denn fiir X = m wird das sup angenommen. Es gilt also
dsup {(fm, fm’) = d(m, m’). Damit ist klar, day f:M — B(m, IR), m + fp, im Fall einer Metrik d
eine Isometrie ist. Im Fall einer Pseudometrik gilt nur f (Bg(m)) =f(M)n BgSUP(fm) und
f-1 (Bgsup(fm)) = Bg(m), was fiir die Behauptung ausreicht (f erhilt Abstinde, ist aber nicht not-
wendig injektiv).!)

Wir werden dies Beispiel in Abschnitt 8 noch brauchen kénnen. Jetzt wenden wir uns dem
wichtigsten Satz iiber initiale Topologien zu:

55 Theorem: Tragt X die initiale Topologie bzgl. der f;:X - X, und ist
g: W - X eine Abbildung auf dem topologischen Raum W, so gilt:
g ist genau dann stetig, wenn es alle fjo g sind.

Beweis: Ist g stetig, so sind es die Kompositionen fjo g. Sind nur die fj o g stetig, so
gilt mit der Bezeichnung von 5.1:
Ist 0€S,d.h.0=1£"(0)),soist g7 (0) =g i (0;) = (f; o g) ' (O;) wegen der Stetig-
keit von f; o g offen in W. Nach 3.3(b) ist dann g stetig.

Koroliar 1: Gegeben sei das folgende Diagramm von topologischen Rdumen und
Abbildungen bzw. Inklusionen (topologische Unterrdume):

Y

<l

4
f
fiv w

Y

Ist dann f stetig, so sind auch f:Y = f(Y) (Unterraum), flV:V~>Z
und flV:V —» W stetig.

Korollar 2: Sind die X topologische Unterraume der Yj, so ist auch I1X; topo-
logischer Unterraum des I1Y;.
5.6 Satz: Trigt X die initiale Topologie bzgl. fj:X - X;(j € J), so ist ein Filter

F auf X genau dann gegen x konvergent, wenn die f;(F) in X; gegen
die fj(x) konvergieren.

1) K. Kuratowski, Fund. Math. 25 (1935)
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Bewels:

Fox=FDOUx)= N (x €11 (0) =17 (O;) EF)
i€3,05C X,
i€), 05 ij(fj(x)) offen

= N fi(F)D U (i) =
el

N £i(F) = fi(x).
) [=R] X;

i j

Beispiele:

a) Eine Folge von Vektoren x(") in IR™ konvergiert genau dann gegen x, wenn die m Komponenten-
folgen gegen die betreffenden Komponenten von x konvergiercn. Eine Abbildung in den IR™ ist
genau dann stetig, wenn es ihre Komponenten sind.

b} Eine Folge (f5)n e IN in Abbpw (X, Y) konvergiert genau dann, wenn sie punktweise konvergiert.
Ein Filter F konvergiert genau dann gegen ein f, wena die Filter

Fx) ={Fx)/FeF}:={{gx)/gcF}/FeF}
gegen f(x) fur alle x € X konvergieren.

c) Ist X topologischer Unterraum von Y, so konvergiert ein Filter £ € IF(X) genau dann gegen ein
x & X, wenn | Fly (derin Y erzeugte Filter) gegen x konvergiert (in Y). Man beachte jedoch,
[F} kann konvergieren, ohne daft £ in X konvergieren miiite! Fiir A € X ist A* = AY n X. Ist
X abgeschlossenin Y (bzw. offen), so sind die abgeschlossenen (bzw. offenen) Teilmengen von X
genau die abgeschlossenen (offenen) Teilmengen von Y, die in X liegen.

d) Ist X =IIXj, dann sind die Projektionen pr;: X — X surjektiv, stetig und offen (d. h. sie erhalten
offene Mengen): Ist nimlich O C X, so hat O nach Bemerkung 5.3(b) die Form O = U Oy mit
° !

0;=X 0y, wobei fiir festes / fast alle Oy; = X sind. Dann ist pr;(0) = U 0yj offen in X; fiir
i l

beliebiges j.
e) Wir greifen jetzt noch einmal Beispiel 3.5p) auf, um einen Satz der ,,mathematischen Folklore*

(so nennt man bekannte Sitze, auf deren strengen Beweis man aus Bequemlichkeit gern verzichtet)

zu zeigen, nimlich, daf die Wiirfeloberfliche im IR eine top. (n — 1)-Sphare ist: Wir betrachten

@, ¢ IR™\ {0} = R" mit p(x) := ILI bzw. ¥ (x) :=ﬁ

X X

Stetigkeit dieser Funktionen zu erkennen, schreiben wir sie als Komposition von Abbildungen,
deren Stetigkeit bequemer zu zeigen ist:

(Bezeichnungen wie in 3.5p)). Um die

j fXid
IR™\ {O}— IR" —— IR X IR

s\ / (Analog fiir ¢ mit g statt f.)
R"™

/
Wir schreiben also p = so (f X id) e j bzw, ¢ = s+ (g X id}¢ }, wobei j die Inklusion, f X id:x —>(|-1—1, x)
X
gxid: x H(ﬁ, x) und s: {t, x) — t-x bezeichnen. Dafl j stetig ist, gilt nach Definition von
X
IR™\ {0} als topologischer Unterraum von IR™, fxid bzw. gxid sind in allen Punkten aufer 0
stetig, wie man analog zu 5.5 aus 5.6 entnimmt, wobei man die teilweise Stetigkeit von f, g nach
3.5p) zur Verfigung hat. Dafd s stetig ist, werden wir in 5.11 zeigen, man kann es hier auch direkt
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5. Initiale Konstruktionen 5.8

zur Ubung beweisen. Als Komposition stetiger Abbildungen sind nun ¢, ¢ stetig, Nach 5.5, Kozrollar 1
sind dann auch die folgenden Abbildungen stetig:

P:Q——»Sn_l, pi=elQ mit Q:={x/lxl=1}={x/maxix; =1}

bzw.
a:Sn_1->Q, c:=|}/|Sn_l.

AuBerdem ist p bijektiv mit p~! = ¢, wie man sofort daran erkennt, daff p(x) und ¢ (x) die
einzigen Punkte auf dem Strahl {t-x/te IRy} sind, die von p bzw. ¢ erreicht werden, p und
a sind also Homéomorphismen, d. h. Q (= Oberfliche des Einheitswiirfels) ist eine topologische
{n — 1)-Sphire. Als Korollar erhilt man:

B?(O), die euklidische Einheitskugel, ist homdomorph zum Einheitswiirfel Bcl1 (0). Alle Vollkugeln
und Wiirfel im IR™ sind homéomorph.
f) Der eben gebrachte Beweis ladt sich verallgemeinern:

Ist K C IR™ beschrinkt, abgeschlossen, konvex und mit inneren Punkten {,.kompakter konvexer
Korper), so ist K homéomorph zu abgeschlossenen euklidischen Einheitskugel in \R™.

Der obige Beweis iibertrigt sich folgendermaien: Zunichst nimmt man 0 € K an. Dann setzt

man xll := inf fa € IRy / x €K} und d"(x, y) := llx — ylll fir x, y € IR™ und zeigt, daB d"

eine Metrik fiir die natiirliche Topologie ist, die K als ,,Einheitskugel* um 0 hat.!) Die Metrik

ist iiberdies positiv-homogen (llaxlil = lal - lIxIll} und translationsinvariant (d"'(x + z, y + z) = d'"(x, X)),
so daf K = O keine echte Einschrinkung ausmacht. Nun kann man wie in 3.5p) bzw. 5.7e) argu-
mentieren.

Bemerkung: Die in 5.7¢) benutzte Zerlegungstechnik ist fiir die Topologie funda-
mental. Wir werden sie noch mehrfach anwenden, und man mache sich das Beispiel
daher grindlich klar.

Zunichst geben wir noch zwei wichtige Ergebnisse liber topologische Produkte:

Satz: Ein Produkt X = I1X; erfiillt genau dann das 1. Abzihlbarkeitsaxiom,
J

wenn es alle Faktoren tun und hochstens abzihlbar viele Faktoren
mehr als zwei offene Mengen (indiskreter Raum) haben:

Beweis: Zunichst erfiille X das 1. Abzihlbarkeitsaxiom. Da die Projektionen pr;
stetig, surjektiv und offen sind (5.7d)), erfilllen dann alle X das 1. Abzéhibarkeitsaxiom.
Wir miissen nun noch zeigen, daf hochstens abzihlbar viele X; mehr als zwei offene
Mengen haben. Ist nun x = (X;j);<y €in Element von X, so hat der Umgebungsfilter
Ux (x) eine abzihibare Basis B8, und fiir jedes B € B ist Eg := {j € J / prj(B) # X;} nach

Bemerkung 5.3(b) endlich. Folglich ist U Eg =: J hochstens abzihlbar. Hitten nun
Beg

iiberzihlbar viele X; mehr als zwei offene Mengen, so darf man von x annehmen, daf}
iiberzéhlbar viele der Komponenten x; in einer von X; verschiedenen offenen Menge O;
liegen. Fiir jo € J\ J, mit x; ) € O;, # X;, gibe es dann aber kein B€ 8 mit X Oj D B,
wenn man O := X; fiir j # jo und Oj  := 0, setzt. e

Ist nun umgekehrt eine Menge von Faktoren X;(j € J) gegeben, die das 1.Abzihlbar-
keitsaxiom erfiillen und nur fiir abzihlbar viele j € J' C J mehr als zwei offene Mengen

1} Vgl. dazu: F. A, Valentine: Konvexe Mengen, BI, 1968.
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haben, so darf man zunichst einmal J als abzihlbar annehmen, denn jedes Element
XO; (fast alle O; = X;) der Basis § der Produkttopologie hat nur an den betreffenden
abzéihlbar vielen Stellen j € J andere Méglichkeiten als O; = X; bzw. O; = ¢ (und da-
mit XO;=¢). (Fiir j €J\J' ist also entweder XO; =@ oder O;= X;.) Man darf also
J J= IN annehmen. Ist nun X = (x)jeN gegeben s0 hat Ux] (x]) eine Basis

Ul / n€ N, x; € U C X;} aus offenen Umgebungen, Setzt man 8 := {X U"‘/U“‘EB ,
j g g 2 i
i

fast alle UjnJ = X;}, so hat man eine Basis von U(x) aus abzihlbar vielen Umgebungen
gefunden.

Korollar: Ein pseudometrischer Raum (M, d) heif3t trivial, wenn d = 0 ist. Es
gilt: Die Topologie eines Produkts pseudometrisierbarer Raume ist
genau dann pseudometrisierbar, wenn hochstens abzihlbar viele
Faktoren von einer nichttrivialen Pseudometrik topologisiert werden.
Ein abzéhlbares Produkt metrischer Rdume ist metrisierbar.

Beweis: Sind mehr als abzidhlbar viele Faktoren nichttrivial pseudometrisiert, so er-
fllt das Produkt nach 5.8 nicht das 1. Abzihlbarkeitsaxiom — im Gegensatz zu jedem
pseudometrisierbaren Raum. Seien nun umgekehrt (M;, d;) fiir i € IN pseudometrische

Riume und sei X := 11 NMi das topologische Produkt. Fiir x = (X;)i € v»
el

y =(¥i)i e n € X setzen wir

3 %min(l,di(xi,ya)

ieIN

und behaupten, dafl d eine Pseudometrik ist, die die Produkttopologie gibt. Natiirlich ist
d(x, x) = 0. Auflerdem ist fir x,y,z€ X

06,2+ d(y, ) =) = min(L, i, ) + min(l, di(y,, 2) >

>Z§mm(1,di(xi,yi)) = d(x, y),

demnach ist d eine Pseudometrik (und eine Metrik, falls alle d; Metriken sind). Sei nun
T die Produkttopologie auf X. Wir zeigen, daB id: (X, 7) » (X, d) ein Homdomorphis-
mus ist. Fiir x € X ist id bei x stetig, denn fir € € IR, wihle man i; € IN so grof}, dal

Z— §2- und setze fiir i <ip

€
Oi = { y; € Mj / di(Yi! Xi) <E }
bzw. fiir i = i,

Oi = Mi’
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5. Initiale Konstruktionen 5.10-5.11

dannist X O; 7-Umgebung von x innerhalb BS(x), d.h. id ist in x stetig. Nun ist

i€iN
aber auch id™! stetig in x, denn ist x € XNOi (fast alle O; =M;)}, so gibt es ein
il
€ € IR, mit Bgi_ ,i(X;) C Oj fiir alle i. Daher ist dann auch Bg(x) C X 0;d.h id™!
in x stetig. ieN

Topologische Gruppen und Vektorriume:

Fiir die Anwendung der Allgemeinen Topologie sind nur solche Topologien interessant,

die sich mit anderen vorgegebenen Strukturen auf der betreffenden Grundmenge ver-

tragen. Welche Vertriglichkeitsbedingungen im Einzelfall zu stellen sind, ergibt sich aus

der Natur des jeweiligen Problems. Wir wollen hier die beiden wichtigsten Fille be-
handeln, in denen eine algebraische Struktur vorgefunden wird:

5.10 Definition: (a) Ein Tripel (G, o, G} oder kurz G, wenn o und G Kklar sind, heifit

topologische Gruppe, wenn (G, ¢} eine Gruppe, (G, G) topolo-
gischer Raumund (-)':G—>G,g »g! bzw.o:GnG G,
(g, g) ~ go g stetig sind. (G 7 G: topologisches Produkt)

(b) Man versieht IR bzw. € mit der natiirlichen Betrags-Topologie

und setzt IK gleich IR oder €..Ein Quintupel (E, +, s, IK, £) oder

kurz E, wenn +, s, £ klar sind, heift topologischer IK-Vektor-
raum, wenn (E, +, s) ein IK-Vektorraum, (E, £) topologischer

Raum und +: E 7 E (topologisches Produkt) =+ E bzw. s: IK7E—> E

stetig sind. (Dabei bezeichnet s die IK-Multiplikation.)

(c) Die Begriffe , topologische Untergruppe* bzw. ,,topologischer
Untervektorraum® (,,topologisch-linearer Unterraum*) sind auf
offensichtliche Weise erklirt (vgl. Korollar 1 zu 5.5!).

Bemerkung: E ist genau dann topologischer Vektorraum, wenn die additive Gruppe eine topo-
logische Gruppe ist und die Skalarmultiplikation stetig.

5.11 Beispiele:
a) (IR,+) und (IR\ {03, ) sind (kommutative) topologische Gruppen:
+ ist stetig in (s, t): Fiir gegebenes e € IRy und 8 :=¢/2 ist
HE -+, ) =ls—s'+t—t'I<Is—-5I+lt—-t'1<e, sobald Is—s'I<& und
It—t1<85, d.h. ‘
+(Bg (s) X B () C Be(s +1).

€

, ——— |}, dann ist fii
3|t|+|sl+1) nin 1st tur

() ist stetig in (s, t): Fiir gegebenes € € IR, setze man & := min (1
Is—§'l,1t—t'| <& stets
(s, ) —- (s, tN=Ist=s"t'I = I(s—s) (t+t)—st' + 5t
==Y (t+tY+ (=) t+s -t <s-t+t'I+5-1t1+8-1sl <
KE-(2IU+6+ItI+1sH<EGBIi+IsI+1) < ¢,

so dafy

() (B§ (s) X Bj (1)) C B2(st).
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Wir haben sogar gezeigt, daf (-):IR IR — IR stetig ist, d. h, IR ist selbst ein topologischer IR-Vektor-

b)

¢)

d)

€)

£)

g)

h)

38

rauml.

Daf bei topologischen Gruppen « und (-)~! als stetig gefordert werden, sind unabhingige Forde-
rungen, wic man an den Beispielen 3.5(k) erkennt.

Sind G; (i< F) topologische Gruppen (bzw. IK-Vektorriume), G eine Gruppe (ein IK-Vektorraum)
und f;:G — G; homomorph (bzw. linear), so ist G mit der initialen Topologie bzgl. der fj eine
topologische Gruppe (bzw. topologischer IK-Vektorraum):

Wir zeigen das am bequemsten mit der Zerlegungstechnik:

Alle Diagramme sind kommutativ. Nach 5.5 miissen fiir alle i€ J die fijo (¢) bzw. fjo (+)7! bzw.
fjo s als stetig nachgewiesen werden. Ebenfalls nach 5.5 sind es die fj X fj: (g,8") = (fij(®), fig')
bzw. id X fi: (1, g) + (¢, fj(g)). Wegen der Kommutativitit der Diagramme (f; homomorph!) sind
nach Voraussetzung die (c)e (f; X f;) = fjo (e) bzw. () 1o f; = f;0 ()1 bzw. so (id X £;) = fj> 5
stetig, d. h. nach 5.5 sind ¢, (:)7! bzw. s stetig.

Wegen (¢) und 5.4(b) ist Abbpw(X, E) (Top. der pw.Kvgz.) ein topologischer IK-Vektorraum,
wenn E es ist. Es gibt also nicht-metrisierbare top. Gruppen und IK-Vektorriume.

Jede Gruppe wird mit der diskreten und mit der indiskreten Topologie zur topologischen Gruppe.
Da die Topologie von IK nicht diskret ist, wird ein (mindestens 1-dimensionaler) IK-Vektorraum
mit der diskreten Topologie nicht zum topologischen Vektorraum (s ist bei (0, 0) unstetig!),
wohl aber mit der indiskreten Topologie.

Ein interessanteres Beispiel ergibt sich in Abbggy (M, IK) (vgl. 5.4(e)). Das ist genau dann ein topo-
logischer iK-Vektorraum, wenn die Menge M endlich ist: Fiir endliches M ist Abbggl(M, IK) durch
gine lineare Abbildung homdomorph zu IK", also nach Beispiel (¢) topologischer IK-Vektorraum.
Fiir unendliches M gibt es eine unendliche Teilmenge {x; /{ i€ N} von M. Setzt man nun
f: M — IK durch f(x;) :=1, f(x) := 0 fur x # x; (alle i) fest und gibt ¢ € IRy, ¢ <1 vor, so ist
s:IK 7 Abbgg (M, IK) = Abbggy (M, IK) im Punkt (0, f) unstetig, denn es gibt kein § € IRy mit
$(Bg (0) X Bg (D) € B.(0-f) = B.(0). (Fiir 0 < g <8 ist nimlich s{8, f) = § - f unbeschrinkt!)

Dies ist der Grund fiir die Analysis, diesen Raum nicht zu benutzen und sich lieber des Raumes
B(M, IK) mit der einfacheren Metrik dgyp (f, g) := sup [f(m) — g(m)| zu bedienen. Es gilt
ndmlich: meM

B (M, IK) ist der grofite lineare Unterraum von Abb(M, |K), der als topologischer Unterraum
ein topologischer \K-Vekrorraum wird. (Wie oben sieht man, daf ein solcher Unterraum keine un-
beschrinkte Funktion enthalten darf. Andererseits ist (B(M, IK), dg,,p) ein topologischer IK-Vek-
torraum, wie man analog zu Beispiel (a) zeigt.)

[Da man Satz 3.6 auch auf Riumen unbeschrinkter stetiger Funktionen, z. B. C(X, IR) haben
mochte, versieht man diese Riume nicht mit der globalgleichmifligen Topologie, fiir die sie
keine topologischen Vektorriume sind, sondern mit der sogenannten ,,Jokal-gleichmifiigen
Topologie*. Dies hat Erfolg, wenn X lokalkompakt ist, vgl. 11.27.]

Der Raum M (m, n; IR) der reellen (m ~ n)-Matrizen ist als IR-Vektorraum zu iIR™" kanonisch
isomorph, er wird mit der natiirlichen Topologie ein top. IR-Vektorraum, und die Matrizenmulti-
plikation ist anf M(n, n) # M(n, n) stetig. Daher wird GL(n; iR), der Unterraum der invertierbaren
Matrizen, zur topologischen Gruppe, ebenso Q(n; IR), die Untergruppe der orthogonalen Matrizen
(vgl. Beispiel (¢)).

Mit der Zerlegungstechnik zeige man, dafy det: M(n, n) — IR stetig ist. (Man verwende die Dar-
stellung als Summe von — mit geeigneten Vorzeichen versechenen — Produkten der Komponenten:

i
det(@g) = ). sign@ aia(r) - 2na(n).)

a €Perm(l,...,n)

Daher bilden die invertierbaren Matrizen GL(n;IR) := det™! (IR \ {0}) eine offene Teilmenge von
M (n, n). (In der Umgebung einer invertierbaren Matrix liegen nur invertierbare Matrizen.)



5. Initiale Konstruktionen 5.11

i)* Jeder Vektorraum wird mit der initialen Topologie bzgl. seiner linearen Funktionale zum topo-
logischen Vektorraum. Diese Topologie ist genau dann metrisierbar (bzw. erfiillt das 1. Abzahl-
barkeitsaxiom), wenn der Ausgangsraum endlich-dimensional ist.

Aufgaben
i. Man zeige, dafp det: M(n, n) — IR stetig ist (vgl. 5.9(h)).
2. Man zeige: C(IR, IR) mit der initialen Topologie bzgl.

in: CUR,IR) = Abbggi (-1, 0], IR), jp:f—flj_n n) (MEIN)

ist ein topologischer IR-Vektorraum. (Man benutze, dal fij_ , n] stets Maxium und Minimum

annimmt, Vgl. 5.9(g).)
3.  Man zeige: 81 7 S!1 ist homdomorph zum topelogischen Unterraum

coss 0
(3 + cost) (sin s |+ (0 )/s,tE IR} des IR3.
) sin t

(Dieser Unterraum ist die Oberfliche des Volltorus, dessen Seele der Kreis vom Radius 3 in der

x-y-Ebene um 0 und dessen Durchmesser gleich 8 ist.) Man nennt daher S! # S! den Torus.
4. Man versehe den Raum X = Abb(IN, IR) mit der Tietze-Topologie T:

Q€ T:+= fiir alle n ist pra(0)=0(n) C IR.

Man zeige nun, daf} alle Projektionen stetig sind und dah es ein unstetiges f: IR — (X, T) gibt, fir

alle pry o f stetig sind.

S. Sei E ein mindestens eindimensionaler Vektorraum, man zeige, daB es zwei verschiedene Vektor-

raumtopologien auf E gibt.
6. Man zeige, die initiale Topologie auf IR bzgl. der monotonen f: IR — IR ist diskret.

7. IR sei mit der Komplement-abzihlbar-Topologie versehen, dann gibt es auf IR # IR aufier § keine

abzihlbare abgeschlossene Menge.
Ist das Produkt diskreter Riume diskret?

9. Man gebe auf IR die initiale Topologie bzgl. 1 | : IR — IR, t — [t} an. (Dies ist nicht die natiirliche

Topologie!)
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6.1-6.2

Kapitel I: Rdume und Abbildungen

6. Finale Konstruktionen

Wir betrachten nun die zur initialen duale Situation,

Satz:

Es seien X eine Menge, J eine beliebige Indexmenge, X;(j € J) top.
Rédume und g; : X; » X(j € J) Abbildungen.

=

Unter allen Topologien X auf X, fiir die alle g; stetig sind, gibt es
genau eine grofite (= feinste, vgl. Abschnitt 2, Aufgabe 4). Sie wird
durch

Xein = {0 CX /g (0) G X;firalle j€J}

gegeben.

Beweis. Jede der Topologien X, fiir die alle g; stetig sind, ist nach 3.3(c) in Xgy, ent-
halten. Wir miissen nur noch zeigen, da Xg,, selbst so eine Topologie auf X ist. Daf}

Xfin eine Topologie auf X ist, ist klar, weil alle g;' mit Durchschnitts- und Vereinigungs-

bildungen vertauschen. DaB alle g; stetig sind, geht nach 3.3(c) aus der Definition von

Xfin hervor,

Definition:

Die in 6.1 gegebene Topologie Xy, heift die finale Topologie
auf X (bzgl. der g und der X;).

Die folgenden Spezialfille haben eigene Namen:

(2)

(b)

()

Sind X, ein topologischer Raum, A C X, und f: A= M eine
Abbildung in eine Menge, so erzeugt f die folgende Aqui-
valenzrelation auf X,: x dquivalent y: «= x =y oder

f(x) = f(y) oder (falls M C X,) x = f(y) oder y = f(x). Die
Menge der zugehorigen Aquivalenzklassen X,o/f wird mit

der finalen Topologie bzgl. vs : Xy = Xo/f, x = {y/y dquiv. x}
versehen und heif$t Quotient von X, nach f.

Ist X, topologischer Raum und R eine Aquivalenzrelation
auf X,, so bildet man analog den (topologischen) Quotienten
X,o/R.

Ist X, topologischer Raum, A C X, so hat X,/A als Elemente
A und die Elemente von X, \ A und als Topologie die finale
bzgl. x = x fir x € Xy \ A bzw. x = A fiir x € A. Man sagt,
Xo /A sei durch Identifizieren der Punkte von A entstanden.
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6. Finale Konstruktionen 6.3—6.4

(d) Sind X;(j €J) topologische Riume, so bezeichnet LI X;
jel
die topologische Summe oder das Coprodukt der X;. Da-
bei wird 11 X; wie folgt konstruiert: Zunichst nimmt man
an, die X; seien paarweise disjunkt. (Notfalls ersetze man
X; durch X; 7 {j}, ein trivialerweise homéomorpher Raum!)
Als Menge ist dann I X; := U X, und die Topologie wird
= i€l

als die finale bzgl. der ,natiirlichen Inklusionen*

Ij : Xj — I X;, x = x definiert,
kel

6.3 Bemerkungen:

a) In topologischen Quotienten sind Teilmengen O genau dann offen, wenn »™' (0')
offen im Ausgangsraum ist.

b) In einer topologischen Summe 11X; ist eine Teilmenge O’ genau dann offen, wenn
0'N X; = I;* (0" fiir alle j offen in X; ist. Analog ist O'T LI X; genau dann, wenn
fiir alle J gilt O' N X; T X;.

6.4 Beispiele:

a) Seien X ein topologischer Raum, {Oj / j € I} eine offene Uberdeckung von X, d. h. jedes
O; - X und X C U Q;. Dann triigt X schon die finale Topologie bzgl. der Inkiusionen I;: 0j - X,
i
wobei die O; als topologische Unterrdume von X aufzufassen sind. Sind die Oj zugitzlich paar-

weise disjunkt, so ist X = LI Oj. Ein Beispiel dazu: X := U n— 1, n[ als Unterraum von
jel n<iN
IR, Oy := Jn— 1, n| als Unterraum von X, dannist X= LI O =Ry \Z
n <IN

b} Man betrachte in IR" die topologischen Unterrdume

n
g R = | (03U
iZ(IR'J = IR (R‘J' { IR firi=j /.

n
Dann trigt IR™ nicht die finale Topologie bzgl. der natiirlichen Inklusionen, dennz. B. U IR; ist

offen in der finalen Topologie! i=1

¢) Esist [0, 2n]/{0, 27} hombomorph zur S! (vgl. 5.4(d) und 6.6). Beides sind also topologische
1-Sphiren, d. h. topologische Kreise. Analog ist auch IR/2 bzw. IR2/2 X 2 ein topologischer
Kreis bzw, Torus. (Man wihlt zunichst

cos 2nmt

sin 2m) bzw. ¢ :IR2—S1 781, (5, t) = (2(s), p(1)),

¢:IR=8!, t (
zeigt dann, daB diese Abbildungen stetig sind und daB IR/Z = IR/p bzw. IR2/Z X Z = IR2/y sind.
Dann schlieft man mit 6.6, da man stetige Bijektionen auf den Kreis bzw. den Torus erhiit.
Schlieflich bedient man sich am bequemsten der Aussage 11.6 oder zeigt (etwas miihsamer), daf
die inversen Abbildungen ebenfalls stetig sind.) (Torus: vgl. Abschnitt 5, Aufg. 3)
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6.4 Kapitel !: Rdume und Abbildungen

d) Esseien X :=(0, 27] X [- 1, 1] (natiirliche Topologie) ein Rechteck aus IR2 und

(\3+y sin%)cosx

;

f:X—IR3 durch f(;) = (3 +y sin;)sinx
cos =
yeoss
definiert.
3
(ekY) (%,?l (T“J) (2,1
\ NN f(%T—T.—U
(0-1 {n-1) A

Fiir festes y durchlduft f (?) eine Kurve in der Nihe des Kreises

COsSX
3(sin x)/Oéxé 2n
0

im IR3, d. h. des Kreises mit Radius 3 um 0 in der x-y-Ebene. Fiir festes x durchliuft f(’;,) eine
COs X
Strecke o, der Linge 2 mit Mittelpunkt 3 (sin x). Durchlduft x das Intervall [0, 27n], so wird
0

oo um 180° gedreht und wieder in sich iiberfiithrt. Fiir festes y macht f (’lf), auf oy festbleibend,

diese Drehung um den genannten Kteis mit. f heftet also an den genannten Kreis symmetrisch
Intervalle [— 1, + 1} so an, daf sich bei einem Umlauf um den Kreis ejne rdumlich stetige Drehung

von og iber o, wieder in das gespiegelte o ergibt. Die Mengen f s )haben demgemab die Form:

t
{(%)} einelementig falls (% ): £ mit 0 < x < 2r bzw. {3, ¢7)} falls (‘é }=£G) mit x = 0.

In X/f hat man also den topologischen Raum, der durch ,,Verkleben* zweier gegeniberliegender
Rechteckseiten tiber Kreuz entsteht. Man nennt X/f das Mobiusband, denn f(X) hat diese Form
und mit 6.6 bzw, 11.6 kann man zeigen, daf X/f mit f(X) homéomorph ist,

e) Der Topologe verzichtet natiirlich auf die Angabe so eines f, gibt nur die erzeugte Aquivalenz-
relation an und sagt alles Wesentliche durch die Zeichnung:

Mdébiusband := {0, 112/R,

wobei R durch die Identifikation von a mit — a entsteht: 4

42



6.5

6. Finale Konstruktionen 6.5

Die Identifikation, die hier durch die Zeichnung angegeben ist, sieht nun 50 aus: Man betrachte
AcC|0,1]2 mit A:={0}x[0,1)und f: A— [0, 1}2,f(0, t) := (1, 1 —t), dann ist das MSbius-
band = {0, 1]12/f. (Man iiberlege sich, dalh die Konstruktion von Beispiel (d) ein zum hier kon-
struierten homéomorphes Mébiusband liefert, wobei man das Theorem 6.6 benutze!)

Theorem: Tragt X die finale Topologie bzgl. der g; : X; = X und ist
g: X =Y eine Abbildung in einen topologischen Raum, so gilt:
g ist genau dann stetig, wenn es alle go g; sind.

Beweis: Da alle g; stetig sind, ist go g; stetig, sobald g stetig ist. Ist nun jedes go g;
stetig und O* ¢ Y, so miissen wir zeigen, dal g™ (0") C X gilt, Nun ist fir jE€J
g (g (0) = (g°g) " (O") G X; und daher nach 6.1 g™ (0") C X.

Korollar: Ist X ein topologischer Raum und sind M;(j € J) Teilmengen,
die X iiberdecken, d.h. X C UM;,soistein f: X' =Y stetig,
wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

(a) Alle M; sind offen in X und alle fIM;: M; > Y stetig.

(b) Alle M; sind abgeschlossen, alle fIM; : M; - Y stetig und
{M;/j € I} ist lokalendlich, d. h. jedes x € X hat eine Um-
gebung, die nur endlich viele der M; trifft.

Beweis: Wir brauchen nach 6.5 nur zu zeigen, dafy X in den Fillen (a), (b) die finale
Toplogie bzgl. der Inklusionen I; : M; — X trigt. Fiir den Fall (a) ist das nach 5.7(c) klar.
Fiir den Fall (b) argumentieren wir so: Ist A C X, so sind wegen der Stetigkeit der I;

(M; ist topologischer Unterraum!) natiirlich alle I;' (A) = A N M; C M;. Nach Konstruk-

tion ist dann A abgeschlossen in der finalen Topologie auf X. Ist A in dieser Topologie

abgeschlossen, so miissent nach Konstruktion dieser Topologie alle A M M; abgeschlossen

in M; sein. Nach 5.7(c) sind die A M M; auch abgeschlossen in X, denn die M; sind es. Die

A N M; bilden also ein lokalendliches System abgeschlossener Mengen in X. Nach 4.5 ist

dann auch A = U A N M; abgeschiossen in X. Wir haben also gezeigt, dal X und (X, Xgin)
j

dieselben abgeschlossenen Mengen haben, d. h. X trigt schon die finale Topologie.

Dieses Korollar wird immer dann herangezogen, wenn man eine Abbildung stiickweise
konstruiert hat und ihre Stetigkeit bequem nachweisen mochte!

(Vgl. z. B. die in 4.3(f) als Beispiel konstruierte Funktion g.)

Es handelt sich vor allem bei Korollar (b) um ein hiufig stillschweigend gebrauchtes
Kriterium, man sollte sich bei stiickweisen Konstruktionen immer zuerst daran erinnern!
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6.6

6.7

6.6—-6.7 Kapitel I: Rdume und Abbildungen

Theorem: Jede Abbildung f: X =Y zwischen topologischen Raumen in-
duziert genau eine Abbildung f: X/f > Y mit forg=f. f ist in-
jektiv.

f

X—-—Y

wf )

X/ f-—- f(X)

Ist f stetig, so ist es auch .

Ist f offen, d. h. f erhilt offene Mengen, so ist f offen.

Ist f abgeschlossen, d.h. f erhilt abgeschlossene Mengen, so ist
f abgeschlossen.!)

Ist f stetig, surjektiv und offen oder abgeschlossen, so ist T
homdomorph.

Beweis: Die Elemente von X/f sind die Mengen der Form {~ ! {yD yeY). Wegen
fopg = f mu man notwendig f(f ™ ({y})) :=y definieren. Damit ist f wegen ™' (Y) =X
schon auf ganz X/f = v¢(X) definiert, und es gilt fo ve(x) = f(f1 ({f(x)})) = f(x) fiir alle
x € X. Natiirlich ist T injektiv. Ist f stetig, so ist T ebenfalls stetig:

0"GY=f1(0")y=(for) " (0")=v" (T (0") G X=T"(0") G X/f.
Ist f offen, so ist T ebenfalls offen:
O'CX/f=p' (0 G X=f(' (0P =F(0)G Y.
Ist f abgeschlossen, so ist es auch f:
A'TX/[f=ri (AT X =1 (AN =fA)TY.
Ist f surjektiv, so ist T bijektiv. Ist T iiberdies offen oder abgeschlossen, so ist f ' nach

3.3(c) oder 4.6(b) stetig.

Weitere Beispiele:
a) Es gibt eine stetige Bijektion : B2/S! — 82, wobei B2 := {x € IR2/Ix| < 1} die Kreisscheibe ist:
Sie xp = (Elg)der Nordpol von 82, Durch

1 1
f:82y —-IR2, x —»{1- + X
{XN} x ( l—x;;)XN 1—X3

wird eine homtomorphe Abbildung gegeben.
Die Inverse lautet:

1 - 2 )x + 2 y
y lyl2+ 1 N (y12 + 1

1) Dies ist in vielen wichtigen Fiillen dadurch gegeben, daft f stetig, X quasikompakt (vgl. 11.6) und
Y ein T4-Raum ist (vel. Abschnitt 9). In der Funktionalanalysis bezeichnet man als abgeschlossene
Abbildungen diejenigen mit abgeschlossenem Graphen, man benutze den Begriff daher mit Vor-
sicht (vgl. Abschnitt 9, Aufg. 10).
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6. Finale Konstruktionen 6.8

o
Man nennt f die stereographische Projektion. Fir x € B2, d. h.Ix! < 1, setze man nun
¢(x) 1= f"l(l flxl ) , dann wird ¢ dort stetig mit o (B2) = §2\ {xN} (Der Strecke {t-x/te -1, 1{}
wird ein Meridian \ {xn} zugeordnet.) Uberdies ist v dort injektiv. Nun setze man o(S1) := {xy},
dann ist o : B2 — 82 stetig, surjektiv und B2/p = B2/S!1. Die Behauptung folgt nun aus 6.6. (SZ ent-
steht aus der Kreisscheibe, wenn man ihren Rand S! zu einem Punkt zusammenklebt.)

b) Auf 8" erklire man die folgende Aquivalenzrelation: (x, y) € R : === x = + y. Dann heiit
S/R =: {P™ der n-dimensionale (reelle) projektive Raum.

¢) L(0, 1) sei wie in 1.1(f) pseudometrisiert. Man definiert dort die folgende Aquivalenzrelation:
x,yY)ER :=d(x, y) = 0. Dann induziert d mit d eine Metrik auf L (0, 1)/R. Gelegentlich
nennt man auch den so metrisierten Quotientenraum den Raum der Lebesgue-integrierbaren reellen
Furnktionen tiber [0, 1].

d) Im allgemeinen braucht eine Quotientenabbildung v nicht offen zu sein. (Beispiel: Man betrachte
£:10, 271~ S1, t > 28}y, dann ist 11, 2] offen in [0, 2n], aber vf' (vg(11, 20]) = 11, 221 U {0}
nicht.) Ist jedoch H Untergruppe einer topologischen Gruppe G, so ist der Raum G/H aller Links-
(oder Rechts-) Nebenklassen xo H (x € G) so topologisiert, daf vy offen ist: Ist O C G, so ist
»l@@)= U xoH=0ecH= U 0ohCG,denn die Abbildungen Tp: G-+, x = xoh

xeo0 heH °
sind hom6omoroph und folglich alle Oe h - G. Damit ist »(Q) offen in G/H. (DaB die T, homdo-
morph sind, ergibt sich aus der Definition 5.8 und der Zerlegung Ty, = (o)« (ji,), wobei
jh:G—>GnG,g — (g h) stetigist. Ty' =T, 1)

e) Fir die Konstruktion eines Zylinders setze man X := [0, 2#)w[- 1, 1], A := {0}x [-1,1} und
f: A= X, (0,t) » (2m, t), dann ist X/f hom&omorph zu S!«[~ 1, 1]. Fiir die Konstruktion der
S™ kann man so verfahren: Man setzt X := B" = {x € IR"/1xI < 1}, A := 8" e X, M:={mg}
mit mp ¢ B" (warum?) und f: A— M, a  my, dann ist X/f homdomorph zur S™ (vel. 6.7(a)).
Fir die Konstruktion von P® (vgl. 6.7(b)) kann man so vorgehen: Sei X := {x €8"/xq + ; > 0}
die obere Hemisphire, A := 8%~ Ix {0}c S" der Aquator, M := Aund f: A+ M, a ~ —a, dann
ist $"/f hombomorph zu P",

Finale Konstruktionen bei top. Gruppen und Vektorraumen

6.8 Bemerkungen:
a) Bei finalen Konstruktionen mit topologischen Gruppen (bzw. Vektorriumen) und Homomorphismen
(bzw. lin. Abbn.) erhilt man nicht notwendig wieder topologische Gruppen (bzw. Vektorriume):
Wir greifen Beispiel 6.4(b) auf. Die finale Topologie auf IR™ bzgl. der Inklusionen j; : IR; — IR®
macht (IR", +) nicht einmal zur topologischen Gruppe, wenn n > 1 ist. Setzt man nimlich

1 n
eri=| - |oex= 0 Jund V:=L1J|RieU(e1+eg),
0 )
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6.9 Kapitel |: Raume und Abbildungen

soist V={xe& IR"™/ héchstens ein x; # 0}, und es gibt keine offenen Umgebungen U; von e; mit
U, + U, € V. (Fiir solche U; gébe es notwendig ¢ € IRy mit

—1+e 1

1+e
0 0
: el und ~ e Uy,
0 0

also U; + Uy ¢ V)

b) Man kdnnte vermuten, daB (a) nur trigt, weil die Bilder der j; den IR™ nicht iiberdecken. Folgendes
Gegenbeispiel ist weniger trivial: Wir gehen aus von den Riumen Abbg (IR, IR) der reellen Funk-
tionen mit der folgenden Topologie: E sei endliche Teilmenge von IR, Ug (f) := {UF, el®)/e €IRy,
F endl. C IR\ E} (vgl. 1.3(g)), dann ist jedes Abbg (IR, IR) := (Abb(IR, IR), UE) ein topologischer
IR-Vektorraum. Sei nun Xg;, die finale Topologie auf Abb (IR, IR) bzgl. der natiirlichen Inklusionen
jE : Abbg (IR, IR) — Abb(IR, IR). Wir wollen zeigen, dafl die Addition bzgl. dieser Topologie nicht
stetig in (0, 0) ist. Dazu geben wir V := {f { es gibt ein tf € IR mit [f(tp)! < 1}€ Xgipn N Uy, (0+0)
vor. (V ist in jedem Abbg (IR, IR) Umgebung jedes seiner Punkte: Ist f €V, so gibt es t; € IR mit
& := If(t§)l < 1. Setze nun tg := ty, falls ty & E, und tp € IR \ E sonst. Dann ist Utg. 1-sH CV,
also V € Ug ().) Wiire nun + bzgl, Xfiq stetig, so miite es ein offenes U e Uxin () mit U+U0cCvV
geben. Dieses U miite dann zugleich auch offene Nullumgebung in Abbg (IR, IR) sein, es gibe also
E endl. C IR und ¢ € ]0, 1| mit Ug .(0) C U. Andererseits miiite U auch offene Nullumgebung
in Abbg (IR, IR) sein, und es gibe folglich F endl. C IR\ E und 6 € 10, I mit Ur,5(0) C V. Nun
setze man g(E) := {0}, g(R\ E) := {100}, h(F) := {0}, h(R \ F) := {100}, dann ist (g, H € U x U,
aber U+ U= g+ ¢ V. Esist also (Abb(IR, IR), Xgi,) nicht einmal eine topologische Gruppe.

¢) In der Algebra bzw. Funktionalanalysis entgeht man den Schwierigkeiten mit den finalen Kon-
struktionen dadurch, daf man nicht die feinste Topologie sondern die feinste Gruppen- bzw,
Vektorraumtopologie wihlt, fiir die alle gegebenen Abbildungen stetig sind. Diese Topologien
existieren, sind allerdings topologisch schwerer zu untersuchen, und vor allem gilt das wichtige
Stetigkeitskriterium 6.5 dann nur noch fiir homomorphe bzw. lineare Abbildungen. In der
Funktionalanalysis geht man meist noch einen Schritt weiter und wihlt die feinste ,,lokalkonvexe**
Vektorraumtopologie, weil man dann wenigstens geniigend viele stetige Funktionale zur Verfii-
gung hat, um den Raum zu untersuchen.!)

Ein wesentliches positives Ergebnis ist allerdings zu verzeichnen:

6.9 Satz: Ist G eine topologische Gruppe (bzw. ein top. IK-Vektorraum) und
H C G ein Normalteiler (bzw. ein lin. Unterraum), dann ist G/H mit
der Quotiententopologie wieder eine top. Gruppe (bzw. ¢in top.
IK-Vektorr.).

Beweis: Ist H ein Normalteiler, so wird bekanntlich auf G/H := {go H/g € G} durch
(goH)o(g' o H) := (g g) o H wieder eine Gruppenstruktur erkirt. Wir wollen zeigen,
daf diese Multiplikation (bzw. beim Vektorraum Addition) und (-} : (go H) = (g7' o H)
(bzw. beim Vektorraum s: (e, g + H) = ag + H) stetig sind.

1) Uber die Bezichungen der verschiedenen Finalkonstruktionen vgl. z.B. A. Wilansky: Topics in
Functional Analysis, Berlin, 1967. Es gibt dabei aber noch eine Reihe offener Fragen.
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7.1

7. GleichmaRige Strukturen 7.1

Nach 6.7(d) ist die Quotientenabbildung v: G -~ G/H ein offener und stetiger Homomor-
phismus (lmeare Abbildung). Sind nun Xo H ,yeHE G/H und V ey (xo yo H) gegebené
so gibt es UEUG(x) Ue Ug (y) mit U.0'cov(V),d.h. v(UoU) ng)ov(oU)C V.
Da v offen ist, ist v(U) X v(U YEUgHrom(xeH, Yo H) mit o(v(U) X »UY))C V. Da-
mit ist o stetig. Analog zeigt man die Stetigkeit von (-)™' bzw. s.

Aufgaben:

1. Man gebe ein Beispiel fiir ein Teilmengensystem § eines topologischen Raumes X, das zwar iiber-
deckt, wo aber X nicht die finale Topologie bzgl. der Inklusionen hat.

2. Man gebe zu 6.6 ein Beispiel einer surjektiven stetigen Abbildung f: X — Y, fir die f kein Homéo-
morphismus ist.

3. Ist f: X — Y surjektiv, stetig und offen, so trigt Y schon die finale Topologie bzgl. f. Man zeige,
dafh je zwei dieser Bedingungen nicht hinreichen.

4. Man zeige fr das Beispiel 6.8(b): Die feinste Vektorraumtopologie auf Abb(IR, IR), fiir die alle
jE stetig sind, ist indiskret.
Man beweise die in 6.4{c), (e} enthaltenen Aussagen.
Man beweise die in 6.7(e) enthaltenen Aussagen.

Weitere wichtige finale Konstruktionen (Verklebungen) werden in 15.15 bis 15.19 behandelt.

7. Gleichmifige Strukturen

Zur Einfithrung lese man erst die Einleitung von Abschnitt 8!

Am Anfang unserer Diskussion haben wir schon darauf hingewiesen, dal pseudo-
metrische Riume weit mehr Struktur tragen als fiir topologische Untersuchungen von
Interesse ist. Auch topologische Gruppen und Vektorraume haben mehr Struktur, die
diesmal aus der Vertriglichkeit von algebraischer und topologischer Struktur herriihrt:

Satz: Ist G eine topologische Gruppe und ist g € G, so ist die Linkstrans-
lation T, : G ~ G, x = go x ein Homdomorphismus. (Da topologische
Vektorraume mit ihrer additiven Struktur topologische Gruppen sind,
ist dann auch T, : x — g + x ein Hom&omorphismus.)

Beweis: Esist Ty = (c) o j,, wobei jg :G—=> GG, x = (g, X) die Inklusion ist. Offen-
bar ist jg stetig, und da die Gruppenmultlphkatlon (o) stetig ist, ist es auch Tj. Dies gilt
fiir beliebiges g, also auch fiir jedes g~'. Nun ist aber Tgo Tg-1 =Tg10Tg = 1dG d.h.

T, ist Homdomorphismus.

Korollar: Ist G eine topologische Gruppe und ist g € G, so ist U(g) = T (U(e)).
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7.2

7.3

7.2-7.3 Kapitel |: Rdume und Abbildungen

Die Umgebungen in einer topologischen Gruppe entstehen also durch Translation der
Einheits-Umgebungen. A. Weil') hat nun als Erster erkannt, daf sich die von O. Schreier?)
eingefithrten topologischen Gruppen in gewisser Hinsicht an die pseudometrischen Riume
anschliefen: Die Umgebungsfilter verschiedener Punkte sind gleichmaflig konstruiert. Aus
diesem Grunde wird es auch in topologischen Gruppen méglich, einen veraligemeinerten
Entfernungsbegriff zwischen je zwei Punkten zu definieren:

Definition: Ist X ein pseudometrischer Raum bzw. eine topologische Gruppe, so
heifen x,y € X im ersten Fall von der Ordnung ¢ benachbart, wenn
d(x, ¥) < €, und im zweiten Fall von der Ordnung U € U(e) benach-
bart, wenn x ' ey € Uist,d.h. y €Exo U=T, (U).

In beiden Fillen werden gewisse Relationen auf X definiert, deren Eigenschaften
Weil besonders untersucht hat. Wir wollen uns mit diesen Untersuchungen hier nur so-
weit befassen, wie chrakteristische Techniken der Topologie beriihrt werden bzw. grund-
legende Begriffe fiir Vollstindigkeitsfragen (Abschnitt 8) zu schaffen sind. Zuvor erinnern
wir noch an gewisse Sprechweisen fiir den Umgang mit Relationen:

Relationen R, S, T auf X sind Teilmengen von X X X. Mit R™! bezeichnet man die inverse
Relation {(v, x) / (x, ¥) € R}, mit Ax := {(x, x) / x € X} die Gleichheitsrelation und mit
ReoS:= {(x, z) [ esex. y € X mit (x, y) €R, (y, ) € §} die Verkniipfung, die der Verkniipfung der
(Graphen von) Abbildungen entspricht. Eine Relation R heift reflexiv, wenn Ayx C R, sie heifbt
symmetrisch, wenn R = R~1 und sie heidt transitiv, wenn R« R C R gilt. Eine zugleich reflexive,
symmetrische und transitive Relation heit Aguivalenzrelation. Ist R eine Relation auf X, so ist
Rg:= R n R71 symmetrisch. Ist R reflexiv, so auch R,

Definition ( Weil): Eine Uniformitit oder ein Nachbarschaftsfilter auf der Menge X ist
ein Filter & € IF(X X X) von Relationen auf X, der den folgenden
Bedingungen geniigt:
(N 1) Jedes N€ N ist reflexiv.
(N 2) Mit N ist auch N™' €N (d.h. & hat Basis aus symmetrischen

N,).

(N 3) Zujedem NE N gibtes N €N mit N'o N'C N,
Ist ein Raum X mit einer Uniformitidt A versehen, so heifdit X bzw,
(in Zweifelsfillen) (X, M) uniformer Raum. Die Elemente N von N

heiflen Nachbarschaften, und fiir (x, y) €N sagt man, x seizu y
von der Ordnung N benachbart.

Formal besagt die Bedingung (N 3), dal es in N € N stetsein N € N von der Form N"=N'« N’
gibt, denn wegen (N 1) ist N'C N'c N, also N" € N. Zusammen mit (N 2) ergibt sich: A hat eine Basis
aus reflexiven, symmetr, N der Form N = N'o N, Inhaltlich ist (N 3) eine Verallgemeinerung der
Dreiecksungleichung der pseudometrischen Riume: In (M, d) definiert man A4 nach 7.2 durch

1} Actual. Sci. Ind., 551 (1937)
2) Abh. Math. Sem. Hamburg, 4 (1925)
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7.4

7.5

7. GleichmaRige Strukturen 7.4-75

folgende Fllterbasm auf M XM:8y := {N / e IR} mit N ={(x,y)EMXM/[d(x,y) <el
Wegen Ng N C Ng erfiillt Mg das Axiom (N 3). (Ist (x, 2) e Ne ° Ne, 50 gibt es also y mit
2 2 2 2

d(x,y) < % und d{y,z) < %, daherist d(x,z) < d(x,y)+d(y,z)<e,d.h. (x,2) E Ng.) Die restlichen

Axiome von 7.3 sind fir Mg trivialerweise erfiillt, daher nennt man Ny dic Uniformitit des pseudo-
metrischen Raumes (M, d). Bevor wir die Uniformitit einer top. Gruppe angeben und weitere Bei-
spiele analysieren, stellen wir noch die Beziehung zur Topologie her:

Satz und Definition: Auf jedem uniformen Raum (X, N} wird durch
Uy () = {Uyx)/NEN]Imit Uy (x) :={y/ (X, ¥) € N} eine Um-
gebungsstruktur und damit eine Topologie 7 gegeben. Sie heifit die
Topologie des uniformen Raumes.

Ist N = Ny die Uniformitiit eines pseudometrischen Raumes, so stimmen
Tp 4 und die pseudometrische Topologie iiberein.

Beweis: Up (x) ist Filter auf X: Fir NE N ist Ax C N, also x € Uy (x) und folglich
0 & Up (x). (Zugleich haben wir schon das (U 1) aus der Def. 1.3 nachgewiesen.) Da &
nicht leer ist, ist auch Up;(x) nicht leer. Die Durchschnitts- und Obermengeneigen-
schaft der Filter iibertrigt sich von N auf Uy (x).

Upn (%) erfiillt 1.3(U 2): Es sei Uy (x) € Up(x) gegeben. Wir withlen N' nach (N 3)
und betrachten V := Uy (x). Fiir vE V ist Uy (x} Umgebung, denn

wEUn' (W)= (v,w)EN'
und
X, VEN=(x,wWENNCN=wecUy(x),

d.h. Uy’ (v) € Uy (x). Daher ist UR (x) als Obermenge von V Umgebung von x. Im Fall
des pseudometrischen Raumes hat Uy, (x) eine Basis von Mengen der Form Und(x) =
B; (x). Dieselbe Basis liefert auch die pseudometrische Umgebungsstruktur.

Beispiele:

a) Wir haben gesehen, daf jeder pseudometrische Raum durch seine Uniformitit in der Weise zum
uniformen Raum wird, dat die pseudometrische Topologie und die auf dem Umweg iiber die
uniforme Struktur erklirte Topologie (ibereinstimmen, Es kann iibrigens durchaus noch ander Uni-
formititen auf (M, d) geben, die die pseudometrische Topologie erzeugen:

Wir betrachten (IR, | -1) und definieren die neue Metrik d'(x, y) := larctan x — arctan yl, Sie erzeugt
dieselbe Topologie, wie man sich iiberzeuge, liefert aber eine andere Uniformitit, wie wir in
8.2(d) sehen werden.

b) Ein topologischer Raum heifit (pseudo-)metrisierbar bzw. uniformisierbar, wenn seine Topologie
von einer (Pseudo-)Metrik bzw. Uniformitit erzeugt werden kann. Das Beispiel in (a) zeigt, dal
eine solche (Pseundo-)Metrik bzw. Uniformitit keineswegs eindeutig bestimmt zu sein braucht, sie
ist also keine topologische invariante. Topologisch invariant ist aber die Moglichkeit einer
(Pseudo-)Metrisierung bzw. Uniformisierung, d. h. die (Pseudo-)Metrisierbarkeit wie die Uniformi-
sierbarkeit sind topologische Invarianten.

¢) Jede topologische Gruppe ist uniformisierbar: Die (Links-)Uniformitit Ng einer topologischen
Gruppe G wird wie folgt definiert: 8g := {Ny / U € Ug (e)}, wobei e die Einheit der Gruppe ist
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7.6 Kapitel I: Raume und Abbildungen

(im Fall des Vektorraumes: e = 0) und Ny := {(x, y) / y € x - U}(vgl. 7.2). Wegen Ny’ y C
C Ny’ n Ny sieht man leicht, dafy Bg eine Filterbais aus relexiven Relationen auf G liefert.
Nun sei Ng der davon erzeugte Filter auf G X G. Fiir Nyj € Bg ist

Ny = {0 /yex-Ul= {(,0)/x-yeU}= {(y,x) [y -x€U1}=Ny1,

und wegen der Homéomorphie von (1)} : G - G ist U™l € Ug (e), d. h, N{JI =Ny-1 € Bg. Damit
erfiillt Mg die Bedingung (N 2). Um (N 3) zu zeigen, wihlen wir zu Ny e 8¢ U', U" & U(e) mit
U'-U" C U (Stetigkeit der Multiplikation in (e, e)) und setzen V :=U'n U”, Nun ist Ny ¢ Ny C Ny,
denn zu (x,z)& Nye Ny gibtes y mit x™1 .y, y1-z€V,also (x1-y)-(y'1-2)eVVCU,d. h
(x,z)€ Ny und Ny = Ny C Ny.

Nun miissen wir noch zeigen, daf TNG gerade die Ausgangstopologie von G ist. Wegen 7.1 brauchen
wir nur zu zeigen, daft UNG (x) bis auf Translation gleich Ug (¢) ist. Nun ist 8 := {UNV(X) /

V & Ug (e)} eine Basis von Upg (x), wobei

Uny®) ={y/ (., y)eNy}={y /x'-yeV}=Tx(V),
d.h.

UNG (x) = Ty (Ug(e)) = Ug (x).

Wieder zeigt das Beispiel in (a), daf die Topologie einer topologischen Gruppe i.a. auf verschiedene
Weise uniformisiert werden kann. Wenn wir von der Uniformitit einer topologischen Gruppe
{topologischer Vekforraum) sprechen, so meinen wir stets die in (c) definierte, Natiirlich kann man
analog auch eine Rechts-Uniformitit definieren. Beide stimmen in kommutativen Gruppen und
Vektorriumen iiberein.

e) Jede Aquivalenzrelation A auf einer Menge X definiert vermége N := {N CXXX/AC N} eine
Uniformitit auf X, Ist speziell A = Ay, so erzeugt N die diskrete Topologie, ist A = X X X, so er-
zeugt N die indiskrete Topologie auf X. Beide Topologien sind also uniformisierbar, was natiirlich
auch daraus hervorgeht, daf 'sie pseudometrisierbar sind.

d

fu—

f) Fiir eine Primzah! p definiert man fiir jedes n& IN die Aquivalenzrelation Ay, := {(z,7'} /
z=1z'(mod p™)} auf Z Der von der Basis {A,, / n € IN} erzeugte Nachbarschaftsfilter auf Z heit
die p-adische uniforme Struktur auf 2.

g) Auf @ wird von der Filterbasis {N;, / n & IN} mit
Np:={(t,r'Ye@Xx Q@/max(t—1',r'~1) < I/n}

eine Uniformitit Mg erzeugt. (Offenbar ist dies die Uniformitit, die man als Einschrinkung von
Ng auf @ X @ erhilt, wobei d die natiirliche Metrik auf IR ist. Es ist jedoch wichtig, daf man @,
auch ohne IR zu kennen, uniformisieren kann; s. Abschnitt 8).

Das folgende Beispiel ergibt sich als direkte Verallgemeinerung der Uniformitit eines pseudo-
metrischen Raumes, ist aber fiir die Theorie der uniformen Riume besonders wichtig:

Beispiel: Es sei I' = {d;/i € J} eine Familie von Pseudometriken auf X. Die zugehorige
Uniformitit NV auf X wird wie folgt konstruiert: Man setze

S:={NL/i€J,e€ Ry} mit Ni:={(x,y)EXXX/d(x,y)<e},

dann ist S noch keine Filterbasis, denn zu i,j € J, ¢, n € IR, braucht es kein
NEC Ne N N}, zu geben. Daher saturiert man I" zu I'*, indem man die Pseudometriken
dg (x,y) := max d;(x, y) hinzunimmt, wobei E endlich C J ist. Es ist also

i€E

I'* = {dg / E endl. C J}. (Man iiberzeugt sich leicht, daB die dg Pseudometriken sind.)
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7. GleichmiBige Struk turen 1.7

Das analoge System
B:={NE/Eendl.CJ,e€IR,} mit NE:={(x,y)/dp(x,y)<¢€}

ist nun eine Filterbasis auf X X X aus reflexiven und symmetrischen Relationen: Schlief-
lich ist

E'UE" E'UE"
len(e, n)/2 len(e mi2

CNE'N NE

und daher erzeugt B eine Uniformitat Np auf X.

Ist T schon saturiert, d. h. gibt eszu n€ N, d,, ...,d, El stets d€ " mit d; <d(i=1,...,n),
so ist S schon Filterbasis von Ng.

Ist T' = {d} einelementig, so ist N = Ny.

Ist I'* ein beliebiges saturiertes System von Pseudometriken auf X, so hat UNI‘* (x) die Basis

{B (x)/dg €ET*, e IR+} waobei B,E (x) die e-Kugel um x bzgl. der Pseudometrik dg bezeichnet.
Wihlt man z. B. X := Abb(M, IR} und dy(f, g) := If(t) — g(t)| fiir t €M, so gibt T := {d¢/t € M} ein
System von Pseudometriken auf X, wobei TN« die Topologie der punktweisen Konvergenz auf X

ist (vgl. 1.3(g)).
Wir woellen jetzt zeigen, dafd dieses Beispiel sogar alle uniformen Riume liefert:

Theorem: Ist (X, ) ein uniformer Raum, so gibt es ein System I'" von Pseudo-
metriken auf X mit Np = N. (Das heifdt: Jeder uniforme Raum wird
von Pseudometriken erzeugt.)

Beweis: Der Beweis ist nicht ganz einfach, zeigt aber eine wichtige Technik der Topo-
logie zur Konstruktion stetiger Funktionen.

1. Schritt: Seien Ng := X X X, N, € N symmetrisch und N, € ¥ symm. so dal
NpoNpe Ny €Ny, fiir alle n € IN gilt. Dann gibt es eine Pseudometrik d auf X mit

N,CNJ CN,_;, und d<1 firalle nC N,
2"
Um d zu konstruieren, verschaffen wir uns erst ein f: X X X = IR in der folgenden
Weise: f(x,y): —-l— ,falls (x,y) €N, \N,, 4, und f(x,y) :=0, falls (x,y)€ N N,.

ieIN
Nach Vorraussetzung iber die N,, haben wir stets N, 4 ; C N, und { ist iiberall wohl-
definiert, Wegen der Symmetrie von N, ist stets f(x, y) = f(y, x). Wir definieren nun
n
Z f(xi_1, %)}/ nEN, X, =X,X,=y und x;€X }
i=1

d(x,y):= inf[

(Man vergleiche mit 1.3(h,)!) Offenbar ist d(x, x) stets gleich 0, und es gilt trivialer-
weise d(x,y) <d(x,z)+d(y,z), d.h. d ist eine Pseudometrik auf X. Aufierdem ist
offenbar d(x, y) <1 fiir alle (x,y)€X X X,

Wegen d(x, y) <f(x,y) gilt fiir (x,y) €N, stets d(x,y) < — und folglich

N, C Nd . Es bleibt zu zeigen, da d (x,y) S == (x,¥) € Nn _ gilt: Dazu be-
2[1
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7.8 Kapitel |: Rdume und Abbildungen

n
haupten wir zunichst, da stets f(xq, X,) < 2 Z f(x;_1,X;) gilt (*). Ist ndmlich (*)
1

stets richtig, so ist stets f(x, y) < 2 d(x, y) und folglich ist mit d(x, y) < 515
f(x,y)< 211—1—1 ,also (x,y) €N, _,. Wir zeigen nun (%) induktiv iiber n: Fiir n =0
n+1
ist (*) richtig. Sie sei fiir n bewiesen, dann setze man « := Z f(x;_5, ). Ist a=0,
1

so sind alle (x; .1, %) € NN;j, also (Xo, X + I)Ean und damit f(x,, X, + 1) =0< 2a.

m
Sei nun a # 0 und m die grofite Zahl mit Z £(x;-1, %) 4%. Dann ist auch

n+1l 1
Z f(xi -1, x5) Q% und nach Induktionsvoraussetzung f(xq, X ) <o, f(Xm + 1, Xn + 1) S
m + 2

Auflerdem ist nach Definition von « f(Xp, Xy + 1) <a. Ist r € IN die kieinste Zahl
mitF < a, so gehoren also (X0, Xm )s (Xm > Xm + 1)> Xm + 1> Xn + 1) Zu N, und

(wegen Neo Ny oN; C Np 1) (X0, Xn + )20 Ny _q, d. . £(Xo, Xp 4 1) < = < 20,

Damit ist (*) auch fiirr n + 1 richtig, 2

2. Schritt: Fir N € M kann man mittels (N 3} und dem 1. Schritt eine Pseudometrik
dy konstruieren: Man setze Ny := X X X, N; := NN N! und wihle N; € ¥ sym-
metrisch mit N;o N;o N; CN; _; (fiir i > 1), dann existiert so ein dy mit dyy <1
und N; C NiNC N;_, (alle i€ IN). Man setze " := {dy | NEN}.

7
3. Schritt: Ny =N: Fir NEN ist Nle C N, also NENp und N C N, Firr NgM €Ny

2
sei 2%; <e,dann ist M, C NdlM C Ng“, also N‘:M € N und Ny C N, Damit ist das

. n
Theorem bewiesen. 2

Fiir Abschnitt 8 brauchen wir noch die Aussage, daft jeder uniforme Raum bis auf uniforme Iso-
morphie Unterraum eines (uniformen) Produkts von pseudometrischen Riumen ist. Analog zu Ab-
schnitt 5 kann man initiale Uniformititen definieren. (Es gibt auch finale, sie erzeugen aber i. a. nicht
die finale Topologie, wir wollen sie daher nicht betrachten.)

7.8 Definition: Es seien X, Y uniforme Rdume und f: X -+ Y eine Abbildung.

(a) f heiBt gleichmaBig stetig, wenn es zu jedem N'€ Ny ein N € Ny
mit (f X £)(N) := {(f(x), f(¥))/ (x,y) EN}C N'gibt. (Von der
Ord. N benachbarte Punkte werden auf von den Ordnung N’
benachbarte Punkte abgebildet.)

(b) f heifit uniform-isomorph, wenn f bijektiv, f und £™' gleich-
mifig stetig sind. Gibt es so ein { zwischen X und Y, so heiflen
X, Y uniform-isomorph.

(¢) Eine uniforme Invariante ist eine Aussage, deren Wahrheitsgehalt
fiir einen uniformen Raum X sich auf alle ihm uniform-isomorphen
Riume iibertrigt.
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7. GleichmaBige Strukturen 7.9

Beispiele:
a) idx und Kompositionen glm. stetiger Abbildungen sind gleichmifig stetig.

b) Sind (M, d), (M', d") pseudometrische Riume und f:M — M’ ein Abbildung, so ist f genau dann
gleichmiflig stetig, wenn es zu jedem ¢ € IRy ein § € IRy mit (f X ) (Ng) C N gibt, oder — was
dasselbe sagt — wenneszu e ein 5 gibt, so daB aus d(x, y) < 5 stets d'(f(x), f(y)) < ¢ folgt. In
dieser Form werden gleichmifig stetige Abbildungen in der Analysis behandelt.

¢) Jede gleichmafige stetige Abbildung ist (bzgl. der erzeugten Topologien) stetig. Die Umkehrung ist
i.a. falsch: z.B. exp: (IR, |-} =~ (IR, 1-1.

d) Sind G, G’ topologische Gruppen und f: G — G’ ¢in stetiger Homomorphismus, so ist f gleich-
miig stetig: Ist V& Ug(e), so gibt es U Ug (8) mit £(U) C V., Nun ist (f X f) (Ny3) C Ny, denn
fir (f(x), f(yD e XHNy) mit (x,y)ENyist x lye U, also f(x-ly)=fx)yIf(y)EV und
damit (f(x), f(y)) € Ny. Da die Ny eine Basis von Ng’ bilden, ist f gleichmiBig stetig.

¢) Die Pseudometrik eines pseudometrischen Raumes (M, d) ist gleichmifig stetig auf (M=M, d"),
wenn

d'((x, ), (x', y")) := max (d(x, x"), d(y, ¥"))
ist. Dies folgt sofort aus Beispiel (b) und der in 3.5(n) abgeleiteten Ungleichung
ld(x, y)—dx, y) <d(x,x) +d(y,y).

(Auf IR nimmt man natiirlich immer die Uniformitiit der natiitlichen Betragsmetrik an.)

7.9 Satz: Sind X; uniforme Riume, X # § und fj: X -~ X;(i € J) Abbildungen,
dann gibt es auf X die kleinste Uniformitit N;;, fir die alle f; gleich-
miBig stetig werden. N;,,; heilt initiale Uniformitit bzgl. der f;, fiir
sie gelten iiberdies:

(a) Njpj erzeugt die initiale Topologie bzgl. der f; und der uniformen
Topologie auf den X;.

(b) Eine Abbildung g eines uniformen Raumes W nach (X, N;,;) ist
genau dann gleichmifig stetig, wenn es alle fjo g sind.

(c) Ist I" ein System von Pseudometriken auf X, so ist A die initiale
Uniformitit bzgl. der Inklusionen fy : X = (X, d) (d €T").

Beweis: Es seien N; die Uniformititen von X; und 8 := {BC X X X/ es gibt
Eendl. CTund N;EN;firi€EEmit B= N (f; X f;)™ (N;)}. Offenbar muf jede
i€E

1€
Uniformitit auf X, fir die alle f; stetig sind, das 8 und den davon erzeugten Filter N,;;
umfassen. DaB N;y,; ein Nachbarschaftsfilter ist, rechnet man leicht nach. Auflerdem sind
alle f; bzgl. N;y; gleichmifig stetig und daher nach Beispiel 7.8(¢) stetig, d. h. die initiale
Topologie X bzgl. der f; ist gréber als Tn,,;- Sie ist zugleich aber auch feiner, denn ist
Un (%) € Uy, ;(x) mit N = n X6 l(N,) so setze man V; := Uy, (fi(x)). Da

alle f; glm. stetig sind, ist fi (Vi) € Uy (x). Setzt man V :=Nf; ! (V;), soist VE Ux (x)
und fiir v€ V ist (fi(x), f;(v)) EN;, also (x, v) EN, d.h. v € Uy (x) und folglich

Un (%) € Uy (x).

Damit ist auch (a) gezeigt. (b) zeigt man wie 5.5, und (c) folgt unmittelbar aus der Kon-
struktion von 8 und Np.
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7.10

7.11

7.12

7.10-7.12 Kapitel |: Riume und Abbildungen

Beispiele:
a) Produkte uniformisierbarer Riume sind wieder uniformisierbar. Die Uniformitit eines Produkts
uniformer Riume ist natiirlich die initiale Uniformitiat bzgl. der Projektionen.

b) Nach 5.9 sind im allgemeinen nur die hichstens abzahlbaren Produkte pseudometrischer Riume
wieder pseudometrisierbar, Die uniforme Struktur verhilt sich also ,,anstindiger* bei Produkt-
bildungen als die metrische. Dennoch ist sie nicht sehr weit von der pseudometrischen Struktur
entfernt:

¢) Jeder uniforme Raum X ist bis auf eine uniform-isomorphe Abbildung Unterraum eines Produkts
pseudometrisierbarer uniformer Riume:

Nach 7.7 ist die Uniformitdt N von X in der Form A darstellbar. Fir d € T setzen wir
X4 :=(X,Ny) und (Y,M):= Il X4.Nun betrachten wir die Injektion j: X — Y, die jedes x
der

auf die konstante Familie (x)q < r abbildet. Nach 7.9 hat M eine Basis aus Elementen der Form
B= 5 mE(prd X prg)"t (N¢ ) mit E endl. € I'. Wegen
=

(prg X prg¥ (Ng) 1 (%) X J(X) = {(@Ir, 9Ir) / 4%, ) < eq} = G X ) NG
ist

_ e A axin NG Y= Gxie N NG
B N ((X) X j(X)) deEUXJ)(NGd) OX])(dEE e

und die Mengen in der letzten Klammer bilden eine Basis von A/ = Np. Daher ist
§: N = DM 0 (X)X XD = ((X), MIj(X))

¢in uniformer Isomorphismus.

In den uniformen Unterrdumen der Produkte pseudometrischer Rdume erhilt man
also alle uniformen Ridume (bis auf uniforme Isomorphie), d. h. die uniformen Réume
bilden die kleinste Klasse von Rdumen, in der die pseudometrisierbaren Raume liegen
und Produkte bzw. Unterrdume beliebig bildbar sind. Wir notieren noch zwei Korollare
zu den bisherigen Ergebnissen:

Satz: Ein uniformer Raum (X, A/} ist genau dann pseudometrisierbar, wenn
N eine abzihlbare Filterbasis hat.

Beweis: Ist N = Ny fiir eine geeignete Pseudometrik d, so hat Ny die abzihlbare Basis
{Ud / n € IN}. Hat umgekehrt & die Basis {N® / i € IN}, so kénnen wir in der Kon-
n

struktion von 7.7, 2. Beweisschritt von den N® ausgehen und erhalten damit N =Np
fiir ein abzdhlbares I'. Nach 7.10(c) ist (X, A1) bis auf uniforme Isomorphie Unterraum
eines abzihlbaren Produkts pseudometrisierbarer Raume, das nach 7.10(b) pseudo-
metrisierbar ist.

Satz: Eine topologische Gruppe G ist genau dann pseudometrisierbar, wenn
sie das 1, Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt. Dies ist genau dann der Fall,
wenn g (e) eine abzihlbare Basis hat.

Beweis: Dies folgt sofort aus 7.11 und der Konstruktion der Uniformitit einer topo-
logischen Gruppe.
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8.1

8. Vollstandigkeit 8.1

8. Vollstindigkeit

Warum betrachtet man uniforme Rdume? Es sind vor allem zwei eng verbundene
Griinde fiir dieses Interesse mafigebend. Zum einen kann man in uniformen Raumen
gewisse, nicht allzu ,,temperamentvolle* stetige Abbildungen uber ihren Definitions-
bereich hinaus fortsetzen. Zum andern ist die uniforme Invariante der Vollstandigkeit
von groBBer Bedeutung vor allem fiir die Analysis. Das Fortsetzungsproblem fiir stetige
Abbildungen fiihrt bei niherer Betrachtung ziemlich zwangslaufig auf Vollstindigkeits-
forderungen. Dabei stellt sich ein entscheidendes Problem in der Weise, da® man -
umgekehrt zur Situation in Abschnitt 1 — einer Folge oder einem Filter ansehen mochte,
ob er konvergiert, obwohl man den Grenzwert nicht kennt. Es wird das bekannte
Cauchy-Kriterium der Analysis sein, das hier in verallgemeinerter Form die zentrale Rolle
spielt. (Wir werden die ,,Folgenvollstandigkeit* von IR nicht beweisen, denn es diirfte
aus der Analysis hinreichend bekannt sein, dal in IR jede Cauchy-Folge konvergiert.)

Zuniichst wollen wir das Fortsetzungsproblem etwas naher studieren. Das Problem lautet: Es seien
gegeben zwei topologische Riume X, Y, eine dichte Teilmenge D von X und ein stetiges f: D — Y,
Unter welchen zusitzlichen Voraussetzungen gibt es (mindestens) ein stetiges F: X — Y mit
FID=f?

Die Losungsidee ist ziemlich einfach: Da D dicht in X ist, liefert fir x< X\ D U (x) n D:=

= {Un D/ Ue& U(x)} einen Filter auf D, der sehr kleine Mengen enthilt. Wendet man nun f auf
diesen Filter an, so kann man hoffen, da} der Bildfilter wiederum sehr kleine Mengen enthilt und
daher in Y konvergiert. Gibt es ein y € Y, gegen das der Bildfilter konvergiert, so setze man
F(x):=y.

Bevor man dieses Losungsprogramm verwirklichen kann, mu man sich an Hand von Beispielen
klarmachen, welche Voraussetzungen notig sind. Dazu betrachten wir zwei Beispiele, in denen

X=[0,1],Y=IR und D = }0, 1 ist. Im ersten Beispielsei g:D— Y durch t — 1=t gegeben. Hier

ist die Fortsetzung in den Punkt 1 stetig nicht moglich, weil g in der Nihe zu stark wichst. Im
zweiten Beispiel sei h: D — Y durch t > sin 1/t gegeben. Hier ist die Fortsetzung in den Punkt 0
stetig unmaglich, weil h in der Nihe zu stark oszilliert. Es wird also notig sein, f als nicht ,,zu tem-
peramentvoll” vorauszusetzen — und das wollen wir durch ,,gleichmifig stetig* iibersetzen. (In
diesem Fall sind natiirlich X, Y als uniforme Riume und D als uniformer Unterraum von X voraus-
zusetzen, der in der uniformen Topologie von X dicht liegt.) Man stellt nun sehr leicht fest, daf’
unser U(x) N D einen Filter liefert, dessen Bild in Y konvergiert, sobald dort gewisse Filter mit
sehr ,.kleinen** Mengen grundsitzlich konvergieren. Die Kleinheit solcher Mengen ist natiirlich mit
den Nachbarschaften zu messen, die ja als Veraligemeinerung der Abstandsmessung entwickelt
wurden. Wir beginnen daher mit der Untersuchung solcher Filter:

Definition:  Es sei (X, V) ein uniformer Raum.

(a) Eine Folge ¢ : IN ~> (X, M) heifit Cauchy- oder kurz C-Folge,
wenn es zu jedem N € N ein Endstiick E; von ¢ gibt, dessen
Elemente von der Ordnung N benachbart sind. (Das heift
E,XE,DN)

(b) Ein Filter F auf X heift Cauchy- oder kurz C-Filter, wenn
NCFXF.

(¢) (X, V) heidt folgenvollstindig bzw. vollstindig, wenn jede
C-Folge bzw. jeder C-Filter in (X, V) konvergiert.

55



8.2-8.5 Kapitel |: Raume und Abbildungen

8.2  Bemerkungen und Beispiele:

8.3

8.4

8.5

a)

b)

c)

d)

Ist  eine Folge in (X, V), bei der es zu jedem N € N ein Eg := {p(m)/m > n} gibt, dessen Punkte
von der Ordnung N benachbart sind, so ist E;; X Ey € N und allgemein

E,xE,={F/esex.Ey, Ep mit En XEy CFIDO N,

Ist umgekehrt ¢ eine Folge mit £, X E, D Ns0 setze man fir E;, X Ey' € N n” := max(n, n),
dann ist auch E» X Ep+ € N, Es ist also  genau dann C-Folge, wenn der Endstiickfilter ein
Chauchy-Filter ist.

Daher ist jeder vollstindige Raum auch folgenvollstdndig. Es gibt aber folgenvollstindige uni-
forme Riume, die nicht vollstindig sind: Als linearer Unterraum von Abbpy (IR, IR) ist
X:= {f [ £(t) # 0 nur fir héchstens abzihlbar viele t € IR} ein topologischer IR-Vektorraum, also
auch uniformer Raum. Aulerdem ist X folgenvollstindig, aber nicht vollstindig (vgl.: 4.3(f),
5.11(d), 7.10(a)y und 8.7).

Die obige Definition der C-Folge deckt sich mit der aus der Analysis geldufigen: Im pseudo-
metrischen Raum (M, d) ist eine Folge ¢ genau dann C-Folge, wenn es zu jedem € € IR, ein
neIN mit E; X E; ¢ Ncgibt,d, h, d(g(m), ¢(m')} < ¢ firalle m,m'> n,

In einem uniformen Raum ist jeder konvergente (Endstiick)-Filter ein Cauchy-Filter: Ist ndmlich
F ? x und ist dann ein N & M gegeben, so gibt es ein symmetrisches M = N mit Mo M C N und

N
ein F€ F mit F c Uy (x) = {y/ (x, y) €M}. Fiir y, z €F gelten daher (x, y), (v, x), (x,2) €M
und folglich (y,z) €M« M CN,d. h. FXFCN,
In der Analysis wird gezeigt, daP jede C-Folge in IR konvergiert. Dieser Raum ist atso folgenvoll-
stindig. Man beachte jedoch, da dabei die (Uniformitit der) natiirliche(n) Metrik d(x, y) := Ix — yI
vorauszusetzen ist! Metrisiert man die natiirliche Topologie nimlich wie in 7.5(a), so wird (n), & N
zur nicht-konvergenten C-Folge in IR.

(Folgen-) Vollstindigkeit ist also keine topologische Invariante, sondern lediglich eine uniforme
Invariante, (Letzteres ist trivial, vgl. 8.4)

Vor weiteren Beispielen verschaffen wir uns einige Hilfsmittel:

Satz: Ist f: (X, M)~ (Y, N) gleichmaBig stetig, so erhilt f C-Folgen und

C-Filter.
Beweis: Ist F ein CEndstiick-)Filter auf X und N € N, so gibt es M € M mit

(f X £) (M) C N und F € F mit F X F C M, also (f X f) (F X F) = f(F) X f(F) C N, d.h.
f(F) ist C-Filter.

Bemerkung: exp: IR — IR erhilt C-Filter, ist aber nicht gleichmiBig stetig!

Korollar: (Folgen-)Vollstandigkeit ist eine uniforme Invariante.

Satz: Ein abgeschlossener uniformer Unterraum eines folgenvollstindigen

bzw. vollstandigen Raumes ist folgenvoilstindig bzw. vollstindig.

Beweis: Ist (X, V) (folgen-)vollstindig, A C (X, Tn) unf F C-Filter auf (A, NIA),

so gibteszu NEN stetsein FEF mit FXFCNN(AXA)CN,d.h. [F]x ist auch
C-Filter auf (X, NV). Konvergiert [F ]x gegen X, so mufd x € A sein, denn andernfalls
wiren X \ A offene Umgebung von x, (X \ A)€ Ux (x) C [F]x, A € [F]x und damit
P=ANX\NA)E[F]lx.Wegen xE A und 5.7(c) gilt Fxx.
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8.6

8.7

8.8

8. Vollstindigkeit 8.6—8.8

Bemerkung: Kann ein Filter in (X, /) gegen mehrere Punkte konvergieren, so braucht die Um-
kehrung von 8.5 nicht zu gelten (Vgl. auch 8.2(a)).

Satz: Ist (X, M) uniformer Raum und hat / eine abzihlbare Basis, so ist
(X, M) genau dann vollstindig, wenn der Raum folgenvollstindig ist.
(Speziell fallen die Begriffe also in (pseudo-)metrischen Rdumen zu-
sammen!)

Beweis: Wegen 8.2(a) brauchen wir nur noch zu zeigen, da} (X, M) vollstindig ist,
sobald der Raum folgenvollstindig ist und N eine Basis B8’ = {N;/i € IN} hat. Zunichst

n
setze man fir n€IN N, := N N;, dann ist B := {N, /n € IN} eine sich monoton ver-
i=1
engende Basis von V. Nun sei F ein C-Filter in (X, /). Fir n € IN wihle man
¢(n) € F,, wobei F, € F mit F, X F,, C N, ist. Dann ist  eine Cauchy-Folge und da-
mit gegen ein x € X konvergent. Wir behaupten, da auch F 7 X gilt. Da U(x) eine

Basis der Form {Uy_(x)/n € IN} hat, reicht zu zeigen, daB fiir n € IN stets Uy _(X) EF
ist. Sei nun n gegeben, dann gibt es m € IN mit N e Npy € Ny und p(m’) € Uy (%)
fiir ein m' > m, Fiir ein y € Fp gelten dann: (x, o{m)) EN,,,

(M), ¥) EFpy' X Fpyr € Ny’ € Ny, und folglich (x, ¥) € Ny e Np, €N, d.h.

Fn' C UNn (x).

Satz: Ein Produkt uniformer Rdume ist genau dann (folgen-)vollstindig,
wenn es die Faktoren sind.

Beweis: Nach Konstruktion des Produkts uniformer Riume sind die Projektionen
gleichmifig stetig, erhalten also nach 8.3 C-Filter. Ist daher F ein (Endstiick-)C-Filter
auf ITX; und sind alle X; (folgen-)vollstindig, so konvergieren die pr;(F) gegen Punkte
X; € X;. Setzt man nun x := (X;); «J, s0 konvergiert £ im Produkt gegen diesen Punkt
(vgl. 5.6).

Ist umgekehrt F; ein C-(Endstiick-)Filter auf X; und ist 11X (folgen-)vollstindig, so
wihle man aus jedem X einen Punkt xg; und setze fir FEF; F:= XF;mit F; :=F und
F; := {x¢;} fiir j # i. Dann erzeugt {F/F € F} einen Filter F auf TIX; und F ist C{End-
stiick-)Filter, also konvergent gegen ein x € I1 X;. Wegen pri(F) = F; und der gleich-
mifigen Stetigkeit der Projektionen ist F; :pri(x).

1

Weitere Beispiele:

a) Abbgg (M, IR) ist folgenvollstindig und daher nach 8.6 volistindig: Ist (fy)n & (N C-Folge in
diesem Raum, so sind fiir alle t € M die (f, (1)), & sy C-Folgen in IR, also gegen jeweils ein f(t)
konvergent. Wir behaupten, da auch (f,) in Abbgg gegen f konvergiert, Ist nimlich € € IR ge-
geben, so wihle man ng so grof, dab fiir m, n = ng stets d(fp,, f) < £ ist. Fiir beliebiges t € IR gibt
es dann ein geniigend grofies m > ng mit If , (t) — f(t)| € % Dafiir ist dann

I£(t) — £ ()] < U(L) — Fay (D) + 1y (1) — £ (1)) < €.
Daher ist das Endstiick {f;, / n > ng} in B.(f) enthalten.
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8.9 Kapitel |: Rdume und Abbildungen

b) B(M, IR) mit der Metrik von 5.11(f) trigt die uniforme Struktur als Unterraum von Abbggl(M, IR}
und ist nach Beispiel 4.3(g) abgeschlossen: Ist nimlich (f,} eine Folge durch 8, € IR beschrankter
Funktionen, die in Abbgg gegen ein { konvergiert, so gibt es ein ng, so dal fiir n > ng stets
d(fy, fno) < 1 und damit d(f, fno) < 1 und schlietlich Ifi < Bng * 1 ist. Nach 8.5 und obigem
Beispiel (a) ist (B(M, IR), dsup) vollstindig.

c) Abbpw(M, IR) triigt als topologischer Vektorraum dieselbe Uniformitidt wie als uniformes Produkt

IT 'R und ist nach 8.7 vollstindig.
ieM

d) Als weitere Beispiele werden wir in Abschnitt 11 die kompakten Riume kennenlernen.

Wir kommen jetzt auf

Wir kommen jetzt auf unser Fortsetzungsproblem zuriick:

Theorem: Sind X, Y uniforme Riume, A dichter (uniformer) Unterraum von
X und f:A =Y gleichmiBig stetig, so gilt:
Ist Y vollstidndig, so gibt es mindestens eine gleichmafig stetige
FortsetzungF: X - Y mit FIA=1{.

Beweis: Der Beweis zerfallt naturgemaf in zwei Abschnitte: (a) Konstruktion von F
bzw. (b) Nachweis der glm. Stetigkeit,

a) Seien x€ X\ A und Fy :={UN A/ UE Ux(x)}, dann ist £, ein C-Filter auf A. Fir
U & U(x) ist nimlich UN A # @ (A dicht!),und fir NN{(AX A)EN, = NxlA gibt
es wegen 8.2(c) ein UE€ U(x) mit UX UC N, alsoauch (UX U)N(AXA)C NN (A XA),
d.h.(UNA)X(UNA)CNN(A X A).Da f gleichmiBig stetig ist, wird f(Fy) ein
C-Filter, also gegen mindestens ein y, konvergent. Man setze F(x) :=y, fir xEX\A
und F(x) :=f(x) fiir x € A, dann ist jedenfalls FIA = f.

b) Wir zeigen jetzt, dal F gleichmiig stetig ist: Es sei N € Ny gegeben. Man wihle nun
ein symmetrisches N, € Ny mit N, o N; o N, CN, ein M € Ay mit
(fXf)y(MN AXA)CN; und ein symmetrisches M; mit M, « M, e M, C M. Wir be-
haupten nun, dad (F X F) (M;) C N ist. Dazu seien (b, c) €M, gegeben. Wegen
f(Fy) S F(b) gibt es zu Uy | (F(b)) ein M, € Nx mit f(Up, (b) N A) C Uy, (F(b)).

Sei nun a, & Upm, (b) N Uy, (b) N A (@, weil b Berithrpunkt von A), dann ist
f(ap) € Uy, (F(b)) und a, € Uy, (b), d. h. (F(b), f(ap)) €N, und (b, a,) EM,.
Analog konstruiert man ein a, € A mit (F(c), f(a;)) €N, und (c,a.) €EM,. Wegen
(b, ¢) €M, und der Symmetrie dieser Menge ist dann

(absac) = (ab9b)o(b! C)O(C, aC)EIVII °M1 °Ml cM
und daher

(f(ap), f(ac)) EN,.
Wegen der Symmetrie von N, ist dann auch

(F(b), F(c)) = F(b), f(ap)) ° f(ap), f(ac)) o (f(ac), F(c)) EN; e Ny o N; CN.
Es gilt also (F X F) (M;) C N. Damit ist F gleichmifig stetig.

Bemerkung: Wann F eindeutig bestimmt ist, kldren wir in Abschnitt 9.
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8. Vollstandigkeit 8.10

8.10 Beispiele:
a) Das Winkelmag: Im AnschluB an 3.6 haben wir an eine Méglichkeit crinnert, die trigomometrischen

b)

Funktionen analytisch zu konstruieren, Wir skizzieren jetzt einen etwas mehr geometrischen Zu-
gang. Dazu gehen wir davon aus, dath die Linge konvexer Bégen in IR2 als Supremum der Lingen
aller einbeschriebenen konvexen Polygonziige definiert ist, wobei ein konvexer Bogen (bzw. Poly-
gonzug) bis auf ein Intervall Rand einer beschrinkten und konvexen Menge in IR2 (bzw. eines
Polygons) ist. Man setze insbesondere 2« := Linge von S1. Es gilt dann folgender Satz:

Es gibt cine gleichmiBig stetige Abbildung 22 : IR — IR? mit 2(0) = (3), @ (g) = (%) und

Is—tl= n(s‘)_,\n(t) (= Linge des kiirzeren Verbindungsbogens auf S1) fiir It — sl < «. Zur Kon-

strunktion von £ geht man von den Mengen A :={ Smﬁ 2n/0<m< 2" }bzw. A= UIN A,
ne<

aus, wobei A dicht in {0, 2~] mit der natiirlichen

Metrik liegt. Man konstruiert auf A induktiv

ein gleichmiig stetiges f: A — S1. Fiir A, setzt

man £(0):= £ (2n) = (3) und f(x):= (3'), dann

erfillt f auf A, aus Symmetriegriinden die Behauptung.

Q3

Fiir A; braucht man f nur noch fiir ungerades m zu definieren. Wieder mu man aus Symmetrie-
griinden f ( 7—2' ) = (%) una £ (3:2—”) := (%) setzen, damit f auf A, lingentreu wird. Féhrt man so
fort bis zur Konstruktion von f auf Ay, so braucht man f im n + 1. Schritt wieder nur fiir un-
m-—1

gerades m neu zu definieren, [st also m ungerade zwischen 0 und 20 ¥ 1, so ist fir a := 5;-—;-]»
m+ 1

bzw. b ;= T

f(a) und f(b} schon konstruiert, und f ist auf A,, lingentreu.

Jm o

gn +1

punkt des Bogens (f(a), f(b)) definieren. Dazu halbiert man zunichst die Strecke [f(a), f(b)] und
m _ f(a)+1(b)

an+ 1)’_ If(2) + £(b)!

griinden den Bogen zwischen f(a) und f(b). So erhilt man auch f auf A, 4 ; lingentreu. Nach

dem Prinzip der vollstindigen Induktion ist f: A — 8! in dem Sinne als lingentreu konstruiert, daf

fiir s, t€ A mit Is— tl < # £(s), (1) = Is — tl ist. AuBerdem ist £(0) = (3), f (%) =(9) und

If(sy —f£(t)i < Is—tl fir Is— tl < =, denn [f(s}, f(t)] (= Verbindungsstrecke) ist ein dem Bogen einbe-
schriebener konvexer Polygonzug. f ist also gleichmiifdig stetig, und es existiert nach 8.9 eine gleich-
mibig stetige Fortsetzung F: [0, 2] — S1. Wegen der Additivitdt der Bogenlinge und auf Grund
einfacher Stetigkeitsiiberlegungen wird die periodische Fortsetzung von F zu £ : IR — §! eine
Funktion mit den gewiinschten Eigenschaften. (Tatsichlich ist © eindeutig bestimmt vgl. Ab-
schnitt 9).

Das Cauchy-Integral: In 1.3(h;) haben wir die Definition des Riemann-Integrals wiederholt. Dieses
Integral hat den Nachteil, dal man eine brauchbare Charakterisierung der integrierbaren Funktion
erst mit Mafbetrachtungen erhiilt und dap schon der Nachweis von Linearitit und Intervalladditivi-
tit recht mithsam ist. Fiir die Zwecke der elementaren Analysis beschrinkt man sich daher hiufig
auf einen spezielleren Integralbegriff, den wir hier skizzieren wollen:

Um nun auch f auf Ap 4+ lingentreu zu belassen, muB man offenbar f ( )als Halbierungs-

projiziert den Mittelpunkt von 0 auf §1,d.h, ( halbiert aus Symmetrie-
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8.10 Kapitel I: Raume und Abbildungen

Man geht aus von Treppenfunktionen auf dem Intervall [a, b]. (T:[a, b] = IR heilt Treppen-
funktion, wennes n€ IN und a=ag <a; <... <ap=b mit Tlla;_, a[ = const gibt — , ,Zerle-
gung in Konstanz-Intervalle*.) Mit Trf(a, b) moge der lineare Unterraum der Treppenfunktion in
(B(fa, b}, IR), dg,p) bezeichnet werden. Nach 5.11(c) ist Trf (a, b) ein topologischer IR-Vektorraum,
und nach 7.5 (c) ist Trf(a, b) ein uniformer Raum. Man mache sich klar, daf die Uniformitit als
Vektorraum dieselbe ist wie als metrischer Unterraum. Die Abbildung

n
a; _q +a;
j:Trf(a,b)—> IR, T Z T(‘%——l)'(ai‘ai-l)
i=1

(Zerl. in Konstanz-Intervalle} ist trivialerweise linear und stetig, also nach 7.8(d) gleichmiig stetig.
b

Es gibt also eine gleichmiBig stetige Fortsetzung j : Trf(a, b)B — IR, ein sogenanntes Cauchy-

a
Integral. (In Abschnitt 9 werden wir sehen, dafd es nur eine Fortsetzung dieser Art gibt.) Nun kann
man die Funktionen aus Trf(a, b)B leicht charakterisieren: Eine beschrinkte Funktion liegt genau
dann darin, wenn sie monotone Folgen aus (a, b) in konvergente iiberfiihrt. (Diese Funktionen
heifden Regelfunktionen, Zusatz: Regelfunktion haben hochstens abzahlbar viele Unstetigkeits-
stellen, was sich aus der Approximierbarkeit durch eine Folge von Treppenfunktionen ergibt.
Vgl. Beweis 4.8(a)!) Wir wollen die Charakterisierung der Regelfunktion als Grenzwerte von Folgen
von Treppenfunktionen jetzt nachweisen:
(b;) Esseif= limNTrl in B([a, bl, IR) bzgl. dgyp, und es sei eine monotone Folge (t;) aus [a, b}
ne
gegeben. Dann konvergiert diese Folge gegen genau ein t € [a, b]. (Ist die Folge wachsend, so
ist t ihr Supremum usw.) Nun iiberfithren Treppenfunktionen monotone Folgen offenbar in
stationdre, man kann also zu € € IRy g, ng € IN finden, so daBl dgy,p (f, Tpy) < % und fiir
i, j = ig stets

€
ITpg () — Tpo (! < 3
gelten. Fiir i, j = iy ist dann

I£(t) = £(t) < (1)) = Trg () + | Ty (1) — T () + 1T (1) ~ £ (1)1 < -j; +Sri<e,

daher ist die Bildfolge unter f eine Cauchy-Folge und damit konvergent.

(by) Ist nun vmgekehrt f eine Regelfunktion, so gibt es zu ¢ € IR, und t € Ja, b[ stets Intervalle
It, Jyder Form §; = [t — 8¢, t[, Ty =11, t +6,] C [a, b] mit 8; € R, und If(s) - f(s")) < ¢ fiir
s, s' € 1y bzw, s, s’ € J;. (Dies sicht man leicht indirekt ein, vgl. den Beweis von 3.5) Sei nun
X := ft=[a, b] f esgibt E endl, C {a, b], so daB sich [a, t] \ E durch endlich viele I oder Jg
iberdecken lﬁﬁt}. Wir behaupten, X sei gleich (a, b]l. Zunichst ist a € X, denn es gibt ein Ja
der obigen Form. Damit ist [a,a + 6,] C X und ty := inf([a, b] \ X) > a. Ist nun t5 < b, so
betrachte man Iy und J¢,. Da es ein s€ X N Jy, geben mu, ist

fa, sl Ul U {to} UJyy =la,to+ 8¢} C X,
was nach Definition von tg nicht sein kann. Daher muf} t5 = b, X = [a, b] sein, Es gibt also
E={a;/i=0,...,n,8;_y <ajap=a,a,=b}C [a,b],

so dad [a, b] \ E von endlich vielen 1, J iiberdeckt wird. Wir nehmen an, E enthielte schon die
Endpunkte dieser I, J5. Dann ist fur s, s'€ aj_y, ajl 1f(s) — f(s")I < e. Wir definieren nun

T(x) := f(ai__.l:ii.

5 ) fiir x € Jaj_y, a;l und T(ay) := f(a;), dann ist T € Trf(a, b) mit
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8.11

8. Vollstandigkeit 8.11

dsup {f, T) < e. Da man zu jedem ¢ € IR, ein solches T finden kann, ist f Beriihrpunkt von
Trf (a, b).

Bemerkung: Jede Regelfunktion ist auch Riemann-integrierbar und hat dasselbe Cauchy- wie Riemann-
Integral. Man sieht an der Charakterisierung der C-integrierbaren Funktion auch sofort, da® stetige
Funktionen und monotone Funktionen integrierbar sind. Die Funktion h aus 3.5(g) ist offenbar nicht
Cauchy-integrierbar, aber Riemann-integrierbar, man hat also einen etwas engeren Integralbegriff ge-
wonnen. Dafiir iibertragen sich die wesentlichen Integraleigenschaften leicht von der Treppenfunktionen.

Lemma: Jeder pseudometrische bzw. metrische Raum 1afdt sich durch eine
injektive Isometrie in einen vollstindigen pseudometrischen bzw.
metrischen Raum abbilden, ist also insbesondere uniform-isomorph
zu einem dichten Teilraum eines vollstindigen Raumes. (Man bilde
den Abschluf des Bildes unter der Isometrie im Bildraum.)

Beweis: Nach 5 .4(h) gibt es zum pseudometrischen Raum (M, d) eine Isometrie
j:M - B(M, IR}, und der letztere Raum ist nach 8.8(b) vollstindig. Ist d eine Metrik,
so ist j injektiv, denn

i®)=i()=0=dap((x)j))=dx,y)=x=y.

Ist d nur eine Pseudometrik, so miissen wir anders vorgehen: M wird durch j(M) so er-
ganzt, daB j injektiv werden kann.

Wir betrachten die Isometrie j : M~ B(M, IR), Nach 8.5 ist B’ :=j(M)® ein vollstin-
diger metrischer Raum, Als Menge setzen wir M' := M U B’ und als Pseudometrik auf M’
definieren wir

d'(x,y) := dgp((m),j(m")) falls x€ {m,j{m)},y € {m’,j(m")}

fiir ein m, m' €M ist,

d'(x,f)=d'(f, x) :=dg,p j(m),f) falls x€ {m,j(m)},fEB'\j(M) fiir ein m € M und
d'(f, g) := dgyp(f, g), falls f,gEB'\j(M)

ist. SchlieBlich setzen wir j' : M=+ M’,m > m fest. Offenbar ist j injektive Isometrie, so-
bald d’ als Pseudometrik erkannt ist. Fiir d'(x, x) erhilt man in jedem Fall den Wert null,
wenn x € M ist. Sind nun x,y,z€M mit x€ {fJUj " ({f}),y € {g}Vi " ({g]),

2€ (h}U§ ({h)), s0 ist d'(x,¥) = dgup (F, ) < dgup (£, 1) + A &, 1) = 0'(x,2) + 4'(y, 2).
Also ist d’ eine Pseudometrik auf M'. Um die Vollstindigkeit von (M’, d') zu zeigen, reicht
es nach 8.6 aus, die Konvergenz von C-Folgen zu beweisen, Ist (x;); ¢ ;y C-Folge in (M', d'
mit x; € {f;}VU ;7" ({f;}) fiir je ein f; € B, so ist d'(x;, x;) = dg,p(fi, fj), und die (f;) bilden
eine C-Folge in B, die gegen ein f € B’ konvergiert, d. h. dg,p (f;, f) = d'(x;, ) ist Null-
folge, und (x;) konvergiert gegen f,

S’

Bemerkung: Dieser bequeme Beweis benutzt natiirlich schon die Volistindigkeit von IR. Will man

IR aus @ durch ,,Vervolistindigung* gewinnen, so kann man Dedekindsche Schnitte hinzufiigen oder
nach Beispiel 7.5(g) C-Folgen auf @ betrachten und gewisse Aquivalenzklassen dieser C-Folgen zu @
hinzufiigen. Dann muf® man natiirlich auch die Kérperstruktur und die totale Anordnung (Archimedi-
zitdt) von @ auf IR iibertragen, was ziemlich langwierig ist. (Die Dedekindsche Konstruktion findet
man in O. Perron: Irrationalzahlen; die C-Folgen-Konstruktion nach Cantor findet man z. B. in
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8.12

8.13

8.12-8.13 Kapitel |: Raume und Abbildungen

Hewitt/Stromberg: Real und Abstract Analysis.)!) Die C-Folgen-Konstruktion LiBt sich fir Filter ver-
allgemeinern, man kann auch so den folgenden Satz beweisen.?)

Theorem: Jeder uniforme Raum ist uniform-isomorph zu einem dichten Teil
eines vollstindigen uniformen Raumes.

Beweis.: Sei X ein uniformer Raum. Nach 7.10(c) gibt es einen uniformen Isomorphis-

mus f: X~ Y', wobei Y' Unterraum eines Produkts Y = II (M;, d;) pseudometrischer
jel

Riume ist. Nach 8.11 gibt es fiir jedes j € J eine injektive Isometrie g; : (M;, d;) ~ (M;, dj)

in einen vollstindigen pseudometrischen Raum. Seien Z := Tl (Mj,dj),g: Y > Z,
jel

(m;); ~ (g (m;)); und X' :=go f(X)%. Dann ist X' nach 8.7 und 8.5 vollstindig. Aufer-
dem ist glY': Y' - g(Y") ein uniformer Isomorphismus, denn Ny, bzw. NVyyy haben nach
dem Beweis zu 7.9 Basen aus Nachbarschaften der Form

B = ,- QE(Prj X pry) NG N (Y X Y) = {((yp)s, WD EY' XY [dilys, y) < e fiar

i€E}
bzw.
B’ = 23 = {((z))5, @) EL(Y) Xg(Y) [ di(zi,z) <€ fiur i€E}=(gXg)(B).

SchlieBlich ist g{Y") = g o f(X) dicht in X' und (g/Y")o f als Komposition uniformer Iso-
morphismen ein uniformer Isomorphismus. Damit ist 8.12 bewiesen.

Bemerkung. In den praktischen Fillen liegt ,,die* Vervollstindigung X' eines uniformen Raumes X bis
auf uniforme Isomorphie eindeutig fest. Wir werden das in Abschnitt 9 sehen (vgl. 9.9).

Hier geben wir zum Abschluf noch zwei wichtige Anwendungen der Vollstindigkeit in metrischen
Riumen:

Theorem (R. Baire): Ist X ein vollstindig (pseudo-)metrisierbarer topologischer Raum und

sind O;(i € IN) offen und dicht in X,soist | O;dichtin X.
ieIN

Beweis: Sei d eine vollstindige Pseudometrik auf X, die die Topologie von X liefert.
Sind dann x€ X, U€& U(x) dann ist U N 0, # @, denn x ist Berithrpunkt von O,. Es
gibt also y, € Bel()h) cUn 0, mit 0 < e, < 1. Nun beriihrt y, das O,, es gibt also
Y2 € B¢, (¥2) € BE, (1) N O, mit 0 < €, <1. Analog erhilt man y, € B, (yn) C
CB? _l(yn_l)ﬂO mit O<en< und B? Ln) CBLDNO;NT furalle i<n.
Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktlon erhalt man eine C-Folge (V;); & N, die gegen ein
y € X konvergieren mufl. Offenbar mufl y € N B, (y) " UC N O; N U sein. Da U be-

1 1

liebige Umgebung von x war, ist x Beriihrpunkt von N O;, und das gilt fiir jedes x € X.
i

1) Eine Ubersicht iiber verschiedene Formulierungen der Vollstandigkeit von IR findet man bei
H. G. Steiner, Math.-physik. Sember. 13 (1966)

2) vgl. z. B. Schubert (3]

62



8. Vollstandigkeit 8.14-8.16

8.14 Korollar: Ein vollstindig (pseudo-)metrisierbarer topologischer Raum X # @ ist

von 2. Kategorie, d. h. nicht als abzihlbare Vereinigung nirgends dichter
Mengen darstellbar.

Beweis: Essei X= U A;= U A, Sind die A; nirgends dicht, d.h. AY =@, so sind

i€IN i€ IN
die X\ A; offen und dicht in X (vgl. 4.4(e)). Nach 8.13 istdann N (X\A)=X\UA;=
i€ N
=X\ X = dicht in X, was wegen @ = @ ¥ X nicht sein kann.
8.15 Koroliar: In einem volistindig (pseudo-)metrisierbaren Raum X # @ ist das

8.16

Komplement einer mageren Menge (= von 1. Kategorie) dicht.

Beweis: Ist A= U A;mit AY =0, soist X\ A, nach 4.4(e) offen und dicht, also
i€ IN

N (XVA)=X\UA,; CX\A dicht in X,

Anwendungen:

a) Ist {f) < N eine punktweise konvergente Folge stetiger reeller Funktionen auf einem vollstiindig
pseudometrisierbaren Raum X, so hat die Grenzfunktion cine dichte Menge von Stetigkeitsstellen.
(4.8)

b) Die Dirichlet-Funktion f: IR - IR, f(t) = 1 fir te @, f(t) = 0 fir t ¢ Q ist also nicht punktweiser
Limes einer Folge stetiger reeller Funktionen. Es gibt auch kein g: IR — IR mit Unst(g) = IR\ @,
denn @ ist dicht und mager in IR. Wire nun auch IR \ @ mager, so wire nach 8,15 @ U (IR\ @)
mager mit dichtem Komplement in IR.

c) Ist f: IR —~ IR differenzierbar, so ist f' auf einer dichten Menge stetig, denn es ist £ punktweiser
f(-+1/n)—-£()
I/n
d) Der Raum BC(I, IR) := {f:[— IR/f stetig und beschrinkt} ist abgeschlosener und darum voll-

stindiger metrischer Unterraum von B(I, IR) (vgl. 3.6), wobei I := (0, 1]. Filr n € IN sein

(vel. Singer/Thorpe [5]), daf C,, in BC nirgends dicht ist. Daher ist BC(I, IR)\ U C,, dicht in
ne N

BC(I, IR), d. h. eine dichte Teilmenge dieses Raumes besteht aus Funktionen, die stetig und
nirgends differenzierbar sind.

e) In der Funktionalanalysis werden zwei der wichtigsten Sitze mit Hilfe von 8.13 bewiesen: Der
Banachsche Umkehrsatz (= ,,open mapping theorem*) und der Satz von Banach-Steinhaus. Wir
gehen darauf hier nicht ein, und erwihnen nur noch das zweite wichtige Theorem iiber vollstindige
metrische Riume:

Limes von (gq) :=( ), und das sind stetige Funktionen.

<nfirein tundalle hEIR mitt+ he [}‘ Man kann zeigen

Fixpunktsatz von S. Banach: Ist M ein vollstindiger metrischer Raum und f: M > M
kontrahierend, d. h. es gibt q <1 mit d{f(x), f(¥)) < q-d(x, y) fiir
alle x,y €M, dann hat f genau einen Fixpunkt.

Man beachte: Es mufl f(M) CM sein!
Beweis: Sei xo €M gewihlt, dann setze man fiir i 2 1 x; := {(X; - ). Wir behaupten
(x); = v ist C-Folge in M: Es ist nimlich
d(xi + ms %) = AE®i + m 1), £ 21)) = A Xm), £ (x0) < @'+ d (X, Xo) filr

i,m=0,.

63



8.16 Kapitel 1: Riume und Abbitdungen

Setzt man d(x,, X¢) := a, so erhilt man
AXi+m> X)) SAXitms Xirm-1) TdEi4m-1,Xjem-2)t ..+ d(X+ 1, %) <
<a-(@ "™ '+ +d)=a@ "™ -q)/(q-1<aq'/(q- 1),

d. h. fiir geniigend grofle i ist d(X; + m, X;)} < € fiir beliebig vorgegebenes e. Wir haben also
eine Cauchy-Folge in M, die gegen ein x € M konvergiert. Nun ist

d(xj+ 1, f(x)) =d{f(x)), f(x)) < q-d(x;,x) fiir alle i und daher lim d(f(x;), f(x)) <0,

d.h. (wegen der Stetigkeit von d) d(x, f(x))=0 und x = f(x).
Ist x' Fixpunkt von f, so gilt d(x', x) =d(f(x"), f(x)) < q-d(x, x) und wegen q < 1
d(x’,x)=0,d.h. x' =x.

Bemerkungen:

a) Am Beweis zeigt sich, daB auch im pseudometrischen Raum eine kontrahierende Abbildung einen
Fixpunkt hat, es kann jedoch mehrere geben.

b) Die Anwendungen des Satzes 8.16 sind so zahlreich, daff wir hier auf Einzelheiten verzichten konnen.
Als wichtigste Beispiele nennen wir den Satz von Picard-Lindeléf iiber die eindeutige Losbarkeit
gewdhnlicher Differentialgleichungen mit Lipschitz-Bedingung, die Losung Fredholmscher Integral-
gleichungen nach der von-Neumann-Methode und den Existenzsatz von Peano fiir Lésungen ge-
wohnlicher Differentialgleichungen.l)

Aufgaben:

1. Man zeige: Wenn in einem uniformen Raum X gilt U (y) — z, so ist U (y) = U(z).

2. Man zeige: Ist in der Situation von 8.9 Y metrisch, so gibt es genau ein F als gleichmiBig stetige
Fortsetzung von f.

3. B(R, IR) hat iiberabzihlbare algebraische Dimension. (Hinweis: Man benutze, daf die n-dimen-
sionalen linearen Unterrdiume uniform-isomorph zu IR™ und nirgends dicht in B sind, vgl. 11,22.)

4. Man zeige, dafl jede monotone Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall eine Regelfunktion
ist (vgl. 8.10(b)).

5. Man zeige mit 8.9 und Aufgabe (2): Liegt der metrische Raum (M, d) bis auf Isometrie dicht in
den vollstindigen metrischen Riumen (M’, d") bzw. (M"',d""), so sind (M', d') und (M",d'")
uniform-isomorph.

6. Man gebe ein Beispiel, in dem ein metrisierbarer topologischer Raum X homdomorph zu dichten
Teilmengen nicht-hombomorpher, vollstindiger, metrischer Riaume ist. (Hinweis: Betrachte
10, 1(, [0, 1], 8%)

7. Das Intervallschachtelungs-Axiom: Ein metrischer Raum (M, d) ist genau dann vollstindig, wenn
fiir jede Folge (Ag)N abgeschlossener Teilmengen mit A, + 1 CApund inf§ (Ag) =0 (B(Ap) :=
Durchmesser von Ap := sup d(x,y)) stets M A, + § ist. (Die Infimumsaussage ist notwendig:

X, YEA IN
Betrachte etwa Ay :=[n, = in IR))

1) Vgl. Coddington/Levinson: Ord. Diff. Equ., Cambridge, 1955.
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Kapitel Il : Topologische Invarianten

Nachdem wir in Kapitel I einen Eindruck von der Vielfalt topologischer Riume be-
kommen haben, sollen nun die wichtigsten topologischen Invarianten helfen, Ordnung
in dieses Chaos zu bringen. In 3.1 haben wir definiert: Eine topologische Invariante ist
eine Aussage, deren Wahrheitsgehalt sich von jedem topologischen Raum auf alle ihm
homdomorphen iibertrigt. Da jeder Homdomorphismus bijektiv ist, sind natiirlich alle
Invarianten der Mengenlehre auch topologische Invarianten (z. B. Michtigkeiten). In
8.2(d) haben wir bemerkt, da® Volistdndigkeit keine topologische Invariante ist. Aufier
dem 1. Abzihlbarkeitsaxiom haben wir noch keine wichtige Invariante besprochen, die
etwas iiber die Strukturqualitit eines topologischen Raumes aussagt.

Was ist eine wichtige topologische Invariante? Abgesehen von Geschmacksfragen,
die eine detaillierte Antwort darauf naturgemif relativieren, gibt es in der Allgemeinen To-
pologie drei Kriterien fiir eine solche Auswahl: Zum ersten soll es sich um eine leistungsfihige
Invariante handeln, d. h. eine Aussage, die anwendbare Sitze iiber den betroffenen Raum
zulifit. Zum zweiten soll es sich um eine technisch bequeme Aussage handeln, deren Her-
leitung und Nachpriifbarkeit einsichtig und aussichtsreich ist. Zum dritten soll es sich um
eine hdufig benutzte Aussage handeln, die in der Topologie oder ihren Anwendungen
eine bewihrte Rolle spielt. Es gibt vier Gruppen von Invarianten, die sich unter diesen
Gesichtspunkten durchgesetzt haben:

9. Trennungsaxiome. (Der Name ,,...axiome" ist historisch bedingt und bezieht
sich auf die Situation, in der man Riume mit der jeweiligen Eigenschaft theo-
retisch analysiert.)

10. Zusammenhangsaussagen.
11. Kompaktheitsaussagen.
12. Abzihlbarkeitsaussagen. (Hierher gehort z. B. das 1. Abzidhlbarkeitsaxiom.)

Die im fogenden gewihlten Anordnung ist natiirlich nicht die historische. Es ist klar,
daf} die Dinge organisch wachsen muf3ten und daf sich Bewihrtes erst nachtriglich in
eine gewisse Systematik einfiigen liefl. Wenn wir die Systematik hier als Leitprinzip be-
nutzen, so geschieht das, um den Lernenden nicht zu verwirren. Wir werden allerdings
die Systematik nicht formal handhaben, sondern — von wichtigen Problemkreisen aus
— immer zuerst auf die wichtigsten Invarianten zusteuern, um dann erst die ,,technischen
Hilfsinvarianten® zu besprechen und in die (nun bewuft werdende) Systematik ein-
zupassen.

9. Trennung

Problem 1: Durch weiche bequem nachweisbaren topologischen Invarianten lassen sich
Riume charakterisieren, in denen Filter gegen hdchstens ginen Punkt kon-
vergieren konnen? (Eindeutigkeit der Konvergenz)
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9.1

9.2

9.3

9.1-9.3 Kapitel |1: Topologische Invarianten

Losung: Sind X ein topologischer Raum, x, y € X und F ein Filter auf X mit F - x,y
dann mu F beide Umgebungsfilter umfassen. Der kleinste Filter mit dieser Eigenschaft
muf also die Filterbasis 8:= {U NV /U&€ U(x), VE U(y)} haben. B ist aber dann und
nur dann eine Filterbasis, wenn keine der Mengen U N V leer ist. Es gibt also genau dann
einen gegen X und y konvergenten Filter auf X, wenn keines der U N V leer ist. Negativ
ausgedriickt: Haben x und y disjunkte Umgebungen, so kann kein Filter gegen x und y
konvergieren. Nach F. Hausdorf{, der diesen Zusammenhang erkannte und stillschweigend
in seine Definition des topologischen Raumes aufnahm, definiert man:

Definition:  Ein topologischer Raum X heif$t Hausdorff-Raum oder T,-Raum,
wenn es Zu X,y € X mit x # y stets offene Umgebungen
0,0'C X mit x€ 0,y €0 und O N O’ = gibt.

" ~

f X \} ! oY |

~ 7 /
~— L/ _ -

{Verschiedene Punkte sind also durch disjunkte Umgebungen trenn-
bar.)

Theorem: {a) Die T,-Eigenschaft ist topologisch invariant.
(b) Sie kennzeichnet Rdume mit eindeutiger Konvergenz, d. h. X ist
genau dann hausdorffsch, wenn aus F € IF (X) mit F — x, y stets
x =y folgt.

Beweis:

(a): Ist f:Y— X eine stetige Injektion in einen T,-Raum X, so gibteszu y,y' € Y mit
y#y stets O,0' C X mit f(y) € 0, f(y") € 0" und O N O’ = @. Dann sind auch
£71(0) bzw. 1 (O) disjunkte offene Umgebungen von y bzw. y"in Y. (Stetige
Injektionen ,holen also die T,-Eigenschaft zuriick“.)

(b): Das haben wir schon bei der Losung von Problem 1 gesehen.

Beispiele:
a) Ein pseudometrischer Raum (M, d) ist genau dann hausdorffsch, wenn d eine Metrik ist:
Ist (M, d) ein T-Raum, so gibt es zu x # y in M stets Kugeln Bg {x), Bo(y) mit Bs (x) N Bc(y) =@
und 3, e € IR,. Dann ist aber d(x, y) > 0, sonst lige y im Durchschnitt der Kugeln, Es ist also
d(x, y) = 0 genau dann, wenn x = y ist. d ist also eine Metrik.
Ist umgekehrt d eine Metrik und sind x # y gegeben, so ist d(x, y) =t € > 0 und fiir
ZEB, (x)NBg (y) wire d(x, y) <d(x,z)+d(y,z) % € < e, Damit sind die entsprechenden
3 3
offenen Kugein disjunkte offene Umgebungen von x bzw. y. Jeder metrische Raum ist also
hausdorffsch.

b) Insbesondere sind also IR, [0, 1], IR™ (natiirliche Topologie), Abbggi (X, IR), (B(X, IR), dsup),
jeder diskrete Raum und allgemein jeder metrisierbare Raum hausdorffsch.
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9.

c)

d)
e)

£

Trennung 94

Die Komplement-abzihlbar-Topologie ist genau dann hausdorffsch, wenn der zu Grunde liegende
Raum abzihlbar ist. Im iberabzihlbaren Fall ist diese Topologie also niemals metrisierbar, was
man auch am Mangel des 1. Abzihlbarkeitsaxioms feststellen kann. Die indiskrete und die
Sierpinski-Topologie auf einer (mindestens) zweielementigen Menge sind nicht hausdorffsch, also
auch nicht metrisierbar.

(Es gibt auch nicht-metrisierbare T5-Riume: s. Beispiel (e).)

Eine Familie von Abbildungen fj X Xj(j € 1) rtrennt die Punkte von X, wenn eszu
X, X' € X mit x # x" stets ein j € J mit fj(x) # fj(x') gibt. Es gilt: Trigt X die initiale
Topologie bzgl. der fj und der T,-Riume X; und trennen die {f;}; die Punkte von X,
so ist auch X hausdorffsch,

Zu x # x' wihle man j mit f;(x} # fj(x') und O, O c X; mit fj(x) & O, f (x)EO'und 0OnO' =0,
dann sind f;” 1{0) bzw. fi 1(0 ) d1s_|unkte offene Umgebungen von x bzw X'

Die Punktetrennung ist dabel wesentlich: vgl. (a) und 5.4(g).

Wegen (c) sind Unterrdume und Produkte von T;-Riumen wieder T,-Riume. Da Abb W(X R)

»gleich* (auf triviale Weise homéomorph) II IR ist (5.4(b)), ist dieser Raum hausdorffsch Fiir
xeEX

iiberabzihlbares X ist dieser Raum nach 5.9 nicht metrisierbar, es gibt also nichtmetrisierbare
Hausdorff-Riume.

Da jede Gruppe und jeder Vektorraum, mit der indiskreten Topologie versehen, eine topologische
Gruppe bzw. ein topologischer Vektorraum ist, gibt es also nicht-hausdorffsche topologische
Gruppen und Vektorriume,

Wegen der Translahierbarkeit der Umgebungsfilter in einer topologischen Gruppe ist die T, -Eigen-
schaft dort besonders bequetn nachzuweisen:

Eine topologische Gruppe G ist genau dann hausdorffsch, wenn es zu jedem x € G\ {e} ein

Ue U(e) mit x & U gibt. (Anders ausgedriickt: e wird durch Umgebungen von den anderen
Punkten abgeschirmt, d. h. N U(e) = {e}.)

Beweis dazu: Offenbar brauchen wir nur zu zeigen, dad eszu x # ¢ stets 0,0’ C G mit x€ 0O,
e€ 0 und O N Q' =@ gibt, sobald e von jedem anderen Punkte durch Umgebuﬁgen abgeschirmt
wird. Sei £: G 7 G — G durch (g,g') = go (g')71 definiert, dann istf=o (lde() 1) stetig. Nun
withlen wir zu x # e em Ue U(e) mit x € U und zu U ein Ve U(e) mit f(V X V) c U. Wir
setzen jetzt Q := Tx(V) o: V dann sind das offene Umgebungen von x bzw e (die Translation
Ty:g = xogist homoomorph) Gibe esein y € 0] N O',so hitte ye Q' = V auch die Form
Yy=XezZ mit zE€ V und es wire x =f(y, z) & f(V X V) C U im Widerspruch zur Wahl von U. Also
sind O, O’ disjunkt.

Zur T,-Eigenschaft einer topologischen Gruppe oder eines topologischen Vektorraumes reicht es
also schon hin, wenn es zu verschiedenen Punkten stets eine Umgebung eines der beiden Punkte
gibt, in der der andere nicht liegt (vgl. 9.11(b)).

Da sich im Produkt X 7 X die kleinen offenen Mengen als Produkt in X offener Mengen

darstellen, kann man die T,-Eigenschaft auch durch eine Bedingung an die Struktur von
X7 X umschreiben, was natiirlich im Hinblick auf uniforme Riume besonders interessant
ist.

Lemma: Ein topologischer Raum X ist genau dann hausdorffsch, wenn

A = {(x,x)/x€ X} in X7 X abgeschlossen ist.
Beweis: Sind A C X7 X und x #x' gegeben, soist (x,X) €(X X X\A)C XX, Es

muf} dann also x € O C X bzw. x 'e Q' CXmitO X O 'C(XXX\A) geben. Dannlst
aber auch 0 N O’ = 0. X ist also hausdorffsch
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9.6-9.9 Kapitel I11: Topologische |nvarianten

Ist X andererseits hausdorffsch und ist (x, y) irgendein Punkt aus X X X \ A, so gibt
es x€E0C X,y€0'C X mit 0N O'=0,also auch (x,y) €0 X 0'C (X XX\ A).Da
O X O’ offen in X« X ist, ist (x, y) innerer Punkt von (X X X\ A). Da (x, y) beliebig
war, ist (X X X\ A) offen und A abgeschlossen in X 7 X.

9.5 Satz: Sind f,g: X — Y stetige Abbildungen in einen Hausdorff-Raum Y,

so gelten:

(a) Ig = {x€ X/ f(x) = g(x)} ist abgeschlossen in X. (I¢ ¢ heift
Inzidenzbereich von f und g.)

(b) Ist A dichter Teil von X mit fly =gls,so gilt f=g.

Beweis: Offenbar folgt (b) aus (a). Um (a) einzusehen, betrachte man
h:X->YxY,x = (f(x), g(x)). Dann ist h (kompenentenweise) stetig und folglich
It ¢ =h™' (Ay) abgeschlossen in X.

9.6 Korollar: Ist A dichte Teilmenge eines topologischen oder uniformen Raumes
X und ist f: A=Y stetige Abbildung in einen T,-Raum Y, so gibt ¢s
héchstens eine stetige Fortsetzung F: X - Y mit FIA =f.

9.7 Korollar: Ist A dichter Unterraum eines uniformen Raumes X undist f: A=Y
gleichmiafig stetige Abbildung in einen vollstindigen uniformen Raum
Y mit T,-Topologie, dann gibt es genau eine (gleichmiflig) stetige Fort-
setzung F: XY von f. (Vgl. 8.9)

9.8 Definition: Es seien X, Y uniforme Riume.
(a) X heifit hausdorffscher uniformer Raum, wenn die Topologie von
X hausdorffsch ist.

(b) Y heift eine Vervollstindigung von X, wenn X uniform-isomorph
zu einem dichten Unterraum von Y und Y vollstindig sind.

9.9 Theorem: Es sei X ein uniformer Raum, dann gelten:
(a) X ist genau dann hausdorffsch, wenn N N = Ay ist.
NeNyx
(b) X hat genau dann eine hausdorffsche Vervolistandigung Y,
wenn X hausdorffsch ist.

(c) Je zwei hausdorffsche Vervollstindigungen von X sind uni-
form-isomorph.

Bemerkung: Wegen (b) und (c) spricht man in der Literatur {iblicherweise von ,,der Vervollstindigung*,
wenn eine Vervollstindigung eines hausdorffschen uniformen Raumes gemeint ist, die selbst haus-
dorffsch ist. Wir wollen uns dem anschlieBen: Liegt ein hausdorffscher uniformer Raum vor, so ist

die Vervollstindigung irgendein vollstindiger hausdorffscher uniformer Raum, in dem der Ausgangs-
raum (bis auf Isomorphie) dicht liegt.
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9. Trennung 99

Beweis:

a) Es sei zunichst 1 Ny = Ax vorausgesetzt. Sind dann x # y Elemente von X, so ist
(X, y) & Ax, es gibt also N € N mit (x,y) & N. Man wihle dazu ein symmetrisches
M E N mit Mo M C N. Gibe es nun ein z € Uy (x) N Uy (y), so wiiren (x,2),(y,z),
(z, y) €M und folglich (x,y) =(x,z)°(z,y) EMoM C N, was der Wahl von N wider-
spriche. Daher gibt es disjunkte Umgebungen von x und y. X ist also hausdorffsch.
Ist nun X hausdorffsch vorausgesetzt, so gibt es zu x # y, U€ U(x), V € U(y) stets
M, N € Nx mit Uy (x) C U, Uy (¥) C V und Uy (x) N Un () = @. Dann kann y nicht
Element von Uy (x) sein, d. h. (x,y) & M. Da x, y beliebig verschiedene Punkte von
X waren, mul 1 Ny = Ay sein.

b) Ist X uniform-isomorph zu einem Teil eines hausdorffschen uniformen Raumes Y,
so ist X nach 7.9(a) homoomorph zu einem topologischen Unterraum eines T,-Raumes,
also nach 9.2(a) selbst ein T,-Raum. Demnach brauchen wir nur noch zu zeigen, da®
ein hausdorffscher uniformer Raum X eine hausdorffsche Vervollstindigung Y hat:
Nach 7.10(c) gibt es einen uniformen Isomorphismus f: X > Y', x = (x);  j, wobei
Y’ der uniforme Unterraum der Punkte mit gleichen Komponenten zum uniformen
Produkt Y"' = ; H (X dj}mit N =N {d;/ie1}ist. Nach 5.4(h) gibt es zu den pseudo-

metrischen Rau:men (X, d;) je eine Isometrie g;: (X, dj) >~ (M;, d. ;) in vollstindige
metrische Raume (M;, d; ) Fiir Z : II (M,, ;) ist offenbar g := X gl Y'>Z,

05 e €10 7)))) (komponentenwelse) gleichmifig stetig. Uberd1es istgof: X—>2

injektiv, denn zu x # x’ gibt es N € Ny mit (x, x") ¢ N und j, €J, ¢ € IR, mit NSjO CN,
also dj (x, x) > e und pry, (8f (x)) = g, (X) # §j,(x') = prj, (Bf (x')), denn g;,, ist Iso-
metrie. Dafl go f: X - gf(X) uniform-isomorph ist, sieht man wie in 8.12 ein.

Setzt man nun Y := gTX)Z , 50 hat man nach 9.3(e) und 7.9(a) einen hausdorffschen
uniformen Raum, der nach 8.7 und 8.5 auch Vervollstindigung von X ist.

¢) Esseien Y', Y hausdorffsche Vervollstindigungen von X und f': X - X' C Y’ bzw.
f”: X~ X" C Y" uniforme Isomorphismen auf dichte Unterriume X' bzw. X" von

Y bzw.Y".

Nach 9.7 gibt es zu f'o f""! : X" > Y’ genau eine gleichmiiig stetige Fortsetzung
F':Y"=Y'. Analog gibt eszu "o f'"': X' > Y" genau eine stetige Fortsetzung
F':Y'->Y" Nunist F'oF': Y = Y" gleichmiBig stetig mit F'o F'IX' =

=F"o (f"o " 1y=F"Ix#o (f"o ' ') =idx’. Nach 9.7 ist idy- die einzige stetige
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9.10

9.11

9.10-9.11 Kapitel |1: Topologische Invarianten

Fortsetzung von idy' : X'~ Y  auf ganz Y', daher muf F"'o F' = idy’ sein und
folglich F' injektiv. Analog zeigt man, da® F'o F" = idy~ und folglich ¥’ surjektiv
ist. Das heift: F' ist bijektiv, gleichmifig-stetig und hat die gleichmiBig stetige
Inverse F”'. F' ist also ein uniformer Isomorphismus.

Bemerkungen und Beispiele.

a) Wir haben gesehen, daf} sich die T,-Eigenschaft bei initialen Konstruktionen sehr gutartig ves-
hilt (vegl. 9.3(c)). Bei finalen Konstruktionen ist das leider nicht der Fall, und man ist auf Teil-
ergebnisse angewiesen, deren bedeutendste wir hier anfiihren:

a;) Ist A C X=X eine abgeschlossene Aquivalenzrelation auf dem topologischen Raum X und ist
die natiirliche Abbildung v: X — X/A offen, so ist X/A ein T,-Raum.

(Fiir v(x) # v(y) wihle man x€ 0O C X,y € o' C X mit O x O’ C X X X\ A. Da v offen ist,
sind »(0) bzw. v(Q") disjiunkte offene Umgebungen von v(x) bzw. »(y).)

a,) Ist G eine topologische Gruppe oder ein topologischer IK-Vektorraum und ist H eine abge-
schlossene Untergruppe bzw. abg. lin. Unterraum, so ist G/H hausdorffsch.

(Nach 6.7(d) ist v: G — G/H offen. Die Abbildung f: GG — G, (g, g") —g-lo g’ ist stetig
(f = Mult.o ({-)7} X idg)). Es ist daher

f1H) = {(x,y) /xlyeH} = {(x,y) /[ yEx-H}
abgeschlossen in G G. £~ (H) ist aber genau die Aquivalenzrelation, die den Quotienten G/H

definiert. Nach (a,) ist G/H damit hausdorffsch.)

b) 1In 8.10 haben wir das Bogenmafl bzw. das Cauchy-Integral durch gleichmifig stetige Fort-
setzung gewonnen. Nach 9,7 sind beide eindeutig bestimmt.

¢) Metrische Vervollstindigungen eines metrischen Raumes sind sogar isometrisch-isomorph: Sind
f'* (M, d)—~ (M',d") bzw. f": (M, dy— (M", d") Isometrien auf dichte Teile vollstindiger
metrischer Riume, so setzen sich

e £ L' (M) bzw, f'o £ 1" (M)
zu uniformen Isomorphismen
Fl: (M" d')—f (MI!, d”) bzw' Fll:(Mfl" drl)'_) (Ml’ dl)

fort (vgl. Beweis von 9.9(c)), deren Einschrinkungen auf f'(M) bzw. f"(M) isometrisch sind. Ein
einfacher Stetigkeitsschluf zeigt, daft F', F'' zueinander inverse Isometrien sind.

Variationen des T, -Axioms:

Die in 9.1 geforderte Trennungseigenschaft erlaubt gewisse naheliegende Abschwi-
chungen und Verschirfungen. Schon bevor Huusdorff und Root die Bedingung fiir ein-
deutige Konvergenz 1914 formulierten, haben Riesz, Fréchet und andere verschiedene
Trennungsforderungen studiert. Von diesen ersten Ansitzen hat sich nur das sogenannte
T,-Axiom gehalten, das meist Fréchet zugeschrieben wird, aber wohl zuerst in Vorle-
sungen des Wieners Groff (1913) ausformuliert wurde (vgl. Thron [31):

a) X heifit T,-Raum, wenn es zu x, y € X mit x # y offene Mengen O, O’ C X mit
X€0,x¢0',y¢ 0 und y € O gibt.

e
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9. Trennung 9.11

X ist genau dann T,-Raum, wenn jede einelementige Teilmenge abgeschlossen ist.
(Ist X T,-Raum und ist x € X, so ist jedes y € (X \ {x}) innerer Punkt dieser Menge,
also (X \ {x}) offen und {x} abgeschlossen. Ist andererseits jede einelementige Menge
in X abgeschlossen, so gibt es zu x #y die offene Mengen O := X\ {y}, 0" := X\ {x}
mit den gewiinschten Eigenschaften.) Jeder T,-Raum ist auch T,-Raum, die Um-
kehrung gilt jedoch nicht. (IR sei mit der Komplement-abzihlbar-Topologie versehen,
dann sind einelementige Mengen abgeschlossen, aber nicht durch disjunkte offene Ober-
mengen trennbar.)
Ist A Teilmenge eines T,-Raumes X und b ein Haufungspunkt von A, so liegen in
jeder X-Umgebung von b unendlich viele Punkte von A (s. Aufgabe 5 zu diesem Ab-
schnitt).

Nach einem miindlichen Hinweis von Kolmogoroff haben Alexandroff{Hopf in
ihrem Buch [10] das T,-Axiom noch weiter abgeschwicht:

b) X heifdt To-Raum, wenn es zu x, y € X mit x # y wenigstens zu einem der beiden
Punkte eine offene Umgebung gibt, in der der andere nicht liegt.

[

Der grofite Nutzen dieses Axioms liegt in der Tatsache, daf es bei uniformisierbaren
Riumen zum Nachweis der T,-Eigenschaft (sogar der T s-Eigenschaft, s.u.) aus-
reicht. Fiir den Fall der topologischen Gruppe haben wir das schon in 9.3(f) gesehen.
Wir geben hier den analogen Beweis fiir einen uniformen Raum X mit T,-Topologie:
Sind x # y gegeben, 5o gibt es etwa zu x ein Uy (x), das y nicht enthdlt. Wihit man
nun ein symmetrisches M € Nx mit Mo M C N, so wiren fiir ein z € Uy (x) N Uy (¥)
(x,2),(y,2), (z,y) €M und folglich (x,y) €M, d.h. y € Uy (x) C Uy (x). Es kann
also kein solches z geben, und man hat disjunkte Umgebungen gefunden.

Wesentlich dlter als das To-Axiom sind die anderen T;-Axiome, die wir besprechen
wollen. Da ist zunichst das T3-Axiom, das im wesentlichen von L. Vietoris') stammt:

c¢) Ein topologischer Raum X heifdt regulir, wenn es zu x € X und abgeschlossenem
AT X mit x ¢ A disjunkte Umgebungen von x bzw. A gibt. (U heiit Umgebung von
A, wenn es ein offenes O C X mit ACO C U gibt.)

)

X heidt Ty-Raum, wenn X T,-Raum und regulir ist.

Offenbar ist jeder T3-Raum nach T,-, T,-, To-Raum , wihrend ein indiskreter Raum
wohl regulir aber nicht T¢-Raum ist. Es gibt auch T,-Ridume, die nicht regulér sind
(vgl. Aufg. (1) am Schluf} des Abschnitts). Auf reguldren Raumen existieren , sehr
unstetige* Funktionen, wir verweisen dafiir auf das Buch von Aumann [4d].

1) Monatsh. f. Math. u. Phys., 31 (1921)
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9.11 Kapitel 11: Topologische Invarianten

Die wichtigste Eigenschaft der T;-Réume ist technischer Natur: X ist genau dann
regulir, wenn jede Umgebung U eines Punktes x € X noch eine abgeschlossene Um-
gebung von x umfafit. (Die abgeschlossenen Umgebungen bilden eine Basis des Um-
gebungsfilters eines jeden Punktes von X) Fiir den Beweis der Aussage braucht man
sich nur das letzte Bild anzuschauen.

Offenbar ist jeder metrische Raum T3-Raum, denn die Kugelfilter haben definitions-
gemifd Basen aus abgeschlossenen Umgebungen.

Ahnliche Bedeutung wie das T,-Axiom hat aber erst das T3 _s-Axiom, das zuerst
von Urysohn') ausgesprochen und dann von Tychonoff ?) in seiner vollen Bedeutung
erkannt wurde. Urysohn hatte es bei einer Untersuchung iiber die Machtigkeit zusam-
menhingender Mengen entdeckt, und Tychonoff brachte es mit Einbettungs- und Metri-
sationsfragen in Verbindung — Themen, die wir den folgenden Paragraphen vorbehalten
miissen, Wir entwickeln Tychonoffs Ergebnis daher aus einem anderen Problemkreis,
der an Abschnitt 7 ankniipft:

Problem 2: Welche Eigenschaften eines topologischen Raumes charakterisieren seine
Uniformisierbarkeit?

Losungsansatz: Wir haben in Abschnitt 7 den Begriff des uniformen Raumes aus dem
Vergleich metrischer Riume mit topologischen Gruppen gewonnen, Dabei stand die
Idee der globalen Vergleichbarkeit der einzelnen Umgebungsfilter im Zentrum. Nun
sind die topologischen Hilfsmittel aus Kapitel I vorwiegend lokaler Natur: Man , kennt*
einen topologischen Raum, wenn man die kleinen Umgebungen seiner Punkte kennt,
Um diesen Mangel zu beheben, haben vor allem Alexanaroff und Urysohn in den zwan-
ziger Jahren unseres Jahrhunderts die aus der Algebra geliufige Vergleichsmethode fiir
die Allgemeine Topologie entwickelt: Man bilde einen gegebenen topologischen Raum
in einen besonders gut bekannten Raum ab, der dann als ,,Prototyp* dient, und teste,
welche Struktureigenschaften sich auf den gegebenen Raum iibertragen lassen. Als Pro-
totyp wihlte man damals vor allem IR, IR™ und den , Hilbert-Quader* (R: I, 5.9.16). Die

Ubertragung der Struktureigenschaften des Prototyps gelingt natiirlich umso besser, je
besser die gewihlten Abbildungen ausfallen (Injektivitit, topologische Einbettung usw.).

Wihlt man in unserem Problem als Prototyp IR, so stellt sich zunichst die Frage, ob
es iiberhaupt nicht-konstante stetige reellwertige Funktionen auf einem uniformen oder
uniformisierbaren Raum gibt. Erinnert man sich unter diesem Gesichtspunkt an 7.6,
7.7 und 5.4(g), so werden die definierenden Pseudometriken auf einem uniformen Raum
die entscheidende Rolle spielen. Andersherum: Auf jedem uniformisierbaren Raum X
muf es gewisse stetige reellwertige Funktionen geben, die sich zu Pseudometriken aus-
bauen lassen. Es muB also ,,geniigend viele* stetige Funktionen geben.

Wieviele stetige Funktionen gibt es auf einem uniformen Raum (X, /)? Nach 7.7
konnen wir N = N setzen, wobei I' ¢in saturiertes System von Pseudometriken auf
X ist. (So ein System heifSt saturiert, wennmit d,, ..., d,, stets auch rr}ax d;zul

i=1,..,n
1) Math. Ann., 94 (1925)
2) Math. Ann. 102 (1930)
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9. Trennung 9.12-9.13

gehort.) M hat dann eine Basis von Nachbarschaften der Form N¢ = {(x,y)/d(x,y) < ¢}
mit d €T, € € IR, . Bei unserer Frage nach stetigen reellwertigen Funktionen kann man
nun so vorgehen: Zunichst sei xo € X und f(x,) := 0. Dann ist natiirlich F := 0 eine
stetige Fortsetzung auf ganz X. Wir wollen aber wissen, ob es noch andere stetige Fort-
setzungen von f gibt. Offenbar kénnen wir f nicht noch an einer zweiten Stelle x, € X
vorschreiben, etwa f(x,) := 1, denn (X, Ty) konnte ja z. B. indiskret sein. Nun kann
man andere Vorschriften fiir f ausprobieren, und es stellt sich dann folgende Bedingung
als aussichtsreich heraus: Ist O offene Umgebung von x,, so sei flx\o = 1. Tatsichlich
gibt es zu solchem f immer eine stetige Fortsetzung auf ganz X: Seien nimlich d €T,
€ € IR, so gewihlt, daf UNg(xo) ={y [ d(xy, ¥) < €} C O. ist. Dann ist d{x,}: X~ IR,
X > d(xo, X) stetig mit dgy 3(Xo) = f(%o) = 0. Um auf X\ O den Wert 1 zu erhalten,

. ( d{xo})
setztemanF :=min 1, —

und eine Fortsetzung von f auf ganz X. (Wobei noch F(X) C [0, 1] gilt, was technisch
gelegentlich von Vorteil ist.)

,dann ist F als Komposition stetiger Abbildungen stetig

9.12 | Definition (Urysohn/Tychonoff): Es sei X ein topologischer Raum.

(a) X heif8t vollstindig regulir, wenn es zu X € X, A C X mit
X €& A ein stetiges f: X — [0, 1] mit f(x) =0 und f(A) = {1}
gibt.

(b) X heif3t T3 s-Raum, wenn X vollstindig regulirer T,-Raum
ist.

Bemerkung. Die T,-Eigenschaft schlieBt z. B. indiskrete Rdume aus und sichert, da T3 s-Riume
stets auch Ts-, T4-, T;- und Ty-Riume sind, Es gibt auch Beispiele fiir T3-Riume, die nicht T3, s5-
Riume sind (s. z. B. Engelking [2]).

9.13 Theorem: (a) Die Tj s-Eigenschaft ist topologisch invariant.
(b) Die vollstindige Regularitit ist topologisch invariant.
(c) Genau die vollstindig reguliren Riume sind uniformisierbar.
(d) Ein vollstindig regulirer To-Raum ist T3 s-Raum.

Beweis. (a) und (b) sind leicht nachzupriifen. (d) folgt aus (¢) und 9.11(b). Nach den
Erdrterungen zu Problem 2 brauchen wir nur noch zu zeigen, daf} ein vollstindig regu-
lirer Raum X uniformisierbar ist:

Fir f€ C(X, IR) ist dg : (x,y) ~ If(x) — f(y)l eine Pseudometrik auf X, wie man sofort
nachrechnet. Setzt man I" := {d; / f € C(X, IR)}, so braucht man nur noch zu zeigen,
daB § := Ty gleich der Ausgangstopologie T von X ist. Ist nun U€ Ur(x), so gibt es
fE€C(X, R) mit £(x) = 0 und f(X\U) = {1}. Fur dieses f ist U_g_ () = {y /If(y)| < 3

1

2
C U, also ist U € Ug(x). Ist umgekehrt U € Ug(x) gegeben, so gibt es g€ C(X, IR), e € IR,
mit UNgs(x) =VCU.Dahy: X~ IR,y ~lg(x) —g(y)l stetig ist bzgl. T, ist

xEW:=h"'(}-e,¢)) (X, T) mit WC VC UE Ur(x).
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9.14-9.16 Kapitel I1: Topologische Invarianten

9.14 Koroliar: Jeder metrische Raum ist T3 s-Raum. Jede topologische Gruppe und
jeder topologische Vektorraum ist vollstindig regulir. Eine topologische
Gruppe bzw. ein top. Vektorraum ist genau dann T3 s-Raum, wenn
ein Ty-Raum vorliegt.

Bemerkung: Fir metrische Rdume kann man das Ergebnis leicht direkt nachrechnen (vgl. die Be-
merkungen kurz vor 9.12).

9.15 Theorem: Es sei X ein topologischer Raum, dann sind dquivalent:

(a) X ist volistindig regulir.

{b) X trigt die initiale Topologie bzgl. C(X, IR).

(c) X trigt die initiale Topologie bzgl. irgendwelcher Abbildungen
in vollstandig regulire Riume.

Beweis:

(a) = (b): Es seien T die Topologie von X und S die initiale bzgl. C(X, IR).id : (X, T)
(X, §) ist stetig, weil es alle foid = f fiir f€ C(X, IR) sind. Wir zeigen nun, dafl id ™!
in einem beliebigen Punkt x stetigist: Zu x€ U€ Uy (x) gibtes f: X > IR mit f(x)=0
und f(X\U)= {1}. Mit V:=f"'(]-3,3[) €S ist dann id"' (V) =V C U, d.h. id ™
stetig in x.

(b) = (c¢): Klar.

(c) = (a): Trigt X die initiale Topologie bzgl. der f; : X -» X; mit vollstindig reguliren
Xj(G €J), dann gibteszu x€ 0 C X stets E endl. CJ und O; C Xj mit x € Q f;! O))

C 0. Seien nun g; : X; — [0, 1] stetig mit g;f;(x) =0 und g;(X; \ 0;) = {1}, dann ist -

g:= m(éa)é g;f; stetig mit g(x) =0, und fiir x € X\ f;l f3! (0y) = U(X\;1(0y)) ist eines der
j

f;(y) € X; \ O; und folglich g(y) = 1.

Korollar: Trigt X die initiale Topologie bzgl. Abbildungen in T; 5-Rdume, die
die Punkte von X trennen, so ist X ein T3 s-Raum. Insbesondere sind
Produkte und Unterrdume von T; s-Riumen wieder T3 s-Réiume.

9.16 Satz (Tychonojf): X ist genau dann T; 5-Raum, wenn X bis auf Homoomorphie
Unterraum eines Quaders I1 [0, 1] ist, wobei J eine geeignete Index-
menge ist. d

Bemerkung: Man kann auch gewisse Aussagen iiber die Grofe von J anfiigen, s. z. B, Engelking {21.

Beweis: Man setze fiir einen T3 s-Raum X J:=C(X, [0, 1]) und j: X - II[O, 1],
j
x + (f(x))f 5 dann ist j (komponentenweise) stetig, Uberdies ist j injektiv, denn fiir
x #x'ist x€ X\ {x'}C X (X ist T;-Raum!). Es gibt also ein f€ J mit 0 =f(x) # f(x') = 1,
also j(x) #j(x'). SchlieBlich ist j ' : j(X) = X stetig: Ist nimlich x € O C X gegeben, so

n
gibtes f,,...,f, €J und e€ IR, mit x€0" := N ;7' ([0, ¢[) C O. Setzt man nun
1
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9. Trennung 9.17-9.18

If:=[0, ¢l fir f=f1,,...,f, bzw. Ig := [0, 1] sonst,dannist X I;C II [0, 1] und
fel °fel

it (3( I;Nj(X))=0"CO. j" ist also in jedem j(x) stetig. Die Umkehrung ist klar: Ist

X homdomorph zu einem Unterraum eines Quaders, so ist mit diesem Quader nach dem
Korollar zu 9.15 auch der Unterrraum und damit X ein T; s-Raum.

9.17 Wir wollen nun noch ein letztes Trennungsaxiom besprechen, das H. Tietze ') ein-
fiihrte, als er die T;-Systematik der Trennungsaxiome studierte ). Die bedeutende
Charakterisierung der ,,T,Riume* durch stetige Funktionen leistete Urysohn ) nach
Vorarbeiten von Tiefze u. a. iiber gewisse Spezialfille. Wir beginnen mit diesem Problem-
kreis.

Problem 3: Wir haben gesehen, dal auf einem T3 5-Raum geniigend viele stetige reell-
wertige Funktionen existieren, um die Topologie des Raumes vollstindig
zu kennzeichen. Wir haben das festgestellt, indem wir von einem einfachen
Fortsetzungsproblem ausgingen: x € 0 C X, f(x) =0, f(X \ 0) = {1}, dann
gibt es eine stetige Fortsetzung F auf ganz X. Nun kann man versuchen, f
auf X\ O nicht konstant, sondern nur stetig vorzugeben und nach einer
stetigen Fortsetzung zu fragen. Setzt man X als T,-Raum voraus, so liuft
das darauf hinaus, dal f: A — IR als stetig vorgegeben ist und nach einer
stetigen Fortsetzung gesucht wird.

Offenbar muf} ein Raum X, in dem dieses Problem stets losbar ist, mindestens ein
T3, 5-Raum sein, denn man kann ja A := {x}U (X \ O) setzen. Es ist keineswegs einfach
zu zeigen, daB die T3 s-Eigenschaft nicht immer ausreicht. Die ersten Beispiele hat dazu
Tychonoff®) gegeben, wir bringen folgendes Beispiel:

9.18 Beispiel: Es sei IR mit der folgenden Topologie T versehen: T hat die Basis {[a, b[ / a, b€ IR}.
(Offenbar ist die natiirliche Topologie in T enthalten, also grober. (IR, T) ist T3, s-Raum, denn T
ist initiale Topologie bzgl. gewisser, rechtsseitig stetiger, monotoner Funktionen von IR in sich.) Wir
setzen nun X:= (IR, T)w (IR, T) und A := {(t,— 1) / t € IR}. Wir behaupten, daBl A eine abge-
schlossene Teilmange von X ist: Da X sogar T3 s-Raum ist, ist jedes {(t,— t)} als einelementige
Menge in X abgeschlossen, Aufierdem haben alle diese einelementigen Mengen je eine Umgebung in
X, nimlich [t,t+ 1[ x[—t, —t + 1[, die A genau in (t,— t) schneidet. A ist also Vereinigung eines
lokalendlichen Systems abgeschlossener Mengen, also nach 4.5 abgeschlossen. Bezeichnet man nun
mit Card (M) die Michtigkeit einer Menge M, so gilt die folgende Ungleichung (¢ := Card IR):

Card C(A, IR) = Card Abb (A, IR) = Card Abb(IR, IR) = ¢ > ¢ = cC2rd IN =
= Card Abb(@ X @, IR) > Card C(Q X @ als Unterr. von X, IR) = Card C(X, IR),

denn A ist diskreter Raum und @ X @ liegt dicht im Raum X. Wegen Card C(A, iR) > Card C(X, IR)
kann nicht jede stetige Funktion f: A — IR stetig auf ganz X fortsetzbar sein.

1) Abh. Math. Sem. Hamburg, 2 (1923)
2) Vgl. auch Math. Ann., 88 (1923)

3) Math. Ann., 94 (1925)

4) Math. Ann. 102 (1930)
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9.19-9.20 Kapitel |1: Topologische Invarianten

Urysohn hat nun mit der Technik, die wir schon in 7.7 benutzten, gezeigt, da Tiefzes
— formal gewonnenes - T4-Axiom zur Losung hinreicht:

9.19 Definition:  (a) ein topologischer Raum X heifft normal, wenn sich je zwei
disjunkte abgeschlossene Teilmengen trennen lassen, d. h. zu
A, BT X mit AN B =0 gibt es stets O, O’ mit
ACOCOX,BCO'COXund 0NO' =0.

(b) Ein normaler T,-Raum heif3t T,-Raum.

Bemerkung: Die Normalitit und die T,-Eigenschaft sind topologisch invariant.

9.20 Beispiel: Auf einer geordneten Menge (X, <) werden verschiedene Topologien von den offenen bzw.
linksoffenen bzw. rechtsoffenen ,,Intervallen* erzeugt. Dabei werden , Intervalle* wie in IR erklirt:
Etwa |-, a[ := {x / x <a} oder [a,b] := {x / 2 < x < b}. (Vgl. Aufgabe 7 von Abschnitt 2 und
3.5(k) bzw. 9.20)
,,Die* Ordnungstopologie von (X, <) wird von der Subbasis {]—- =, a[, |b, =[ / a, b &€ X} gegeben.
Ist X als Vereinigung offener Intervalle ]a, b| darstellbar (X hat keine maximalen Elemente), so bilden
diese eine Basis der Ordnungstopologie, denn fiir b < a ist Ja, b[ = §.

Eine geordnete Menge kann als Ordnungstopologie die indiskrete Topologie haben: Jedes x ist nur
mit sich selbst vergleichbar (triviale Ordnung). Dagegen gilt:

Eine total geordnete Menge ist mit der Ordnungstopologie ein T4-Raum. (Insbesondere ist also
IR normal.}

Zum Beweis benutzen wir die Aufgabe A.65 aus Querenburg [2]: In der total geordneten Menge
(X, <) heifit eine Teilmenge M konvex, wenn mit a, b € M stets auch [a, b] C M.ist. Die konvexen
Komponenten von M sind die maximalen konvexen Teilmengen von M.

Es seien nun zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen A, B # @ von (X, <) gegeben. Fiir
a,a’€A,b,b’'eBund c[a,a'] Nn[b,b'] ist stets a< b < ¢ oder b < a < ¢, daherist b& [a, a')
oder a &€ |b, b’]. Setzt man nun

A=U [a,a'] und B := U [b, b'],
a,a' €A, [a,a|NB=¢ b,b’EB,[b,b'JNA=9

so ist A' N B’ = 0. Nun bestehen A' und B’ aus disjunkten Vereinigungen konvexer Komponenten
Ajbzw. Bj. Ist A} ,.rechts offen*’, d. h. offen im Unterraum |(a, | mit a € Aj, so setze man

Aj' = Aj. Andernfalls hat Ajein maximales Element a;. Es mu$ nun ein d; > aj mit

la;, dil N B" = P geben, sonst wiire a; € A N B. Man kann also das nicht offene A} rechts éffnen, in-
dem man Aj':= Aj U [a;, d;[ setzt. Analog kann man die A} auch als links offen annehmen. Dann
ist A" :=U A} Vereinigung offener konvexer Komponenten A}, also offen mit A” N B’ = .

Wir wollen nun zeigen, da® man auch die Komponenten von B in X\ A" 4ffnen kann. Ist Bj
rechts offen, so setze man Bj' := Bj. Andernfalls hat Bj ein maximales Element bj € B. Gibt es dann
ein ¢ > bj mit [bj, [ N A" = @, so setze man Bj' := Bj U [bj, c[. Ist Bj nicht rechts offen und gibe es
dann kein solches ¢, so wire bj € B n A", Dann enthielte jedes [bj, c[ fiir ¢ > b; Punkte a” € A"
Ist 2" & A, so gibe es ein ag € [bj, c[ N A" mit a5 € A oder ag = d; fiir ein i. Im letzteren Fall miiiten
zwischen b; und d; noch Punkte von A liegen, sonst wire [by, dj[ N A" = @. Es miifte also ein
age[bj,c[NA fir jedes ¢ > bj geben, d. h. bj wire (als Element von B) Beriihrpunkt von A, was
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9.21

9. Trennung 9.21

der Voraussetzung iiber A, B widerspriche. Hat also Bj ein maximales Element und ist nicht rechts
offen, so kann man es mit einem geigneten ¢ nach rechts 6ffen. Analog kann man B;’ auch nach
links 6ffnen, ohne A" zu treffen. Man darf also auch Bj' als offen annehmen. Durch A" bzw.

B” := U By’ sind dann disjunkte offene Obermengen von A bzw. B gegeben.

Der Nachweis der T,-Eigenschaft ist trivial: {x} =X\ ()= ==, x[ U ]x, =) ist stets abgeschlossen.

Theorem von Tietze/Urysohn: Fiir einen topologischen Raum X sind dquivalent:

(a) X ist normal.

(b) Zu disjunkten A, B C X gibt es ein stetiges f: X — [0, 1]
mit f(A)= {0}, f(B)={1}.

(c) Sind AC X und f: A~ IR stetig, so gibt es ein stetiges
F:A- IR mit FIA=1

Zusatz: Sind X normal, A C X und f: X - J stetig, wobei J ein reelles Intervall ist, so
gibt es eine stetige Fortsetzung F : X -~ J mit F|A = f (vgl. den Beweis von (5)!).

Beweis:

(a) = (b): Sind A,BC X mit ANB=0,sogibteszu O :=X\BD A ein U, C X mit
A C Uy C U, C 0, denn es gibt nach (a) disjunkte Uy, Ug G X mit ACU,,
B C Uy und folglich U, € X \ Uy € X \ B. (Dabei braucht 0 nur irgendeine offene
Obermenge von A zu sein!)
Wir setzen nun U, := X\ B = O und konstruieren induktiv iiber n fiir jedes
s =k/2" €0, 1] offene Mengen Uy, mit folgenden Eigenschaften:

ACU,CX\B und (1)
fir s <s' ist U, C Uyg. 2)
Fiir n = 0 sind Uy, U, schon konstruiert.

Hat man Uyp,n fiir alle 0 <k < 2" konstruiert, so sind auch die Ugpn+1 fiir
die geraden k schon konstruiert, und fiir ungerades 0 <k <2" ! ist dann

Uk—l CU](.|.1 COX\BC‘)X

2n+l 2n+1

Man kann also ein Ugg,n +1 C X mit

Uk_lCU k CU k CUk+1
2ﬂ+1 2n+1 2n+l 2n+l

wihlen. Offenbar erhilt man so die gewiinschten U; fiir s € {k/2" [ k, n € IN, mit

0 <k <2"}mit(1)und (2).

Statt U, setzen wir nun die Menge X und definieren f: X - [0, 1] durch

f(x) :=inf {s / x € U; und s € [0, 1] Dualbruch}. Offenbar ist f(A) = {0}, f(B) = {1}.
Sind nun x € X und € € IR, gegeben, so wihle man Dualbriiche s, t mit

f(x) — e <s<f(x) <t <f(x)+ e. Fiir negatives s setze man U :=Q und fiir t > 1
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setze man U, := X. Auflerdem seien s <1,t> 0. Dann ist fir y€ Uy f(y)<tund
fir ye X\U; f(y)=s,also f(U, \U,) C Jf(x) — ¢, f(X) + €[, wobei noch
(U \ U,) € Ux (x) ist. f ist also stetig und erfiillt (b).
(b) = (c): Dieser Beweis veriduft in drei Schritten (3), (4) und (5):
3):Ist g: A~ J—1, 1] stetig, dann gibt es ein stetiges h: X - [~ % , %] mit Ig(a) -
h(a)l <3 firr alle a € A.
Beweis dazu: A, :={a€ A [g(a)> %} bzw. A. :={a€A/ga)<— %} sind nach
Beispiel 4.3(e) disjunkte abgeschlossene Teilmengen von A und X. Wegen (b) gibt
es ein stetiges k : X = [0, 1] mit k(A,;) = {0}, k(A.) = {1}. Man setze nun
h{x) := % —% k(x), dann ist h: X ~ IR stetig. Auflerdem ist k(X) C [—%, %],und fur
a€ A, ist Ig(a) —h(a)l = Ig(a) —51 <%, fiir a€ A_ist lg(a) — h(a)l = Ig(a) + 31 <,
und fir a€ A\ (A, UA)) ist Ig(a) — h(a)l = lg(a) — ol mit lg(a)l <3 und ld <.
(4):Ist g: A= ]—1, 1] stetig, dann gibt es ein stetiges G: X > [— 1, 1] mit GIA =g.
Beweis dazu: Wendet man auf g das Ergebnis von (3) an, so erhilt man ein
g0 :=h: X~ [—%, %] mit Ig(a) — gq(a)l é% fir a€ A,

Nun wendet man das Ergebnis (3) auf die Funktion (g —golA): A~ [~%,%] an und

3:3
erhilt ein stetiges
2

g : X~ [—% -g,é -%] mit 1g{a) —go(a) — g, (@)l Q% % fiir a€A.
Hat man nun analog

g2, g3: ---,gn :x_> [_% (%)1!§ '(%)l]
bestimmt, so verschafft man sich wieder mit (3) ein

gGn+ 1 X~ [5G T O] mit lg@) -go(@ ... g+ @S-G

n
Setzt man nun fir n€ N, G, :=Z g;, so erhilt man eine gleichmiflig konvergente
0

Folge stetiger Funktionen von X nach [—1, 1], die nach 3.6 gegen ¢in stetiges
G : X~ IR konvergiert. Natiirlich ist G(X) C [— 1, 1]. Fiir a € A ist iiberdies

Ig(2) — G(a)l = Ig(a) — lim G, (a)l = lim Ig(a) ~ G, (@) < G)" *! fiiralle nE€ N,

also GlA =g.
(5):Ist nun f: A - IR stetig, so betrachte man g:=lof: A~ ]~ 1, 1[,wobei [: IR~ -1, 1]
der durch I(t) := ' definierte Homéomorphismus ist. (Die Inverse /™' lautet

1+1t)
s +>s/(1 —Isl).) Nach (4) hat g eine stetige Fortsetzung G : X - [ 1, 1]. Die Menge
A, =G ({* 1}) = {x € X [IG(x)l = 1} ist abgeschlossen in X und disjunkt zu A.
Es gibt daher nach (b) ein stetiges ¢ : X > [0, 1] mit ¢(A) = {1}, ¢(A,) = {0}. Setzt
man nun G’ := ¢ -G, so ist G’ eine stetige Abbildung von X in -1, 1[ mit G'|A =
=g =/of. Setzt man nun F :=1"! - G, s0 hat man eine stetige Funktion von X in
IR mit FIA =f gefunden.
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9.22

9.23

9. Trennung 9.22-9.23

(c) =(a): Sind A, B C X mit AN B =0 gegeben, so setze man f: AU B~ IR durch
f(A) := {0}, f(B) := {1} fest. f ist dann stetig, und A U B ist abgeschlossen in X.
Nach (c) gibt es ein stetiges F : X - IR mit FIA U B =f, Dann sind F™ (]%, %[) bzw.

F! (]—%, % ) disjunkte offene Obermengen von B bzw. A. X ist also normal.

Bemerkungen und Beispiele:

a) Jeder T4-Raum ist nach 9.21(b) auch ein T3 5-Raum. Das Beispiel 9.18 zeigt, dat dic Umkehrung
nicht gilt (vgl. auch 12.41).

b) Jeder pseudometrische Raum ist normal:
Es sei A C (M, d). Esist dann dp (x) = i‘rglfAd {x, a) genau dann null, wenn X € A ist. (Ist ndmlich

a

da (x) = 0, so gibt es eine Folge (aj)yy aus A mit (d(x, aj))) - 0, d. h. jede Kugel um x schneidet
AoderxeA=A)

Sind nun A, B C X mit A N B = gegeben, so gibt f :=da/(ds +dp) eine stetige Funktion von
(M, d) nach [0, 1], die auf A verschwindet und fiir x € B

f(x) = da (x)/(da (x) + dp(x)) = dg (X)/dp (x}= 1

liefert. Nach 9.21(b) ist damit (M, d} normal.
¢) Jeder metrische Raum ist T4-Raum und hat damit alle bisher diskutierten Trennungseigenschaften.
d) Jeder regulire Raum, der das 2. Abzihlbarkeitsaxiom erfillt (s. 12.7), ist normal.
e) Jeder kompakte Raum ist T4-Raum (s. 11.5).

f) Unterrdume und Produkte normaler Riume brauchen nicht normal zu sein (vgl Beispiel 9.18).
Trivialerweise gilt aber der wichtige

Satz: Ein Unterraum eines T4-Raumes ist ¢in T; s-Raum. Ein abgeschlossener
Unterraum eines T4-Raumes ist T4-Raum.

Aufgaben:
1. Man gebe die grobste T-Topologie auf einer Menge M an.
2. Man gebe einen abziihlbaren nicht-diskreten T,-Raum an.

3. Fiir welche i=0, 1, 2, 3 gilt: Die Fixpunktmenge einer stetigen Selbstabbildung eines T;-Raumes
ist abgeschlossen? (Fiir i = 1 betrachte man die Komplement-abzihlbar-Topologie auf IR und die
Funktion f(t) := max(Itl, t2).)

4, Seien X ein topologischer Raum, Y ein Hausdorff-Raum, f: X — Y stetig. Man zeige, daB X/f
hausdorffsch ist.

5. Sind X ein T{-Raum, A C X, x € Hp(A), dann enthilt jedes U € Ux (x) unendlich viele Elemente
von A.

X ist genau dann T-Raum, wenn jeder Punktfilter gegen genau einen Punkt konvergiert.

X ist genau dann T,-Raum, wenn fiir x € X $tets {x} =M U(x) ist.

Ist X aus Beispiel 9.18 eine topologische Gruppe? Ist dieser Raum normal {vgl. 12.4 bzw. 3.5(k))?
X sei T4-Raum, A C X, dann ist X/A T,-Raum.

10. Ist f: X — Y stetigund Y T,-Raum, so ist Graph f C X« Y.(Hinweis: Betrachte pr,,fo pry:
XaY - Y und 9.5(2).)

© © 3o
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Ubersicht zu den Trennungsaxiomen:

S , Ubertragung bei
Name Definition Leistung initialen Konstruktionen
JERN reicht bei uniformen
Ty o o Riumen zum Nachweis bei Punktetrennung
N-- von T3 5
T, .’\ o (:: o :) {x}={x} bei Punktetrennung
eindeutige Konvergenz,
TN TN abg. [nzidenzmenge bei .
T, o 1 . . ; bei Punktetrennung
AU zwei stetigen Abbildungen
e T in einen T,-Raum
. TN U(x) hat Basis aus abge-
regular ‘\?,z‘ ‘\‘ schlossenen Umgebungen stets
T4 T, & regulir bei Punktetrennung
\ 1 Uniformisierbarkeit, Exi-
vollstindig | . 9.” *\ stenz geniigend vieler stets
S i .
reguldr stetiger reellwertiger
o A .
Funktionen
T3, 5 Ty &_‘vollstandlg Einbettung in Quader bei Punktetrennung
’ Teguldr
_———— e
[} 3 \
normal ‘..\,'r\ Il Tietze /{Urysohn abgeschlossene Unterrdume
Ta T; & normal abgeschlossene Unterrdume
T4=T3,5=Ta=Ty=T=To+T1$T,+T3$ T3 5% T4

10. Zusammenhang

In der Einleitung zu Abschnitt 3 wurde bereits angedeutet, daff Stetigkeit und Zu-
sammenhang anschaulich eng verkniipfte Begriffe sind. (Dem Leser sei empfohlen, diese
Einleitung nochmals zu iiberdenken!) Obwohl eine gewisse Vorstellung vom ,,punktalen
Zusammenhang* schon in die Definition stetiger Funktionen einflof, bereitet die Prazi-
sierung der naiven Anschauung vom Zusammenhang gewisse Schwierigkeiten, die es ins-
besondere verhindern, stetige Funktionen vom Zusammenhang ihrer Graphen her be-
quem zu erfassen. Wir werden sehen, daB die Aussage ,stetige Funktionen von IR nach
IR sind solche, deren Graph sich in einem Zug durchzeichnen lat* tiickisch ist (vgl.
10.6(f) und Abschnitt 13).
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10. Zusammenhang

Da die Zusammenhangsbegriffe wesentlich von der geometrischen Anschauung kommen, ist es
wichtig, sie von vornherein mit der richtigen geometrischen Intuition zu begreifen, um sie dann er-
folgreich einsetzen zu kdnnen. Wir werden deshalb zunichst etwas weiter ausholen, bevor wir die
zentrale Definition 10.1 geben.

Topologie wird, insbesondere in der Unterhaltungsmathematik, oft als die Lehre von
den stetigen Verformungen geometrischer Gebilde beschrieben, Was eine stetige Verfor-
mung ist, 1at sich anschaulich etwa mit ,,dehnen, schrumpfen, verbiegen, verzerren, um-
stiillpen usw.* beschreiben. Problematisch wird ein solcher Begriff von Topologie, wenn
es darum geht, gewisse Formen des ,,Zerreiflens” auszuschlieBen. Nehmen wir ein Bei-
spiel: Der gewohnliche Einheitskreis S' ist sicherlich hom&omorph zur verknoteten
Linie L, also ihr topologisch dquivalent. Anschaulich kann man das nur verifizieren,

09

g! L

wenn man L aufschneidet und schlieflich wieder ,,in der richtigen Weise zusammen-
kiebt* (vgl. Abschnitt 15). Verbietet man bei den stetigen Verformungen jede Form des
Zerreifiens und richtigen Wiederverkiebens®, so erhilt man tatsichlich einen sehr
speziellen Begriff topologischer Aquivalenz, auf den wir in Abschnitt 14 zuriickkommen
werden. Hier soll zunichst nur interessieren, dal dem ,,Zerreifden* topologischer Riume
grofles Interesse zukommt.

Bleiben wir noch einen Moment bei der naiven Beschreibung stetiger Verformungen.
Im Sinne dieser , Definition* sind offenbar die Figuren A und B topologisch dquivalent,
man kann sie ineinander verbiegen. Nicht dquivalent sind dagegen die Figuren B und C.
Warum? Figur C weist im Punkte P eine Verzweigung auf, und daran kann keinerlei
stetige Verformung etwas dndern. Dieses Argument wollen wir noch etwas prézisieren:
Die Figuren B und C sind nicht hom&omorph, gibe es némlich einen Homéomorphis-
mus h: C - B, so induzierte dieser einen Homdéomorphismus h': C \ {P}~ B\ {h(P)},
und es ist undenkbar, da} die , zweiteilige* Figur C \ {P} zu der ,.einteiligen** Figur
B\ {P'} homdomorph sein sollte.

D

A B C

Tatsichlich ist diese Argumentation korrekt. Es muf} natiirlich noch geklirt werden,
was eine einteilige Figur ist und warum sje nicht homéomorph zu einer zweiteiligen sein
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kann. Warum sind in IR die Mengen [0, 1] bzw. [0, 1 [U] 1, 2] einteilig bzw. zweiteilig?
Nehmen wir an, wir sollten einen sehr diinnen Stab von 1 m Linge halbieren. Jeder-
mann wird einsehen, da dies — wenigstens prinzipiell — beliebig genau gelingt. Verdiinnt
man den Stab noch mehr, so gelingt es immer noch. Nimmt man schliefflich an, wir hitten
es mit dem Intervall [0, 1] statt des Stabes zu tun, so gelingt die Zerlegung in zwei kon-
gruente Hilften nicht mehr, weil der Punkt 1/2 nicht halbiert werden kann, Erst die
Menge [0, 1/2 [U] 1/2, 1] kann wieder ordentlich halbiert werden!

Hinter dieser harmlosen Beobachtung steckt im Grunde die tiefste Eigenschaft der
reellen Zahlen: ihre Liickenlosigkeit, ,,Stetigkeit* oder — wie man {iblicherweise sagt —
Vollstandigkeit. Richard Dedekind gelang es als erstem '), IR unter den angeordneten
Korpern durch die folgende Eigenschaft zu charakterisieren: Denkt man sich IR (bzw. Q)
irgendwie in zwei disjunkte, nichtleere Teilmengen A, B zerlegt, wobei kein Punkt von
B kleiner als ein Punkt von A ist, so gibt es genau ein s € IR mit A <s < B. (Vergleicht
man mit A, B C @, so muf} ein archimedischer Korper vorausgesetzt werden.) Eine solche
Zerlegung (A, B) von IR bzw. @ nennt man einen Dedekindschen Schritt, und man kann,
nach Dedekind, IR aus @ gewinnen, indem man kiinstliche ,.Zahlen* s hinzufiigt, wo sie
fehlen. Bis auf Isomorphie sind die vollstindigen archimedischen Korper durch diese
Eigenschaft charakterisierbar und alle gleich. IR ist also unter den archimedischen Korpern
dadurch ausgezeichnet, da® keine Zerlegung in zwei gleichartige Intervalle (beide offen
oder halbabgeschiossen) ohne Rest ,,s* méglich ist. In diesem Sinne besteht IR und jedes
Intervall nur aus einem Stiick.

Um diese Zusammenhangseigenschaft auch in beliebigen topologischen Raumen formu-
lieren zu konnen, mufl man sich von der Ordnungsstruktur 16sen. Tatsdchlich sind weder
IR noch irgendwelche Teilintervalle J in zwei disjunkte offene Teilmengen A, B zerleg-
bar, es sei denn, eine davon wire leer:

Seien A,BC Jmit ANB=0 und AUB =J, wobei J C IR irgendein Intervall ist
(z.B. J = J-oo, + oo = IR). Wiren weder A noch B leer, so gibe es a€ A, b & B mit
a<b (notfalls A und B vertauschen). Setzte man nun « :=sup {x [ [a, x[ C A}, dann

wiren a <b,a€J (Intervall')und [a,a[= U [a,x[C A.Da A=J\B abgeschlossen
a<x<a

in J ist, miiten o € A und folglich a <b sein. Da A offen in J ist, midte es € € IR; mit
ate<bund (Ja—e,a+ e NJ)C A geben. Da J ein Intervall ist, midte sogar

[a, a+ e[ C A sein, was nach Wahl von « unmdglich ist. Es mufi also A=Q oder B=0
gelten.

{Man beachte, da hier Vollstandigkeit und Archimedizitit von IR bei der Existenz von « als Supre-
mum einer beschrinkten Menge benutzt wurden (vgl. 8, 10 und 10.3(b)). Die Existenz der Suprema be-
schrinkter Teilmengen ist die moderne Ubersetzung der Dedekindschen Schnitteigenschaft. Sie verbirgt
sich iibrigens auch in der Formulierung: Alle Dezimalzahlen stellen reelle Zahlen dar!)

1) Stetigkeit und Irrationale Zahlen, 1872
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10.1

10.2

10.3

10. Zusammenhang 10.1-10.3

Definition:  (Jordan, Riesz, Lennes, Haudorff)
Eine Zerlegung (A, B) eines topologischen Raumes X besteht aus
zwei Teilmengen A,B von X mit A+ @, B# 0, ANB=0 und
AUB=X.
Eine Zerlegung (A, B) heifdt offen bzw. abgeschlossen, wenn es A
und B in X sind.
Ein topologischer Raum X heif}t zusammenhiingend, wenn es
keine offene Zerlegung von X gibt. Eine Teilmenge M eines
topologischen Raumes X heifdt zusammenhingend, wenn M es
als topologischer Unterraum ist. Die (Zusammenhangs-)Kompo-
nente C(X) eines Punktes x in einem topologischen Raum X ist
die Vereinigung aller zusammenhingenden Teilmengen von X,
die x enthalten.

Satz: (a) Die zusammenhingenden Teilmengen von IR {natiirliche
Topologie!) sind genau die Intervalle.
(b) Stetige Funktionen und insbesondere Homéomorphismen
bilden zusarnmenhiingende Mengen auf ebensolche ab.
(¢) Sind f:X— IR stetig und X zusammenhingend, so gilt der
Zwischenwertsatz, d. h. zu f(x) < c < f(x"') gibt es stets
mindestens ein x' € X mit f(x') =c.

Bewels:

a) Dafl Intervalle zusammenhingend sind, haben wir schon in der Einleitung oben gesehen.
Ist J C IR dagegen kein Intervall, so gibtes a,c€J und b€ IR\ J mit a<b <¢,und
durch A :=J N ]—oo b[,B :=J N ]b, + o9| ist dann ¢ine offene Zerlegung von J gege-
ben, d.h, J kann auch nicht zusammenhingend sein.

b) Esseien f: XY stetigund (A', B') eine offene Zerlegung von f(X). Da auch
f: X f(X) stetig ist, gibt (f™' (A"), {7 (B")) eine offene Zerlegung von X, d.h.
X kann nicht zusammenhéngend sein. (Ist X dagegen zusammenhiingend, so muf
fir A", B"CYmit A"NB"=0,A" UB"=Y stets A" N f(X) =0 oder
B" N f(X) = @ sein, sonst hiitte man eine offene Zerlegung von f(X).)

¢) Nach (b) ist f(X) eine zusammenhiingende Teilmenge von IR, also nach (a) ein
Intervall.

Bemerkungen und Beispiele:

a) Nachdem Canror 1883 einen Zusammenhangsbegriff angegeben hatte, der sich spiter als un-
handlich, nicht topologisch invariant und gelegentlich unanschaulich erwiesen hat (s. 11.31),
gab C. Jordan 1893 in der 2. Auflage seines Cours d’Analyse die moderne Definition in Form
abgeschlossener Zerlegungen. (Ist (A, B) eine offene Zerlegung von X, so sind natiirlich auch
A=X\B und B= X\ A abgeschlossen, d. h. abgeschlossen und offene Zerlegungen sind
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b)

c)

d)

D
2)

84

gleich.) Riesz erginzte spiter den Begriff der zusammenhingenden Teilmenge ! ). Unabhingig
davon wurden diese Begriffe dann nochmals von N. J. Lennes2) und F. Hausdorff (1914) ge-
funden und seit Hausdorffs Werk systematisch studiert. Hausdorff fiihrte auch den Begriff der
(Zusammenhangs-)Komponente ein,

Einfache Beispiele zusammenhingender Riume sind die indiskreten topologischen Riaume
und die iiberabziihlbaren Mengen mit der Komplement-endlich- bzw. Komplement-abzihlbar-Topo-
logie. Ebenso der Sierpinski-Raum. In zusammenhéngenden Riumen hat jeder Punkt als Kompo-
nente den ganzen Raum.

Es sei X eine total geordnete Menge mit der Ordnungstopologie (vgl. Beispiel 9.20). Ist X zu-
sammenhingend, so hat jede nicht-leere, nach oben beschrinkte Teilmenge ein Supremum in X.

Gibt man nimlich ® = M < a € X vor und ist a nicht schon Supremum von M, so be-

trachte man A := U }— =, m[. Dies ist eine offene Teilmenge von X, Ist A leer, so ist
meM

M= {mg} ecinelementig mit mg = sup M. Ist A nicht leer, so kann A nicht zugleich abgeschlossen
sein, sonst hitte man in (A, X\ A) wegen a< X\ A eine offene Zerlegung von X, Es muf also
ein s€E3A=A\A geben. Ist A< te X, somu t3> s sein, sonst wiire Jt, o[ Umgebung von s,
die A nicht schneidet (s € A!), d.h.esist s = sup A. Enthilt M nun kein maximales Element (und da-
mit sein Supremum), soist MC A und supM=sup A =s,

Die umgekehrte Behauptung wire nicht immer richtig: 2 mit der Ordnungstopologie ist dis-
kret und damit unzusammenhingend, obwohl jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teiltnenge
ein Supremum in Z hat: Analysiert man den Beweis vor 10.1 fiir die Zusammenhangseigenschaft
der Intervalle von IR, so erhilt man folgendes abgeschwiichte Ergebnis:

Fiir einen total geordneten Raum mit der Ordnungstopologie gilt:

X ist genau dann zusammenhingend, wenn jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge
ein Supremum hat und wenn aus [«, «[ C X stets o = min X folgt. (Die letzte Bedingung sagt, da}
es keine offenen und zugleich links—abges%hlossenen Intervalle in X gibt, aufier eventuell X selbst.)

Ist X zusammenhiingend, so ist die Supremumsaussage schon oben gezeigt worden. Wiire ein
[, =[ offen in X, so hitte man entweder in (]— =, a[, [, *[) eine offene Zerlegung von X (im
Widerspruch zum Zusammenhang) oder es wiire |- o, o[ = §,d. h. & = min X.

Hat umgekehrt X die Supremumseigenschaft und ist (A, B) eine offene Zerlegung von X, so
gibe es (notfalls umbenennen) a€ A, b € B mit a < b. Die Menge C := {x/[a, x| € A} ist nach
oben durch b beschrinkt. Uberdies ist C # @, denn wegen der Offenheit von A hat a in A eine

n m
Umgebung der Form ?]- e, b NN 13j, =[ = Jmax a;, min bj(, d. h. minb; € C. Setzt man nun
1

a :=sup C, so kann « nicht in A sein (wiihle analoge Umgebung in A : o wire nicht optimal),
also muB « € B sein. Dann ist jedoch (B N Ja, «o[) U Je, =[ = [a, o[ offen in X und von X ver-
schieden. (Vgl. auch Aufgabe 11!)

In diskreten Rdumen und Q@ sind die einzigen zusammenhingenden Mengen @ und die einele-
mentigen Teilmengen. Alle Komponenten sind also einelementig, man nennt Riume mit dieser
Eigenschaft total zusammenhiingend. Am Beispiel @ sieht man, da® Zusammenhang nicht erblich
ist.

§C = ({— 1, 1}, diskrete Topologie) ist nicht zusammenhingend, dagegen sind fir n > 1 alle
Sphiren §™ und Kugeln B™ := {x € IR"/Ix| < 1} zusammenhingend, ebenso jede konvexe
Menge in einem topologischen Vektorraum iiber IR oder €, Wiire namlich (A, B) eine offene Zer-
legung von S™, so kénnte man a€ A und —a # b € B wihlen. Definierte man dann f: - $"
durch t = (ta+ (1 —t) b) /Ita+ (1 —t) bl (Weg von b nach a, s. u.), so wire f(I) wegen 10.2 zu-
sammenhingend. Man hiitte jedoch in (f(I) N A, f(I) N B) eine offene Zerlegung von f(I). Es kann
also keine offene Zerlegung von S™ geben.

1906, Math. naturw. Ber, Ungarn
Am. J. Math., 33 (1911)



10. Zusammenhang 10.4

Ist K eine konvexe Menge im topologischen IR- oder C-Vektorraum E, so kann man analog
argumentieren: Ist (A, B) ¢ine offene Zerlegung von K, so wihle man a € A, b € B, setze
f(t) ;= ta+ (1 — t) b und argumentiere wie oben. Insbesondere sind also topologische IR- oder
C-Vektorriume zusammenhingend.

€) Beiden topologischen Vektorrdumen {ibertrug sich der Zusammenhang von IR bzw. € = IR2 iiber
die Skalarmulitplikation. Bei topologischen Gruppen ist dies nicht moglich, daher gibt es unzu-
sammenhingende topologische Gruppen: Neben den diskreten Gruppen ist hier vor allem die
Gruppe GL (n; IR) der linearen Automorphismen des IR™ interessant. (Da det : GL — IR stetig ist
und Bild det = IR\ {0} kein Intervall, kann GL(n; IR) nicht zusammenhiingend sein. In der
Linearen Algebra zeigt man, daf} diese Gruppe genau zwei Zusammenhangskomponenten hat
(Satz iiber Basisdeformationen). Darauf beruht die Theorie der Orientierung; vgl. 10.6(h).)

104 Satz: Fiir jeden topologischen Raum X sind dquivalent:

(a) X ist zusammenhingend.

(b) X hat keine abgeschlossene Zerlegung.

(c) X hat keine Zerlegung (A,B) mit ANB=0=ANB.

(d) In X sind nur @ und ganz X zugleich offen und abgeschlossen.
(e) Jede stetige Abbildung f: X — §° ist konstant.

(f) Jede stetige Abbildung f: X — IR erfiillt den Zwischenwertsatz
(vel. 10.2(c)).

Beweis:

(a) = (b) = (c): Die Implikationen (a) => (b) = (c) sind offensichtlich. (A und B sind in
jedem Fall zugleich offen und abgeschlossen.)

(¢) = (d): Ist A C X zugleich offen und abgeschlossen, so setze man B := X \ A. Dann gilt
ANB=ANB=ANB-=0. Wegen (c) darf (A, B) keine Zerlegung von X sein, d.h.
A=0oder A=X.

(d)=(e): Ist f: X - S =({— 1, + 1}, diskret) stetig und nicht konstant, also surjektiv,
so ist ™1 ({— 1}) zugleich offen, abgeschlossen und von @, X verschieden.

(e) = (f): Esseien f: X~ IR stetigund f(x) < ¢ <f(x"). Gibe es kein x' € X mit

f(x')=c,so konnte man g: IR\ {c}~> S® durch g(t) := |+ I 8r iS¢ definieren und

hiitte in go f eine stetige Surjektion von X auf S°.
(f) = (a): Hitte X eine offene Zerlegung (A, B), so wire durch f(A) := {03}, f(B) := {1}
eine stetige Abbildung f: X - IR definiert, die nicht dem Zwischenwertsatz geniigte.

Bemerkung: Die Bedingung (f) sagt aus, in welcher Weise stetige Abbildungen und Zusammenhang
verkniipft sind. Stetige Abbildungen sind jedoch keineswegs die einzigen, die den Zwischenwertsatz
garantieren (vgl. 10.6(f)). Wegen (f) sind zusammenhiingende T3 s-Riume einelementig oder iiberab-
Zihlbar (man wihle ein stetiges f: X — I mit f(a) = 0, f(b) = 1, dann kommt jedes t €1 als Bild
mindestens eines Punktes von X vor). Hausdorff hat dies schon fiir metrische Riume gezeigt. Als

P. Urysohn dieses Ergebnis auf aligemeinere Riaume zu iibertragen versuchte, stieB er auf die Klasse
der normalen Riume und konnte als , Nebenergebnis** den viel bedeutenderen Satz 9.21 zeigen.l)

1) Math. Ann, 94 (1925).

85



10.5

10.5 Kapitel 11: Topologische Invarianten

Fiir theoretische Untersuchungen ist vor allem das Kriterium (e) niitzlich, wihrend (d) in den An-
wendungen eine besondere Rolle spielt (vgl. 10.6{d)).

Bei der Konstruktion neuer Riume aus zusammenhingenden spielen die folgenden Permanenz-
eigenschaften eine Rolle (i. a. bleibt der Zusammenhang weder bei intialen noch bei finalen Kon-
struktionen erhalten):

Satz: Fiir topologische Riume X, X; # @(i €J) und Teilmengen A, A;(i€ 1)

von X gelten:

(a) Ist A zusammenhiingend und ist B mit ACBC A gegeber, so ist
auch B zusammenhingend. Dies gilt insbesondere fiir A,

(b) IEIJXi ist genau dann zusammenbhingend, wenn es alle Faktoren sind.
1

(¢) Sind alle A; zusammenhingend und gibteszu x,y € A := U A;
stets eine endliche Verbindungskette, d.h. A; , ..., A; mit
XEA;,yEA; und Ay NAy #0(G=1,...,n—1),s0ist
auch A zusammenhingend.

(d) Sind alle A; zusammenhingend und ist N A; # 9, so ist auch U A;
zusammenhingend.

(e) Die (Zusammenhangs)Komponente eines Punktes ist die grofite
zusammenhingende Menge, die diesen Punkt enthilt.

(f) Quotienten zusammenhingender Raume sind zusammenhéngend.

Bewels.

(a)

(b)

86

Es sei f: B — S° stetig. Wegen 4.6(c) (Beriihrpunkterhaltung unter stetigen Funktionen)
ist f(A®) C f(A)° = f(A). Wegen 10.4(e) ist f(A) einelementig, also wegen

f(AB) = f(B) auch diese Menge. Nach 10.4(e) muf also auch B zusammenhiingend

sein.

Ist das Produkt zusammenhingend, so sind es natiirlich auch die (stetigen) Projek-
tionen. Man braucht also nur die Umkehrung zu zeigen. Es seien dazu alle X; #
zusammenhingend und x = (x;); ein Element des Produktraums. Wir wollen zeigen,
daf’ die Komponente C(x) dicht im Produktraum ist. (Nach (¢) und (a) folgt dann
sofort die Behauptung). Jede Umgebung U € Upyx,(y) eines beliebigen Punktes

y €11 X; umfaBt eine Menge der Form X O;, wobei nur endlich viele O; # X sind,
j

etwa die Mengen O; , ..., O; . Fir z; := {ii :gfl;f 11>+ in st daher z € U. Wir

wollen zeigen, dal z auch in C(x) liegt. Zunichst ist klar, da Z) mit

2= }(’ll fur 871 in C(x) liegt, denn X; ist zusammenhingend und folglich

Xj, X X {x;} zusammenhingende Obermenge von x und z,. Nunkannmanin z; die
i# iy

Komponente x;, zu y;, dndern und analog einsehen, dal der gewonnene Punkt

Z, in C(z,) liegt. Fihrt man so fort, so erhilt man Punkte z;, ...,z =Z mit

n
zj € C(z; - 1 ). Nach dem folgenden Beweis fiir (c) ist j (leC(zj) C C(x) und folglich

z € C(x). Damit ist gezeigt, da} U das C(x) schneiden muf8: C(x) liegt dicht.
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10. Zusammenhang 10.6

(c) Esseien die A; wie in der Behauptung gegebenund f: A - S? stetig. Fir zwei Punkte
X,Y € A gibt es dann eine Verbindungskette A; , ..., Aj und Punkte
Y1 €A NAj,, ..., ¥n-1 €Aj, | NA; . Wegen 10.4(e) ist f iiber jedem A, konstant,

daher muB f(x) = f(y,) =f(y2)=...=f(yn-1)=f(y) sein, d. h. f hat iberall den Wert
f(x), ist also konstant.

(d) folgt sofort aus (c), denn zu zwei Punkten aus A gibt es stets eine Verbindungskette
iiber M A;.

(e) Daf C(x) zusammenhingend ist, folgt sofort aus (d). Da C(x) jede zusammen-
hingende Teilmenge von X umfait, die x enthilt, ist C(x) auch die groBite solche
Menge.

(f) Der Quotient ist dann stetiges Bild einer zusammenhingenden Menge.

Bemerkungen und Anwendungen:

3) Homé&omorphismen erhalten nach 10.2(b) den Zusammenhang. Sie bilden nach 10.5(e) auch die
Komponente eines Punktes in die Komponente des Bildpunktes ab und umgekehrt, vermitteln
also Homdéomorphismen der einzelnen Komponenten, Wegen 10.5(¢) und 10.5(c) sind zwei
Komponenten C(x), C(x") in einem topologischen Raum X entweder gleich oder disjunkt.
Homd&omorphe topologische Raume zerfallen also auf gleichartige Weise in Komponenten
(= maximale zusammenhingende Teilmengen). Riume mit verschiedenen Komponentenanzahlen
konnen nicht homdomorph sein. Dies ist eine oft benutzte Tatsache, wenn die Nicht-Homé&o-
morphie zweier Riume gezeigt werden soll:

IR=IR"=n=1 (sonst wiren IR \ {0} und ein zusammenhingendes IR"\ {Pt.} hom&omorph),
[0, 112 [0,1]"=n=1 (analog),

[0,1) [0, 11 ¢ 10, I[ # (0, 1] (man nehme jeweils an, es gibe einen Hombomorphismus h,
entferne dann 0, 1, h(0), h(1) und ziihle die verbleibenden Kompo-

nenten),
(0, 1] % S! (gibe es einen Homdomorphismus h: 1 — 8!, so wiren das zweiteilige
I\ {1/2} und das einteilige S! \ {h(1/2)} hombomorph),
Sl=8§"=n= (fiir n > 1 kann man aus S® zwei Punkte entfernen, ohne den Zu-

sammenhang zu stéren),

Slul= {reived: [@=1ApER)V(p=0ArE€D}# S! (man nehme an, es giibe einen
Hom3omorphismus und entferne dann den Punkt 1 = e'" © aus
§! U I; vgl. die Figuren B und C in der Einleitung dieses Abschnitts).

Natiirlich kénnen zwei topologische Riume X, Y auch nicht-homdomorph sein, wenn sie die
gleich Anzahl von Komponenten haben: X = [0, 1]V (2, 3], Y = [0, 1[ V ]2, 3] (hier sind die
Komponenten nicht-homéomorph). Erstaunlich ist das folgende Beispiel von C. Kuratowski
(s. Dugundji (2]):

X=10,1[v {2}U 134[{V....u3n,3n+ 1[ U {3n+2}uU ...

Y=]0,11U 13.4[ V .... (wie oben)..,,.
Die beiden Riume sind nicht homéomorph, denn die Komponente J0, 1] von Y ist zu keiner
Komponente von X homéomorph. Dagegen gibt es sowohl eine stetige Bijektion von X nach Y

(f(2) := 1 und f(x) := x sonst) alsauchvon Y nach X (g(y):=y-3firy>4,g(y):=(y—-2)/2
fir3<y<d,gy)=y/2fir0<y<1)

b) Ist n > 1, so zerlegt keine abzihlbare Mengen A den an, d.h.IR™\ A bleibt zusammenhingend.
Wegen 10.5(d) braucht man nur zu zeigen, da man einen festen Punkt xg € IR® \ A mit jedem
anderen Punkt x € IR" \ A verbinden kann, chne A zu treffen. Dazu wihle man eine Gerade
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g C IRM, die senkrecht auf dem Mittelpunkt von [Xg, X] steht. Die zusammenhingenden Teil-
mengen [Xg, Y] U [¥, X] verbinden xg und x im IR®, Lit man y das g durchlaufen, so kdnnen
nur abzihlbar viele dieser iiberabzihibar vielen ,,geknickten Strecken* das A treffen, also ist x
mit X durch eine zusammenhingende Menge in IR™ \ A verbindbar.

Insbesondere ist also IR™ \ @" fiir n > 1 zusammenhingend.
Unstetige Homomorphismen:
f:IR — IR heildt additiv, wenn stets f(a+ b) = f(a) + f(b) gilt, d. h. wenn f ein Endomorphismus
der additiven Gruppe ist. Ein additives f ist genau dann stetig, wenn es linear ist, d, h, wenn es
ein o € IR mit f(x) = X - a gibt. Da jede lineare Abbildung von IR in sich stetig ist (stetige Skalar-
multiplikation), braucht man nur die Linearitit einer stetigen, additiven Selbstabbildung von IR
zu zeigen: Man setze o := f(1),dann ist f(2)=f(l+ 1) =a+a = 2a, £(3) = (2) + f(1) = 3e,
f(n) = no fiir n€IN. Wegen a = f(1) = f(1 +0) = &« + £(0) ist auch £(0) =0 und f% n+n)=0=
= f(— n) + na, also f(z) = z« fiir z € 2, Analog zeigt man f(1)=a=1f —) =n-f ) d.h.
f(n) = (ﬁ) a,und tm-f (l) =f{+ m/n)=(x m/n)-a,d. h. f(1) =10 Rir re Q. (%owelt wurde
die Stetigkeit von fnoch nicht benutzt!) Fiir s € IR wihle man nun eine rationale Folge (1;) — s,
dann gilt wegen der Stetigkeit von f f(s) = f(lim1;) = lim {(r;) = limrj-a = (limr;) 'a = 8-, d. h.
f ist linear.

Es gibt aber auch unstetige additive Abbildungen f: IR — IR, Um dies einzusehen, fasse man
IR als @-Vektorraum auf und gebe sich eine (Hamel-)Basis {bj / jE 11} vor, d. h. zu jedem s€ iR
gibt es eine eindeutige Darstellung

§= er-bj mit J,CJ endlich und r; € Q.
i€3s

Nun definiere man f durch

f(s) = f(z Ij- b ) :=er,

Is Is

dann ist f als lineare Fortsetzung der Abbildung b; — 1 (fiir alle j) @-linear, also insbesondere
additiv. Wegen f(IR) = @ kann f nicht stetig sein (Qist nicht zusammenhingend!), also auch nicht
linear.

Es gibt auch (dhnlich konstruierbare) unstetige Homomorphismen g : (IR4, ) = (IR, +), bei
axiomatischen Charakterisierungen der logarithmischen Funktionen ist daher auf eine geeignete
Stetigkeitsforderung zu achten.

In der Funktionentheorie wird das Kriterium 10.4(d) hiufig benutzt. Als Beispiel kann das ,,Prinzip
der analytischen Fortsetzung' dienen: G sei ein Gebiet, d. h. eine offene und zusammenhingende
Teilmenge, von € und f, g : G - € zwei analytische Funktionen (lokal in eine Potenzreihe ent-
wickelbar). Stimmen nun f und g auf einem nichtleeren, offenen Teil O von G iiberein, so sind

sie auf ganz G gleich (f1O hat nur eine analytische Fortsetzung auf G). Um das einzusehen, kann
man die Menge D := {x € G/ auf einer Umgebung von x stimmen f und g uberein} betrachten.
Offenbar ist G nichtleer und offen. Hat man ein x € D N G, so withle man eine Folge (xj) aus D
mit x; — x. Fiir alle i, n € IN sind dann die Ableitungen (f — g)(“)(x i) = O, und wegen der Stetigkeit
dieser Ableitungen verschwinden auch die Ausdriicke (f — g) n) (x). Die Potenzreihe von (f — g) um
X hat also die Form

- - n
C-pw= ) ———— -0"=0,
n:z=0
d.h. X € D und D ist auch abgeschlossen in G. Nach 10.4(d) mup also D = G sein, was zu zeigen
war.

In der reellen Analysis spielt der Zwischenwertsatz eine gewichtige Rolle, etwa bei den Umkehr-
funktionen der trigonometrischen und logarithmischen Funktionen. Entscheidend ist dabei, daB
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f)

B)

stetige, streng monotone Funktionen Homdomerphismen auf ihre Bilder sind (offene §-Intervalle
um X werden auf offene e-Intervalle um f(x) abgebildet — Zwischenwertsatz!), Umgekehrt sind
Homdéomorphismen zwischen Intervallen natiirlich auch streng momoton (wegen des Zwischenwert-
satzes wire sonst die Injektivitit zu widerlegen). Es gibt jedoch nirgends monotone Bijektionen
zwischen Intervallen: Seiz, B. f: 1 — [ durch f(t) :=t fiir rationales t, f(t) := 1 — t fijr irrationales
t definiert.

In 10.4 haben wir einige Méglichkeiten aufgezihit, den Zusammenhang einer Menge durch die auf
ihr méglichen stetigen Funktionen zu charakterisieren. Kann man nun umgekehrt stetige Funk-
tionen durch Zusammenhangseigenschaften charakterisieren? Der Verdacht, stetige reellwertige
Funktionen seien durch die Erfillung des Zwischenwertsatzes charakterisiert, erweist sich als
triigerisch: Gegenbeispiel sind die ,,Sinuskurve der Topologen®™ (f(t) := sin 1/t fur t = 0, £(0) := 0),
die Lebesgue-Funktion 3.5(h) (lokal surjektive Funktion) und jede unstetige Ableitung einer diffe-
renzierbaren Funktion (vgl. etwa T, Apostol ,,Mathematical Analysis*, Addison-Wesley, 1965,
Theorem 5.13).

Ein zweiter Versuch liegt bei Funktionen f: IR — IR nahe, wenn man meint, man kdnne ihre
Graphen im Stetigkeitsfall in einem Zug durchziehen. Abgesehen von den Differenzierbarkeits-
bedingungen, die zum ,,Durchzeichnen* gehéren, reicht auch diese Charakterisierung nicht aus:
Zwar sind die Graphen solcher Funktionen zusammenhingend (Graph f = Bild (t ~ (t, f(t)}) in IR2},
es gibt jedoch unstetige reelle Funktionen mit zusammenhiéngendem Graph. Als Beispiel betrachte
man etwa die 0.g. ,,Sinuskurve der Topologen® und gebe hier ein stetiges g : Graph f — S? vor. Be-
zeichnet ¢ : IR — IR2 die Zuordnung t + (t, £(t)), so ist go » auf den zusammenhingenden Mengen
iR+ und - IR, stetig und folglich (nach 10.4(e)) konstant. Nun bezeichne ((x, 0)); = |y die gegen

(0, 0) konvergente Folge aus Graph f mit x; := L Wegen der Stetigkeit von g muf
i-m

g(0, 0) = lim g(x;, 0) = g(x;, 0) und analog g(0, 0) = lim g{-x,, 0) = g(~ x4, 0)

sein, d. h. g hat auf dem linken Teil von Graph f denselben Wert wie in (0, 0) und auf dem rechten
Teil, g muB also konstant sein. Nach 10.4(e} ist also der Graph der Sinuskurve der Topologen zu-
sammenhingend. (Nach 10.5(a) giit das auch noch fiir die Vereinigung dieses Graphen mit einer
Teilmenge von {0} x [~ 1, 1] C IR2.)

Lehrreich ist dennoch der Versuch, fiir eine beliebige Funktion f: IR — IR mit zusammen-
hingendem Graphen die Stetigkeit beweisen zu wollen: Um die Stetigkeit etwa im Punkt O nach-
zuweisen, gebe man sich ein e € IR4 vor. Gesucht ist dann ein § € IR mit

Graphfl—g 5] C [-56,8] X [f(0) —¢, f(0) + el.

Im Beispiel der Sinuskurve der Topologen gibt es kein solches 8, weil der Graph aus jedem noch so
schmalen derartigen Rechteck um (0, f(0)) herausspringt. Anders ausgedriickt: Jedes noch so
schmale Rechteck [~ 5,8] X [(£(0) — e, £(0) + €] schneidet bei geniigend kleinem ¢ aus Graph f

ein schrecklich unzusammenhingendes Stiick aus. Will man von vornherein solche Abnormititen
ausschliefen, so kann man noch eine lokale Bedingung zusitzlich voraussetzen: Behauptung: Ist
f: IR — IR mit zusammenhingendem Graphen gegeben und ist dieser iiberdies lokal zusammen-
hingend, d. h. in Graph f umfaft jede Umgebung eines Punktes noch eine zusammenhingende
Umgebung desselben Punktes, so ist f stetig.

Tatsichlich ist diese Behauptung fiir den Fall einer Funktion von IR in sich richtig. Wir wollen
das hier nicht ausfiihren und verweisen auf den Artikel von D. Kahle in den Math.-phys. Sember.,
18 (1971).

Lokal zusammenhiingende Riiume sind noch aus einem anderen Grunde interessant: Wegen 10.5(a)
und (e) sind die Komponenten eines jeden topologischen Raumes abgeschlossen, Hat der Raum X
nur endlich viele Komponenten, so ist jede — als Komplement der anderen — auch offen. In diesem
Falle (offene Komponenten) sind stetige Funktionen f: X — (diskreter Raum) genau die lokal
konstanten Funktionen, d. h. die Funktionen, die in der Umgebung cines jeden Punktes konstant
sind, und man kann stetige Funktionen in beliebige Riiume einfach stiickweise auf den einzelnen
Komponenten konstruieren (vgl. Aufgabe 10!).
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Ein topologischer Raum X ist nun genau dann lokal zusammenhingend, wenn die Komponenten
jedes seiner offenen Unterrdiume offen sind. (Ist X lokalzusammenhiingend, so sind es offenbar
auch alle offenen Unterrdume und deren Komponenten sind trivialerweise offen. Ist umgekehrt
U € U(x) eine offene Umgebung, die offene Komponenten hat, so taugt eine davon als zusammen-
hingende Umgebung von x.)

Lokalkonvexe topologische Vektorriume iiber IR oder € (u. a. alle normierten Riume), sind
solche, in denen jede Umgebung eines Punktes noch eine konvexe Umgebung desselben Punktes
umfafdt. Diese bedeutendste Klasse topologischer Vektorriume ist also lokal zusammenhingend.
Aber auch ein beliebiger topologischer IR- oder €-Vektorraum ist lokalzusammenhiingend: Offen-
bar braucht man nur zu zeigen, dab jede 0-Umgebung noch eine zusammenhingende 0-Umgebung
umfaft. Sei U eine 0-Umgebung. Wegen der Stetigkeit der Skalarmultiplikation in (0, 0) gibt es

e€IRy und VEU) mit [-€,e]-VCU bzw. BE.Vc U.

Setzt man

W= U -
ol < 1

-V

T | -

s0 ist W 0-Umgebung mit W C U und §-W C W fiir alle 18] < 1. W hat auch nur eine Komponente:
Ist w & W, so ist die abgeschlossene Strecke [0, W] C W, daher ist W nach 10.5(d) zusammenhingend.

Jede offene Teilmenge eines topologischen IR- oder C-Vektorraumes hat also offene Kompo-
nenten.

Produkte nichtleerer lokalzusammenhingender Riume sind nur dann wieder lokalzusammen-
hingend, wenn alle bis auf endlich viele Faktoren auch zusammenhingend sind. (Ubung) Homéo-
morphismen, nicht aber stetige Abbildungen erhalten lokal zusammenhiingende Mengen (vgl. je-
doch 13.7(c)).

h) Zusammenhangskomponenten in topologischen Gruppen und Kérpern:

Ist G eine topologische Gruppe mit neutralem Element ¢, so ist die Komponente G, von e ein ab-
geschlossener Normalteiler von G.

Sind nimlich a, b € Gg, so ist a- Gg nach 7.1 die Komponente von a. Wegen e€ Gg N a™l. Ge
und 10.5(d, e) ist also a~1- G, C Gg und damit a~!-b € G,. Damit ist G, Untergruppe von G.
Nach 10.5(a, e} ist G iiberdies abgeschlossen. Ist nun g € G, so ist der innere Automorphismus
X b g~1xg homdomorph und daher g~!- G, - g zusammenhingend. Da e € G N g™1- G, - g ist,
muf der innere Autormorphismus nach 10.5(d, e) G in sich abbilden. Dies gilt fiir beliebige
g€ G, d. h. G, ist sogar Normalteiler von G.

Ein topologischer Ring bzw. Korper K ist ein Ring bzw. K&rper, der bzgl. der Addition eine
topologische Gruppe bildet und stetige Multiplikation bzw. Multiplikation und Inversenbildung
hat.

In einem topologischen Ring ist die Komponente Gy des Nullelementes ein abgeschlossenes
zweiseitiges Ideal. Ein top. Korper ist also total unzusammenhingend oder zusammenhingend.

(Wir wissen schon, dafl G, abgeschlossene Untergruppe der additiven Gruppe von K ist. Sind
nun a, b e K gegeben, so sind X = a-x bzw. x = X - b stetig, also a- Gy und Gg-b zusammen-
hingend. Wegen 0 & G 1 a- Gy N Gp-b und wegen 10.5(d, ¢) sind a- Gy, Gy b C Gg,d. h. Gy
ist zweiseitiges Ideal. In einem Korper ist ein von {0} verschiedenes zweiseitiges Ideal stets der
ganze Kdrper.)

In GL{n;IR) ist die Zusammenhangskomponente der Einheitsmatrix genau die Menge der
Matrizen mit positiver Determinante (,,Satz iiber Basisdeformationen®, s. z. B. W. H. Graeub
,,Linear Aigebra*1), diese Menge ist also eine abgeschlossene Untergruppe, die sogenannte spezielle
lineare Gruppe SL(n; IR).

1) Springer, Berlin, 1963
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Ein angeordneter Korper, der in der Ordnungstopologie ein zusammenhingender topologischer
Korper ist, muf ordnungstreu homemorph-homdomorph zu IR sein (vgl. 10.3(b)). Fiir den Zu-
sammenhang reicht es dabei hin, wenn es eine mindestens zweielementige zusammenhingende
Teilmenge gibt (vgl, auch Aufgabe 9!).

Neben dem soeben studierten Zusammenhangsbegriff wird noch ein etwas engerer Be-
griff haufig benutzt. Gingen wir vorher von der ldee einer zusammenhingenden Menge als
etwas nur mithsam Trennbarem aus, so liegt dem jetzt zu besprechenden Begriff etwa fol-
gende Intuition zu Grunde: Eine Menge M in einem topologischen Raum X heifit weg-
zusammenhingend, wenn man auf einem stetigen Weg innerhalb M von jedem Punkt zu
jedem anderen gelangen kann. Ein einfaches Beispiel bilden die konvexen Mengen in topo-
logischen Vektorriumen iiber IR oder €, hier kann man von jedem Punkt sogar auf gerad-
linigem Weg zu jedem anderen gelangen. Haufig lift sich der Wegzusammenhang eines
Raumes leichter nachweisen als der Zusammenhang (vgl. 10.3(d) und (e)).

Definition:  (a) Ein Weg f in einem topologischen Raum X ist eine stetige Ab-
bildung f: I - X. Dabei heifen f(0) Anfangs-, f(1) Endpunkt
des Weges und f ein Weg von f(0) nach f(1).

(b) Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhingend, wenn
es zu je zwei Punkten x,y € X stets einen Weg von x nach y
gibt. Eine Teilmenge eines topologischen Raumes heiflt weg-
zusammenhingend, wenn sie es als topologischer Unterraum
ist. Die Wegkomponente W(x) eines Punktes x in ¢inem topo-
logischen Raum X ist die Menge W(x) := {y € X [ es gibt
einen Weg in X von x nach y}.

(c) Ein topologischer Raum X heifit lokal wegzusammenhingend,
wenn jede Umgebung U € U(x) eines jeden Punktes x € X
noch eine wegzusammenhingende Umgebung V € U(x) um-
fat (vgl. auch 13.13).

Bemerkung: Obwohl der Wegzusammenhang meist bequemer nachweisbar ist als der Zusammenhang,
hat dieser Begriff gewisse Nachteile. Einmal ist einzuwenden, daf der Wegzusammenhang von [ von
auflen in topologische Riume hineingetragen wird, wihrend man vorweigend an inneren Eigenschaften
des Raumes interessiert ist. Zum zweiten sind so zusammenhingende Gebilde wie der Graph der Sinus-
kurve der Topologen nicht wegzusammenhingend, was der Anschauung wohl widerspricht. (Dat Graphf
wie in 3.5(i) nicht wegzusammenhingend ist, kann man wie folgt einsehen: Angenommen es giibe

einen Weg g in Graph f von (1/x, 0) nach (0, 0), dann wire prye g in IR ein Weg von 1/7 nach 0.
Wegen der Stetigkeit von pr; o g bei 1 und wegen des Zwischenwertsatzes giibe es eine Foige (t;) von

Punkten aus I mit pr]og(ti)e{—l—l / ke Z}und t; — 1. Wegen
T (2k+-—-)

(0, 0) = g(1) # lim g(t;) = lim (pry = g(t;), fo pry e g(t;)) = lim(pr; = g(t;), 1)

kann g nicht stetig sein.)
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10.8 Kapitel 11: Topologische Invarianten

Man beachte, dafh ein Weg eine Abbildung, nicht ihr Bild ist. Es war ein langer Weg bis die Mathe-
matiker die Sinnfilligkeit dieser Definition gegeniiber der naheliegenden Auffassung als Punktmenge
erkannt hatten. Im wesentlichen ist man daran interessiert, mit jedem Weg auch eine bestimmte Para-
metrisierung gegeben zu haben, Wir kommen in Kapitel III auf dieses Thema zuriick.

108 Satz: (a) Jeder wegzusammenhingende bzw, lokal wegzusammenhingende
Raum ist zusammenhingend bzw. lokal zusammenhéngend.

(b) Stetige Abbildungen und insbesondere Homéomorphismen er-
halten wegzusammenhingende Mengen.

(c) Ein zusammenhingender Raum ist genau dann wegzusammenhin-
gend, wenn jeder seiner Punkte mindestens eine wegzusammenhin-
gende Umgebung hat.

(d) Ein zusammenhingender Raum ist genau dann wegzusammenhin-
gend, wenn seine Wegkomponenten offen sind.

(¢) In einem lokalwegzusammenhingenden Raum stimmen Kompo-
nenten und Wegkomponenten iiberein und sind zugleich offen und
abgeschlossen.

(f) Zwei Wegkomponenten W(x), W(x') in einem topologischen Raum
X sind entweder gleich oder disjunkt. Die Anzahl der Wegkomponenten
eines Raumes ist eine topologische Invariante,

(g) Ein Produkt nichtleerer topologischer Raume ist genau dann wegzu-
sarmmenhiangend, wenn es alle Faktoren sind.

(h) Topologische IR-und €-Vektorriaume sind wegzusammenhéngend
und lokal wegzusammenhingend.

Beweis:

(a) folgt sofort aus 10.2(b) und 10.5(d).

(b) ist trivial.

(¢) Ist X wegzusammenhingend, so hat natiirlich jeder Punkt eine wegzusammenhingende
Umgebung, nimlich X. Es sei nun X zusammenhingend und jeder Punkt habe eine
wegzusammenhingende Umgebung. Fir x € X ist wegen (a) und 10.5(e) W(x) C C(x).
C(x) ist zusammenhingend, W(x) ist nichtleer und offen: Ist nimlich y € W{x) und
z € W(y), so gibt es einen Weg f in X von x nach y und einen Weg g von y nach z.
Durch h(t) :=f(2t) fiur t € [0, 1/2], h{t) := g(2t — 1) sonst, wird dann ein Weg von x nach
z definiert, d.h. W(y) C W(x) und W(x) umfafit mit W(y) stets auch noch eine weg-
zusammenhingende Umgebung von y. W(x) ist also offen, und dies gilt fiir beliebige
x. Da fiir beliebige x, y aus y &€ W(x) stets W(y) C W(x) und umgekehrt
W(x) C W(y) folgt, gilt (f). Als Komplement der Vereinigung aller anderen (offenen)
Wegkomponenten ist W(x) auch abgeschlossen. DaW(x) nichtleer, abgeschlossen und
offen in C(x) = X ist, mufl X wegzusammenhingend sein.

(d), (e) sind Korollare zum Beweis von (c), ebenso (f).
(g) ist trivial und (h) wurde bereits in 10.6(g) gezeigt.
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10.9

10. Zusammenhang 10.9

Bemerkungen:

In diesern Abschnitt haben wir den ,globalen* Begriffen Zusammenhang und Wegzu-
sammenhang jeweils , lokale‘* Analoga gegeniibergestellt. Eine Aussage oder Eigenschaft
heifit lokal, wenn es fiir ihre Gliiltigkeit hinreicht, daf jede Umgebung eines jeden Punktes
noch eine Umgebung desselben Punktes mit dieser Eigenschaft umfafit, Eigenschaften, die
nur aus der Kenntnis des ganzen Raumes verifizierbar sind, nennt man dagegen globale
Eigenschaften. (Diese Trennung ist nicht ganz scharf, man sagt zum Beispiel: Bei einer
lokalen Eigenschaft reicht der lokale Nachweis, um sie global, d.h. fiir den ganzen Raum,
zu erschlieBen.) In diesem Sinne sind die Stetigkeit einer Funktion, das 1. Abzihlbarkeits-
axiom und z. B. die T, -Eigenschaft (vgl. 9.11) lokale Begriffe, wihrend gleichmifige Ste-
tigkeit, Vollstindigkeit und etwa die T,-Eigenschaft nur globalen Charakter haben. (Daf§
,,Jokal Hausdorffsche Raume* nicht Hausdorffsch sein miissen, kann man etwa an folgen-
dem Beispiel sechen: Y bestehe aus zwei zur x-Achse parallelen Geraden in IR?, R be-
zeichne die folgende Aquivalenzrelation

(% y)~ (&, y) = (xy) = (x,y)v(x=x">0)

und X sei der topologische Quotient Y/R. Die Punkte (0, y) bzw. (0, y') haben dann zwar
beliebig kleine hausdorffsche Umgebungen in X, lassen sich dort aber nicht durch dis-
junkte Umgebungen trennen.)

Natiirlich sind die Begriffe lokal zusammenhingend bzw. lokal wegzusammenhingend
lokale Begriffe. Dafl weder der Zusammenhang noch der Wegzusammenhang lokaler Natur
sind, sicht man an der Existenz (weg-)zusammenhingender Riume, die nicht lokal (weg)-
zusammenhingend sind. Ein Beispiel dafiir ist etwa der Kamm-Raum (s. Zeichnung) als
Unterraum von IR?,

(=]
5=
-
Nl

Umgekehrt gibt es auch lokal (weg-)zusammenhingende Rdume, die nicht (weg-)zu-
sammenhingend sind, wie man leicht am Beispiel diskreter Riume oder an [0, 1[ U ]1, 2]
sieht.

Aufgaben:
1. IR ist mit der Komplement-abzihlbar-Topologie zusammenhingend, lokal zusammenhingend,
aber nicht wegzusammenhingend. 1st dieser Raum lokalwegzusammenhingend?
2, Essei A ein beliebige Teilmenge eines topologischen Raumes X und f ein Weg von x € A? nach
y € X\ A (von innen nach aufien*), dann trifft dieser Weg den Rand 3 A.
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3. Die ebenen Figuren

-~ 0 (=20

sind nicht homdomorph. (Hinweis: Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes betrachte man Wege
zwischen den Verzweigungspunkten.)

4. Durchschnitt, Vereinigung, initiale und finale Konstruktionen aus zusammenhingenden Riumen
brauchen nicht zusammenhingend zu sein. Man gebe Beispiele.

5. Auf jedem topologischen Raum X ist durch ,x ~ y: == es gibt einen Weg von x nach y* eine
Aquivalenzrelation gegeben. Man priife Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitit der Relation
nach und schliefe auf Disjunktheit der Aquivalenzklassen (Wegkomponenten).

6. Essei f:J— I eine stetige Surjektion zwischen Intervallen von IR. Man zeige, daft f genau dann
homdomaorph ist, wenn strenge Monotonie vorliegt. (In diesem Fall hat J' notwendig dieselbe
Form wie J.)

7*. Essei f:IR — IR gegeben. Man zeige:
a) Ist f differenzierbar, so erfiillt f' den Zwischenwertsatz.
b) f ist genau dann stetig, wenn Graph f zusammenhingend und lokal zusammenhiingend ist.
8. Eine offene Menge in IR™ hat héchstens abzihlbar vicle (Weg-)Komponenten,

9. Man zeige: Eine zusammenhingende topologische Gruppe G hat keine echte offene Untergruppe.

(Hinweis: Ist H eine offene Untergruppe,soist G=HU U x-H)
xeEG\H

10. Ein lokal zusammenhiingender Raum ist topologische Summe seiner Komponenten.

11. Essei X eine total geordnete Menge mit der Ordnungstopologie (vgl. 10.3(a)). Es gibt genau dann
ein a € X mit X # [a, o[ C X, wenn X eine ,,Liicke™ hat,d.h. wenn a, b= X mit a < b und
]a, b[ = @ existieren. (Hz'm\?eis: Ja, e[ = Ja, b[ U [b, o[; fiir x # min X, max X hat Ug (x) eine
Basis aus Mengen der Form ]a, b[, wenn O - X ist.)

X ist also genau dann zusammenhingend, wenn X liickenlos ist und jede beschrinkte, nichtleere
Teilmenge ein Supremum hat.

11. Kompaktheit

Wir haben gesehen, wie sich die ,,Stetigkeit der Zahlengeraden‘‘ geometrisch-topolo-
gisch durch Zusammenhangseigenschaften fassen 1at. Ebenso wichtig sind eine Reihe
von Charakterisierungen, die weniger anschaulich, dafiir aber analytisch duerst leistungs-
fihig sind: Es handelt sich um die sogenannten Kompaktheitsbegriffe, die ihren Ursprung
in Techniken der klassischen Analysis haben und spiter fiir allgemeine topologische Riume
formuliert wurden. Wir beginnen mit folgendem fundamentalen Satz aus der , heilen Welt“
der metrischen Riume:

94



11. Kompaktheit 11.1

11.1 Theorem: Ist (M, d) ein metrischer Raum, dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) (M, d)ist vollstindig und total beschrinkt, d. h. zu jedem
€ € IR, gibt es stets eine endliche Teilmenge A CM mit
M= U B.{(a).(Cantor.)

acEA

(b) Jedes System U offener Mengen von (M, d) mit

M= U U enthilt eine endliche Teilmenge V C U mit
uey

M= U U. (Uberdeckungssatz von Heine-Borel-Grofi.)
vev

(c) Jede Folge in M hat eine konvergente Teilfolge. (Bolzano-
Weierstraf-Fréchet.)

(d) Jede unendliche Teilmenge von M hat einen Haufungspunkt
in (M, d). (Bolzano-Weierstrag.)

(e) Jede stetige Funktion f: M — IR ist beschrinkt. ( Weierstrafi.)

(f) Jede abgeschlossene, diskrete Teilmenge von (M,d) ist
endlich.

Beweis:

(a) = (b): Zunichst stellen wir fest, dafd mit (a) auch (c) gilt: Ist ndmlich (m;) eine Folge
in M, so liegen wegen (a) unendlich viele Folgeglieder (m;;);  yy in einer Kugel
B, (a,), man setze m, :=m;, . Wegen (a) umfaBlt (m;) wiederum eine Teilfolge, die
ganz in einer Kugel B, (a,) liegt. man wihle eines dieser Folgeglieder als m,. Dann

2

suche man von der letztgenannten Teilfolge wiederum eine in einer Kugel B, (a3), er-
~ 3

nenne eines der so gefundenen Folgeglieder zu m; usw. Man erhilt auf diese Weise

eine Teilfolge (m;) von (m;) und Kugeln mit m; € B, (ax) fir alle i, k mit

el P k o
i >k €IN. Fiir i, j >k ist daher d(m;, m;) < % ,d.h. (m;) ist Cauchy-Folge, die nach
(a) gegen ein m € M konvergiert.

Jede Folge in M enthilt also eine konvergente Teilfolge. Wir wollen nun (b) nach-
weisen. Ist eine ,,offene Uberdeckung* U wie in (b) gegeben, so muf fiir ein
n € IN jede Kugel vom Radius 1/n ganz in einem passenden U € U liegen. (Man
hiitte sonst zu jedem n eine Kugel B, (m,,), die in keinem U € U liegt. Die Folge

{my,) hitte eine konvergente Teilfolgg (m,,) mit Grenzwert m, € U, € U. Wihlt

man nun e € IR, mit B¢ (my) C Uy und ko € IN mit m, € B.(my) fir n > kg, so ist

fiir 1/n <¢/2 doch By (my) =B, (m;_ ) C B.(m,) C U, im Widerspruch zur Wahl der
n il‘l

Kugeln B, (m,).) Es gibt also ein n, so daf jede Kugel von der Form B, (m) in einem

n
der U € U liegt. Da wegen (a) endlich viele solcher Kugeln ausreichen, '&m M zu
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1.1 Kapitel I1: Topologische Invarianten

»iberdecken, d.h.M = U B, (m;), und da jede dieser Kugeln in einem Uj liegt, wird

i=1 3
M schon von Uy, ..., Uy € U iiberdeckt.
)= (c) Es sei (m;)y eine Folge in M mit Endstiicken E;, := {m; /i> >n}. Man setze

n:=M\E,.Istdann N E_+#90, soglbtesemxeMmlthE fiir alle n. Ist
nelN

dann {V,, / n €IN} eine monotone abzihlbare Basis von U/(x), so kann man aus jedem
Va NEy ein m;  wihlen und hat in (m;_), < v eine gegen x konvergente Teilfolge

von (my). Andererseits kann N E, nicht leer sein, sonst wire U U, =UM\E,)=
N

=M\ N E, =M und folglich {U,, / n € IN} eine Uberdeckung von M aus offenen

Mengen. Wegen (b) gabe es dann schon ein k mit M = U U, =M\ ﬂ E,, und es wiire
k
{m; /i=2k}=E = ﬂ E, C n E, = 0, was unméglich ist. Es gibt also immer eine

konvergente Tellfolge

(c) =(d): Ist A CM unendlich, so wihle man a; €EA,a, €A\ {a,},...,2,€E A\
fay, ..., a5 .1} usw. Die unendliche Folge (a;) hat nach (c) eine konvergente Teilfolge
(aj,) > a€M.Ist dann U € U(a), so ist fiir ein k

(UN{a)NADU\N{apN {a;, /n=k}={a; /n>k,a #a}#9,
denn die a; sind paarweise verschieden. Daher ist a Hiufungspunkt von A.

(d) = (e): Ist { : M - R stetig und unbeschriinkt, so wihle man m,, m, € M mit
If{my)l > 1f(m,)l + 1, m3 €M mit [f(m:)l >I1f(m)l + 1, ...,m, €M mit
lf(mp)l > If(m, -y )| + 1 usw. Hitte dann A := {m; /i € IN} einen Hiufungspunkt
m €M, so miite insbesondere fiir jedes U € U(m) mit UC £ (}f(m) - 3, f(m) + 3{)
(U\N{m} N A +# @ sein. Wahlt man so ein U und ein x € (U\ {m}) N A, so ist
M\ {x} offene Umgebung von m, denn M ist T,-Raum, also {x} abgeschlossen. Fiir
U, :=UN M\ {x]}) miiBte ebenfalls ein x, € (U; \ {m}) N A existieren. Man setze
U, :=UN M\ {x, x,}) und fahre so fort. Wiirde dies Verfahren abbrechen, d. h.
hitte (U \ {m}) N A nur die endlich vielen Elemente x, X, ..., Xp,, SO wWire
Up+ :=UNMN{X, Xy, ..., X, }) eine Umgebung von m mit (U, 4, \{m}) NA=0.
Es muf also unendlich viele m; € U geben. Dann kann aber nicht f(U) C Jf(m) - 1
f(m) + 2[ gelten, denn zwei Werte f(m;), f(m;) unterscheiden sich mindestens um 1
A kann also keinen Haufungspunkt in M haben, d.h. M kann (d) nicht erfiillen. Gilt
(d), so auch (e).

(e) = (f): Hat M eine unendliche abgeschlossene diskrete Teilmenge A, so wihle man zu jedem
n € IN induktiv a, €A\ {a,,...,a, _;} und definiere f: A > IR durch
f(A\{a, /n€IN)) :={0}, f(a,) :=n.Dann ist { stetig und unbeschriinkt. Da M ein
T,-Raum ist, gibt es eine stetige Fortsetzung von f auf ganz M, d.h. M erfiillt nicht
(e).

(f) = (a): Ist (M, d) nicht vollstindig, dann gibt es eine nicht konvergente Cauchy-Folge
(m;). Dann ist A := {m; /i € IN} unendlich. Wire m €M ein Haufungspunkt von A,
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so miifite fiir jedes i € IN die Menge B; := B, (m)\ {m} jedes Endstiick E, von (m;}

schneiden. Sind dann jo € N mit j, '3 jo = d(m;, my) < 1/i und m; €B; N E;, ge-
willt, so ist fiir jedes my € E; d(my, m) <d(my’, m;) + d(m;, m) < 2/i, also

E;, € Byj(m). Zu jedem i gibe es ein solches Endstiick Ej(;, d.h. (m;) wiirde gegen
m konvergieren. Es kann also in M keinen Haufungspunkt von A geben, d.h.

A =1s(A)UHp(A) =Is(A) = A (vgl. Aufgabe 10 von Abschnitt 4). A ist dann also
eine unendliche, diskrete und abgeschlossene Teilmenge von (M, d). Gilt (f), so muf3
daher (M, d) vollstandig sein.

Ist (M, d) nicht total beschrinkt, so gibt esein e € IR, mit M# U B,(a) fiir
aEA p-j

alle endlichen A C M. Man wihle nun a, €M, a, EM\B.(a,),...a, €M\ U B.(a;)
1

usw. Man erhilt so eine unendliche Folge (a;) mit d(a;, a;) = € fiir i # j. Offenbar hat
A := {a; /1€ IN} keinen Hiufungspunkt in M, denn wire m ein solcher, so hitte
B, 3 (m) nur ein a; mit A gemein und B3 (m) \ {m, a;} wiire eine zu A disjunkte

Menge. Es ist also A = Is(A) U Hp(A) = Is(A) = A und A folglich unendlich, diskret
und abgeschlossen. Gilt dagegen (f), so mul (M, d) auch total beschrinkt sein.

In der klassischen Analysis und Funktionalanalysis war man vor allem an der Bedingung (c) inter-
essiert, die nach dem beriihmten Satz von Bolzano-Weierstraf fiir abgeschlossene Intervalle von IR gilt.
Fréchet V) nannte Teilmengen A eines topologischen Raumes X kompakt, wenn sie in X einen Héu-
fungspunkt haben. Da die Aquivalenz von (¢} und (d) im obigen Beweis mit Hilfe des ersten Abzihl-
barkeitsaxioms gezeigt wurde, iiberrascht nicht, dafd diese Aquivalenz in allgemeinen topologischen
Riumen nicht zu gelten braucht. Es ist iiberdies klar, daB (a) in allgemeinen Riumen keinen Sinn hat.
Auch (e) ist leider i.a. weder zu (¢) noch {d) dquivalent. Bis 1924, als Alexandroff und Urysohn in
Band 92 der Math. Ann. eine Reihe von interessanten Ergebnissen fiir sogenannte bikompakte Riume,
d. h. Riume mit Bedingung (b), erzielen konnten, verstand man unter kompakten topologischen
Riumen allgemein solche, in denen jede Teilmenge einen Hiufungspunkt enthilt (Hausdorff). Die Be-
dingung (b} wird nach einem Satz von Heine und Borel fir abgeschlossene Intervalle von IR garantiert
und wurde von W. Grof 2) in metrischen Riumen studiert. In den Jahren von 1924 bis 1930 stellte
sich dann immer mehr heraus, da® Riume mit (b) eine sehr reichhaltige Struktur haben, Als schliefi-
lich durch A. Tychonoff3) die Produkttreue dieser Eigenschaft — im Gegensatz zu (c), (d), (¢} —
gezeigt werden konnte, begann sich der Begriff kompakt im Sinne von (b) durchzusetzen. (Ob man
das T,-Axiom einbezieht oder nicht, blieb Geschmacksache. Wir folgen Bourbaki, der T, wegen
11.4(e) fordert.)

In der klassischen Funktionalanalysis, die ja von metrischen Rdumen handelt, sind die an (¢} bzw.
(d) orientierten Methoden immer noch sehr wichtig, Wenn wir im folgenden vor allem den in der
Topologie wichtigsten Begriff , kompakt® untersuchen, so vergesse man nicht, daf sich die ge-
wonnenen Ergebnisse weitgehend auf metrische Riume mit {c}, (d} oder (e) iibertragen. Topologische
Riume mit (b) bzw. (c) bzw. (d) bzw. (¢) heifen quasikompakt bzw. folgenkompakt bzw. abzihl-
bar-kompakt bzw. pseudokompakt. Wir formulieren noch einmal ausdriicklich die wichtigste

1) Rend. Palermo, 22 (1906)
2) Sitzungsber. Wiener Akad., 123 (1914)
3) Math. Ann, 102 (1930), 111 (1936)
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11.2-11.4

Kapitel |1: Topologische Invarianten

Definition:

Ein kompakter Raum ist ein quasikompakter Hausdorff-Raum,
d.h. ein T;-Raum, in dem jede offene Uberdeckung U eine
endliche Teiliiberdeckung enthilt,

(Eine offene Uberdeckung U ist ein Teilmengensystem of-

fener Mengen mit U UD X))
uvey

Eine Teilmenge M eines topologischen Raumes X heifdt
kompakt, wenn sie es als topologischer Unterraum ist. (Fiir
A C X hat eine offene Uberdeckung U von A die Form
U=AnNV, wobei V ein System offener Teilmengen von X

mit A C U V ist. Wir werden daher auch von einer offenen
vev

Uberdeckung von A reden, wenn wir V meinen.)
Man schreibt M CC X (compact contained).

Folgende Hilfsbegriffe sind nur zur kurzen Formulierung gedacht:

Hilfsbegriffe:

(a) X heiBt quasikompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung enthilt.
(b} A ¢ X heifbt relativ-kompakt, wenn A kompakt ist.

{c) X heidt folgenkompakt, wenn in X jede Folge eine konvergente Teilfolge hat.

(d) X heifst abzihlbar-kompakt, wenn jede unendliche Teilmenge einen Haufungspunkt hat.

(e) X heifdt pseudokompakt, wenn jede stetige reelle Funktion auf X beschrinkt ist.

(f} Ein vniformer Raum (X, /) heift prikompakt, wenn zu jeder Nachbarschaft N & A eine endliche
Uberdeckung & = {Uy, ..., Up} von X existiert,deren Elemente U; C X klein von der Ordnung
N sind, d. h. U; X U; € N. (Ein metrischer Raum ist genau dann prakompakt, wenn er total be-

schrinkt ist.)

(Man braucht diese Begriffe nicht auswendig zu lernen.)

Theorem:

L

(a) Eine Teilmenge A von IR ist genau dann kompakt, wenn sie
beschrinkt und abgeschlossen ist.

(b) Stetige Funktionen erhalten Quasikompaktkeit, Hdiméomor-
phismen also Kompaktheit.

{¢) Ist f: X -> IR stetig und ist X kompakt, so nimmt f auf X sein
Maximum und Minimum an. (Maximumssatz von Weierstrag)

(d) Abgeschlossene Teilmengen eines (quasi-Ykompakten Raumes
sind (quasi-) kompakt.

{e) (Quasi-} kompakte Teilmengen eines T,-Raumes sind abge-
schlossen.

Beweis:

(a) Um die Hausdorff-Eigenschaft braucht man sich hier nicht zu kiimmern (sie ist erblich).
Ist U offene Uberdeckung eines Intervailes [a, b}, so betrachte man S := {x € [a, b]/
{a, x] ist durch endlich viele U € U iiberdeckbar}. Offenbar ist S # @ und offen. Ist
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11.5

11.6

11. Kompaktheit 11.5-11.6

x €8, so liegt x in einem Uy € U, und es gibt ein y € S N Uy mit y < x. Dann ist auch
{a, x] =[a, y] U (Up N [a, x]) endlich iiberdeckbar aus &/. Folglich ist S = S nichtleer,
abgeschlossen und offen in [a, b], also wegen des Zusammenhangs von |a, b]
S =|a, b]. Abgeschlossene Intervalle von IR sind also kompakt.

Ist eine Teilmenge A in IR abgeschlossen und beschrinkt, so ist sie in einem abge-
schlossenen, also kompakten Intervall enthalten, nach (d) also kompakt.

Ist eine Teilmenge A von IR kompakt, so ist sie als Teilmenge eines geeigneten

k
U J-1i, i[ beschrinkt und nach (e) abgeschlossen.

i=1

(b) Sind f: X =Y stetig und U eine offene Uberdeckung von f(X), so ist wegen der
Stetigkeit von f: X~ f(X) das System U’ := {{!(U) / U € U} eine offene Uber-
deckung von X. ist {f™'(U)/ U& U"} eine endliche Teiliiberdeckung aus /', so ist
auch U eine endliche Teiliiberdeckung von f(X).

(c) Wegen (b) und (a) ist f(X) abgeschlossen und beschrinkt, enthilt also sein Infimum
und Supremum.

(d) Sei A abgeschlossen im quasikompakten Raum X und sei U = V N A offene Uber-
deckung von A (V besteht aus X-offenen Mengen). Dann ist VU {X \ A} offene
Uberdeckung von X. Eine endliche Teiliiberdeckung V' U {X \ A} liefert in
U':=V’'N A eine endliche Teiliiberdeckung von A.

(e) Seien X ein Hausdorff-Raum, K C X quasikompakt und x € X \ K, dann gibt es zu
jedem k € K offene Umgebungen Oy von k bzw. Uy von x mit Oy N Uy = @. Da-

n
von reichen Oy, ..., Ok ,um K zu iiberdecken. Setzt man Uy := N Ug;
i=1

nn
O,:=U O, so hat man disjunkte Umgebungen, von x und K, d. h.x & K. Also
i=1
mufl K abgeschlossen sein.

Die zuletzt angewandte Technik ist fiir kompakte Riume fundamental (vgl. auch den Beweis zum
Satz von Stone-Weierstrat (11.20)):

Korollar: Jeder kompakte Raum ist ¢in T4-Raum.

Beweis: Seien A, B nichtleere, disjunkte, abgeschlossene Teilmengen des kompakten
Raumes X. Nach 11.4(d) sind A und B kompakt. Nach dem Beweis von 11.4(e) gibt es
zu jedem a € A eine offene Umgebung U, und eine offene Umgebung O, von B, die
disjunkt sind. Endlich viele U,,, ..., U,  reichen aus, A zu iberdecken. Setzt man

m m
U=U U,,,0:= N Oy, so hat man disjunkte Umgebungen von A bzw. B gefunden,

i=1 i=1

Korollar: Sind f: XY stetig, X quasikompakt,Y T,-Raum, so ist f ab-
geschlossen und induziert einen Homoomorphismus
f: X/f - f(X) (vgl. 6.6).

Der Beweis folgt sofort aus 11.4(d), 11.4(b) und 6.6.
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11.7 Kapitel I}: Topologische Invarianten

11.7 Anwendungen und Beispiele:

a)

b}

<)

d)

€}

Endliche Riume und Riume mit der Komplement-endlich-Topologie sind quasikompakt. Eine
konvergente Folge in einem Hausdorff-Raum ist eine relativ-kompakte Teilmenge. Im Sierpinski-
Raum ist die einelementige offene Menge quasikompakt, sogar kompakt, aber nicht abgeschlossen.

Eine total geordete Menge X mit der Ordnungstopologie ist genau dann kompakt, wenn es sich
um einen vollstindigen Verband handelt, d. h. zu jeder Teilmenge existieren Infimum und Supremum
in X.

Beweis dazu: Man braucht sich um die Hausdorff-Eigenschaft nicht zu kimmern, denn X ist
nach 9.20 sogar ein T4-Raum. Hat etwa die Teilmenge A in X kein Supremum, so hat auch A kein
Supremum, und die Menge U := {X\ A, |- =, a / a€ A} stellt eine offene Uberdeckung von X
ohne endliche Teiliiberdeckung dar, d.h. X kann nicht kompakt sein. Analog schliefst man im Fall,
daf eine Teilmenge kein Infimum hat, auf Nicht-Kompak theit. Existieren nun zu jeder Teilmenge von
X Infimum und Supremum und ist U eine offene Uberdeckung von X, so wihle man ein a€ X
und setze b := inf {x / [x, a] aus U endlich iiberdeckbar}. Da fir b # inf X eine offene Umgebung
b e ¢, d[ € Ug € U existiert, muf auch [b, a] und sogar [c, a] endlich iiberdeckbar sein, was nach
Wahl von b unmdglich ist. Also muB b = inf X sein. Analog zeigt man, daB auch [a, sup X] endlich
iiberdeckbar ist. Damit ist aber auch X = [inf X, a] U [a, sup X] durch einen endlichen Teil von ¥
iiberdeckbar.

Die Vereinigung zwei (quasi-)kompakter Teilmengen eines topologischen Raumes X ist stets wieder
quasikompakt. Sind A, B kompakte Teilmengen eines topologischen Raumes X, so brauchen
A U B nicht kompakt und A N B nicht einmal quasikompakt zu sein:

Auf I erzeuge man die Topologie X von der Subbasis S = {I\E, {x}/E endlich, 0 <x < 1}.
Dann sind die Teilmengen A := [0, 1[, B := |0, 1] kompakt. A U B = (I, X) ist jedoch nicht Haus-
dorffsch (0 und 1 kénnen nicht getrennt werden) und A N B nicht quasikompakt.

In Hausdorff-Rdumen sind Vereinigung und Durchschnitt zweier kompakter Teilmengen A, B
stets wieder kompakt: A und B sind nach 11.4(e) abgeschlossen in X, also ist A N B abgeschlos-
sen in X und A = kompakt, also ist A 1 B nach 11.4(d) wieder kompakt.

Nach 3.5(n) gilt: Ist A eine Teilmenge eines metrischen Raumes (M, d), soist dy : M —+ IR,

m iand (m, a) stetig. Ist K eine kompakte Teilmenge von (M, d) so nimmt da ihr Infimum
ae

auf K an, d. h. es gibt ein k € K mit d(K, A) = d (k, A) = da (k). Ist iiberdies A abgeschlossen mit
ANnK=0,s0ist d(K, A)=d(k, A) > 0, sonst wire nimlich k € A = A, Dies ist ein hiufig be-
nutztes Resultat: In einem metrischen Raum haben zwel abgeschlossene disjunkte Teilmengen
positiven Abstand, wenn wenigstens eine kompakt ist.

Der Satz von Dini:

Es sei eine Folge stetiger Funktionen f; : X — IR gegeben, die punktweise gegen ein stetiges f: X - 1R
monoton konvergiert, d. h, fiir jedes x € X ist die Folge (f;(x)); = iy monoton. Ist dann X
kompakt, so konvergiert (f;) in Abbgg (X, IR) gegen f.

Zum Beweis gebe man ¢ € IR vor und setze Uj := {x [ (x) — f;(x)| < €}. Wegen der punkt-
weisen Konvergenz bilden die U; eine Uberdeckung von X, die wegen der Stetigkeit der f, f; offen
ist. Wegen der Kompaktheit von X iiberdecken schon endlich viele Uj, etwa Uy, ..., Uy. Wegen
der Monotonie der f;(x) ist die Folge der U; monoton wachsend, d. h. Uy =Uy 41 =Up4a=...
und dg,, (f, f;) < e firalle i > n,

Ausschluf der Homdomorphie:

Als stetiges Bild veh [0, 1] unter e2mit it S1 kompakt, und es gibt eine stetige Bijektion

¢ : [0, 1] = 81, Dennoch ist S! nicht hom&omorph zu [0, 1] oder 10, 1[, denn diese Mengen sind
nicht kompakt. (Man kann direkt offene Uberdeckungen ohne endliche Teiliberdeckung angeben
oder 11.4(a) heranziehen.) Es ist auch keine stetige Bijektion von 1 auf IM fiir n > 1 méglich, denn
diese wiire nach 11.6 ein Homéomorphismus (im Gegensatz zu 10.6(a)). (Stetige Surjektionen sind
moglich! Vgi. Abschnitt 13.)
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11. Kompaktheit - 11.8

f) Konstruktion von Homdomorphismen:

11.6 liefert ein duferst wichtiges Hilfsmittel zur Konstruktion von Hom&omorphismen, das in der
Topologie oft ohne Kommentar benutzt wird, Wir werden es in Kapitel HI wiederholt anwenden
und begniigen uns zuniachst mit einem Beispiel:

B"/S" 1 = B"/3B" ist homéomorphzu §" = {(x, )y e IR" "1 /Ix12 + 2= 1}.

2.
Man setze N := (0, 1) € S™ und definiere h: IR" = $” durch x ~ (-L, IxP? - 1 )
x12+1 Ixi2+1

(stereographische Projektion von N). Dann ist h
eine Bijektion auf S™\ {N} mit Inverser (x,t) — =t

Uberdies ist h ein Homdomorphismus mit
Ixjl = » = h(x;) > N. Wir definieren nun g:B" - IR"

X L " .
durch x — 1= Dies ist ein Homdomorphismus,

x|
y .
1+l mit Ixjl — 1 = Ig{xj)| — .
Offenbar hat dann hog: BN §0 genau eine stetige
Fortsetzung f: B"— SN, Esist f(aBM) = {N}, fist
surjektiv und f-1({N})=3B"=S80-1 Nach11.6
induziert f einen Hom&omorphismus
f: BR/f = Bn/SN-1-, 8N,

Inverse: y —

(Weitere Beispiele dieser Art findet man unter 6.4 und 6.7).

11.8  Beziehungen der verschiedenen Kompaktheitsbegriffe:

Leider bleibt von Theorem 11.1 in allgemeinen topologischen Riumen nur das folgende Beziehungs-
diagramm bestehen:

)
AN

T, und 1. Abziéhlbarkeitsaxiom

C quasikompakt )’széihlbar-kompakQT pseudokompakt )
] L3 7

b T
N un;l Lindelsf STy

s

—_—

uniform
L
prikompakt und ( . . .
vollstindig abgeschlossene, diskrete Teilmengen sind endlich )

Es ist klar, dal diec Bedingung 11.1¢a) nur in uniformen Riumen formuliert werden kann. Da
dort ,,quasikompakt* iquivalent mit ,,prikompakt und vollstindig* ist, zeigt der Beweis von 11.13(2).
Daf quasikompakte Riume X stets abzihlbar-kompakt sind, wird der Beweis von 11.9 zeigen. Aus
11.9 wird auch hervorgehen, daf abzidhlbar-kompakte Lindel6f-T-Réume quasikompakt sind. (X
heifit Lindeléf-Raum, wenn jede offene Uberdeckung von X noch eine abzihlbare Uberdeckung ent-
hiilt.) DaB abzihlbar-kompakte T;-Riume pseudokompakt sind, sicht man am Beweis von 11.1(d) = (e).
Dab folgenkompakte Riume stets abzihlbar-kompakt sind, sieht man am Beweis von 11.1(c) = (d). Wir
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11.9

11.9 Kapitel I1: Topologische Invarianten

wollen nun zeigen, daf ein abzihlbar-kompakter T -Raum mit 1. Abzihlbarkeitsaxiom stets folgen-
kompakt ist: Sei X so ein Raum und sei (x;) eine Folge in X. Ist (x;) stationdr, so konvergiert sie. Ist
dagegen A = {xi/ = IN} unendlich, so gibt es einen Hiufungspunkt x von A in X. Sei dann
{Vn/ ne IN} eine Basis von U(x). Es ist fir jedes n € IN V,; n A unendlich. (Sonst wire V, M A =
m
={yi o Ymh W= (VM vy ym DV {x3= Vo 0 DX {yih v {x} Umgebung von x und
1

Wy \ {x}) M A =@.) Daher kann man xj, € V; N A, xj, € V2 N A mit iz > iy, ..., X; € Vq N A mit
in > ip - usw. wihlen und erhilt eine gegen x konvergente Teilfolge (xi“) von (x;).

Gegenbeispiele:

Wir werden jetzt zwei Beispiele geben, die zeigen, dafd sich die Pfeile im Diagramm nicht ohne
weiteres umkehren lassen. (Fir weitere Gegenbeispiele verweisen wir auf Engelking [2] bzw. Preufl [31.)

a) Ein pseudokompakter Raum braucht nicht abzihlbar-kompakt zu sein: Es sei (IR, A) mit der
Komplement-abzihlbar-Topologie versehen. Da jedes stetige f: (IR, A) — IR konstant ist (vgl.
3.5(m)), ist (IR, A) pseudokompakt. Die Menge Q hat jedoch keinen Haufungspunkt in (IR, A).

b) Ein abzihlbar-kompakter Raum braucht nicht quasikompakt zu sein: Man erzeuge auf 2 eine
Topologie T von der Basis {{+ n,—n}/ n€INg}. Ist dann A eine unendliche Teilmenge von
(Z, T) und ist n € A, dann ist — n ein Hiufungspunkt von A in (2, 7), also ist dieser Raum ab-
zihlbar-kompakt, Da die Basis zugleich eine offene Uberdeckung ohne endliche Teiliberdeckung
darstellt, ist (&, T) nicht quasikompakt.

Es ist klar, daf} in einem abzihlbar-kompakten Raum Keine unendliche, abgeschlossene und diskrete
Menge existieren kann. Ist andererseits X ein Raum ohne unendliche, abgeschlossene und zugleich
diskrete Menge, so ist X auch abzihlbar-kompakt: Ist ndmlich A € X ohne Hiufungspunkte in X,
soist A =Is(A)uU Hp(A) = Is(A) = A abgeschlossen und diskret, also endlich. Jede unendliche Teil-
menge von X muf also einen Haufungspunkt in X haben. Fir Riume mit 11.1(f) hat man daher
keinen eigenen Namen.

Analog zum Beweis von 11.1{e) = (f) kann man zeigen, daf} ein pseudokompakter T4-Raum stets
abzihlbar-kompakt ist.

Die Bezichung zwischen pseudokompakten und kompakten Rdumen kann man mit Hilfe des Be-
griffes reellkompakt herstellen. Wir verweisen dazu auf das entsprechende Kapitel in Engelking [2).

Charakterisierung abzihlbar-kompakter Rdume:
Von technischem Vorteil beim Umgang mit kompakten (also auch abzdhlbar-kompakten) Riumen
und von historischem und strukturellem Interesse ist der folgende Satz:
In jedem T,-Raum X sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
(a) X ist abziihlbar-kompakt.
(b) Jede abnehmende Folge (A,,), = Ny nichtleerer abgeschlossener Teilmengen von X hat nicht-
leeren Durchschnitt (Cantorscher Durchschnittssatz).

{c¢) Jede abzihlbare offene Uberdeckung U von X enthilt eine endliche Teiliiberdeckung. (Daher der
Name ,,abzidhlbar-kompakt*.)

Beweis:

(a) = (b): Es sei eine solche Folge (A;) gegeben. Dann ist Aj + 1 C A; und man kann offenbar
Aj 41 # Aj fir alle i annehmen. (Sind nur endlich vicle Aj verschieden, so ist (b) richtig. Sind
zwar unendlich viele Ajverschieden, aber fir manche i A; + 1 = A, so vergesse man die Aj mit
Aj= A4 fiir j > i.) Man wihle nun a; € Aj\ Aj + ;. Dann erhilt man eine Folge (a;) mit verschie-
denen Folgegliedern. Wegen (a) hat A := {a;/ i €N} einen Haufungspunkt a in X. Wire
a¢ A, so wire X\ Ay offene Umgebung von a, die /) A; C Ay nicht schneidet. Wegen
{fa;/ i >k} C A miiite dann

AnXvApc{ay,...,ak -1}
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11. Kompaktheit 11.10

sein. Da X T;-Raum ist, wire dann
fa}u X V(A U fag, e D) = XV AR N (XN fa/1<i<k-1, a5 #a})
eine Umgebung von a, die A hochstens in dem einen Punkt a schneiden kdnnte, dies stiinde im
Widerspruch zur Eigenschaft von a, Hiufungspunkt von A zu sein. a muf} also in jedem Ay
liegen, d. h. M Ay # §. i
(b) = (c): Ist {U; / i< IN} offene Uberdeckung von X, so setze man A; := X\ U Uy, dann ist (A;)
1

eine abnehmende Folge abgeschlossener Mengen von X. Ist dann ein A; =@, so ist {U, ..., U;}
endliche Teil-Uberdeckung. Wiren aber alle Aj # ¢, so hitte man nach (b) einen nichtleeren Durch-
schnitt

BN A =X\UU;=X\X,
IN IN
was unmdoglich ist.

(¢} =>(a): (Hier wird das Ty-Axiom nicht benutzt.) Hitte eine unendliche Teilmenge A von X keinen
Hiufungspunkt in X, so wire A =1Is(A) U Hp(A)=1Is(A) = A, also X\ A offen. Seinun A'C A
abziihlbar, dann hat auch A’ keinen Hiufungspunkt in X, folglich ist auch X\ A’ offen und A’
diskret. Zu jedem a € A’ gibt es dann ein O, C X mit O, N A’ = {a}. Die offene Uberdeckung
{X\ A’, 0,/ a< A'} hat natiirlich keine endliche Teiliiberdeckung, d. h., (c) kann nicht gelten.

Man nennt Ridume, in denen jede offene Uberdeckung eine abzihlbare Teiliberdeckung enthiilt,
Lindelof-Riume. Wir werden in 12.8 sehen, da jeder Raum, der das 2. Abzihlbarkeitsaxiom er-
fiillt, ein Lindeléf-Raum ist. Nach (c) sind abzdhlbar-kompakte T;-Lindeldf-Riume auch quasi-
kompakt.

Die Bedingung (b} hat Bezichungen zur Beschreibung der Vollstindigkeit von IR durch Intervall-
schachtelungen (vgl. Abschnitt 8, Aufgabe (7).

Produkte folgenkompakter, abzihlbar-kompakter bzw. pseudokompakter Riume brauchen nicht
wieder die entsprechende Eigenschaft zu haben. Hier liegt der entscheidende Vorzug des Kompakt-
heitsbegriffs. Um den fundamentalen Satz von Tychonoff beweisen zu kénnen, brauchen wir folgen-
den Hilfssatz:

Hilfssatz: Ein topologischer Raum X ist genau dann quasikompakt, wenn jeder
Ultrafilter F € IF(X) konvergiert. Dabei heift F € IF(X) Ultrafilter,
wenn F maximal ist, d. h, wenn aus F C G € IF(X) stets G = F folgt.

Beweis:

Es sei zunichst X quasikompakt und £ ein Ultrafilter auf X. Man setze dann
U:={X\F /FEF}. Wire nun _ ﬂFF =: Fy = 0, so wiire U eine offene Uberdeckung
Fe

von X, denn U U = X\ F,. Dann enthielte aber U eine endliche Teiliiberdeckung der

n
Form {X\F,,..., X\ F,}, und es wire n F; = @, was der Filtereigenschaft von F wider-
1=1

spriche. Also mufl doch Fy # (0 sein. Man wilhie xg EFy und setze G :={FNU/FEF,
U € U(x0)}, dann ist G nach Wah! von x4 ein Filter mit G D F. Da F Ultrafilter ist,
mufl G =F sein. Da G D U(x,) ist, muf} F =G — x, gelten.

Es sei nun X ein topologischer Raum, auf dem eine offene Uberdeckung & ohne end-
liche Teiliiberdeckung existiert. Man setze dann G’ := {X\ 3 U/ U’ endlich C U}. Der
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11.11 Kapitel I1: Topologische !nvarianten

Durchschnitt je zweier Elemente von G’ ist dann nichtleer und wieder Element von G'.

Durch Hinzunehmen der Obermengen entsteht aus G* daher ein Filter G auf X. Es gibt
einen Ultrafilter £ € IF(X) mit F O G D G’ : Auf IF(X) wird nimlich durch

H< K :<=> H C K eine induktive Ordnung gegeben, d. h. eine Ordnungsrelation, in der

jede total geordnete Teilmenge eine obere Schranke hat. (Ist ® C IF (X) bzgl. < total ge-

ordnet, so ist offenbar K := U H eine obere Schranke in IF (X).) Nach dem zum Aus-
Hed

wahlaxiom 4quivalenten Lemma von Zorn gibt es in (IF(X), <) zu G ein grofieres maxi-
males Element, d.h. einen Ultrafilter £ mit £ D G O G'. Wire nun F gegen x, € X kon-
vergent, so wire U/(Xo) C £ und man hitte speziell fiir jedes U € U(x,) und jedes
G'€G’ UN G'+# . Fiir jedes U € U wiire daher x, € X\ U =X \U, und U kénnte
keine Uberdeckung sein. Auf einem nicht quasikompakten Raum X gibt es also auch
stets einen nicht konvergent Ultrafilter.

11.11 Theorem von Tychonoff:
(a) Ein Produkt nichtleerer (quasi-)kompakter Rdume ist genau
dann (quasi-)kompakt, wenn es alle Faktoren sind.

(b) Ein topologischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er
homéomeorph zu einem abgeschlossenen Unterraum eines
Quaders IT [0, 1] ist.

I

Beweis:
(a) Sind alle X; # @ und ist IT X; (quasi-)kompakt, so ist jedes X; = pr;(I1 Xj) nach 114
quasikompakt. Da die pr; offen sind, bleibt auch die T,-Eigenschaft erhalten,
Ist umgekehrt jedes X; # @ und quasikompakt, so sei £ ein Ultrafilter auf
X =11X,. Ist G; € IF(X;) mit pr;(F) C G;, so erzeugt die Filterbasis
G':={FNXF;/FEF,Fi€pr(F) fur j#i,FiE€G;}
einen Filter G auf X mit G D F. Da F Ultrafilter ist, mu8 G = F und damit
pri(G) = G; = pri(F) sein, d.h. pr;(F) ist ebenfalls Ultrafilter. Dies gilt fiir jedes i.
Es gibt also fiir jedes i ein x; € X; mit pr;(F) = x;. Nach Satz 5.6 konvergiert £ in
X gegen x :=(x;). Jeder Ultrafilter auf X konvergiert also,d.h. X ist nach 11.10
quasikompakt. Die T,-Eigenschaft ist produkttreu.

Es gilt also (a).
(b) Nach 11.5 ist ein kompakter Raum auch normal und damit vollstindig regulidr. Nach
9.16 gibt es dann einen Homéomorphismus h : X — I11 auf eine Teilmenge A dieses
3

Quaders. Da h stetig und X kompakt ist, mufs A quasikompakt und -- als Teil eines
T,-Raumes — abgeschlossen sein.

Umgekehrt ist jeder abgeschlossene Unterraum eines Quaders I11 kompakt, denn
1

der Quader ist es nach Teil (a) und seine abgeschlossenen Unterrdume nach 11.4. Da
Kompaktheit eine topologische Invariante ist, gilt damit (b).
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11.12

11.13

11. Kompaktheit 11.12-11.13

Korollar: Eine Teilmenge A des IR™ ist genau dann kompakt, wenn sie abge-
schlossen und beschrinkt ist.

Beweis: Ist A kompakt, so ist A nach 11.4 abgeschlossen und alle pr;(A) sind be-
schrinkt. Also ist auch A beschrinkt,

n
Ist umgekehrt A abgeschlossen und beschrinkt, so gibt es einen Quader I [a;, by],
i=1

in dem A als abgeschlossene Menge liegt. Nach 11.11(a) und 11.4 ist dann auch A
kompakt.

Bemerkung: In allgemeinen metrischen Réumen ist dieser Satz i. a. falsch. Wir werden sehen, daB tokal
kompakte topologische Vektorriume stets endlich-dimensional sind, so daf z. B. die Einheitskugel in
einem unendlich-dimensionalen normierten Raum nicht kompakt sein kann.

Theorem iiber kompakte uniforme Riume;

(a) Ein hausdorffscher uniformer Raum ist genau dann prikompakt, wenn seine Ver-
vollstindigung kompakt ist. Ein uniformer Raum ist genau dann kompakt, wenn
er hausdorffsch, vollstindig und prikompakt ist.

(b) Ist £: XY eine stetige Abbildung zwischen uniformen Riumen und ist X kompakt,
so ist f auch gleichmifig stetig.
(c) Ein kompakter Raum laf3t sich auf genau eine Weise uniformisieren.

Beweis:

{a) Esseien X prikompakt, Y vollstindig und X C Y dichter uniformer Unterraum.
Dann ist auch Y prikompakt: Zu N' € Ny wihle man N € Ny symmetrisch mit

NeNo N CN'. Da X als uniformer Unterraum prikompakt ist, gﬂt X= UX mit
Xi X X; CNNX XX, Setzt mannun Y; = X;,s0gilt Y=UX; = UY nach43(d)

Sind y,y' €Y}, so gibt es x € Uy (¥) N X; und x' € Uy (¥ N X;. Nach Definition
Un (y) :={z/(y,z) € N}ist also

¥, ¥Y)=(,x)e (X, x)o (x,y)ENoX; XX;e N1 CNeNoNCN’, d.h.

Y; XY;CN.

Ist nun also Y vollstindig, hausdorffsch und prikompakt, so gebe man einen
Ultrafilter F auf Y vor. Zu N € Ny gibt es dann eine Darstellung

n
Y = U Y;mit Y; X Y; C N. Eines dieser Y; muf schon in F liegen, £ also Cauchy-
1

Filter und damit konvergent sein: Sind niimlich A, BC Y mit AUBE F, so ist
AEF oder BEF. (Sonstwire G:={CCY/CUBEF} einecht gréﬁerer Filter

als F, denn es wiire AEG\F)Da Y € F ist,muB also Y, € F oder UY € F sein,

also im zweiten Fall Y, € F oder U Y,€EFusw.Nach 11.10ist Y dann also
kompakt.
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(b)

(c)

Ist Y kompakt, so ist Y und jeder uniforme Unterraum X prikompakt: Ist
nimlich N € Ny gegeben, so gibt es N'€ My mit N =N'N X X X. Sei dann
U:={UCY/UXUCN'},dann ist U offene Uberdeckung von Y, dennzu y €Y
wihle man ein symmetrisches N” € Ny mit N"o N C N, dann ist
Un(v) X U () CN"e N C N', also Uy (y) € U. Da Y kompakt ist, hat U eine
endliche Teiliiberdeckung {Uj, ..., U,}. Fir U; := X N Uj hat man dann

n
X=UU;und U; X U; CN, d.h. X ist prikompakt.
1

Ist Y kompakt, soist Y auch vollstindig: Ist G ein Cauchy-Filter auf Y, so sieht
man wie im Beweis von 11.10, daf ein groflerer Ultrafilter £ O G existiert, der gegen
ein y € Y konvergieren muf, da Y kompakt ist. Fiir jedes G € G ist dann y €G.
Tatsichlich gilt G —y, denn ist Uy (y) € U(y) mit N € Ny, so gibt es N'E Ny sym-
metrisch und F'€ G mit F'X F'C N’ und N’ N'e N'C N. Wie oben folgt dann, daf§
F' X F' C N. Wegen y € F’ ist dann F' C Uy (y), also Uy (y) € G und damit
UF)CG.

Seien X uniform, kompakt, Y uniform, f: X =Y stetig, N'E My gegeben. Gesucht
ist dann ein N € Nx mit (f X ) (N) CN'.

Man wihle ein N € Ny symmetrisch mit N"o N” C N, Zu jedem x € X gibt es
ein Ny € Nx mit f(Uy, (x)) C Uy~ (f(x)). Man wihle nun My € Nx symmetrisch
mit My e My C Ny. Die Familie U := {Uy, (x) / x € X} bildet eine offene Uber-
deckung von X, enthilt also eine endliche Teiliibberdeckung {U]\j’xl x1), ..., Uﬁxn(xn)}.

n
Setze dann M := N M,.. Fir (x,x") €M gibt es ein x; mit x € UMXi(x;), d.h.

i=1

(%, %) EMy, und (x;,x") =(x;, X) o (X, X ) EMy.0 My, TNy,
Daher sind

f(x), f(x) € Un~(£(xy), also (f(x), f(xy)), (F(x), f(x;)) EN”
und

(£(x), f(x)) = (£(x), £(x;)) e (£(x;), f(x)) EN"o N"CN".

Es gibt also zu jedem N'€ Ny ein M mit £ X f(M) C N’, d.h. f ist gleichmiBig

stetig. (Man vergleiche diesen Beweis mit einem entsprechenden fiir metrische Riume!)
Als normaler T,-Raum ist X vollstandig regulir und folglich uniformisierbar. Hitte
man zwei Uniformititen N, N’ auf X, die die Topologie von X induzieren, so wire

idy : (X, M) = (X, N') stetig und nach Teil (b) in beiden Richtungen gleichm:fig
stetig, d.h. N =N,

Die eindeutige Uniformisierbarkeit ist nicht charakteristisch fiir kompakte Riume!).

1} Vgl. I 8. Gdl in Pacific J. Math. 9 (1959), 1053 -1060.
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11.14

11.15

11. Kompaktheit 11.14-11.15

Korollar: In einem vollstindigen uniformen T,-Raum sind die prikompakten
Teilmengen genau die relativ-kompakten. (Abgeschlossene Teilmengen
vollstindiger Riume sind trivialerweise vollstindig, der Abschlufd
einer prikompakten Menge ist praikompakt, wie sich analog zum
ersten Abschnitt des Beweises von 11.13(a) ergibt.)

Bevor wir einige tiefere Anwendungen der Kompaktheit behandeln, wollen wir noch die lokale
Variante dieses Begriffes besprechen:

Definition:  Ein topologischer Raum X heif3t lokalkompakt, wenn X haus-
dorffsch ist und wenn es zu jedem x € X eine kompakte Umge-
bung U € U(x) gibt.

Bemerkung: Ist U& U(x) in einem lokalkompakten Raum X, so gibt es ein kompaktes K € U (x).
Dann ist auch U n K€ Uy (x) und U n K &€ Uy (x). Da K normat ist, gibt es in K ein offenes V
mit x€V C VCUnNK,und V ist als abgeschiossene Teilmenge von K kompakt. Da V=0 nK
mit OCOX i§_t,gibt ONn(UnNK)=0nKnU=VnU=YV eine Umgebung von x in X mit

V ¢ U und V kompakt. Jede Umgebung in einem lokalkompakten Raum umfat also noch eine
kompakte Umgebung dessclben Punktes, Lokalkompaktheit ist also in der Tat ein lokaler Begriff
im Sinne von 10.9.

Theorem. Ein topologischer Raum X ist genau dann lokalkompakt, wenn X
homdéomorph zu einem offenen Unterraum eines kompakten Raumes
Y ist.

Beweis:

(1) Essei X lokalkompakt und nicht quasi-kompakt. Man wihle dann ein Objekt ,,oo*
mit ¢ X und setze Y := X U {*}. Die Topologie von Y seidurch OCY:=0CX
oder Y \ O ist abgeschlossene, quasikompakte Teilmenge von X definiert. Dann ist
Y quasikompakt, denn jede offene Uberdeckung U von Y enthilt ein O mit Y \ O
quasikompakt in X, und die Menge Y \ O ist aus U endlich iiberdeckbar. Uberdies
ist X vermége x — X homéomorph zu Y \ {<o}, denn die offenen Mengen von
Y \ {e°} sind entweder offen in X oder sie haben die Form O\ {0} = 0 N X, wobei
Y VO =X\ O abgeschlossen in X und folglich X\ (X \ Q) =0 N X offen in X ist.

Erst jetzt nutzen wir aus, da X lokalkompakt ist, um zu zeigen, daf3 Y haus-
dorffsch ist: Ist x € X, so gibt es eine kompakte Umgebung K € Ux (x). Dann sind
K bzw. (X \K) U {=} disjunkte offene Umgebungen von x bzw. ¢ in Y. Zwei ver-
schiedene Punkte von X koénnen natirlich auch in Y getrennt werden.

Da X offen in Y ist und Y kompakt, liit sich also X offen in einen kompakten
Raum einbetten, sobald X lokalkompakt ist.

(2) Offenbar ist , lokalkompakt* eine topologische Invariante. Sind also X C Y und Y
kompakt, so ist Y auch regulir. Zu jedem x € X C Y gibt es also ein V mit
xE€VCXund VY C X. Als abgeschlossener Teil von Y ist V kompakt, also hat
X in X eine kompakte Umgebung.

Bemerkung: Im Beweis zu (1) haben wir gesehen, da sich jeder nicht quasikompakte Raum durch
Hinzufiigung eines Punktes ,,>* zu einem quasikompakten Raum erginzen lat, in dem er als Unter-
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11.16

11.17

11.18

11.16—11.18 Kapitel I1: Topologische Invarianten

raum liegt. Man nennt diese Erginzung Y auch die ,,1-Punkt-Quasikompakiifizierung*. Ist X lokal-
kompakt, so spricht man von der 1-Punkt-Kompaktifizierung oder auch Alexandroff-Kompaktifizierung.

Korollar: IR™ und alle offenen Teilmengen von IR" sind lokalkompakt. W

Bemerkung: H. Tietze 1) und P. Alexandroff2) haben als erste bemerkt, daf man das aus der Analysis
und Funktionentheorie geliufige Verfahren der 1-Punkt-Kompaktifizierung (Riemannsche Zahlen-
kugel) verallgemeinern kann. Wir haben in 11.7(f) einen Homdomorphismus h von IR™ auf eine offene
Teilmenge von S? konstruiert (stereographische Projektion). Da S™ kompakt ist (abgeschlossen und
beschrinkt in IR® T 1), sind also alle offenen Teilmengen von IR™ lokalkompakt.

Wir haben sogar noch eine weitergehende Aussage: st X lokalkompakt und nicht kompakt, so ist
die 1-Punkt-Kompaktifizierung Y = X U {«} eindeutig bis auf Homdomorphie bestimmt. Ist namlich
Z ein weiterer kompakter Raum, der einen Unterraum X' = X enthilt mit Z\ X' = {z..} einelementig,
s0 1iBt sich ein Homdomorphismus h: X — X' stets durch « w2z, auf Y bijektiv fortsetzen. Uberdies
ist diese Fortsetzung he : Y — Z ein Homdomorphismus: Ist nimlich O - Y, so ist entweder O C X
oder (Y\0) ccC X. Ist O ¢ X, so ist

heo(0)=h(0) C X'=Z\ {2} G Z, also he(0) G Z.
Ist aber (Y \ Q) cC X, so ist
hee (Y \ 0) = hoo (¥) \ hoo (0) = Z\ heo (0) cC X',

Da Z hausdorffsch ist, muf dann (Z \ h., (0)) abgeschlossen in X' und Z sein, d. h, he(0) C Z. Also
ist heo eine offene Abbildung. Analog folgt auch die Stetigkeit von he,, 2lso handelt es sich um einen
Homdomorphismus.

Korollar: S™ ist homdomorph zur 1-Punkt-Kompaktifizierung von IR™.
(Man sagt ,,S" ist die 1-Punkt-Kompaktifizierung von IR"*.)

Korollar: Jeder lokalkompakte Raum ist ein T3 s-Raum, also uniformisierbar.

Satz: Jeder lokalkompakte Raum X ist ¢in Bairescher Raum, d. h. sind
0;(i € IN) offen und dicht in X, so ist auch O := N O; dichtin X
(vgl. 8.13). €N

Beweis: Sei x€X und sei U€E a’(x), dann ist UN O, # §, es gibt also
P #VICV, CUNO, mit V, kompakt (vgl. dic Bemerkung nach Definition 11.14).
Wegen V3§ N O, # B gibt es ein kompaktes V, mit @ # V3 C V,C V§ N O,. Fihrt man
so fort, so erhdlt man ein kompaktes V, mit § # V8 C V,C V3 _; N O, usw. Als Durch-
schnitt der fallenden Folge (V,) von in V| abgeschlossenen Mengen ist N V, # @ (vgl.
11.9), also gibt es ein x € Iﬂ v, cun 1f|;|1 0;. Jede Umgebung von x trifft also ::: 0;,d.h,

N 0O, ist dicht in X.
IN

Die Folgerungen 8,14 und 8.15 gelten entsprechend auch fiir lokalkompakte Riume,

1) Math. Ann. 91 (1924)
2) Math. Ann. 92 (1924)
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11.19

11.20

11. Kompaktheit 11.19—-11.20

Satz: (a) Ein Unterraum U eines lokalkompakten Raumes X ist genau dann
lokalkompakt, wenn U=A N B mit A C X und B CX. Insbe-
sondere sind abgeschlossene Unterriume lokalkompakter Raume
wieder lokalkompakt.

(b) Ein Produkt nichtleerer Rdume ist genau dann lokalkompakt,
wenn es alle Faktoren sind und fast alle iiberdies kompakt.

Beweis: Ubung. (Notfalls findet man den Beweis in Dugundji [2].)

Anwendungen des Kompaktheitshegriffes

Das Theorem von M. H. Stone und K. Weierstrafi

Von M. H. Stone 1) stammt eine sehr elegante und anwendungsreiche Verallgemeinerung der klas-
sischen Approximationssitze von WeierstraB iiber (trigonometrische) Polynome auf abgeschlossenen
Intervalien von IR. Wir werden sehen, daft diese fundamentale Theorem entscheidend auf einer Kompakt-
heitsvoraussetzung beruht.

Bevor wir das Theorem formulieren, wollen wir uns noch kurz an unsere Kenntnisse iiber den Raum
Abbgg] {X, IR) und seine Unterrdiume erinnern:

a) Mitderin 1.1(e) eingefithrten Metrik ist Abbgg| (X, IR) ein vollstindiger metrischer Raum (vgl.
8.8(a)).

b) Ist X ein topologischer Raum, so ist C(X, IR) ein abgeschlossener und daher vollstindiger Unter-
von Abbgy (X, IR) (vgl. 3.6).

¢} Nach 5.11(f} ist B(X, IR) der grofite lineare Unterraum von Abbgg (X, IR), der mit der Unterraum-
topologie ein topologischer IR-Vektorraum wird.

d) Ist X ein topologischer Raum, so ist C(X, IR) als Unterraum von Abbyg (X, IR) genau dann ein
topologischer Vektorraum, wenn C(X, IR) € B(X, IR) ist. Nach 11.3(e) bedeutet diese Bedingung,
dafd X pseudokompakt ist.

e) Da man sich i.a. nur fiir C(X, IR) interessiert, wenn geniigend viele stetige reelle Funktionen auf X
existieren, bedeutet die zusitzliche Forderung, X sei normal, keine entscheidende Einschrinkung.
Nach 11.8 ist ein pseudokompakter T4-Raum schon abzihlbar-kompakt. Nach 11.9 ist ein abzihl-
bar-kompakter T,-Lindeldf-Raum kompakt, ebenso ein pseudokompakter metrischer Raum (nach
11.1).

f) Jeder kompakte Raum X ist pseudokompakt, also C(X, IR} (als Unterraum von Abbgg| (X, IR) bzw.
B(X, IR)) ¢in vollstindig metrisierter topologischer IR-Vektorraum,

g} Nach 5.11(f) wird die Topologie {(und Uniformitit) von B(X, IR) auch von der Metrik
dgup(f, 8) := sgpx If(x) — g (x)| gegeben. Durch Ifl := dsup (f, 0) wird sogar eine Norm auf B(X, IR)

X

gegeben. Ist X kompakt, so denkt man sich — falls nichts anderes gesagt ist — C(X, IR) stets mit
dieser Tschebyscheff-Norm versehen. (Eine Funktion I- I : E — IR auf einem reellen oder komplexen
Vektorraum E heifdt Norm, wenn fir a € IK, f, g € E stets

lz0, Ifl=0+«={=0, la-fl=lal-Ifl und If+gl< Ifi+ lgl

gelten, Jede Norm induziert durch d(f, g) := If — gl eine Metrik auf E, die E zu einem topologischen
Vektorraum macht. Ein normierter Raum, der in dieser Metrik vollstindig ist, heiit Banach-Raum.)
C(X, IR) ist also ein Banach-Raum, wenn X kompakt ist.

1) Math. Mag. 21 (1947)
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Da das — punktweise definierte — Produkt zweier stetiger Funktionen wieder stetig ist, tragt
C(X, 1R) sogar eine Struktur als IR-Algebra mit Einselement 1: x +— 1. (Eine IK-Algebra ist ein IK-
Vektorraum, auf dem noch ein assoziatives und bzgl. der Addition distributives Produkt
» 't E X E -+ E definiert ist, wobei fir alle « € IK, f, g € E stets a(f - g) = («f)-g = - (ag) gelten
muf}, Eine normierte (bzw. Banach-) IK-Algebra ist eine IK-Algebra mit (vollstindiger) Norm, fiir
die noch stets Uf-gll < |fll- Igll gilt. Die Begriffe Unteralgebra bzw. Ideal werden wie iiblich defi-
niert. Die Ungleichung fiir die Norm eines Produkts sichert die Stetigkeit der Multiplikation analog
zur Situation bei der IK-Multiplikation.)

Wegen

Nf-igh = sup IEx)- sup ig{y)l = sup If{z)l-Ig(z)l = If- gl
xeX yeX z€ X

ist C(X, IR) (ebenso wie C(X, €)) fir kompaktes X sogar eine Banach-Algebra. Es handelt sich hier-
bei um einen der wichtigsten Funktionenriume iiberhaupt!

Wir erinnern noch an die Bezeichnung in 9.3(c): Eine punktetrennende Teilmenge von Abb (X, Y)
ist eine solche, in der zu x, x’ € X mit x # X’ stets cine Abbildung £ mit f(x) # f(x') existiert, Nun
kénnen wir das Theorem elegant formulieren:

Theorem von Stone-Weierstrafs:

Reelle Version: Ist X kompakt und ist A eine punktetrennende Unter-
algebra von C(X, IR), so ist entweder A dicht in C (X, IR)
oder es gibt ein xo € X mit A = {g€C(X, IR) / g(x,) =0}.

Komplexe Version: Sind X kompakt und A eine punktetrennende Unter-C-
Algebra von C(X, €) mit f€ A =fe A (konjugiert-kom-
plexe Funktion), so ist entweder A dicht in C(X, €) oder
es gibt ein xo € X mit A= {g€ C(X, T)/ g(xo) =0}

Bemerkung: 1st 1 € A, so tritt in beiden Versionen der Fall A = C(X, IK) ein!

Bewels:

1. Schritt: Es gibt eine Folge (p;) ganzrationaler Funktionen p;: I > IR, die gleichmifig
gegen v/ 1 1> R, t =/t konvergiert.
Beweis dazu: Man setze p, :=0,p;+, :=p; + % (id; — p?) fiir i > 1. Wir zeigen nun
induktiv iiber i, daf stets die Ungleichungen p; <p; + ; <+/* gelten. Fir i = 1 ist das
klar. Gilt es fiir i > 1, so ist 0 < p; <+/* < 1 und folglich

\/T_Pi+1 :'\/T“Pi_% - 2_Pi2):\/T”Pi'“1§ [(\/_'_Pi)(\/'—+13i)]=
=V ) -3 W2 Py (=52 V) = —p) (1 -V ) >0.

Damit gelten nacheinander: p; 4 ; <4/, p?, | <id; und p; 4 = p; + ,. Die Unglei-
chungen sind damit fiir alle i richtig. Nach dem Satz von Dini (vgl. 11.7(d)) konver-
giert die Folge (p;) gleichmafig gegen ein f: I - IR: Fiir dieses f muf}

f=limp;,, =limp; + 3 (id ~ (lim p;)*| = f + 5 (id — f?)
sein, also id = f? und folglich f=+/".
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2. Schritt: Ist B eine Unteralgebra von C(X, IR} mit 1 € B, so geh6ren mit f, g € B stets
If1, min (f, g) und max(f, g) zu B.
Beweis dazu: Es sei h := —Ilfltf+ 7, dann ist h€ B und h? € C(X, I). Mit den Bezeich-
nungen des ersten Schrittes setze man h; := p;o h?. (Fiiri = 1 also h; = 0 und fur
i>1 somit h; = p; _y0 h? + 1 (h? —p?_, oh?).) Dann ist (h;) eine monoton wachsende
Folge stetiger Funktionen aus B mit

fim I; (t) = lim p; (h? () = A2 (6) = [h(t)!

fur alle t € 1. Die Folge (h;) konvergiert also gleichmiBig gegen |hl € B. Dann ist aber
auch

If| = I(Ifl + 1) - bl = (Il + 1) -lim h; = lim (Ifl + 1) -h; € B.

__ Um die min- bzw. max-Aussage zu zeigen, stellen wir zunichst fest, dal mit B auch
B eine Unteralgebra ist: Sind nimlich a € IR, f;, g; €B, f =limf;, g = limg; € B, so ist
wegen der Stetigkeit von Addition, Subtraktion und Multiplikationen

a-ftg=q(limf;)* (limg) = lim (af;) £ lim g; = lim (a f; * g;) € B.

Wegen min(f, g) = 5 (f + g —If —gi) bzw. max(f, g) =5 (f + g + If — gl) sind also mit

f,g €B, If — gl € B auch min(f, g), max(f, g) € B.

3. Schritt.: Fiir jede Unteralgebra C von C(X, IR) folgt aus f, g € C stets min({, g),
max(f, g) €C.
Beweis dazu: Ist 1 € C, so folgt das mit B := C aus dem 2. Schritt. Ist 1 € C, so be-
trachte man C':= {f + a / f € C und «a € IR}. Im zweiten Schritt haben wir schon ge-
sehen, daft C eine Unteralgebra ist. Trivialerweise ist es dann auch C'. C' ist sogar ab-
geschlossen: Ist nimlich g = lim(f; + ;) € C' mit f; € C und q; € IR, so gibt es zwei
Moglichkeiten. Entweder ist {o; / i € IN} beschriankt oder nicht. Ist diese Menge be-
schrinkt, so gibt es wegen 11.4(a) und 11.1 eine konvergente Teilfolge (a;, ), und es
folgt dann

g=1ill(n(fik+aik)=limfik+1imaik=f+a mit f€C, a€ IR,

d.h. g€ C". Ist die Menge der q; nicht beschrinkt, so wihle man eine Teilfolge (7
mit 0 # lag, | = o°. Dann ist

0 =lima-i1;-g=1im &-1; (o + ;) = 1+ lim f;_foy,

Im Widerspruch zur Voraussetzung wire dann aber doch 1 = - limf; /a;, € C.Cist
also abgeschlossene Unteralgebra.

Fiir f € C C €’ ist nach dem 2. Schritt Ifl €C’ = C’, also von der Form If | =a + g
mit o € IR, g € C. Quadriert man diese Gleichung, so ist also f2 =a? + 2ag + g2 oder
o =(f* —2ag—-g») €C. Wegen 1€ C, also auch iR N C = {0}, muB a =0 sein, also
lfil =g € C fiir alle f €C. Wie im 2. Schritt sieht man nun, da mit f, g € C stets
min(f, g), max (f, g) € C ist.
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11.20 Kapitel Il: Topologische Invarianten

4. Schritt. Ist A eine Unteralgebra von C(X, IR), die die Punkte von X trennt und fiir
jedes x ein f € A mit f(x) # 0 enthilt, so gibteszu o, FE IR, X,y € X mit x #y
stets ein f € A mit f(x)=q, f(y) =5.

Beweis dazu: Zu x # y wihle man g, h € A mit g(x) # g(y) und h(x) # 0. Nun setze
man

-

g Lfals g(x)#0
k:=¢ h ,falls g{x)=0,h(x)#h(y)
[ 8+ h,falls g(x)=0,h(x)=h(y)

dann ist k € A mit k(x) # 0 und k(x) # k(y). Die Funktion
k/k(x), falls k(y)=0
j=¢ K __ (L)z

k) k)

k) _ (1:("_))2 ’
ko) \k®)

gehort ebenso zu A mit /(x) =1 und /(y) = 0. Analog gibt es auch ein m € A mit
m(x) =0 und m(y) = 1. Dann ist aber {:=(a/+ fm) € A mit f(x) = a, f(y) =§.

falls k(y) #0

5. Schritt. Ist A eine punktetrennende Unteralgebra von C(X, IR), die zu jedem x € X
ein f € A mit f(x) # 0 enthilt, so ist A = C(X, IR).
Beweis dazu: (Wir nutzen jetzt entscheidend die Kompaktheit von X aus. )
Seien g € C(X, IR) und e € IR, gegeben. Wir gehen in zwei Schritten vor: Zuerst konstruie-
ren wir zu jedem y € X ein f, € A mit f, <g+ € und fy (y) = g(y). Dann konstruieren
wir aus den unterhalb g + € verlaufenden f, ein f, das auch oberhalb g — e verliuft,
also f€ B.(g) N A. Dann ist A dicht in C(X, IR), also A = A =C(X, IR).

Zu verschiedenen x,y € X gibt es nach dem 4. Schritt stets ein f,y, € A mit
fxy (x) = 8(x), fxy (y) = g(y). Wir setzen nun Uy, := {z € X [ fy,(z) <g(z) + €}, dann
ist {x,y}C Uyy C X (vgl. Beispiel 4.3(¢)). Fiir festes y € X ist Uy := {Uy, [y ¥ x €X}
eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, gibt es also eine endliche Teilmenge

E, CXmit U U,, =X. Mansetze fy := min fy,, dann ist f, nach dem 3. Schritt
xEEy xSEy

fiir jedes y aus A, und fiir z € X ist stets z € Uyy fiir ein x EEy, also £y, (z) < fyy (z) <
<g(z) + e, d.h firjedes y istf, <g+e, f,(v)=2g(y)
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11. Kompaktheit 11.20

Derselbe ProzeB wird nun benutzt, um das oben angekiindigte € A zu finden:
Fir y € X setze man Vy := {z€ X [ {, (z) > g(z) — €}. Dann ist wieder y €V, C X,
Da X kompakt ist, iiberdecken es schon endlich viele Vy,, ..., Vy_. Man setze nun

f:= max f,,dannist nach dem dritten Schritt f€E A = A rmt t (2) = fy,(2) (fur
1€i<n

ein i) <g(z) + € und f(z) >y, (z) (fir € Vy, } > g(z) — ¢ fiir alle z € X. Also ist
fEB.(g) N A. Jedes gEC(X IR) ist also Berithrpunkt von A, d.h. A = A = C(X, IR)
Folglich ist A dicht in C(X, IR). Das war zu zeigen.

6. Schrite: Ist A eine punktetrennende Unteralgebra von C(X, IR) und gibt es ein
Xo € X mit f(xo) =0 fiir alle f € A, soist A=D,, = {g € C(X,IR)/g(x0) =0}.

Beweis dazu: Offenbar ist D, abgeschlossene Obermenge von A, also AC Dy,

Sind nun 4 €Dy, und €€ |R+ gegeben, so betrachte man wie im 3. Schritt die Unter-
algebra C' := { f + a/fEA,a € R} Diese Unteralgebra ist mit A auch abgeschlossen
(s. 3. Schritt). Nach dem 5. Schritt ist C' = C' = C(X, IR). Insbesondere hat g die
Form g=f+a mit fE A, a € R. Wegen g € Dy, und feAC Dy, ist also g(x0)=0=
=f(Xo) + @ = . Daher muf g =f€ A sein,d.h. D Dy, C A und folglich Dy, = A.

Damit ist die reelle Version vollstindig bewiesen,

Wir kénnen daraus leicht die komplexe Version herleiten:

7. Schritt: Ist A eine punktetrennende, komplexe Unteralgebra von C(X, C) mit
feA=fc A dannist B ;= {f€ A/ f(X) C IR} eine reelle, punktetrennende Unter-
algebra von C(X, IR), und es gelten

A=B+iB sowie ACX ® = BCX.IR) 4 ;gCX.IR)

Beweis dazu. Offenbar ist B reelle Unteralgebra von C(X, IR). Zu x # y aus X gibt
es ein g€ A mit g(x) # g(y), also

(Reg)(x) =5 (g + B)(X) # (Re g)(y)
oder
(Img)(x) = (8 ~ B)(x) # (Img)(¥)-

Offenbar sind (Re g), (Img) € A N B, also ist B auch punktetrennend. Fiir g€ A ist
auch mit

(Reg),(Img)EB g=(Reg)+i(Img)EB+iBCA,

also gilt auch A =B +iB.
Ist g€ A © 50 gibt es also Folgen (hy), (k;) aus B, so da® zu € € IR, stetsein
ip mit

sup (g —h; =ik} (x)I? =sup [(Reg — h;)? + (Img—k;)* ] < e firalle i>i,
xeX

existiert. Also gilt (h;) > (Reg), (k;) = (Img) in BE, R), und es ist
g=(Reg) +i(Img) € BE*: M) 4 BCX. R
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9.

Damit ist also
ACKX, ©) - BCX. R) 4 ;GCX.IR).

Analog folgt die Umkehrung.

Schritt: Ist A eine punktetrennende, komplexe Unteralgebra von C(X, C) mit
fe A=f€ A,und gibt es zu x € X stets f € A mit f(x) # 0, so ist A dicht in
C(X, C).

Beweis dazu: Ist g(x) # 0, so ist Re g{x) # 0 oder Im g(x) # 0. Wiihlt man B wie
im 7. Schritt, so erfilllt also B die Voraussetzungen des 5. Schrittes, d. h.

BC&X: IR = ¢ (X, IR) und folglich

ACKX, T C(X, IR)+iC(X, IR}y=C(X, €).

Schritt: Ist A eine punktetrennende, komplexe Unteralgebra von C(X, €) mit
fEA=TE A und AC Dy :={g€C(X, C)/g(Xo)=0},50ist A=Dy,.

Beweis dazu: Offenbar ist Dy, abgeschlossen, also AC Dy,- Man wihle nun wieder
B zu A wie im 7. Schritt. Nach dem 6. Schritt ist

BC*M =t = {geD, /gX)C R}
Nach dem 7. Schritt ist

ACXO=pr +iDi =D,

Damit ist das Theorem vollstindig bewiesen.

11.21 Bemerkungen und Anwendungen zum Theorem von Sione-Weierstraf:

a)

b)

Wir wollen den etwas langen Beweis noch einmal kurz zusammenfassen: In den ersten drei Schritten
wird lediglich die Verbandseigenschaft jeder abgeschlossenen Unteralgebra von C(X, IR) gezeigt.

Im vierten Schritt wird die Punktetrennung so verbessert, dafh man sogar zwei beliebige Werte an
zwei Stellen von X vorschreiben darf. Dies wird nun im entscheidenden fiinften Schritt ausgenutzt,
um zunichst zu g€ C(X, IR) und jedem y < X ein fy e A mit fy <g+eund fy(y) =g(y) zu be-
kommen (Approximation von unten). Dabei und bei der folgenden Abdeckung der fy nach oben
wird die Kompaktheit von X entscheidend ausgenutzt. Die restlichen Schritte folgern das Theorem
aus Schritt 5 mit Hilfe kleinerer Kunstgriffe.

Wir haben eingangs gesagt, dafd das Theorem die klassischen Sidtze von Weierstral verallgemeinert.
Dazu mache man sich zunichst klar, da fiir M € C(X, IR) (bzw. M € C(X, €)) mit 1 €M die
nerzeugte' reelle (bzw, komplexe) Unteralgebra genau aus den Polynomen von Elementen von M
mit reellen (bzw. komplexen) Koeffizienten besteht. Fiir 1 €M (und — im komplexen Fall —

fe M = f € M) bezeichnen wir mit A diese erzeugte Algebra. Nach dem Theorem von Stone-
Weierstra® liegt sie dann stets dicht in C(X, IR) (bzw. C(X, €)), wenn M die Punkte von X trennt,

Ist X CC IR (z. B. ein abgeschlossenes Intervall), so sei M := {1, idx }. Da M die Punkte von X
trennt und zu jedem x eine Funktion (ndmlich ,,1*) mit f(x) # 0 existiert, muf} Apq dicht in
C(X, IR) liegen. Offenbar besteht Apg genau aus den Einschrinkungen der ganzrationalen Funk-
tionen auf X, d. h. die ganzrationalen Funktionen liegen fiir kompaktes X C IR dicht in C(X, IR).
Dies ist der erste Weierstrafische Approximationssatz.

Ist wiederum X = [0, 2#] CC IR, so kann man die 2r-periodischen stetigen reell- oder komplex-
wertigen Funktionen auf IR auch auffassen als die stetigen Funktionen von S! C € nach IR bzw.
C. (Vgl. Aufg. 3 am Schluf dieses Abschnitts.) Setzt man M := {1, el() e~ ‘(')}, 50 ist nach dem
Satz von Stone-Weierstrafh Apg dicht in C(S1, €), d. h. jede 2n-periodische stetige Funktion
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c)

d)

€)

f)

g)

f:IR — € ist durch eine Folge trigonometrischer Polynome gleichmifig approximierbar. Im reell-
wertigen Fall setze man C (X, IR) > M := {1, Ree' ()}, dann ist jedes 2n-perio-
dische, stetige f : X — IR gleichmifig durch Polynome in cos approximierbar. Beweist man
(induktiv), dab cos™ eine Linearkombination von Termen der Form cos kx ist, so erhilt man
eine ,,cos-Darstellung’ fiir jedes solche f. Auf diese Weise erhilt man die Approximationssitze von
Weierstraf fiir trigonometrische Polynome.
Ist X CC IR, so betrachte man die einelementige Menge M := {e(')lx}. Offenbar ist dann Ap, d. h.
die Menge der Polynome in X, dicht in C(X, IR). Wegen e™* = (eX)? lifit sich also jedes stetige
n
f: X— IR gleichmiBig durch Polynome der Form Z akek'x approximieren (ay € IR). Insbesondere
k=0
liegen also die f: X - IR, die Einschrinkung einer analytischen Abbildung sind, dicht in C(X, IR).
n
Wegen C(X, IRM = Il C(X, IR) gilt dies auch fiir diesen Raum.
i=1
Sei X :=B; = {z€ € /izl < 1}. Setzt man dann M := {1, idx } so besteht Ap aus stetigen Funk-
tionen, die auf B? analytisch sind, d. h. Ay # C(X, €), obwohl Ay eine punktetrennende kom-
plexe Unteralgebra ist, in der es zu jedem x ein f(x) # 0 gibt.
Ist X CC IR™, so liegt die Menge der Funktionen f: X — IR™, deren Komponenten Polynome in
Xy, ..., Xm sind, dicht in C(X, IR™). Insbesondere liegen die f, die eine unendlich-oft stetig-diffe-
renzierbare (bzw. sogar analytische) Fortsetzung auf eine Umgebung von X haben, dicht in
C(X, IR™). Fiir kompaktes X CC IR™ jst also C™ (X, IR™) dicht in C(X, IR™).
Fir X:=[0, 1]=1 liegen die ganzrationalen f:I— IR dicht in C(I, IR). Bezeichnet L (0, 1) den
Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen f: [ — IR mit der in 1.1(f) gegebenen Pscudometrik,
so ist die Inklusion

j:C{d,IR)—L(0, 1) 1
stetig, denn gilt (f;) — { gleichmiBig auf 1, so ist(j If; - £ |)—> 0. Da sich jede Treppenfunktion in

0

L (0, 1) durch eine Folge stetiger Funktionen approximieren ldfdt, gilt Trf (0, 1) C C(, IR)L und
folglich auch Trf(0, ¥ = L(0, 1) c C(, IR)L, d. h. C(L, IR)L = L (0, 1). Bezeichnet G die Teil-
menge der ganztationalen Funktionen aus C(l, IR), so ist nach 4.6 (¢) j(G) =j(C(I, IR)) C jTGjL,
also auch L(0, 1) = C{, IR)L C j(G)L, und folglich liegt auch G dicht in L(0, 1). Insbesondere
liegt also C*(, IR) dicht in L(0, 1).
In der Theorie der Banach-Algebren spielen die maximalen Ideale solcher Algebren eine wichtige
Rolle (Satz von Gelfand-Mazur)!). Fiir kompaktes X haben die maximalen Ideale von C(X, €)
eine besonders einfache Form:

Ist X kompakt und K = |R oder IK = €, so sind die maximalen Ideale von C(X, IK) genau die
Dy, = {f/ f(xg) = 0} mit xg€ X.
Beweis dazu: Ist A ein maximales Ideal von C(X, IK), so ist A punktetrennend. Sonst giibe es
ndmlich x # y mit f(x) = f(y) fir alle f € A, Wire dann fiir ein f€ A f(x) = f(y) # 0, so kdnnte
man ein stetiges g: X — IR mit g(x) = 0, g(y) = 1 wihlen (X ist normal!) und hiitte g- f A
(= 1deal!) mit gf(x) = 0 +# gf (v) = f(v). Wire aber f(x) = f(y) = 0 fiir alle f € A gegeben, so wire
Dy ein echt groBeres Ideal als A, also kénnte A nicht maximal sein.

A erfiillt also die Voraussetzungen des Theorems von Stone-Weierstraf. Also ist A = Dy o Tur
ein Xy oder A = C(X, IK). Nun ist A # C(X, IK). Wir sind fertig, wenn wir A als abgeschlossen er-
weisen. Dazu betrachte man die Menge M := {f € C(X, IK) / f(x) # 0 fiir alle x € X} der inver-

Y

Vgl. etwa F. Hirzebruch | W. Scharlau | Einf. i. d. Funktionalanalysis*, Mannheim, 1971.
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tierbaren Elemente von C(X, IK). Offenbar ist M offen in C(X, IK), denn mit fEM und

€ := min If(x)l ist die Kugel Be/z(f) noch in M. Da A ein Ideal und folglich von C(X, IK) ver-
x€X

schieden ist, mul M N A = sein, (Firge AN M wiren 1 = é'g e C(X,IK)-A = A und folg-

lich A = C(X, IK).) Damit ist also A enthalten in der abgeschlossenen Menge C(X, IK) \ M. A ist
wie A ein Ideal (vgl. den 2. Schritt im Beweis zum Theorem von Srone-Weierstraf3). Da A maxi-
mal ist, mufs A = A sein.

(Im Fall K = € muB fiir f& A stets noch f€ A sein. Da® dies der Fall ist, folgt aus dem siebenten
Schritt im Beweis des Theorems: Mit f € A sind (Ref), (Imf) EB C A. Da A ein Ideal ist, sind
dann (Ref), (- i)- (Imf) € A und folglich f = (Re f) —i(Imf) € A.)

Theorem iiber endlich-dimensionale topologische Vektorraume: Ist E ein haus-
dorffscher topologischer IR-Vektorraum, dann sind dquivalent:
(a) E ist endlich-dimensional.
(b) E ist homdomorph zu einem IR™,
{c) E ist lokalkompakt.
Beweis:
(a) = (b): Sei (ey, ..., e,) eine (Hamel-)Basis von E. Dann definiere man h: IR® > E
aq n
durch h{ - | := Zaiei. Offenbar ist h ein linearer Isomorphismus, Furi=1,...,n
n 1
aq
sind die Abbildungen k;: IR" = E, > @ e; stetig, denn sie ergeben sich als Kompo-
&n

sition der IR-Multiplikation auf E mit der Abbildung /; : IR® = 1Rx{e;} C IR X E, deren
erste Projektion die i-Projektion des IR™ ist und deren zweite Projektion konstant ist.

i
Fiir j =1 ist also die Abbildung h; :=Zki stetig. Da h; 4 ; die Komposition der
1

der Addition von E mit der Abbildung h; X k; 4+, : IR" = (E X E) ist, erschliefit man
induktiv die Stetigkeit aller h; und schlieflich die Stetigkeit von h,, = h. (Hier haben
wir die T,-Eigenschaft von E nicht ausgenutzt.)

Um die Offenheit von h zu zeigen, braucht man nach 7.1 nur zu zeigen, daf jede
0-Umgebung in IR™ unter h in eine 0-Umgebung von E geht. Da die Abbildung
fo :tE~>E,x = a-x fiir e € IR\ {0} hombomorph ist (Inverse: f, ), reicht es, wenn
h(B™) € Ug (0) gezeigt wird:

Esist 9B™ = 8" ~! kompakt mit 0€¢ S®~!. Da E hausdorffsch ist, ist auch
h(8" ~!) CCE, also 0 €(E \ h(S" 1)) ¢ E. Im Beweis von 10.6(g) (alle topolo-
gischen IK-Vektorriume sind lokal (weg-)zusammenhingend) wurde gezeigt, daft die
Umgebung U := E\h(S" ') noch eine 0-Umgebung W mit [— 1, 1]-W = W umfaft.
Wir behaupten, daB W C h(B") ist, d.h. h(B™) €& Uz (0): Fiir w € W \ h(B") wiire
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h~™'(w) € IR" \ B", es gibe also o € [0, 1] mit a-h™!(w)€S" 1, also
a-wEa-WNh(S" 1)CWAh(S" 1) =0. Damit ist klar, daf h ein (linearer) Homéo-
morphismus ist.

(b) = (c): Dies ist klar, denn Lokalkompaktheit ist offenbar eine topologische Invariante,
und IR™ ist lokalkompakt.

(c) = (a): Es gibt also eine kompakte 0-Umgebung K € Ug (0). Da E T,-Raum ist, muf}
K auch abgeschlossen sein. Nach 10.6(g) gibt es ein W € Ug (0) mit [-1,1]-W =
=W CK =K. Dann gilt auch fir V:=W Ug(0)3V=[~1,1].V CK. (Offenbar
braucht man nur [~ 1, 1]-V CV zu zeigen: Fiir a €[~ 1, 1], vE V und jedes
UcUp @) istUNWFP FirweUNWistdanna-w€EaUNaWCa - UNW#0,
Daf, :E—E,x = a-x stetig ist, gibt es zu jedem U’ € Ug (f, (v)) = Ug (@ - v) ein
U € Ug (v) mit a-U={,(U)C U’ Wegen a-UN W # @ ist daher fiir jedes U’ € Ug (a-v)
erstrecht UNW#0,d.h. a-vEW=YV)

Als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge K ist v also kompakte 0-
Umgebung mit [~ 1, 1]-V = V. Die offene Uberdeckung {x + 3 V /x€ V}von V

m
umfaBt eine endliche Teiliiberdeckung, also ist V C U(x; + 3 \0/) fur ein m € IN. Man
1

betrachte in E die lineare Hillle L(x,, ..., X, ). Wire sie von E verschieden, so gibe es
ein x € E\L(X,, ..., Xy ). Dafiir definiere man

f:=inf {a €R; [/ (x+aV)NL(Xy,..., Xy, ) F 0}

Dieses Infimum wiirde existieren: Die IR-Multiplikation von E ist stetig in (0, — x), da-
her gibt es e € IR;, UE Ug {—Xx) mit - (—x) E [~ ¢, €]-UC V., Folglich ist
(-X)€;-Vund 0€(x+:V)NL(x,,...,Xp), d.h. < L. Uberdies ist §>>0, andern-
falls hitte man eine Folge (x + a;v;) aus L(x4, ..., Xy ) mit v; €V, (a;) =~ 0(in IR). Im
letzteren Fall konnte man einen Homdomorphismus h: IR® > L(x,, ..., X, ) Wie im
Beweis zu (a) = (b) wihlen. Dieser Homéomorphismus wire dann sogar ein linearer
Isomorphismus, also nach 8.7(d) uniformer Isomorphismus. L(x,, ..., Xy } wire also
vollstindig und folglich abgeschlossene Teilmenge von E. Daher ist auch

VN L(xy, ..., Xy ) kompakt, also {h 7! (v;) / i € IN} C IR" beschrinkt. Dann ist aber
(h™' (e - v;)) eine Nullfolge in IR™ und folglich (a;v;) eine Nullfolge in E. Dann ist
aber x =lim(x + a;v;) € L(x,, ..., X ) im Widerspruch zur Annahme iiber x. Es ist
also tatsichlich § > 0.

Seinun a €6, 2f[ und y € (x + aV) NV L(Xy, ..., Xy ). Dann ist y—;—x €V und
VCL(Xy, ooy Xm) +5 Vo doh 222 =7+ § v und folglich x + v =y -l €
= (x+§V) N L{X;,..., Xm) ¥ @. Es miite also [3-<..%-<..-§-B sein, was wegen § >0
unméglich ist.

Tatsichlich muf also E =L(x,, ..., X,;), also endlich-dimensional, sein.
(Der Beweis gilt fast wortlich auch fiir topologische T,-L-Vektorrdume.)
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11.23 Anwendungsbeispiele:

11.24

a)

b)

c)

d)

Jeder endlich-dimensionale lineare Unterraum eines hausdorffschen topologischen IK-Vektorraumes
ist abgeschlossen, vollstindig und normierbar, also ¢in Banach-Raum.

Ein topologischer T,-Vektorraum ist offenbar genau dann lokalkompakt, wenn es eine kompakte
Teilmenge mit inneren Punkten gibt. (Die Translationen sind Homdomorphismen.) Aufer {O} ist
kein T;-Vektorraum iiber IK (IR oder €) kompakt.

Die einzige T,-Vektorraum-Topologie auf IR™ und €™ ist die natiirliche. Jede lineare Abbildung
f:IRM - E ist stetig, wenn E ein To-Vektorraum ist: Kern f ist als linearer (endlich-dimensionaler)
Unterraum von IR™ abgeschlossen. Nach 9.10(a,) ist IR?/Kern f ein endlich-dimensionaler T5-
Vektorraum. Die initiale Topologie auf IR®/Kern f bzgl. der induzierten linearen Injektion f ist nach
5.11(c) und 9.3(c) ebenfalls eine hausdorffsche Vektorraum-Topologie. Wie im Beweis von

11.22(a) = (b} sieht man, dafl damit die Identitit einen Hom&omorphismus zwischen beiden Topo-
logien liefert, diese Topologien also iibereinstimmen. Daher ist f = fo vy als Komposition stetiger Ab-
bildungen stetig.

£
R —— & E

N

R™/Kern f

In C(1, IR) (Banach-Raum mit der max-Norm) ist die Einheitskugel B := {f / max If(t)| < 1} abge-
schlossen und beschrankt. Wire sie kompakt, so wire dieser Raum endlich-dimensional. Die Funk-
tionen id{l sind aber fiir n € IN linear unabhingig, also C(I, R) nicht endlich-dimensional,

Die Beziehung , kompakt = abgeschlossen + beschrinkt* ist also in metrischen Rdumen nicht
immer richtig. Metrische topologische Vektorrdume mit dieser Eigenschaft nennt man Montel-Riume
nach einem Satz aus der Funktionentheorie, der diese Eigenschaft fiir den (geeignet metrisierten)
Raum aller auf einem beschrinkten Gebiet analytischen Funktionen aussagt, (vgl. z. B. Kothe {4c]).

Theorem von Alaoglu-Bourbaki: Jeder normierte Raum E ist linear-isometrisch zu einem Unterraum

von C(X, K}, wobei X ein geeigneter kompakter Raum ist.

Beweis: Mit E' werde der IK-Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen ¢': E = IK bezeichnet.

Die Menge

X:={e'lg/e'€E, sup le'(x)I <1},
XxXcB

wobei B die (abgeschlossene) Einheitskugel in E ist, werde mit der Topologie als Unterraum von

Il B’ versehen, wobei B’ die ,Einheitskugel“ in IK bezeichnet. (B= {fe € E / el < 1},
xeB

B'= {k€IK /Ikl < 1}.) Da B' kompakt ist (IK = IR oder IK = €!), reicht es fiir die Kompaktheit von
X hin, wenn man die Abgeschlossenheit im obigen Produktraum zeigt:

Fiir ey, €4 € B, o, = B’ definiere man
1: €2

Te]! €2, Ot,ﬁ: I-Bl B~ IK

durch

(kede € B " Kae; + ge; ~Kae; —Kge,:

dann ist jedes solche T stetig. AuBerdem ist

— -1
X e?ezeB «fEB Tej, ea,0 8 (0]
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(Jedes Element dieses Durchschnitts ist offenbar Einschrinkung eines linearen Funktionals ¢’ : Ew IK,
dessen Stetigkeit aus ¢'(B) C B’ folgt.) Als Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist also X in I1 B’
kompakt. B

Fiir jedes e € E definiere man nun j. € Abb(X, IK) durch

e
e'i Hllell-e'(—).
B el

Dann ist jedes dieser jg stetig: Fir e'lg € X, e € IR, und

()< (i) <o ox
()< ()|«

Man priift nun leicht nach, dafl j: E — C(X, IK), e b j, linear ist. Wir zeigen noch, daf j isometrisch
ist: Fiir jedes

0:={f'|BeX/ lell -

gilt nimlich stets

lie (£ 1) —je (&' 1) = lell -

e€E ist lig(e'lg)l = llel - e'(ﬁ)‘é lel- 1, also ljgl < lel.
€

Umn die Gieichheit zu zeigen, benutzen wir den bekannten Satz von Hahn-Banach: Zu e # 0 gibt es

stets ein e’ € E' mit e'(e) = lel und sup le'(x)| = 1. Fiir dieses e’ ist dann
XEB

¢ ("u{:ﬂ \= lell,

d. h. es muf} stets lj I = llell sein.

Bemerkung: Die im Beweis gezeigte Tatsache, daf X kompakt ist, bedeutet in der Sprache der Funk-
tionalanalysis, daB die Einheitskugel von E’ schwach kompakt ist!). Diese Aussage ist von fundamentaler
Bedeutung fiir die Theorie der Banach-Algebren und die Spektraltheorie hermitescher und unititer Ope-
ratoren. Wir werden aus 11.24 in Abschnitt 12 den Satz von Banach-Mazur folgern und verweisen fir
weitere Anwendungen auf die Funktionalanalysis.

lie €'lp)! = liel -

Kompaktifizierungen:

Nach dem Beweis vori 11.15 kann jeder nicht quasikompakte Raum dicht in einen
quasikompakten Raum, nimlich in die 1-Punkt-Quasikompaktifizierung, eingebettet
werden. Fiir lokalkompakte X, die nicht kompakt sind, ist die 1-Punkt-Kompaktifizie-
rung X.. sogar kompakt. Nach dem Theorem 11.11{b) von Tychonoff liegt allgemeiner
jeder Ty s-Raum bis auf Hom6omorphie dicht in einem kompakten Raum.

Ein Tripel (X = Y) heifit Kompaktifizierung von X, wenn Y kompaktund j: XY
j

ein Hom&omorphismus auf einen dichten Unterraum von Y ist. (Man nennt so ein j auch
eine dichte topologische Einbettung.) Ein Raum X ist genau dann kompaktifizierbar, d. h.
besitzt eine Kompaktifizierung, wenn X ein T3 s-Raum ist. (Jeder Unterraum des normalen
Y ist ein T3, 5-Raum.)

1} Vgl etwa Hirzebruch [Scharlau, ,Einf. i.d. Funktionalanalysis*‘, Mannheim, 1971, Satz 13.9.
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11.25 Kapitel |1: Topologische Invarianten

Sei nun X ein T3 s-Raum. Auf der Klasse aller Kompaktifizierungen von X definieren
wir die folgende Ordnungsrelation:

(X—=Y)< (X Y'):= esgibtein stetiges f:Y' > Y mit foj =j.
j j

Streng genommen wird dies erst eine Ordnungsrelation, wenn man homéomorphe Riume
nichit mehr unterscheidet: Fiir (X~ Y) <(X > Y’) und zugleich (X = Y) < (X Y)
i j i i

gibtesf:Y = Y,g: Y=Y mitfoj =jund goj=j. Fiir y'€j'(X) bedeutet dies:
gof(y)=gofoj(x)=goj(x)=j'(x) =y,

d.h. go f stimmt auf der dichten Teilmenge j'(X) mit idy' iberein. Da Y' hausdorffsch

ist, muB go f =idy' und analog fe g = idy sein. Sowohl f als auch g miissen injektiv und

surjektiv sein, also bijektiv, und es ist folglich g = f~'. f und g sind also Hom&omorphismen.
Ist X kompakt, so kommen als Kompaktifizierungen natiirlich nur die zu X homéo-

morphen Réume in Frage. Ist X nicht kompakt, aber lokalkompakt, so ist die 1-Punkt-
Kompaktifizierung (X = X U {o}) im Sinne der obigen Ordnung minimal:
; _

Ist nimlich (X <>Y") eine weitere Kompaktifizierung von X, so definiere man
j

f:Y'—> XU {0} durch f(y) := x, falls y =j'(x) und f(y) := oo, falls y € Y'\j'(X). Offen-
bar ist dann foj' =j, so daB noch die Stetigkeit zu zeigen bleibt: Dazu mache man sich
Klar, da j'(X) =: X'C Y’ ist. (Ist ndmlich x"=j'(x) € X', so gibt es eine offene, relativ-
kompakte Umgebung U € Uy (x). Dann ist U' C X', also von der Form U'=0"N X’ mit
o' - Y'. Ist nun y € O’, so schneidet jedes V € UY (v) das Oyund jedes z€ VN O’ ist
Beruhrpunkt yon X' (dlCht in Y'),d.h. VN (O'NX") #0 fiir alle y € O’ und alle
V € U(y). Folglichist 0’ =0’ N X und folglich X €U'CU =0 cj(U)yccY'nX'.
O’ ist also eine offene Y'-Umgebung von x’ innerhalb X/, also x’ innerer Punkt.) Ist nun
0 C X U {=}, s0 ist entweder O C X und folglich £71(0) =i'(0) C] 'X) - Y' oder
(XU {23\ O CC X und folglich £ '(X\0)=j (X\O) CCyY' f- ((XU {oo})\(X\O)) =
=f1(0)=Y'\j"(X\0) - Y'. In jedem Fall ist also ™' (O) C Y , also f stetig. Fiir jede
Kompaktifizierung (X — Y') gilt also (X' X U {=}) <(X = Y").

j j

Die 1-Punkt-Kompaktifizierung eines lokalkompakten, nicht kompakten Raumes ist
also die kleinste Kompaktifizierung im Sinne unserer ,,Ordnung*.

Erstaunlich und fiir viele Strukturuntersuchungen der Allgemeinen Topologie wichtig
ist nun die Existenz einer maximalen Kompaktifizierung fir jeden T; 5-Raum:

Definition: Es seien X ein T3 s-Raum,J :=C(X,I),j: X > II [0, 1] die durch
]

x = (f(x)) e y definierte Abbildung und Y :=j(X). Nach dem Beweis
von 9.16 (Satz von Tychonoff) ist dann (X¥—> Y) eine Kompaktifizie-

rung von X. Sie heifdt nach dem folgenden Theorem Stone-Cech-Kom-
paktifizierung von X.
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11. Kompaktheit 11.26

11.26 Theorem von Stone-Cech:') Es seien X ein T;3,5-Raum, (X — Y) die Stone-Cech-Kom-
j

paktifizierung und (X > Y') eine weitere Kompaktifizierung von X.

Dann gelten: !

(a) Jedes stetige f von X in einen kompakten Raum K hat genau eine
stetige Fortsetzung auf Y, d.h. es gibt genau ein stetiges F: Y - K
mit f=Foj.

(b) Esist (X > Y)<(X 7 Y),d.h. die Stone-Cech-Kompaktifizierung

ist maximal.

(c) Die Aussage (a) charakterisiert die Stone-éech-Kompaktifmiemng,
d.h. gibt es zu jedem kompakten K und jedem f € C(X, K) genau
ein F&€ C(Y',K) mit f=Foj', so sind zugleich (X'— Y) <

i

<(X= Y)und (X Y') <(X = Y). Insbesondere sind dann Y
j j j
und Y’ homdomorph.

Bewelis:

(a) Da j(X) dichtin Y ist, gibt es hochstens ein solches stetiges F: Y - K. UnF zu
konstruieren, betrachten wir die Stone-Cech- Kompaktifizierung (K % K) von K

und konstruieren nacheinander stetige Abbildungen f', f'" und F, d1e das folgende
Diagramm kommutativ machen:

f
X =K
/"
.
N
-/-

A/ ~
YF—————~———— »K
f!’

i I { 'Y
I - - [1 1
geC(X, 1) f g eCK, 1)

(" bzw. k' sind die gewohnlichen Inklusionen.)

Konstruktion von f: Setze f'({ag)g & c(x, 1)) := (@ho h e c(x, 1)-
Dann ist offenbar f' stetig, weil es alle Projektionen sind. Auerdem wird das
duflere Diagramm kommutativ, denn fiir x € X ist

floj'oj(x) = f'((8(X))g e c(x,p) = e fX)h e ek, 1 = k' k(F(x)).

1) Vgl E. Cvech, Ann, of Math., 38 (1937) bzw. M. H. Stone, Trans. AMS, 41 (1937).
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11.27 Kapitel II: Topologische Invarianten

Konstruktion von f':
Da f’ stetig ist, muf}
£'(Y) =f'GXN C TG =12 0j(X)=k'oke f(X) CK=K
sein. Daher macht ", als Einschrankung von f' definiert, das innere Diagramm
kommutativ.

Konstruktion von F:
Fiir kompaktes K ist k(K) CC II I und folglich k(K) = K. Folglich ist k ein
Homoéomorphismus. Setzt man F :=k ™' o f", so ist also F stetig mit
Foj=k'ef’oj=klokof=f.
Damit ist (a) gezeigt.
(b) Nach (a) hat j': X - Y' eine stetige Fortsetzung I': Y = Y' mit j'=J"¢j, d. h,
(X? Y)<(X ‘T Y).

(c) Die beiden Ungleichungen folgen analog zu (b). Die Folgerung der Hom&éomorphie
aus den beiden Ungleichungen haben wir schon in 11.25 gezogen.

Bemerkung: Die Stone-éech-Kompaktifizierung ist i.a. von der 1-Punkt-Kompaktifizierung verschieden.
So ist z.B. 81 mit j{t) := et die 1-Punkt-Kompaktifizierung von |0, 2x[, aber nicht homdomorph zu
der Kompaktifizierung (j0, 2n [ — [0, 2n}). Die Stone-Cech-Kompaktifizierung eines T3 s-Raumes kann
schrecklich viel grofer als der Ausgangsraum sein: Die Stone-Cech-Kompaktifizierung von IN (diskrete
Topologie) umfaldt schon iiberabzidhlbar viele digjunkte, Zugleich offen und abgeschlossene, nicht-

leere Teilmengen. Fiir die neueren Ergebnisse zur Untersuchung dieser und anderer Stone-Cech-Kom-
paktifizierungen sei auf das Buch von R. C. Walker ,,The Stone-éech-Compactification“ 1) hingewiesen.
Wir kénnen auf dieses ausgedehnte Forschungsgebiet der Topologie hier nicht eingehen.

11.27 Die Topologie der Kompakten Konvergenz und a-kompakte Riume:

Fiir viele Anwendungsgebiete reichen die Riume C(X, IR) mit kompaktem X nicht aus. So ist etwa
C(R, IR) kein solcher Raum. Versiecht man diesen Raum der stetigen reellen Funktionen mit der Topo-
logie der global-gleichmiBigen Konvergenz als Unterraum von Abbg, (IR, IR), so hat er wesentlich
schlechtere Struktureigenschaften als etwa C(I, IR):

Nach 5.11(¢f) ist C(IR, IR) mit dieser Topologie kein topologischer Vektorraum. Ein weiterer Nach-
teil ist, dafh der Satz von Stone-Weierstra® in diesem Raum falsch wird: Betrachtet man die Unteraige-
bra K(R, IR) := {f eC(IR, IR) / es gibt A CC IR mit fl(m \A) = 0}, so trennt sie die Punkte von IR
und enthilt zu jedem t < IR ein f mit £(t) # 0, obwohl K(IR, IR)# C(IR, IR) ist. (Vgl. Aufgabe (5)
am Schluf dieses Abschnitts.)

Um diesen Nachteilen zu begegnen, versiecht man die Riume C(X, IR) fiir nicht kompakte X mit
einer anderen Topologie, die wir jetzt kurz behandeln wollen:

Ist ACC X, «<IR4 und fe C(X, IR), 50 setze man
Us A, o= {8€C(X,IR) / fir alle x € A ist If(x) ~ g(x)| <a}.

(Diese Mengen werden kleiner, wenn A grofer bzw. « kleiner wird!) Fiir Ty-Riume X ist mit
A, B CC X stetsauch AU B CC X (vgl. 11.7(b)), und die Us 4, bilden dann bei festem f eine
Filterbasis. (Es ist

Us, A, a " U, B, 32 Us, A U B, min(a, §)-)

1) Springer, Berlin-Heidelberg-New York, 1975
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11. Kompaktheit 11.27

Der erzeugte Filter ¢/, (f) liefert dann auf C(X, IR) die Struktur eines Umgebungsraumes. (Zu
UeUgy(f) gibtes Us o, o CU und Ug 5 o ist Umgebung jedes seiner Elemente: g€ Us, o 4,
€= m:x If(x)—g(x) = Ug A, a—e € Ut, A, o) Mit Co(X, IR) bezeichnen wir den Raum C(X, IR)

mit der von U, erzeugten Topologie der kompakten Konvergenz (vgl. Abschnitt 14: kompakt-
offene Topologie).
Fiir jedes A <C X ist durch dg : (f, g) — m:x 1f(x) — g(x)! eine Pseudometrik auf C(X, IR) ge-

geben. Die zum System I' := {d / A CC X} gehorige Uniformitit auf C(X, R) erzeugt offenbar die
Topologie der kompakten Konvergenz (vgl. 7.9), d. h. C.o (X, IR) ist uniformisierbar, Ist X als Ver-
einigung abzihlbar vieler A; CC X darstellbar und Hausdorffsch, so setze man
n
By, := U Aj. Dann wird die Uniformitit von C.q (X, IR) schon von dem System {dBi / i€ IN} erzeugt,
; .

und Cgq (X, IR) ist dann nach 7,11 metrisierbar,

Ist X hausdorffsch und abzihlbare Vereinigung der Mengen B; CC X mit B; C ﬁi + 1, 50 gibt

dx, x") :=Z§ min(l, dg, (x, x')
i

eine Metrik fir C., (X, IR), wie man sich leicht iiberzeugt. (In diesem Fall ist C.q4 (X, IR) genau dann

normierbar, wenn X kompakt ist.) Ist X iiberdies noch lokalkompakt, so ist (C.o(X, IR), d) vollstin-

dig: Ist nimlich (f;) eine Cauchy-Folge in diesem Raum, so ist fir jedes By die Folge (fi|Bk)i =N in

C(By, IR) gleichmifig gegen ein fx € C(Bg, IR) konvergent. Jedes x € X hat eine kompakte Um-

gebung K, die von den B, iiberdeckt wird., also schon von By, ..., By, fiir ein geeignetes n € IN. Dann

ist aber K C Bp,. Da offensichtlich fiir k > i stets fi 'B; = fj ist, kann man f:= 'gIN f; setzen und sieht
1

nun, daf} es zu jedem x eine Umgebung K mit fiy stetig gibt, Folglich ist f € C(X, IR). DaB auch
;) = () in C¢o (X, IR) gilt, weise man als (leichte) {Tbung nach.

Definition und Satz: Ein topologischer Raum X heifft o-kompakt oder abzihlbar im
Unendlichen, Wenn er lokalkompakt ist und als abziihlbare Vereinigung
kompakter Teilmengen darstellbar ist.

Ist X o-kompakt, so ist C., (X, IR) mit der Topologie der kompakten
Konvergenz ein vollstindig metrisierbarer topologischer Vektorraum.
Eine Folge (f;) in diesem Raum konvergiert dort genau dann, wenn fiir
jedes A CC X die Folge (f;lA) gleichmiBig konvergiert. (Da X lokal-
kompakt ist, nennt man C., (X, IR) auch den Raum C(X, IR) mit der
Topologie der lokal-gleichmifigen Konvergenz.)

Zum Beweis: Wir wollen die Details hier nicht ausfithren, sie sind leicht zu erhalten. Dafl man einen
o-kompakten Raum X stets als X= U B;mit B; C B?+l C Bj +1 €C X darstellen kann, sicht man
50 ein: i€lN ;
Zunichst ist X= HA}: mit A, CC X. Man setze nun C; :=U Ay. Dann ist jedes C; kompakt. Da X

1

lokalkompakt ist, gibt es zu jedem C; ein offenes Cj mit C; CCjC Cj CC X. (Man iiberdecke C; mit
offenen, relativ-kompakten Umgebungen und wihle die Vereinigung einer endlichen Teiliberdeckung.)
Nun setze man B; := Cj. Offenbar ist dann ILIQJ B> I%IJ ;o IIL\IJ Aj=X.

Bemerkung: Die Bezeichnung ,,abzihlbar im Unendlichen* erkiirt sich aus der Tatsache, da} fir ein

nicht kompaktes, o-kompaktes X der Umgebungsfilter von = in der 1-Punkt-Kompaktifizierung eine
abzdhlbare Basis hat.
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11.29

11.28—11.29 Kapitel |1: Topologische Invarianten

g-kompakte Riume spielen in der Mafitheorie und in der Theorie der topologischen Gruppen eine
grofe Rolle. Wir begniigen uns mit den beiden folgenden wichtigen Anwendungen dieses Begriffes:

Theorem von Stone-Weierstrag fiir o-kompakte Riume:

Sind X o-kompakt und A C C(X, IR) eine punktetrennende Unter-
algebra, so ist entweder A dicht in C.,(X, IR) oder es gibt ein

X €EX mit ACo®® =p, = {feC(X,R)/f(xo) =0}
Beweis: Man wiihle B; CC X mit B; C B; +; und X = U B;. Dann setze man fiir jedes
IN

ijp;: Ceo (X, IR) = C(B;, IR) durch f = flp, fest. Nach Satz 11.27 ist dann jedes jp,
(folgen-)stetig. AuBerdem ist fiir jedes i jp.(A) eine punktetrennende Unteralgebra von
C(B;, IR).

1. Fall: Gibtes zu jedem x € X ein f € A mit f(x) # 0, so ist nach 11.20 fiir jedes i
jp;(A) dichtin C(B; IR). Istein g€ C(X, IR) gegeben, so gibt es also zu jedem i
eine Folge (fk)k e N aus A mit (jp, () = jp;(g) in C(B;, IR). Die Diagonal-
folge (f; 1. konvergiert also nach 11. 27 auf ]edem B; gegen g gleichmiBig, d. h.

g € A. Folglich ist A dicht in C o (X, IR).

2. Fail:  Gibt es ein X, € B;) C X mit f(x0) =0 fiir alle f€ A, so ist fiir alle i > i,
jB;(A) = {h EC(B,, IR) / h(xo) = 0}. Da jp, stetig ist, muB jg;(jp, (A)) = Dy, ab-
geschlossene Obermenge von A sein, folghch ist AC Dy, Ist aildererselts 8 € Dy,
so argumentiere man wie im 1. Fall, um zu zeigen, dafl D xp C A ist.

Beispiel: IR, IR™ und allgemeiner jede offene Teilmenge von IR™ sind als abzihlbare Vereinigung ab-
geschlossener Kugeln (mit rationalem Radijus und Mittelpunkt) o-kompakt. Jedes stetige f: IR™ -» IR
laldt sich also durch eine Folge — auf jeder kompakten Menge gleichmifdig konvergierender — Poly-
nome in Xy, ..., Xp approximieren.

Satz iiber lokalkompakte Gruppen: Sind G eine o-kompakte, H eine lokalkompakte
topologische Gruppe und f: G ~ H ein stetiger und surjektiver Homo-
morphismus, dann ist f auch offen und induziert einen topologisch-
algebraischen Isomorphismus f: G/Kern f ~ H.

(Dieser Satz ist ein gruppentheoretisches Analogon zum Satz von Banach iiber offene lineare QOperatoren
zwischen Banach-Riumen. Der Beweis verliuft ganz dhnlich:)
Beweis: Nach 11.18 ist jeder lokalkompakte Raum ein Bairescher Raum. Analog zu 8.14 sieht man, daf
ein solcher Raum nicht als abzidhlbare Vereinigung nirgends dichter Teilmengen darstellbar ist. Dies
werden wir gleich ausnutzen,

Um zu zeigen, daB f offen ist, braucht man wegen 8.1 nur zu zeigen, daf} fiir jedes U e Ug (e)
f(U) € Uy (e") ist, wobei e bzw. e’ die jeweiligen Einheitselemente bezeichnen, (Vergleiche auch den
Beweis zu 11.22(a) = (b).)

Sei nun ein U € Ug (e) gegeben. Da G lokalkompakt und (x, y) + x~1-y stetig sind, gibt es ein

offenes, relativ-kompaktes V € Ug (e) mit V-1-V € U. Esist G o-kompakt, also G = U A; mit
IN
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11. Kompaktheit 11.30—11.31

A CC G. Dajedes Aj schon von endlich vielen Mengen der Form x -V mit x € G iiberdeckt wird, kann

man also G = Uin -V mit geeigneten x; € G schreiben.
iel

Da f surjektiv ist, folgt
H=f(x;-V)=Uf(x;-V)=UFfxp-f(V)cUfx;)-£(V).
(|N i'V) N xi-V) N i) -£(V) N x;)- (V)

Da f stetig ist, ist f(V) CC H, also abgeschlossen in H. Hitte f(V) keine inneren Punkte, so hitte

auch keines der f(x;) - f(V) innere Punkte, denn die Translationen y ~ f(x;)-y sind Homdomorphismen
von H auf sich. Da also jedes f(x;) - f(V) dann nirgends dicht wire, konnte man H als abzihlbare Ver-
einigung nirgends dichter Teilmengen darstellen, was der Lokalkompaktheit von H widerspriche. Also
mub f(V) C f(U) innere Punkte haben. Es gibt folglich y € f(V)0 c f(V) € U (y). Wihlt man x €V
mit f(X) =y, so ist dann

f(x1- V) = f(x1)-£(V) = y1-£(V) € U(e)
und andererseits
f(x!- \_f) c f((V-1-V) c f(U)

nach Wahl von V, also auch f(U) € Uy (e'). Damit ist die Offenheit von f gezeigt.
Der Rest der Behauptung folgt sofort aus 6.6.

Bemerkung: Es gibt eine Fiille weiterer Anwendungen der {globalen und lokalen) Kompaktheit. Be-

sonders interessant sind vielleicht noch die folgenden Anwendungen:

a) Satz von Pontrjagin: Jeder zusammenhingende lokalkompakte KOrper ist entweder zu IR, € oder
zum Quaternionenkérper isomorph.!)

b) Jede topologische Mannifgaltigkeit M™ ist lokalkompakt. Besonders die kompakten und zusammen-
hingenden Mannigfaltigkeiten (,,geschlossene Mannigfaltigkeiten*) spielen in der Differentialgeo-
metrie eine ausgezeichnete Rolle (vgl. Abschnitt 15).

¢) In der Theorie der Differential- und Integralgleichungen spielen kompakte Operatoren die wichtigste
Rolle. (Wir verweisen auf die einschligige Literatur und auf Lehrbiicher der Funktionalanalysis.)

Fiir unsere spiteren Untersuchungen entnehmen wir wichtige Hinweise dem Absatz

11.31 Kontinua:

Im Zusammenhang mit dem Metrisationsproblem und bei der Untersuchung von Kurven,
Themen, auf die wir in den nichsten Abschnitten eingehen, hat man seit Beginn der Allge-
meinen Topologie besonders intensiv die ,,Kontinua* untersucht. Ein Kontinuum ist e¢in
zusammenhingender, kompakter und metrischer Raum.

Wir haben in Abschnitt 10 davon gesprochen, daf Cuntor eine eigentiimliche und iiber-
holte Definition der Zusammenhangseigenschaft eines Raumes gegeben hat. Sie fallt interes
santerweise in kompakten, metrischen Riumen mit der iiblichen Definition zusammen:

Satz: Ein kompakter, metrischer Raum (K, d) ist genau dann zusammen-
hingend, wenn je zwei seiner Punkte e-verkettet sind, d. h. zu x,,
yEK und €€ IR, gibt es stets n € IN, X, ..., Xy €K mit
dx;_1,x)<efiri=1,...,n+1,wobeix, 4+ =Y.

1y Vgl. z.B. L. §. Pontrjagin ,,Topologische Gruppen®, Bd. 1, Teubner, Leipzig, 1957.
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11.32 Kapitel I1: Topologische Invarianten

Beweis dazu: Ist K zusammenhingend, so betrachte man zu festem x € X, € € IR, die
Menge M := {y €K/ x und y sind e-verkettet fir dies feste e}, Offenbar ist M nichtleer
und offen. M ist aber auch abgeschlossen, wie man sofort nachpriift. Ist also K zusammen-
hingend, so muf M =K sein, d. h. je zwei Punkte sind fiir jedes positive € e-verkettet. Ist
K dagegen unzusammenhingend, so gibt es eine abgeschlossene Zerlegung (A, B) von K.
Beide Mengen sind dann nichtleer und kompakt, haben also nach 11.7(c) einen positiven
Abstand e. Fiir a€ A, b € B gibt es dann aber keine ,,e-Kette* in K.

Uns interessiert vor allem der folgende

Satz: Hat ein Kontinuum mehr als einen Punkt, so ist es bijektiv zu IR.
(Daher die Bezeichnung ,,Kontinuum*:.)

Beweis: Da das Kontinuum K nach 11.1 total beschrinkt ist, gibt es zu jedem %> 0
mp
endlich viele Punkte X7, ..., Xm mit K= U B, (x). Die Vereinigung aller dieser Punkte
i=1 n

(n € IN) liegt dann dicht in K: Fir y EK\ {x{' / n,i € IN, 1 <i<m,} gibe es sonst eine
%-Kugel, die nicht in der Vereinigung der B, (x{") lige. K hat also eine abzihlbare dichte
n

Teilmenge A = {y; /i€ IN}. Ist nun O C K und x €0, dann gibt es ein € € IR, mit
B, (x) C O und ein y; € B} (x) mit 2 < e. Dann ist x € By (y;) C O. Die Kugeln B3 (v;)
n n n

mit (n, i) € IN X IN bilden also eine abzihlbare Basis der Topologie von K. Jede offene
Menge von K kommt also zustande durch die Vereinigung hchstens abzihlbar vieler
solcher offenen Kugeln. Die Menge der abzidhlbaren Teilmengen einer abzihlbaren Menge
hat hochstens die Michtigkeit von IR, es gibt also hochstens soviele offene Teilmengen von
K wie Punkte in IR. Das gilt dann auch fiir deren Komplemente, die abgeschlossenen
Mengen von K. Insbesondere gibt es also eine Injektion von K in IR, denn die einele-
mentigen Teilmengen von K sind abgeschlossen.

Wenn man nun noch zeigt, daB es auch eine Injektion von IR nach K gibt, so folgt die
Behauptung aus dem Satz von Schroder-Bernstein iiber die Michtigkeit vergleichbarer
Mengen. DaB K mindestens die Machtigkeit von IR hat, ist aber schon in der Bemerkung
zu 10.4 gezeigt worden.

Korollar 1: Jeder kompakte metrische Raum enthilt eine abzihlbare, dichte
Teilmenge.
Korollar 2: Hat ein metrischer Raum eine abzéhlbare, dichte Teilmenge, so hat

seine Topologie eine abzihlbare Basis.

Korollar 3: Hat eine Topologie eine abzihlbare Basis, so gibt es in dem betref-
fenden Raum hochstens ¢ (= Michtigkeit von IR) offene bzw. ab-
geschlossene Teilmengen. Handelt es sich dabei iiberdies um einen
T,-Raum, so hat er hochstens ¢ Elemente.

Korollar 4: Die Topologie von Abb,,, (IR, IR) bzw. Abbgg (IR, iR) hat keine ab-
zihlbare Basis. (Es gibt nimlich mehr als ¢ Elemente.)
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12. Metrisierung und Abzihlbarkeit

Man konnte auf Grund des letzten Satzes vermuten, dad jedes Kontinuum stetiges Bild von [ ist.
Diese Vermutung wird uns in Abschnitt 13 beschiftigen.

Aufgaben:
1. Stetige Funktionen erhalten Abzihlbar-Kompaktheit, Folgen- und Pseudokompaktheit.

2. Sind A, B disjunkte, nichtleere und kompakte Teilmengen in einem metrischen Raum (M, d), so

gibtesac= A,be B mit d(a, b) = 'inf d(a’, b") = d(A, B) (vgl. 11.7(c)).
bEB

3. Esseiein f:IR — IK mit IK = IR oder IK = € gegeben. Man zeige: f ist genau dann stetig und 2n-
periodisch, wenn es ein fe C(S!, IK) mit f(t) = ?(ei‘) fiir alle t= IR gibt.

4, Der Satz von Tietze fiir lokalkompakte Riume:
Sind X lokalkompakt, A CC X und f: A — IR stetig, so gibt es eine stetige Forsetzung von f auf
ganz X. (Man benutze die 1-Punkt-Kompaktifizierung und die Normalitit der kompakten Raume.)

5. Esseien X lokalkompakt, K(X, IR) := {f € C(X, IR) / f(x) = 0 auBerhalb einer kompakten Teil-
menge von X} und Co(X, IR) := {fe C(X,IR)/ zu jedem ¢ € IR, gibt es ein K €C X mit
If(x)| < e fir x € X\ K}. Man zeige:

a) Esist KX, R et X R - cox) 1Ry
b) Ist § # X C IR", n > 1, so ist Co(X, IR) # C(X, R).

7. Man fithre den Beweis zu Satz 11.27 aus (vgl. den Beweis von 12.9(a)).

8. Sind X kompakt, f: X — X stetig, so gibt es ein nichtleeres A C X mit f{A) = A. (Man betrachte
die Folge X, f(X}, fo f(X) usw.)

9. Sind X, Y kompakt und f: X — Y gegeben, so gilt Graph f CC X X Y genau wenn f stetig ist.
(pry: Graph f — X ist eine stetige Bijektion!)

10. Jeder metrische lokalkompakte Raum mit abzihlbarer, dichter Teilmenge ist o-kompakt.

11. Es seien (M, d} ein kompakter metrischer Raum und j: M — M eine isometrische Abbildung von
M in M. Man zeige, datt j dann auch ein HomSomorphismus von M auf sich ist. {Hinweis. Fiir
X € M\ j{M) betrachte man die Folge x, f(x), fo f(x)....)

12. Ist der Raum von Beispiel 9.18 lokalkompakt?

12. Metrisierung und Abzihlbarkeit

Durch welche bequem nachpriifbare topologische Eigenschaften a8t sich ein Raum
charakterisieren, dessen Topologie von einer Metrik erzeugt werden kann? Welche
topologischen Rdume sind metrisierbar? Dieses sogenannte Metrisationsproblem hat die
Topologen lange beschiftigt bis es um 1950 unabhingig von R. A. Bing"),J. Nagata®)
und Y. M. Smirnow?) vefriedigend gelost werden konnte, Mit diesem Metrisationsproblem

1) Can. J. Math., 3 (1951)
2) J, Inst. Polytech. Osaka City Univ., Ser. Al (1950)
3) Dokl. Akad. Nauk, 77 (1951)
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12.2

12.3

12.1-12.3 Kapitel |1: Topologische Invarianten

ist es dhnlich wie mit dem Fermatschen Problem der Zahlentheorie oder mit der 4-Farben-
Vermutung der Graphentheorie gewesen, bei den vielen Losungsversuchen wurden oft
Teilergebnisse erzielt, die in viel fruchtbarere Richtungen wiesen. Wir werden uns daher
vor allem mit diesen Teilergebnissen befassen und auf einen Beweis des Hauptsatzes
verzichten,

Kehren wir zunichst zuriick zu den Anfingen der Allgemeinen Topologie bei Fréchet,
Riesz und Hausdorff. Fréchet war in den Rend Palermo (Bd. 22, 1906) im Begriff der
metrischen Riume ein grofier Wurf gelungen, denn diese Riume bilden nach wie vor die
wichtigste und am weitesten analysierte Klasse topologischer Riume. Ihr entscheidender
Vorzug liegt darin, dal man ihnen mit den abzihlbaren, aus der Analysis gewohnten
Methoden beikommen kann. (Sie erfiillen das 1. Abzihlbarkeitsaxiom und sind haus-
dorffsch.) Ungliicklicherweise ist nicht jeder T,-Raum, der das erste Abzihlbarkeitsaxiom
erfullt, metrisierbar:

Beispiel: Wir betrachten auf IR die Topologie T, die als Basis die Intervalle der Form [a, b[ hat.
In 9.18 haben wir schon gesehen, daR (IR, ) ein T3,5-Raum ist, dessen Produkt mit sich selbst nicht
normal, also auch nicht metrisierbar ist. Folglich kann auch (IR, T) selbst nicht metrisierbar sein.
Dennoch erfiillt dieser Raum das erste Abzihlbarkeitsaxiom: Ist a € R, so bilden die Intervalle [a, b|
mit a < b € @ offenbar eine abzihlbare Basis von Uy (a).

Die um 1900 aufkeimende Funktionalanalysis war eine der Quellen der Allgemeinen
Topologie. Die wichtigsten metrischen Raume waren aus dieser Disziplin geldufig und
hatten noch eine zusitzliche Abzidhibarkeitseigenschaft, auf die schon Fréchet hinwies:

Definition: Ein topologischer Raum X heifdt separabel, wenn er eine abzihlbare,
dichte Teilmenge enthilt.

Beispiele und Bemerkungen.: Wir wollen diesen Begriff kurz studieren, bevor wie wieder zum
Metrisationsproblem zuriickkehren,

a) IR™ und jede offene Teilmenge von IR™ sind separabel, man kann nimlich als abzihlbare Teilmenge
die Punkte mit rationalen Koordinaten wihlen,

b) C(X, IR) fiir X CC IR™, C¢o (X, IR) fiir X C IR™ und L(0, 1) sind nach dem Theorem von Stone-
Weierstrafl separabel (vgl. Abschnitt 11),

¢) Offene Unterriume separabler Riume sind wieder separabel, wie man sich leicht iberzeugt. Fiir
beliebige Unterriume bleibt die Separabilitit i, a. nicht erhalten (vgl. 12.6(¢e)).

d) Ist £: X - Y eine stetige Surjektion und ist X separabel mit abzahlbarer, dichter Teilmenge A, so ist
f(X)=f(A)C f(A),also Y =f(A) separabel.

¢} Man kann zeigen (vgl. z. B. Engelking [2]), dah das Produkt von bis zu € (= Michtigkeit von IR)
separablen Raumen wieder separabel ist, Wegen 5.8 ist also z. B. Abbpw (IR, IR} ein separabler
Raum, der nicht das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfullt. Es gibt sogar Riume, die in keinem Punkt
das erste Abzidhlbarkeitsaxiom erfiillen, aber iiberhaupt nur abzihlbar viele Punkte enthalten (vgl.
wieder Engelking).

f) Nicht jeder metrische Raum ist separabel: Wihlt man auf IR die triviale diskrete Metrik, so hat
man ein primitives Gegenbeispiel. Wesentlich instruktiver ist etwa Bgg1 (M, IR) fiir unendliches M
(sup-Metrik), denn nach 5.4(h) lif3t sich jeder metrische Raum in ein solches B (M, IR) isometrisch
einbetten: Ist etwa {fi /i€ IN} eine abzihlbare Teilmenge von B (M, 1R) und ist M unendliche
Menge, so kann man eine abzahlbare Teilmenge {x; /i€ IN} von M wihlen mit x; # x; fur i # j.
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12. Metrisierung und Abzihlbarkeit 12.3

Setzt man nun

0 firmeM\{x;/icIN}
f(m):=) 2 fir m=x; mit f;(x;) <0,
— 2 fir m = x; mit f;(x;} >0

so ist f€ B (M, IR) und die Kugel um f vom Radius 1 schneidet {f; / i € IN} nicht, dic letzte
Menge kann also nicht dicht in B (M, IR) sein.

g) Eine fir die Anwendungen wichtige Konsequenz der Separabilitat haben wir in Aufgabe 10 zu
Abschnitt 11 vorgestellt:

Ein metrischer, lokalkompakter und separabler Raum ist o-kompakt.

h) Eine interessante Verallgemeinerung von 5.4(h) liefert leicht das folgende Resultat, das zuerst
Urysohn!) entdeckte: Jeder separable metrische Raum ist isometrisch zu einem Unterraum von
Bgg1 (IN, IR). (Man iibertrage als — leichte — Ubung den Beweis von 5.4(h) mit B (A, IR) statt
B (M, IR), wobei A eine abzihlbare, dichte Teilmenge des metrischen und separablen Raumes M
ist.)

i) Fiir geordnete Ridume gibt es einen in gewisser Weise zu 11,22 analogen Satz:

Ist X eine unendliche, total geordnete Menge mit der Ordnungstopologie, so sind fdquivalent:
{a) X ist ordnungstreu bijektiv zu einem Intervall von IR.
{b) X ist homéomorph zu einem Intervall von IR.
{c) X ist zusammenhingend und separabel.
Beweis dazu: (vgl. Kowalsky [3}])

(a) = (b): Ist j: X — J eine ordnungstreue Bijektion auf ein Intervall J von IR, so entsprechen sich
unter j fiir jedes x € X die Intervalle }x, oof bzw, |-eo0, x[ und ]j{x),eo[ N J bzw, |—oo, j(x)[ N ].
Diese Intervalle bilden jeweils eine Subbasis der Topologien von X und J. Nach 3.3(b) ist also j
ein Homoomorphismus.

(b) = (c): Das ist klar.

(c) = (a): Hat X kein grofdtes Element, so fiige man es als oo hinzu und vereinbare, dafs oo gréfier als
jedes Element von X sei. Der neugewonnene total geordnete Raum X, enthilt X als (bzgl. der
Ordnungstopologie) dichten Unterraum. (Auf X stimmen die alte und die Ordnungstopologie von
X Uberein.) Analog kann man Xo zZu Xe _ oo erginzen, wenn X. bzw. X noch kein minimales
Element enthilt. In jedem Fall ist X topologischer Unterraum eines total geordneten Raumes Y
mit minimalem Element a; € Y und maximalem Element a3 €Y und Y\ X C {a;,a,}, X =Y.

Mit X ist dann auch Y separabel und wegen 10.5(a) zusammenhingend. Sei A abzihlbare,
dichte Teilmenge von Y mit a1, a; € A. Nach Abschnitt 10, Aufg. 11 und 10.3{a) ist Y liickenlos,
alsogibteszu a,a’ € A stetsein yE€ Y mit y € ]a, a’[ € Uy(y). Da A dichtin Y ist, muf
la,a’[ N A + () sein, also A liickenlos und damit unendlich.

Seien nun

D :={2k—neljk,ne INg, 0 <k < 2“}= {d;/i€IN}, wobei d; =0,d, =1 sind,
Ap:={ajeA/i<n} wobeiA={a;/icIN}ist,

und Dy := {di/i < n}. Man setze nun f: Ay —» D durch f(a;) :=d = 0,f{ap) :=d; = 1 fest. Ist dann
schon f: A, — D als streng monoton wachsende Funktion definiert, so setze man f{a,, 4 ) ;= d;,

wenn d; € 1f (ag), f(a7)[ mit minimalem Index i und [ag, 3] N Ap + = {ak, a7, ap, + | } ist. Offenbar
wird dadurch f: A — D (induktiv) als streng monoton wachsende Funktion definiert.

1) Math. Ann., 92 (1924)
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12.4 Kapitel I11: Topologische Invarianten

f ist auch surjektiv: Hitte man ein d; € D\ £ (A} mit minimalem Index i, so wihle man
di, dy€ Dj—q C £(A) mit [dy, djf N D; = {d;}. Wiihlt man dann ay’, 2’ € A mit f(ay") = dy,
f (ap) = dy, so gibt es wegen der Liickenlosigkeit von A ein aj, € A mit kleinstem Index, so dats
ag' < ay < ap. Dafir ist aber nach Definition f (ay) = d; € £ (A). Es muB also f(A) = D sein und
f folglich eine ordnungstreue Bijektion von A auf D.

Setzt man fur ye Y g(y) :=sup {f(a)/ac A,a< y},sogibteszuy >yeinacAn|y,y|,
so daB g(y) < f(a) <g(y") folgt. g ist also eine ordnungstreue Injektionvon Yin 1. Zu t& I
existiert aber nach 10.3(a) auch der Punkt y :=sup f-1 ({deD/d<t})=sup {facA/f@) <t}
Dafir ist jedenfalls g (y) < t. Wiire g (y) < t, so kdnnte man ein d € D mit g (y) < d < t und folglich
eina=f"1(d)eAmity <a<sup{a€A/f(a) <t} wihien. Folglich muB doch g(y) =t gelten.
Damit ist g als ordnungstreue Bijektion von Y auf I erwiesen,

Da auflerdem g(a;)} =0 und g(az) =1 ist, vermittelt g auch eine ordnungstreue Bijektion
zwischen X und dem Teilintervall J von I, das durch Weglassung des einen und / oder anderen
Endpunktes entsteht. Damit ist (a) gezeigt.

Wir fahren fort in unseren Betrachtungen zum Metrisationsproblem: Nach 12.3(f) gehort
Separabilitit sicher nicht zu den notwendigen Bedingungen der Metrisierbarkeit. Wegen
der grofien praktischen Bedeutung der separablen metrischen Riume haben sich die
Topologen der zwanziger Jahre aber sehr um eine Losung des Metrisationsproblems
wenigstens fiir die Klasse der separablen topologischen Raume bemiiht. Da diese Be-
miihungen sehr fruchtbar waren, wollen wir diesem eingeschrinkten Problem noch etwas
nachgehen,

Ist wenigstens jeder separable T4-Raum, der das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfullt metrisierbar?
Wieder gibt 12.1 ein geeignetes Gegenbeispiel: (IR, T) ist T4-Raum, denn fiir zwei disjunkte, abge-
schlossene und nichtleere Teilmengen A, Bkannmanfirac A,b&B

a+1, fallskeinbeB b+1, fallskeinac A
by = mit b > a existiert  bzw. ap = mit a > b existiert
inf b, sonst inf  a, sonst
a<beB b<aceA

definieren und hat dann in U [a, by[ bzw. U [b, ap[ disjunkte Umgebungen von A bzw. B. Da
acA beB

iberdies @ offenbar dicht in (IR, T) ist, haben wir e¢s nach 12,1 also mit einem separablen T4-Raum
zu tun, der das 1. Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt und nicht metrisierbar ist.

Warum reichen diese starken Voraussetzungen noch nicht zur Metrisierbarkeit aus? Unser
Gegenbeispiel ladt zwei Mingel erkennen: Zum Einen miiite die Topologie 7 nach 11.32, Korollar 2
eine abzihlbare Basis haben, wenn ein separabler Raum metrisierbar sein sollte. Dies ist in unserem
Beispiel nicht der Fali. (Wire nimlich 8 eine abzihlbare Basis von 7, so miifite sich insbesondere
jedes [a, b[ als (abzdhlbare) Vereinigung von Basiselementen darstellen lassen und umgekehrt jedes
Basiselement als Vereinigung solcher Intervalle. Man diirfte also annehmen, dal 8 die Form
8 = {[a;, bj| /i€ IN} hat. Wihit man nun a€ IR\ {a; /i €N}, so ist [a, oo[ keinesfalls als Vereinigung
aus B darstellbar.) Separable, metrisierbare Riume miissen aiso einer stirkeren Bedingung geniigen, auf
die zuerst Hausdorff aufmerksam machte, sie miissen eine abzihlbare Basis der Topologie haben. Der
zweite Mangel unseres Gegenbeispiels liegt darin, da das Produkt (IR, 7) X (iR, T) nicht normal ist.
Metrische Riume, Unterriume und abzihlbare Produkte davon sind aber wieder metrisch und folglich
normal. Diese zweite Beobachtung wird uns noch weiter beschiftigen, zunichst studieren wir kurz
Hausdorffs Definition des zweiten Abzihlbarkeitsaxioms:
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12.5

12.6

12.7

12. Metrisierung und Abzihlbarkeit 12.5-12.7

Definition: Ein topologischer Raum X hat das Gewicht m, wenn es eine Basis der
Michtigkeit m fiir die Topologie von X gibt und keine andere Basis
kleinere Michtigkeit hat. Ein topologischer Raum X erfiillt das
zweite Abzihlbarkeitsaxiom, wenn seine Topologie eine (hichstens)
abzihlbare Basis hat,

Beispiele und Bemerkungen:

a) Jeder separable, metrisierbare Raum erfiillt das zweite Abzahlbarkeitsaxiom. (Korollar 2 zu 11.32)
Ein nicht metrisierbarer, separabler Raum braucht aber nicht das zweite Abziihlbarkeitsaxiom zu
erfilllen, wie wir oben sahen. Das 2. Abzihlbarkeitsaxiom ist also i.a. stirker als Separabilitit. Es
ist auch starker als das 1. Abzidhlbarkeitsaxiom, denn sind x € X und 8 eine abzihlbare Basis der
Topologie von X, so ist {O / x € O € 8} eine abziihlbare Basis von Uy (x). Unser Gegenbeispiel 12.1
zeigt wieder, dafl aus dem 1. i.a. nicht das 2. Abzihlbarkeitsaxiom folgt.

Die im Beweis von 11.32 gezeigte Tatsache, daf Riume mit dem 2. Abzihlbarkeitsaxiom stets
separabel sind, lift sich wie folgt verallgemeinern: Ein topologischer Raum X mit unendlichem
Gewicht m enthilt eine dichte Teilmenge der Machtigkeit < m. (Der Beweis verliuft analog; vgl.
(12.8).)

b) Ein weiteres einfaches Beispiel eines separablen Raumes, der nicht das zweite Abzihlbarkeitsaxiom
erfiilit, gibt jede iiberabzdhlbare Menge mit der Komplement-endlich-Topelogie. (Ubung)

¢} Im Korollar 3 zu 11.32 ist die Tatsache festgehalten, daf jeder T;-Raum, der das 2. Abzihlbarkeits-
axiom erfiillt, hochstens ¢ Elemente hat (vgl. Beweis zu 11.32). Auch das 14t sich auf Riume mit
Gewicht m entsprechend verallgemeinern (vgl. 12.8).

d) Ist A ein beliebiger Unterraum eines Raumes X mit 2, Abzihlbarkeitsaxiom, dann ist jedes O C A

vondet Form O0=AnU=An U Uj= U (A nU) mitin X offenen U, U;, also ist das
ieiN ieIN

2. Abzihlbarkeitsaxiom fiir beliebige Unterrdume erblich.

e) Man iiberzeugt sich leicht, daf abzihlbare Produkte von Riumen mit 2. Abzihlbarkeitsaxiom
wieder dieses Axiom erfiillen. Fiir iiberabzihlbare Produkte braucht das nicht zu gelten, wie das

Beispiel Abbpy (IR, IR) = II IR nach (c) zeigt. Dieser Raum erfiilit nach 5.8 nicht einmal das
t<IR

1. Abzidhlbarkeitsaxiom, ist aber nach 12.3(e) separabel. Der Unterraum {ft [t 1R, £ (s) = 0 fiir
t+s, f{{t)= 1} ist diskret und iiberabzihlbar, also nicht mehr separabel.

fy Siehe 13.7(a, b).

Wie (d) zeigt, haben Réume mit dem 2. Abzidhlbarkeitsaxiom schonere Eigenschaften
als separable, Das wird durch die folgenden Sitze noch deutlicher:

Satz: Erfillt ein reguldrer Raum das 2. Abzihlbarkeitsaxiom, so ist er normal.

Beweis: X sei regulir und erfiille das 2. Abzihlbarkeitsaxiom. A, B seien zwei nichtleere,
disjunkte, abgeschlossene Teilmengen. Da X regulir ist, gibt es zu jedem x € A ein offenes

V, mit x €V, CV, C X\B.Dafirist AC U V, und V, "B =0 fiir alle x € A.
XeEA

Analog gibt es zu jedem b € B ein offenes U, Db mit BC U Uy und U, N A=0. Ist
bEB

nun 8 eine abzahlbare Basis fiir die Topologie von X, so ist jedes Uy, , V, jeweils als ab-
zihlbare Vereinigung von Elementen aus B darstellbar, wihit man zu jedem a ein O, €8
mit a € 0, C V,, so erhilt man insgesamt hochstens abzihlbar viele solcher 0,,d.h. A
wird schon von abzihlbar vielen der V, iiberdeckt. Ebenso wird B schon von abzihlbar

vielen Uy, iiberdeckt: AC U V., BC U Uy..
iciN jieIn
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12.8—12.9 Kapite! 11: Topologische Invarianten

i
Man setze nun V; 1=V, \UUb, -Ub\UV =Up; N (X\UV.).Dannsind
i=1
alle Vl,UJ offen in X, und fiir V := U Vi, U UU sind ACV, BCU U und V sind
ieIN

auch disjunkt: Fiir j <i ist jedenfalls V; N Ub,— = (D nach Definition der V;. Analog ist
fir i<j Uj NV, = Q. Erst recht sind dann einerseits V; N U; = @ fir j<i, UyN'V; =9
fiir i <j und folglich UMV =0.V bzw. U trennen also A und B.

Satz: Fur einen metrisierbaren Raum X und unendliches m sind dquivalent:

(a) X hat ein Gewicht <m.

(b} Jede offene Uberdeckung von X enthilt eine Teiliberdeckung der
Michtigkeit <m.

(c) Es gibt eine dichte Teilmenge der Miachtigkeit < m.

Beweis:

(a) = (b): Das ist offensichtlich (vgl. den Beweis von 12.7).

(b) = (c): Fiir jedes n € IN wiihle man eine Teiliiberdeckung U, = {U; /j€ J,} aus der
Uberdeckung {B1 2 (X)/ x€ XY mit Card J, <m, U; # @ f.a.j. Dam unendlich ist,
muf} J := U Ja d1e Maichtigkeit << m haben. Offenbar ist aber {x / Bl/n (x)e u, fir

ein n € IN} von der Michtigkeit < Card J < m und dicht in X (vgl. den Beweis von
11.32).

(¢} = (a): Es sei A dicht in X mit Card A <m. Da m unendlich ist, hat 8 := {B; (a) / a€ A
r €IR, N Q} die Michtigkeit < m. Wir behaupten, daf 8 eine Basis der Topologie von
X ist. Sind x €0 C X, so gibt es ein € € IR, mit B, (x) C 0. Da A dicht ist, gibt es ein
a€ A N B3 (x). Fir r€ @ mit ¢/3 <r<2¢/3 ist dann x € B; (2) C B, (x) C 0. Nach
2.8 ist also B Basis der Topologie von X.

3

Korollar: Jeder Raum mit 2. Abzihlbarkeitsaxiom ist ein Lindel6f-Raum. Nach
11.9 ist ein T, -Raum mit 2. Abzihlbarkeitsaxiom genau dann quasi-
kompakt, wenn er abzihlbar-kompakt ist.

Ist ein T4 -Raum, der dem 2. Abzihlbarkeitsaxiom geniigt, metrisierbar? Es war eines
der berilhmtesten Ergebnisse von P. Urysohn, daR dem so ist. Wegen 12,7 braucht man
jedoch nur das T;-Axiom zu fordern:

Metrisationssatz von Urysohn:')
(a) Jeder T;-Raum mit 2. Abzahlbarkeitsaxiom ist metrisierbar.
(b) Ein kompakter Raum ist genau dann metrisierbar, wenn er
dem 2. Abzidhlbarkeitsaxiom geniigt.

(¢} (P. Alexandroff)Ist X ein lokalkompakter Raum mit 2. Ab-
zihlbarkeitsaxiom, so ist X o-kompakt, und X wie auch die
1-Punkt-Kompaktifizierung sind metrisierbar.

1} Math. Ann., 94 (1925)
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12. Metrisierung und Abzahlbarkeit 12.9

Beweis: Wir beweisen zunichst, daf3 (b), (¢) aus (a) folgen, und geben dann im wesentlichen

Urysohns eleganten Beweis fiir (a) wieder.

b) Ist X kompakt mit 2. Abzihlbarkeitsaxiom, so natiitlich auch ein T3-Raum, also nach
(a) metrisierbar. Ist X kompakt und metrisierbar, so erfiiillt X nach den Korollaren 1, 2
zu 11.32 das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom.

¢} Ist X ein lokalkompakter Raum mit 2. Abzihlbarkeitsaxiom, so ist X auch separabel,
also nach Abschnitt 11, Aufgabe 10 o-kompakt. Ist X sogar kompakt, so folgt die
Behauptung aus (b). Ist X nicht kompakt, so sind die offenen Mengen der 1-Punkt-
Kompaktifizierung X.. entweder offen in X und damit als Vereinigungen aus einer
abzihlbaren Basis 8 von X darstellbar, oder sie enthalten den Punkt e und haben
kompaktes Komplement in X. Nach 11.27 ist der o-kompakte Raum X als Vereinigung
kompakter B; mit B; C B, ;| darstellbar. Setzt man nun

B':={0CX./0€8 oder X.\O=B; fiireini€IN},

so ist offenbar B’ eine abzihlbare Basis fiir die kompakte Topologie von X.. . Nach (b)
ist dann X, und folglich auch der Unterraum X metrisierbar.
a) Selen 0 #0; C X(i€ IN)und B = {O;/i € IN} eine Basis der Topologie von X. Die Menge
={(0i, 0;) / 0; C Oy ; } ist dann hdchstens abzihlbar. Da X ein T3-Raum ist, bilden
dle abgeschlossenen Umgebungen jeweils eine Basis jedes Umgebungsfilters, insbesondere
gibt es dannzu x € Q; €8 stetsein O; €8 mit x€0; C 0, C 0,. (Ist X nicht leer,
s0 ist esauch R nicht;)Man numeriere R = {(U;, U;) / i € IN}. Da X nach 12.7 normal
ist, gibt es nach 9.22 zu jedem (U;, U;) € R eine ,,Urysohn-Funktion* f; € C (X, I) mit
filg, =0 und flx \u; = 1. Man setze nun firx,yeX
d(x,y) := Z min (2 If; (x) - f; (y)l)

i=1

Fiir x =y ist offenbar d (x, y) = 0. Ist dagegen x ¥y, so gibt es ein O; €8 N U (x)
mit y & Oj, denn X ist T, -Raum. Nach obiger Bemerkung gibt es dann noch ein
0; €8N U (x) mit O; C Oy, denn X ist T3-Raum. Dann gibt es ein k € IN mit
(04, 05) = (Ug, U ) ER, also fi (x) =0+# i (y) =1,d.h. d(x,y) # 0.

Die Symmetrie von d ist offensichtlich, die Dreiecksungleichung gilt wegen

mm( , 1 (x) — £ (2)1 )\.mm (— I£; (x) — (y))+min(-21—i,lfi(z)—fi(y)|),

was man durch Fallunterscheidung leicht verifiziert. Damit ist d eine Metrik auf der
Menge X.

Nun ist id : X = (X, d) stetig, weil folgenstetig: Ist nimlich (x; ) eine Folge, die in
X gegen x konvergiert, so ist fiir jedes i die Folge (f; (xx))x gegen f; (x) konvergent,
denn die f; sind stetig. Fiir e € 0, 1] wihle man nun iy € IN so grof8, daf

Z 1 < < ist. Fiir jedes i <i, wihle man nun k; € IN so grof3, dafl
i= lo
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,gilt.Fiirjedesk?max(kl,...,kio_l)
g:ltdann
ig —1 1 oo
d(xk,x)=z min(;,lfi(xk)—fi(x)l)+z mm( () — f(x)l)
i= i=igp
ip —1 Io—l
€
< Z 2i+l 2 Z _+ <€
i=1 l-lo

Also ist (xi) in (X, d) gegen x konvergent und folglich id (folgen-)stetig in jedem
Punkte x € X.

Wir brauchen nur noch, daf auch id : (X, d) > X stetigist: Zu x EV € Ux (x)
wihle man Q; € 8 mit x € O; C V. Gébe es nun kein € € IR, mit Bd (x) C 05,50
konnte man zu jedem i€ IN ein x; € B1 . (x) \ Oj wihlen und ein 0, € B mit
(01, 05) = (Up, U,)E AR und x €0y, denn X ist T3 Raum Fiir das so gefundene n wire
dann aber f, (x) =0 und f; (x,) = 1, also d(x,, x) > - im Widerspruch zur Wahl von
Xp. Es muf also doch ein € € IR, mit B, (x) C O; C geben, d.h. id ist auch in dieser
Richtung stetig.

Damit ist also id : (X, d) = X ein Homdomorphismus, d.h. die von d vermittelte
Topologie auf X ist die Ausgangstopologie, und X ist folglich metrisierbar,

Damit ist Urysohns Metrisierungssatz vollstindig bewiesen. Fiir die Anwendungen ist dieser Satz oft
viel nittzlicher als der unten angefihrte Hauptsatz, Fiir topologische Gruppen und Vektorriume ist
dagegen der Satz 7.12 das wichtigste Metrisationsergebnis.

Bemerkung und Definition:
Durch Urysohns Metrisationssatz war also schon 1925 das Metrisationsproblem fiir die

praktisch besonders wichtige Klasse der separablen Riume gelést: Ein T3 -Raum ist offenbar

genau dann zu einem separablen metrischen Raum homoéomorph, wenn er das 2. Abzihl-

barkeitsaxiom erfiillt, denn in metrischen Rédumen fillt ja dieses Axiom mit der Separabilitit

zusammen, Betrachten wir nochmals unser Gegenbeispiel 12.1, so haben wir dort also einen
separablen Tj-Raum vor uns, in dem der scheinbar kleine Mangel des 2. Abzihlbarkeits-
axioms fiir die Nichtmetrisierbarkeit verantwortlich ist!

In 12.4 haben wir schon darauf aufmerksam gemacht, daft die Nichtmetrisierbarkeit dieses Raumes
sich auch an den schlechten Permanenzeigenschaften der Normalitit zeigt: In 12.1 haben wir ja die
Nichtmetrisierbarkeit damit gezeigt, dal schon das ,,Quadrat* dieses normalen Raumes nicht mehr
normal ist. So etwas kann bei metrischen (also auch metrisierbaren) Riumen nicht passieren, bei ihnen
bleibt die Normalitit unter abzihlbaren Produktbildungen nach 5.9 erhalten, und auch alle Unterriume
erben die Normalititseigenschaft (mit der Metrik). Es liegt daher nahe, solche Riaume auf Metrisier-
barkeit zu untersuchen, die ihre Normalitédt auf alle Unterrdume und abzihlbaren Produkte vererben.
Man nennt einen Raum, der T;-Raum und samt aller Unterrdume normal ist, einen Ts-Raum oder
erblich-normalen T, -Raum. Diese Raume hat schon Urysohr 1925 untersucht, unglicklicherweise
verhalten sie sich nicht ,,verninftig* bei Produktbildungen und lésen auch das Metrisationsproblem
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nicht. {(Man kann zeigen, daf} die Ordnungstopologie auf einer total geordneten Menge stets eine Ts-
Topologie liefert (vgl. Beispiel 9.20, man beachte jedoch, da® die Ordnungstopologie nicht erblich ist:
Als Unterraum von IR trigt [0, 1[ v {2} nicht die Ordnungstopologie!). Bezeichnet (& die erste iiber-
abzihlbare Ordinalzahl, dann ist [0, §2[ mit der Ordnungstopologie ein T5-Raum mit 1. Abzahlbarkeits-
axiom, der folgenkompakt, aber nicht kompakt ist. Nach 11.1 kann dieser Raum also auch nicht
metrisierbar sein. (Der Beweis ist nicht schwierig, erfordert aber Kenntnisse aus der Ordinalzahltheorie,
die wir nicht voraussetzen wollen. In dem Buch von Conover | 2] findet man eine sehr anschauliche
Einfithrung in diese Theorie und eine Reihe erstaunlicher Eigenschaften dieses Raumes [0, £2]; vgl.
auch 15.4))

Die Forschungen iiber das Metrisationsproblem fiir allgemeine topologische Riume
blieben nach Urysohns Erfolg noch lange fruchtlos. (4lexandroff und Urysohn hatten
zwar schon 1923 in den Compt. Rend., Bd. 177 eine notwendige und hinreichende
Bedingung angeben koénnen, aber Urysohn gab selbst zu, daf diese Losung viel zu
kompliziert war.) Ein wesentlicher Fortschritt wurde erst erzielt, als man begann, normale
Riume als Verallgemeinerungen der kompakten Riaume zu begreifen und durch Uber-
deckungseigenschaften zu charakterisieren. Dies liegt vielleicht auf Grund von 12.8(b)
und 12.9(a) nicht so fern, ist aber keineswegs leicht. J. W. Tukey') gelang 1940 der erste
Erfolg in dieser Richtung. Er fiihrte einen verschirften Normalititsbegriff (,,fully normal*)
ein und konnte zeigen, daB jeder metrisierbare Raum diese Eigenschaft haben muf. Eleganter
— und fiir die Anwendungen niitzlicher (vgl. 12.12) — war dann der von J. Dieudonné
1944?) geschaffene Begriff , parakompakt*, der die Normalitatseigenschaft verscharft.
Leider konnte Dieudonné noch nicht zeigen, dafl jeder metrische Raum parakompakt ist.
Dies gelang dann erst 1948 A. H. Stone®), indem er die Aquivalenz von ,,voll normal“
und ,,parakompakt*‘ zeigen konnte. Nun war man dicht vor einer Losung. Zwar ist noch
nicht jeder parakompakte Raum metrisierbar (unser Beispiel 12.1 ist wiederum ein ge-
eignetes Gegenbeispiel, s. u.), wir werden aber sehen, dafd das gesuchte notwendige und
hinreichende Kriterium fiir die Metrisierbarkeit eines topologischen Raumes nicht sehr
weit von der Parakompaktheit entfernt ist, so dafl der dreifache Erfolg von Bing, Nagata
und Smirnov um 1950 nicht mehr allzu sehr iiberrascht. Wegen der fiir die Anwendungen
in der Analysis bedeutenden Eigenschaft 12.12(b) parakompakter Riume gehen wir auf
diesen Begriff noch kurz ein, bevor wir den ,Hauptsatz* formulieren.

12.10 Definition: Ein topologischer Raum X heifft parakompakt, wenn es zu jeder offenen
Uberdeckung U von X eine lokalendliche, offene Verfeinerungsiiber-
deckung V gibt. Dabei heifit die lokalendliche (vgl. Def. 4.5), offene
Uberdeckung V eine Verfeinerung von U, wenn es zu jedem VE V
ein U€ U mit V C U gibt.

(Oft nimmt man noch die T, -Eigenschaft in die Definition der Para-
kompaktheit hinein.)

1) Ann. Math. Studies, Bd. 2
2) J. Math. Pures Appl., 23
3) Bull. AMS, 54
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Beispiele: Bevor wir ernsthafte Beispiele in 12,13 erhalten, wollen wir die beiden felgenden trivialen

Beispiele geben:

a) Jeder (in-}diskrete Raum ist parakompakt. Folglich braucht ein prikompakter Raum keineswegs
kompakt zu sein.

b) Der Raum (IR, T} aus Beispiel 12.1 ist parakompakt: Ist nimlich U eine offene {Jberdeckung von
(IR, 7, so hat U sicherlich eine offene Verfeinerungsiberdeckung V' von der Form
{[aj, bl/ie 1} = V' mit einer geeigneten Indexmenge J. Dann ist A :=IR \_gj laj, bj[ hochstens

]

abzihlbar. (Zu t € A gibt es [a(, byl € V' mit t < [a;, by[. Folglich ist a; = t < by, und es gibt ein
1; € @ N (t, by[. Zu jedem t< A wiihle man so ein ry. Wegen [t, byl N A = {t} gibt dann t+—1;
eine Injektion von A in @, also ist A abzihlbar.) Nach 12.6(d) ist das 2, Abzihlbarkeitsaxiom
erblich. V' ist in der natiirlichen Topologie offene Uberdeckung von 'R \ A, hat also eine Ver-
feinerungsiberdeckung aus Elementen einer abzihlbaren Basis der natiirlichen Topologie von IR\ A.
Folglich hat V' eine abzihlbare Teiliilberdeckung von IR \ A, also auch von IR. Sei V" = {[aj, bit/ic N}
abzihlbare Teiliiberdeckung aus V', Setze

i i
Wy = lay, byl Wieg == (a4, 0540V U W= 0 (faj + (. bj 411 Y Wj).
i=1 j=1

Die Intervalle {a, b{ sind in ({R, T) zugleich offen und abgeschlossen, dies gilt also auch fir alle

W; (Induktionsschluf). Offenbar ist dann W := {Wi /i€ IN} eine offene Verfeinerungsiiberdeckung
von V' und U, die aus paarweise disjunkten, offenen Mengen besteht, also erst recht lokalendlich
ist.

(IR, T) ist also nicht metrisierbar, aber parakompakter Lindeléf-Raum, der das 1. Abzihlbarkeits-
axiom erfullt und separabel ist.

12.11 Satz: Jeder parakompakte T, -Raum ist normal.

Beweis: Seien A, B nichtleere, abgeschlossene und disjunkte Teilmengen des para-
kompakten Raumes X und sei ag € A. Dann wihle man zu jedem b € B offene Umgebun-
gen Uy bzw. Vy von 34 bzw. b mit Uy, N Vy, = . Die offene Uberdeckung
U = {X\ B, Vy / b € B} hat eine lokalendliche, offene Verfeinerungsiiberdeckung
V ={0; /j € J} mit passender Indexmenge J.Sei J, :={j€J/0; CV, fir ein b € B},
dannist BC U 0y, denn V ist Uberdeckung von X. Da auferdem aq & Gj CV, CX\U,

iel
gilt, und mit V auch {O; /j € J, } lokalendlich ist. muB a, & U O; C X sein (vgl. 4.5).
i€l
Dann sind X\ UO; bzw. U O; disjunkte, offene Umgebungen von a, bzw. B.
5 5

Zu jedem 2, € A existieren also disjunkte, offene Umgebungen U,, bzw. V, von B
bzw. a, . Derselbe Schluf wie oben zeigt dann, da} es auch disjunkte Umgebungen von A
bzw. B gibt, also ist X normal.

Korollar: Das Produkt zweier parakompakter Riaume braucht nicht parakompakt
zu sein {Beispiel 12.1).

(Es gibt auch normale Ridume, die nicht parakompakt sind !).)

1) Vgl. z.B. McAuley in Proc. AMS, 7 (1956).
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Fiir die Anwendungen in der Analysis und Geometrie ist das folgende Theorem wichtig:

12.12 Theorem: Fiir jeden T, -Raum X sind dquivalent:
(a) X ist parakompakt und T, -Raum.

(b) Zu jeder offenen Uberdeckung &/ von X gibt es eine passende
Zerlegung der Eins, d. h. eine Familie stetiger Funktionen
£, : X=>1(j € J), wobei {fj“1 (10, 11} / j € 1} eine lokalendliche,
offene Verfeinerungsiiberdeckung zu U ist und fiir jedes x € X

die (endliche!) Summe Z fx)=1.
jiel
Beweis: (vgl. Engelking [2])
1. Schrite: Ist U eine offene Uberdeckung eines normalen Raumes X, wobei jedes x € X
nur endlich viele Elemente von U/ trifft, dann gibt es eine offene Verfeinerungsiiber-
deckung V von U ={U; /jE I} mit V={V;/{€J} und V; C U; fir alle j.

Beweis dazu: Seien T die Topologie von X,y = {G:J > T / fir alle j ist G (j) = U;
oder G (j) C U;, und es ist G (J) eine Uberdeckung von X} und < die folgende
(partielle) Ordnung auf v : G, < Gy : == (G, (§) # U; = G, (§) = G, (§)). (Fir G, <G,
hat also G, mindestens soviele von Uj; verschiedene Werte wie G, .) Ist nun 7, eine

total geordnete Teilmenge von 7, so definiere man G4 (j) := N G(j) fiir alle j€ J.
Geyg

Da 7, total geordnet ist, stimmen die G (j) immer von einem G an lioerein, also sind
alle G (j) offen mit Gq (j) = U; oder Go (j) C U;. Wenn wir noch zeigen, daB G, (J)
eine Uperdeckung von X ist, so ist offenbar G, eine obere Schranke von v, in (v, <).

Sei dazu x € X gegeben. Da U punktendlich ist, d.h. nur endlich viele Uj], cees an e U das x

treffen, gibt es nur zwei Alternativen: Entweder ist Go(jj) = Uji firein i€ {1,..., n}und folg-
lichxe %J Go(j), oder es gibt zu jedem i=1, ..., n ein G; € v¢ mit G;(j;) # Uji' Da v, total

geordnet ist, gibt es ein imax € {1,...,n} mit G;< G firi=1,...,n.DaG (J) eine

imax
Uberdeckung von X ist, muB firein i€ {1,...,n} x€G

Xe %JGQ(_])

Imax

imax d) = GoGy sein, d. h.

Also hat jede total geordnete Teilmenge von (7, <) eine obere Schranke. Nach dem
Lemma von Zorn gibt es dann ein maximales Element G_ in y. Wir behaupten, daf
dafiir G, (j) C U fiir alle j gilt:

Angenommen es ist fiir ein jo Goo (jg) N (X \ Ujo) # @. Die Menge A := X\ 3-6“0) ist ab-
1# o

geschlossen und enthalten in G (jg), denn Geo(J) ist Uberdeckung. Da X normal ist, gibt es
ein 0Cc X mit ACOC O C Guw(jg). Da notwendig bei unserer Annahme G (jg) = Uj,, ist,
wird durch G(jg) := O und G(i) := Ge () fiir j # jg ein echt groferes Element von (v, <) als
Geo definiert, was natiirlich der Maximalitit von G.. widerspricht.

G. (J) ist also die gesuchte offene Verfeinerungsiiberdeckung zu U.
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2. Schritt: Ist U eine offene Uberdeckung eines topologischen Raumes X und ist
{f;/i€J3CC(X,]) mit lJJf]" (10, 1) =X, £ (J0, 1]) C U; € V fiir jedes j und

{f; / f(x) # 0} abzihlbar fiir jedes x € X und mit Zjlf,- (x) — 1 fiir jedes x, dann hat U

eine lokalendliche, offene Verfeinerungsiiberdeckung.

Beweis dazu: Ist f€EC (X, I) mit f(xo) > 0, dann gibt es ein Uy € U (X ) und ein
endliches J, C J mit fjly, <fly, fiir alie j € J\ J.: Man betrachte ein endliches

.
T CJmit g(xo) =1 £ (xo) < f(xo).
Te

Ist J, # @, so setze man U, = {x [ g(x) <f(x)}.

Zu jedem x € X gibt es ein jy € J mit f; (x) > 0. Nach dem eben Gesehenen
verlaufen fast alle fj auf einer festen Umgebung von x unterhalb f;_, daher ist
h:= sup f; (lokal) stetig und iiberall grofer als null. Fiir jedes j € J ist daher

Vy={x/fi(x)> 3 f(x)} offen, und das System dieser V; ist lokalendlich (fast alle
f; verlaufen um x unterhalb von } f fir jedes x). Offenbar ist {V; / j € J} Uber-
deckung, und zu jedem j ist V; C f (10, 1) CUE U.

3. Schritt: Beweis des Theorems:

(a) = (b): Zu U (offene Uberdeckung) gibt es eine lokalendliche, offene Verfeinerungs-
iberdeckung V von X. Da X nach 12.11 normal ist, gibt es nach dem 1. Schritt
noch eine offene Verfeinerungsiiberdeckung W von V mit W C Vy fiir jedes
W € W und ein dazu passendes Vy € V. Mit V ist auch W lokalendlich. Nach 9.21
kann man zu jedem W € W ein fy, € C(X, ) mit fiy Iy =1 und fiy [x \ vy, =0

wihlen. Da V lokalendlich ist, ist f := Z fw (punktweise) wohldefiniert und
weWw

f
¥ firalie WEJ := W, dann ist (b) gezeigt.

f
(b) = (a): Wir nutzen nur die Voraussetzungen des 2. Schrittes aus, um die noch
fehlende T, -Eigenschaft zu zeigen: Da X T, -Raum ist, braucht man nur zu zeigen,
daB zu x €X\ A mit A C X stetsein f€ C(X, I) mit f(x) = 1, fl, =0 existiert.
(Dann ist X sogar T3 s-Raum.) Nach (b) gibt es zur offenen Uberdeckung
U = {X\ A, X\ {x}} eine passende Zerlegung der Eins wie im 2. Schritt. Dazu
gehort ein f; € C(X, I) mit f;(x) > 0 und folglich f;* (10, 1]) € X \ A. Die Funktion

f := min (1,

stetig. Nun setze man fy :=

f_%ﬁ) leistet das Gewiinschte, und die Behauptung folgt nun aus dem
]

2. Schritt.

12.13 Theorem von A. H. Stone:

(a) Jeder metrische Raum ist parakompakt.
(b) Jeder T,-Lindelof-Raum ist parakompakt, insbesondere jeder kompakte Raum.
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Beweis:

a) Wir zeigen, da} es zu jeder offenen Uberdeckung U von (X, d) eine Familie
{f; /1€1} C C(X,]) gibt, die den Voraussetzungen des 2. Schrittes im Beweis von
12.12 entspricht. (Daraus folgt schon die Parakompaktheit.) Wir definieren ein Teil-
mengensystem £ von C(X, I) durch folgende Bedingung: Es ist F € F genau dann
wenn

(1) FCCX, 1),
(2) zujedem fEF ex. ein UE Y mit 1(]J0, 1)) C U,
(3) fiir jedes x € X ist {f / f &€ F und f(x) # 0} (hochstens) abzahlbar mit

fr(x):= ) f(R)<1,

fEF
(4) fir jedes Paar x,y € X ist Ifp (x) — f5 ()| <d(x,y).
Da das System Fg, das nur die Nullfunktion enthilt, zu F gehort, ist also £ nicht leer.

Auf £ wird durch F<F':« F CF’ eine (partielle) Ordnung definiert. Ist nun £,

eine total geordnete Teilmenge von F bzgl. dieser Ordnung, so sei F, := U F. Offen-
Fe Fo

bar erfiillt F, die Bedingungen (1) und (2). Um (3) fiir Fy nachzuweisen, benutzen wir
den zum Auswahlaxiom und Zornschen Lemma dquivalenten Wohlordnungssatz von
Zermelo. (Jede Menge 143t sich wohlordnen, d. h. mit einer Totalordnung versehen, in
der jede Teilmenge ein kleinstes Element hat.) Nach diesem Satz konnen wir die Menge
F¢ mit einer Wohlordnung < versehen. In (Fy , <) betrachten wir {f€ F, [ {glg<f

und g(x) # 0} ist iberabzihlbar oder es ist Z g(x) > 1}, dann ist entweder diese

g f
Menge leerund F, erfiillt (3), oder es gibt ein kleinstes Element f. Wiire dafir die Menge
{g /g <f und g(x)# 0} iiberabzihlbar, dann wire wegen der Minimalitit von f
allerdings {g / g < f und g(x) # 0} abzihlbar, und dies dnderte sich nicht, wenn man

f hinzufiigte. Es muf also diese Menge abzihlbar sein mit Z g(x)<1 und Z g(x)>1.
g<f g f
Sei dann € := f(x). Wegen der Totalordnung von F, gibt es ein F € Fy mit

Z g(x)>1—€ und ein F' € Fy mit f €F’. Fiir das grofere der beiden F, F' ist
gEF
dann aber Z g(x) > 1 im Widerspruch zu (3). Es muf also auch fiir F, die Bedin-
gE ...
gung (3) gelten. Analog kann man (4) zeigen. Damit hat F, eine obere Schranke in
(F, <), und es mufl nach dem Lemma von Zorn ein maximales F.. € F geben.

Wir wollen nun zeigen, dafl es zu x € X stets ein f € F, mit f(x) # O gibt: Ange-
nommen es ist f(Xq)} =0 fiir alle f € F.... Indem man notfalls ein solches U zu ¢ hinzu-
fiigt, kann man U € U mit xo € U+# X finden. Wir diirfen iiberdies annehmen, daf fiir
X,y € X stets d (x, y)< 1 ist (andernfalls ersetze man d durch d' := min(1, d): Die
€-Kugeln fiir e <1 sind dieselben). Nach 3.5(n) sind dann dx \ y €C(X, ) und
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ldy \ u (x) — dx\u (Y) < d(x,y) fir alle x,y € X. Da F. € F ist, gilt nach (4) eben-
falls Ifg_ (x) — fg_ (y)! < d(x, y) fir alle x, y € X. Man setze nun

=Fo U {max(fr_,dx\y) — fr_}. Dann gilt sicherlich (1) fur F. Da fir x € X\ U
stets

max (fe., (x), dxu ()~ (0) = f5_(x) — fp_(x) = 0

ist, gilt auch (2) fur F. Trivialerweise gilt auch (3). Wegen fr = max (fg_, dx\y) zeigt
eine leichte Fallunterscheidung, daf auch (4) fur F gilt. (Ist z. B.

Mg (x) — fr (YD =l (x) —dx\v ! =dx\u (¥) ~ fr_ (%),
so kann man nach oben Gesagtem abschitzen:

Ifp (x) — fr (DI <dx\u (¥) —dx\u () <d(y,x))
Wegen
max(fr _(Xo), dx\u (X0)) — fF..(X0) = dx\u (X0) ¥ O

ist dann also F ein echt groBeres Element von (F, <), was der Maximalitdt von F.
widerspricht. Es muf also doch zu jedem x ein f € F.. mit f(x) # 0 geben.

Esist also fp_ (x) €10, 1] fir alle x € X. Wegen (4) ist fp_ iiberdies stetig. Folglich
sind es die Funktionen f' :=f fp_ fir f €F.,. Die Menge

C={71(0, 1) /fEFL} = {7 (]0,1]) / € Fo}

ist eine offene Verfeinerungsiiberdeckung fiir U, die nach dem 2. Schritt im Beweis
von 12.12 eine lokalendliche, offene Verfeinerungsiiberdeckung hat. Folglich ist X
parakompakt.

b) Analog zu 12.7 zeigt man, da ein T;-Lindelof-Raum normal ist. Also existiert zu

jedem x € X ein f, € C(X, 1) mit f, (x) =1 und V, := ;' (J0, 1]) C U fiir ein
passendes U aus der vorgegebenen offenen Uberdeckung /. Aus der Verfeinerungs-
iberdeckung V :={V, [ x € X} wihle man eine abzihlbare Teiliiberdeckung .

{Vy; /i €N} und setze f; :=—f bzw. f;: =

£
> o° , dann sind wieder die Voraussetzun-
iEIN?
gen des 2. Schrittes im Beweis von 12.12 erfiillt. Folglich ist X parakompakt.

Der Hauptsatz der Metrisationstheorie lautet nun:

Theorem von Bing, Nagata und Smirnov: Ein topologischer Raum X ist genau
dann metrisierbar, wenn er T;-Raum ist und seine Topologie eine
Basis hat, die sich als abzahlbare Vereinigung lokalendlicher Teil-
systeme schreiben laft.

(Fiir den Beweis verweisen wir auf Engelking {2], Kap. 4.4 bzw. Querenburg (2], Kap. 10.B)

Bemerkung: Ein parakompakter T, -Raum ist genau dann metrisierbar, wenn er lokal

metrisierbar ist (Smirnov;s. 15.6).
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Aufgaben

1.
2. Man fiihre den Beweis von 12.8(b)=(c) bzw. 12.6(b) aus.

3.

4. Welche in Abschnitt 12 diskutierten Eigenschaften hat der Raum IR mit der Komplement-abzihlbar-

wn

Man zeige: Ein ¢-kompakter metrischer Raum erfillt das 2. Abzihlbarkeitsaxiom.

Ein total geordneter Raum mit der Ordnungstopologie ist ein Ts-Raum (vgl. 12.10).

Topologie?
Man zeige analog zu 12.7: Jeder T3-Lindeléf-Raum ist normal.

Man zeige: Jeder Raum, der dem 2. Abzidhlbarkeitsaxiom geniigt, ist ein Lindeldf-Raum (vgl. den
Beweis in 12.10(b)).

. Es sei X eine total geordnete Menge mit der Ordnungstopologie.

a) Eine monotone Bijektion von X auf eine total geordnete Menge Y mit der Ordnungstopo-
logie ist hom&omorph.

b) Ein Hom&omorphismus von I in X ist streng monoton,
c) Ist X separabel und zusammenhingend, so ist X hom&omorph zu einem Intervall von 1R,

d} Enthilt X weder e¢in Maximum noch ein Minimum, ist aber separabel und zusammenhingend,
so ist X ordnungstreu homéomorph zu IR (vgl. 12.3(i)).
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13.1

13.2

13.1-13.2

Kapitel Il : Stetigkeitsgeometrie

In diesem Kapite! soll die bisher entwickelte Theorie auf ausgewihlte Beispiele aus der
Stetigkeitsgeometrie angewandt werden. Abgesehen von dem eigenstindigen Interesse,
das diesen Beispielen sicherlich zukommt, ergeben sich dabei zwangslaufig anregende
Hinweise auf weitere Disziplinen der Topologie.

13. Kurven

Als G. Cantor 1877") gezeigt hatte, dag I und I" bzw. IR™ gleichviele Elemente haben,
geriet der Kurvenbegriff in die Diskussion. Was ist eine Kurve? Es lag nahe, eine Punktmenge
des IR™ dann als Kurve zu betrachten, wenn sie stetig durchlaufbar ist, d. h. stetiges Bild
eines Intervalls von IR. (Eine solche Definition gab z.B. C. Jordan um 1880). Zum Er-
staunen der Fachwelt zeigten dann G. Peano?®) und D. Hilbert®), daft 1? in diesem Sinne
eine Kurve wire.

Definition: Eine Peano-Kurve auf einem topologischen Raum X ist eine stetige

Surjektion f: [ - X.
Beispiel:

Es ist klar, daf jeder indiskrete Raum X, der hochstens e (= Michtigkeit von I) Elemente
hat, eine Peano-Kurve zuldfit. Daf® 17 und allgemeiner jeder Wiirfel I in IR™ eine Peano-
Kurve zuldfit, widerspricht in héchstem Mafie jeder naiven Anschauung von Stetigkeit. Wir
geben zunichst die folgende Konstruktion von Hilbert:

61,7 | A ! 1 M mimim
Az Az | 2 Ba) o
_54—8_1_ E’l'—lz— -+ T 4 NEgpui gy s ‘:l'
A2|A2]A2|A2 | - l agas HH
B |+~ —

Az A1 A =il PirEhi
| pun g gany g
1 a2z 1, — T T t | B
AZ!A2| IAZ T I 3 1 } I I

Fiir jedes i € IN zerschneide man das Quadrat 171 =1% in 4 gleichgrofe Teilquadrate
Af‘ (1 €k < 4%) der Kantenlinge L: . Die numeriere man so, daf aus [ g, ﬁl} -
4 4
C [l:l_l , ij] sets AN C A; folgt und AX M A¥*! stets eine gemeinsame Seite ist.
4 4

1) J.f. Math., 84,
2) Math. Ann., 36 (18%0).
3) Math. Ann. 38 (1891).
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13. Kurven 13.3

(Dafs das moghch ist, sieht man an folgender induktiven Konstruktion: Fur i=1 setze man
A} =10, 1/2]2, A, =10, 1/21 X [1/2,1], A} = (1/2, 1] x [1/2, 1]und Al =[1/2,1]1 X {0, 1/2]. Hat
man nun die Ak mit den gewiinschten Eigenschaften schon fiirallei< n und alle l<k<al konstruiert, so
zerlege man zunachst A:l in vier glelche Teilquadrate B!, B2, B3, B4 Da An N A eine gememsame Seite ist,
enthilt es eine Seite eines der BX, Fiir ein solches BX setze man An+1 = BX, Die anderen B! wiihie man
in der Weise als A} |, AZ ., bzw An + 1, dabd die Seitenbedingung erfullt ist. Nun zerlege man A in

vier gleiche Teilquadrate Ci (i=1,...,4), wobei cln A4 +1 eine gemeinsame Seite,
clncitl(=1 , 3) jeweils gememsame Seiten und C4 N A3 eine Hilfte der Seite A% N A3 sind.
Man setze dann Aﬁl"l = Cl(i=1,...,4) und fahre analog fort)

Fiir jedes i € IN konstruiere man nun ein stetiges f; : I + 12 in folgender Weise: Man
withle zunichst ;! |0, 11 0,L ] ~ A} stetig mit f; ( ) € A] N A? . Ist dann schon f;
4 4t
stetig auf [0 k } fortgesetzt und k < 4*, 50 wihle man ein p € AK " N A**2 und ein
4!

?

filr « k417 3ls(stetigen) Wegin A'i‘)r von f; ( ) nach p. (Fiir k = 4' — 1 wihle man
v v

pE A?i beliebig.) Nach dem Korollar (b) von 6.5 ist dann f;: I - I? stetig konstruiert mit
f, ([5;1 _k-]) CAFfirk=1,...,4.

’

3t gt
Die Folge (f;) konvergiert in C(I,12) = Ceai (4, 12): Fir e€ IR, l_ ff und i = ig gilt
2%
dgup (i, fi(]) < ¢, d. h. (f;) ist Cauchy-Folge. Ist nimlich t € 1, so wihle man k, ! mit

te k-1 l k Ll W , dann sind f;(t) € A C A und fj (t) = A . Wegen des Durchmessers
41 41 4l0 410
von A hat man daher Ifj (t) — fj, ()] < /2 - —— <¢, also dgyp (fj, fj) < e
2 ig

Sei f := lim f;, dann ist f& C(], 12). Wir behaupten, dafy f surjektiv ist. Da f(I) kompakt und damit

1
abgeschlossen in 12 ist, reicht es, wenn wir zelgen daB f (I} dicht in 12 ist. Sejen dazu (s, t) € 12 und
€ & IR, gegeben. Ist dann ip so grok, daf® 2—1— < = 1 ist, so gibt esein k < 410 mit Alo N Be/! 5, t)+0
1
und folglich A C Beya (s, t). Man wihle f; (o) € Ak und fiir jedes i > ig einr; € l:—41—-— E:]
ki—1—-1 ki—
|:_l41_1-1_ 41_{‘ Dann ist fir jedes i = ip A ic A C Besa2 (s, ) und fiir j =i stets f; (rj) € Akl
Offenbar konvergieren die rj gegenein re 1 (vgl. 11.9 (b) oder Aufg. 7 von Abschnitt 8). Wihlt man
nun ein i = ig mit dsup (f,f;) <€/ und ein j = i mit If; (1) — fi(y)l < /4, dann ist
€ -

@ (5, DN <@ - GO+ GO - fE I +IGE) -6 DI <GHF+5=e

wegen f; (r;) C A:(i & Beﬁ (s, t). Folglich ist f (r) € B, (s, t). Jedes (s, t) € 12 ist also Beriihrpunkt von
f (I). Demnach ist f surjektiv.

Eine stetige Surjektion h : 1 - I® erhiilt man nun z.B.in h := g f, wobei f wie eben
und g: 12 > I durch g := pr, X (fo pr,) definiert sind.

Wie die obigen Zeichnungen fiir f; bzw. f3 andeuten, kann man die Hilbertsche Konstruktion so
einrichten, dafs jede approximierende Funktion f; eine stetige Injektion mit f; (0) = (0, 0), £f; (1) = (1, 0)
ist. Jedes f; ist dann also eine topologische Einbettung von I in 12, d. h. ein Homéomorphismus auf
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13.4 Kapitel 111: Stetigkeitsgeometrie

einen abgeschlossenen Teil von [2. Wegen 11.7(e) kann f nicht injektiv sein, (Interessant jst, daty die
stetige Surjektion g := pry o f: 1 =1 jeden ihrer Werte e-fach annimmt, Durch die iiberabzihlbaren
Mengen g~! ( {t}) erhilt man eine Zerlegung von [ in iberabzihlbar viele kompakte, disjunkte und
iiberabzihlbare Teilmengen! Nach 9.21 gibt es stetige Funktionen h, k: [ =1 mit h g7l (o) = 1,

hlg-1(1y=0und k=0. Setzt man nun /i) n @ =hl gund/lj\ g :=klj\ g,s0ist{:[—1T genau

in den Punkten von T stetig, in denen h und k iibereinstimmen: Fiir h(t) = k (t) und € € IR, gibtes
5 € IR, mit

h(Jt-8,t+8[JUk(Jt—-5,t+58[) C J (1) —e,l(t) + ¢,
also
T(t—6,t+8DC () —¢,1(t)+¢l.

Fiir h (1) # k (t) wihle man e = [h (t} —k (t)I/ 3, dann gibt es Kein 6§ € IR, mit {(]Jt—5,t+6[) C
1 () —€, [(t) +e[. Auf g~! (1) ist also [ stetig und auf g~1 (0) unstetig. / ist also eine Funktion mit iber-
abzihlbar vielen Stetigkeits- und Unstetigkeitsstellen.)

Die Beschreibung der Kurven als stetige Bilder von Intervallen aus IR ist aiso offenbar
unzureichend. (Auch die volkstiimliche Behauptung, man kénne stetige Funktionen von
I nach I durchzeichnen, ohne abzusetzen, unterstellt bei obiger Funktion g erhebliche
Geduld!) Man konnte nun, dem Beispiel Jordans folgend, Kurven als topologische Intervalle
definieren, d. h. als topologische Riume, die homdomorph zu Intervallen von IR sind.
Aber auch diese Definition hat gewisse Nachteile: Es kénnen dann keine Doppelpunkte
auftreten, obwohl man die Figur ,,8° (Lemniskate) sicherlich als Kurve bezeichnen wiirde.
(Wire die Leminiskate 8 vermoge h : 8 > J zu einem Intervall J C IR homéomorph, so
induzierte h einen Homdomorphismus k : ¥ = h (x), wobei x eine ,,Kugelumgebung* des
Doppelpunktes von 8 bezeichnet. h(x) wire zusammenhingend, also ein Intervall. Entfernt
man aus x noch den Doppelpunkt p, so hat x \ {p} vier Komponenten, h(x) \ {h(p)}
aber hochstens zwei.) Der Jordansche Kurvenbegriff ist also spezieller als der allgemeine
Kurvenbegriff. Aligemeiner, aber immer noch in gewisser Hinsicht unzureichend), ist die
folgende Verallgemeinerung des Jordanschen Kurvenbegriffs:

Definition: Eine Jordan-Kurve mit Endpunkten a, b ist ein topologischer Raum X,
zu dem es einen Homodomorphismus h: I+ X mit h(0) =a,h(1)=b
gibt.

(Man nennt dann auch a bzw. b den Anfangs- bzw. Endpunkt bzgl. h. Da Umgebun-
gen von a bzw. b homéomorph zu [0, 1/2[ sein miissen, sind die Endpunkte dadurch
eindeutig bestimmt, daf X\ {a} und X\ {b} zusammenhingend und X\ {c} fir

¢ # a, b unzusammenhiingend sind.)

Eine geschlossene Jordan-Kurve ist eine topologische 1-Sphire, d. h. ein topologischer
Raum, der homdomorph zu S! ist.

Eine Kurve ist ein zusammenhingender T, -Raum X, der sich als abzihlbare Vereinigung

X= U X von Unterrivmen X; schreiben 14ft, die Jordan-Kurven sind und paarweise
i€IN

hochstens Endpunkte gemein haben.

1y Vgl. K. Menger, , Kurventheorie*, Chelsea, 1967.
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13. Kurven 13.5

Beispiele:

a) Ein zusammenhingender Raum X, der sich als endliche Vereinigung von Unterriumen X; schreiben
laBt, die Jordan-Kurven sind und héchstens Endpunkte gemein haben, braucht nicht hausdorffsch
zu sein. (Man modifiziere das Beispiel von 10.9.)

b) Die ebenen Figuren 8 und {(t, sin 1/6) / t € IR\ {0 ]} sind Kurven.

¢) Der Kamm-Raum aus 10.9 ist eine Kurve.

d) Eine geschlossene Jordan-Kurve als Unterraum eines IR™ heiit ein Knoten in IR™. Zwei Knoten
1,1 in IR™ heiBen dquivalent, wenn es einen Homéomorphismus h : tR™ - IR™ mit h(J) = J' gibt.
Ein Knoten J in IR™ heifit trivial, wenn er iquivalent zu S! = {(x,0) €IRZ X IRP~2 [ x = S } ist.
Jeder Knoten in IR? ist trivial {vgl. 13.16).1In IR3 ist die Kleeblattschleife {s. Einleitung zu Ab-
schnitt 10, Figur L) nichttrivial {vgl. 14.14). Die Xnotentheorie beschiftigt sich mit der Bestimmung
aller Aquivalenzklassen von Knoten in IR™, Dieses Problem ist nicht einmal im IR3 gelost. Eine
ausgezeichnete Einfiilhrung in dieses Gebiet ist das Buch “Introduction to Knot Theory™ von
R. H. Crowell und R, H. Fox (Blaisdell, 1963).

Wir wollen hier noch einige der wichtigsten Resultate iiber Kurven und die (patholo-
gischen) Peano-Kurven angeben. Dazu brauchen wir einen eigenartigen Unterraum von I,
dessen Entdeckung auf G. Cantor zuriickgeht:

Definition: Mit P werde der folgende topologische Raum bezeichnet:
Es sei P; :=({0; 2}, diskrete Topologie) fiir alle i € IN, dann ist P := [ P;.
IN
Mith :P = h(P) C 1 sei die folgende Abbildung bezeichnet:
o0
i
h(nl)lelNH .
: 3i
i=1
Dann heif3t D := h(P) Cantorsches Diskontinuum.
Bemerkung:
Man kann sich D leicht ,,vorstellen’, wenn man
beachtet, dalt t £ D genau dann, wenn es eine triadische
Entwicklung t = Z = gibt, in der kein n; gleich 1 ist. eer—— - - - [y ———
3
i=1
Man definiere nun induktiv: Dy :=1\11/3, 2/3[ ist genau b
die Menge der Punkte von 1, die eine triadische Entwicklung =0~ T P2 temm . w——m
oG
: . . 2
mit n, # 1 haben. (Fur 1/3 schreibe man 1/3 = Z —“l) == wmw D e --.
a3
i=2

Dy, gewinnt man dann jeweils,

im?em man aus den abgeschlossenen Intervallen, die Dy, _ | bilden, jeweils die (offenen) mittleren
Dritte] entfernt. Dann besteht Dy, aus den Punkten von I, die eine triadische Entwicklung mit
ny #1,...,ny # 1 haben, Offenbar ist D =_ﬂ D;. Die Gesamt, linge‘‘ (= Lebesgue-MaBl) der dabei
entfernten mittleren Drittelintervalle ist, i€N
i

1,2, 4 1 Z 2

-+ =% — + == = = =
3797377073 (3 1=2D.

i=0

Daher ist D (als stetiges Bild von P) kompakt und nirgends dicht in I. Also ist I\ D dicht in L.

A(I\D) =
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13.7

13.6—13.7 Kapitel 111: Stetigkeitsgeometrie

Satz: h :P — D ist ein Homdomorphismus. D ist folglich kompakt, iiberabzihl-
bar, nirgends dicht in 1, erfillt beide Abzihlbarkeitsaxiome, ist separabel
und total unzusammenhangend.

Beweis:

h ist injektiv: Seien (n,), (m;) verschiedene Punkte von P und iy der kleinste Index mit
n; # m;. Dann ist

3i 3l 3i 3lo 310

m; — n; m; — n;
Ih((m) ~h(n)l =1 2, oy PRy oLlse
120 i>ig i>ig

h ist stetig: Seien (n;) €P, € € IR, und i, so groB, da Z —27 < ¢ ist. Die offene Menge
L 3
12 igp
0= 'élN O, sei durch O; :={0,2}fiir i 2 iy und O; = {n;} fiir i <i, definiert. Dann ist
1
O € Up ((ny)) mit h(0) C Jh((ny)) —e; h((ny)) + €.

Als stetige Bijektion zwischen den kompakten Riumen P und D ist damit h ein Homdo-
morphismus,

Dafi D iiberabzihlbar ist, gilt wegen Card P = Card Abb (IN, {0; 1}) =c¢. (2. Cantorsches
Diagonalverfahren oder Darstellung durch Dualbriiche.) Dafl D nirgends dicht in I ist,
haben wir schon in obiger Bemerkung gesehen. Dafl D beide Abzihlbarkeitsaxiome erfullt
und damit separabel ist, folgt z. B. aus Kompaktheit und Metrisierbarkeit von P. Dafl P
keine mindestens zweielementige, zusammenhingende Teilmenge hat, ist trivial.

Lemma: Es sei X ein topologischer Raum, dann gelten:

(a) Hat die Topologie von X eine abzihlbare Subbasis, dann hat sie auch
eine abzihlbare Basis, d. h. X erfillt dann das 2. Abzihlbarkeits-
axiom.

(b} Sind X kompakt mit 2. Abzihibarkeitsaxiom und f : X - Y eine
stetige Surjektion auf einen Hausdorff-Raum Y, so ist Y kompakt
mit 2. Abzidhlbarkeitsaxiom, also metrisierbar.

(c) Ist X lokal zusammenhangend und trigt Y die finale Topologie
bzgl. f: X = Y, dann ist auch Y lokal zusammenhingend.

Beweis:

{a) Essei S eine abzihlbare Subbasis der Topologie von X. Die erzeugte Basis B (S) be-
steht aus allen endlichen Durchschnitten von Elementen von §, hat also hochstens
soviele Elemente wie es endliche Teilmengen von S gibt. Es sei T die Menge aller
endlichen Teilmengen von S. Fiir n€ 1N sei T, .= {S' C § /S hat genau n Elemente}.
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13. Kurven 13.7

n
Dannist durch h: T, = X 8, {s;,...,8,} = (51, ..., sp) (gewihlte Reihenfolge) eine Injek-
1

n
tion gegeben. Da X § nach dem 1. Cantorschen Diagonalverfahren abzahlbar ist, muf es
1

also jedes T, sein. Folglich gibt es zu jedem n eine Injektion j,: T, = [n,n+ 1{ N @, und
durch j:T - IR. N Q,jlr_ :=j, wird eine Injektion von T in Q definiert. Folglich ist
auch T und damit 8 (S) abzihlbar.

(b) Essei 8 eine abzihlbare Basis der Topologie von X. Dann ist fir 0€8 0 CX,
also O quasikompakt. Folglich ist

f(0)CCY und Y\f(O)CY.SeiS:={Y\f(D)/O€B},

dann ist S abzihlbares System offener Mengen von Y. Wir zeigen, daf} S sogar Sub-
basis der Topologie von Y ist (nach (a) sind wir dann fertig):

Seien y €U C Y. Wir miissen zeigen, da es U;, ..., U; €8 mit y €N U; C U und
n€IN gibt. Da f stetige Surjektion ist, ist f* ({y}) nichtleer und kompakt. Es gibt

daher O,,...,0, €8 mit {! ({y})ﬂU(T;=0und X\ f)c UOi.(Dieab-
1 1

geschlossenen, disjunkten Mengen ! ({y}) und X\ {™! (U) kénnen in X durch
offene Umgebungen V bzw. W = U O; getrennt werden. Da X \ f~! (U) kompakt ist,
IN

gibt es n € IN mit den gewiinschten Eigenschaften.)

n
Man setze nun U; := Y\ f(Q;) €S und V := N U;. Dann ist
1

v=y\Uf@)cy\U f(oi)=Y\f(L?oi)c YAEX\ L (U) =Y \EX)\U)=U.
1 1

Wire y & V, so wire auBerdem y € f(0;) fiir ein i und folglich £ ({y DN O; # 0
im Widerspruch zur Annahme iiber die O;. Also muff y € V C U sein. Damit ist ge-
zeigt, da B(S) eine Basis von Y ist.

Nach dem Metrisierungssatz von Urysohn 12.9 ist Y metrisierbar.

(¢) Nach 10.6(g) ist ein topologischer Raum genau dann lokal zusammenhingend, wenn
alle Komponenten offener Unterrdume wieder offen sind. Fir y €0 C Y sei K(y)
die Komponente von y in O.Ist y €Y \ f(X),soist K(y)={y}C Y, denn
1 {{yD=9 C Xund Y trigt die finale Topologie bzgl. . Ist y € f (X)und
xef (K (y)) so sei K(x) die (offene) Komponente von x in f™! (0). Da f stetig
und K (y) die maximale zusammenhingende Obermenge von y in O sind, muf fur
jedes x € f~! (K(y)) f(K(x)) CK(y) und folglich x €K (x) C f! (K (y)) sein.

Dann ist aber ! (K(y)) = 1U K((};) offen in X und folglich K (y) offen in Y. Alle
xEf1(K(y))

Komponenten von O sind also offen.
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13.8 Kapitel 111: Stetigkeitsgeometrie

Satz: Ein Hausdorff-Raum X ist genau dann stetiges Bild des Cantorschen
Diskontinuums D, wenn X kompakt und metrisierbar ist.

Beweis: Ist f : D - X stetig und surjektiv, so ist X nach 13.7(b) kompakt und metrisierbar.

Es sei nun X kompakt und metrisierbar. Nach 12.9 gibt es dann eine Basis {O; /i €IN}
der Topologie von X. Fiir jedes i € IN sei f; die folgende Abbildung von P; = ({0,2},
diskret) in die Potenzmenge von X: Setze f; (0) := O; und f;(2) := X \ 0;. Fiir jede Folge
(nj) € P sei dann F ((ny)) := nwf,- (n). F ((n;)) kann hochstens ein Element haben, denn

je

zu zwei verschiedenen Elementen x, x' gibe es disjunkte Umgebungen Oy, O;-. Wire dann
f; (n;) = O;, so miiBte x’ € N f; (n;) C O; sein, x' ist aber sicher kein Berithrpunkt von O,
denn Oy trennt x' davon. Wire aber fj (n;) = X\ O;, dann wiirde x in 0 f; (n)) C X\ §;
fehlen. F {(n;)) ist also hochstens einelementig. Ist aber x € X, so definiere man n; := 0
falls x € O; und n; := 2 falls x € O;, dann ist x € F ((n;)), also F ((ny)) = {x3. Zu jedem

x € X gibt es also mindestens ein p €P mit F(p) = {x}. Essei P' := {p €P [ F(p) # ¢}
und g: P’ - X durch g(p) € F(p) definiert, dann ist g wohldefiniert und surjektiv.
Auflerdem ist g in jedem p € P’ stetig: Ist V € U (g(p)) gegeben, so gibt es ein j mit
g(p)EO; C (3; C V. Dafiir ist p; = prj (p) = 0, sonst wire g(p) EF (p) C X\ O; =f; (p;) =
=1£;(2). Seinun U := |>rj U= prj‘l ({03}), dann ist U offene Umgebung von p in P mit

g(UNP)CO; CV. Also ist g stetig (in p).

P’ ist abgeschlossen in P: Man metrisiere P mit einer vollstindigen Metrik. Ist dann (p¥)
Cauchy-Folge aus P’, so konvergiert sie gegen ein p € P. Da P die Produkttopologie trigt,
muf fiir jedes i die Folge (p:‘)k gegen p; im diskreten Raum {0, 2} konvergieren, also
stationir sein. Wire F (p) = ‘Q fi (pi) = @, so wire {X \ f; (p;) / i €EIN} offene Uberdeckung

n
von X, also giibe es n € IN mit N f; (p;) = @. Andererseits ist wegen der Stationaritit fiir
1

geniigend grofies k
n n
g(p*)EF(pF) = nf (pHC n fi(pf) = N fip)#9.
1= 1=

Also muf p €P' und P’ damit abgeschlossen sein.

Ist A eine abgeschlossene, nichtleere Teilmenge von P, so hat ids : A = A eine stetige
Fortsetzung hy :P > A: Fiir p € P seien induktiv definiert: h, (p) = p,, falls es ein
p' € A mit p; = p; gibt,und h, (p) := 2 —p, im anderen Fall. Fiir i < n sei h; (p) schon
konstruiert, dann setze man hy, + | (p) := pn+1, falls esein p' € A mit h; (p) = p; (i<n)
und pp+1 = Pa+1 8ibt,und hy 4 (p) := 2= py+, sonst. Man setze nun
ha (p) = (b (p)); e N, dann gibt es eine Folge (p'*) aus A mit p;k = h; (p) fiir alle
i<k€IN,also (p’*) = hy (p) in A und folglich h, (p) € A. Fiir p € A ist offenbar
p =h, (p), alsoist h, Fortsetzung von id, auf ganz P. Auferdem ist hy stetig, denn alle
h; sind es: Ist nimlich (p*) eine konvergente Folge in P, so ist (p!‘)k stationdr, also

h; (lim p*) = h; (tim p¥, ..., lim p¥, .. ) =h; (p}°, ..., pko, .. )
fur alle geniigend hohen k, . Folglich ist h; (lim p¥) = lli(m h; {pX0). h; ist also folgenstetig

und — da P metrisierbar ist — stetig.
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Setzt man nun P’ an die Stelle von A, so gibt es also eine stetige Fortsetzung hp: : P - P’
von idp:. Nimmt man noch den Homéomorphismus h : P - D aus 13.5 hinzu, so gibt
go hp o h™! =: f eine stetige Surjektion von D auf X.

13.9 Satz von Banach-Mazur: Bis auf Normisomorphie ist jeder separable normierte IK-Vektor-
raum ein linearer Unterraum von C(I, IK).

Beweis: Wie im Beweis von 11.24 (Theorem von Alaoglu-Bourbaki) sei B’ die Einheitskugel in iK
und B := {x € E [ IxI < 1} = Einheitskugel im separablen IK-Vektorraum E. Nach 11.24 ist
X:= {e'lg /e’ € E' mit sup le’ (x)| < 1} kompakte Teilmenge von [I B’. Da B stetiges Bild von E ist

xeEB xEB
( X = min (1, ﬁ) ~x), ist auch B separabel mit abziihlbarer, dichter Teilmenge A. Die Abbildung
g: HBB' - HAB', (ox)x e B {ox)x = A hat als Komponenten Projektionen, ist also stetig. Da jedes
Xe XE

e'Ig € X stetig auf B ist, ist es durch die Werte auf der dichten Teilmenge A eindeutig bestimmt, also ist
glx injektiv. Folglich ist g: X - g (X) € I B’ ein Homdomorphismus auf einen kompakten Unterraum
A

eines metrisierbaren Raumes (X ist kompakt!) Nach 13.8 gibt es also eine stetige Surjektion f: D —» X,

Fir e € E sei nun g € C(1, IK) durch pglp :=je o f (5. Bew. von 11.24) und

Pe(t) =spela)+(l —s)pe(b)fiirt=s-a+(1-5)-beja,bl CI\D mita, be D definiert. (Nach

der Bemerkung zu 13.5ist 1\ D ='éJ’N]ai, by[. Folglich ist . auf ganz 1 wohldefiniert. {D, laj, bijl/ie N}
i

ist dabei ein lokalendliches System abgeschlossener Mengen aus 1. Nach dem Korollar (b) zu 6.5 ist ¢,
stetig.) Man priift nun leicht nach, dah p: E = C (I, IK), e — y, linear und normtreu ist.

13.10  Nach dieser unmittelbaren Anwendung von 13.8 kehren wir wieder zu unserem Pro-
blem zuriick, die in 13.1 und 13 .4 definierten Kurven unabhingig von einer speziellen Para-
metrisierung durch topologische Eigenschaften ihres Bildraumes zu charakterisieren. Was
die Riume betiifft, die eine Peano-Kurve zulassen, konnen wir nun folgende Vermutung
aussprechen: Gibt es auf dem Hausdorff-Raum X eine Peano-Kurve, so muff X wegen
13.7(b) kompakt und metrisierbar sein. Da auch der Zusammenhang von I erhalten bleibt,
muf also X ein Kontinuum sein (vgl. 11.31/11.32). Lift jedes Kontinuum eine Peano-
Kurve zu?

Der Kamm-Raum aus 10.9 ist als beschriinkte, abgeschlossene Teilmenge von IR2 kompakt und
auflerdem zusammenhingend und metrisierbar. Gibe es eine stetige Surjektion f : 1 — K := Kamm-Raum,
so induziert f nach 11.6 einen Homdomorphismus f:I/f - K. Q C K ist also genau dann offen, wenn
T~1(0) C I/f ist, und letzteres ist genau dann der Fall, wenn v (F1(0)) = fo ) 1 (@) =1 (O)C 1
ist. Also 0tr?:igt K schon die finale Topologie bzgl. 1 und f. Nach 13.7 (c) miiite K auch lokal zu- °
sammenhiingend sein, was im Fall des Kamm-Raumes falsch ist.

Diese Uberlegung zeigt: Ein Hausdorff-Raum X 148t hochstens dann eine Peano-Kurve
f:1— X zu, wenn X ein lokal zusammenhéngendes Kontinuum ist, denn X triigt auto-
matisch die finale Topologie bzgl. f. Man kann also vermuten, dafl ein lokal zusammen-
hingendes Kontinuum stets als Bild einer Peano-Kurve auftritt. Man mache sich aber klar,
welche Vielfalt an solchen Riumen allein schon durch Teile der Ebene gegeben ist!
Wiirfel, Kugeln, Tori, projektive Réume, ... sind solche Kontinua, allgemeiner jede ge-
schlossene topologische Mannigfaltigkeit (mit oder chne Rand; vgl. Abschaitt 15).
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13.11

13.11 Kapitel |11: Stetigkeitsgeometrie

Man kann sicherlich sagen, daB man die stetigen Funktionen, die auf I moglich sind,
erst richtig begreifen konnte, als unsere Vermutung von H. Hahn"), S. Mazurkiewicz?)
und W. Sierpinski ?) bestitigt wurde.

Wir beginnen mit einer — wesentlich einfacheren — Charakterisierung der Jordan-
Kurven:

Theorem: Ein topologischer Raum X ist genau dann Bild einer Jordan-Kurve
f:1—- X, wenn X ein lokal zusammenhingendes Kontinuum ist und
wenn es zwei verschiedene Punkte a, b € X gibt, die niemals zugleich
in einer echten zusammenhingenden Teilmenge von X liegen. (X ist
die einzige zusammenhingende Teilmenge von X, die a und b enthilt.)

Bemerkung:

Der Beweis wird zeigen, daf die Forderung nach Kompaktheit und Metrisierbarkeit durch die
scheinbar schwiichere , separabler T-Raum* ersetzt werden kann. Uberdies werden wir allgemeiner
folgendes Korollar zeigen:

Korollar: Ein topologischer Raum ist genau dann zu einem Teilintervall von IR
homéomorph, wenn er zusammenhingend, lokal zusammenhéngend,
separabel und T, -Raum ist und wenn es keine drei verschiedenen zu-
sammenhingenden und echten Teilmengen von X gibt, von denen je
zwei das X iiberdecken. (Die letzte Bedingung schliefit z. B. Doppel-
punkte aus.)

Beweis: (Vgl. Kowalsky [3])

Wir werden das Korollar beweisen, daraus folgt dann leicht das Theorem. Die Beweisidee
ist im wesentlichen, die Topologie von X als Ordnungstopologie darzustellen und 12.3(i)
anzuwenden.

1. Schritt: Offenbar ist jedes Intervall J von IR zusammenhéngend, lokal zusammenhin-
gend, separabel und T, -Raum. Ist J = [t, t] = {t}, so gibt es iiberhaupt keine drei ver-
schiedenen echten Teilmengen. Sind A, B, C drei verschiedene zusammenhingende und
echte Teilmengen von J, so muB es ein nichtiiberdeckendes Paar geben: Wire nimlich
J=AUB=BUC=CU A, sogibe esein t €J\ {inf J, sup J}, dasin einer der
Menge A, B, C nicht liegt. Sei etwa t EJ\ A, dannist J N ]~oe, t{ C A oder
J M ]t, + o] C A (sonst hitte man eine offene Zerlegung von A), aber nicht beides
(sonst wire A unzusammenhingend). Sei etwa J N Jt, eo[ C A, dann muf} wegen
tEA A=TN]t, o[ sein. Wegen AUB=AUC=J mu® J N ], t] sowohlin B
als auch C liegen. Da J \ B und J\ C nicht leer sind, gibtesr,s €J mitr >B,s>C,
dann ist aber max (r, s) €J \ (B U (), also iiberdeckt das Paar B, C doch nicht. Ist
X homoomorph zu J, so hat X dieselben Eigenschaften, sie sind also notwendige Be-
dingungen fiir die Homdomorphie. Ist X homdomorph zu I, so ist X ein lokal zu-

1} Sitzungsber. Akad. Wiss. Wien, 123 (1914).
2) Fund. Math. 1 (1920).

150



13. Kurven 13.11

sammenhéngendes Kontinuum. Ist dann h : I = X ein Homdomorhismus mit a := h (0),
b :=h(1) und ist Y Teilmenge von X, die a, b enthilt und zusammenhingend ist, so
ist h™' (Y) =I (Zwischenwertsatz) und Y =hh™ (Y)=h(I) = X.

Da ein einelementiger Raum X stets homéomorph zum Intervall [0, O] ist, brauchen
wir nur noch zu zeigen:

Ist X ein zusammenhingender, lokalzusammenhingender, separabler T -Raum, der
mindestens zwei Elemente X, , X, enthilt und keine drei verschiedenen echten zu-
sammenhingenden Teilmengen, von denen je zwei Giberdecken, so ist X homdomorph
zu einem Intervall. Gibt es aufferdem zwei verschiedene Punkte a, b € X, die in keiner
echten zusammenhingenden Teilmenge von X liegen, so ist X sogar homéomorph zu
einem abgeschlossenen Intervall von IR.

2. Schritt: X enthalte mindestens zwei Punkte x,, X, und erfiille die Bedingungen des
Korollars. Dann ist X sogar unendiich, sonst hdtte man in ({X,,...,Xp-1}. Xp}
eine abgeschlossene Zerlegung des zusammenhingenden T, -Raumes X. Wir behaupten
zunichst, dafd es ein a € X geben muf, fiir das X \ {a} genau zwei Komponenten hat.

Beweis dazu: Sei x € X, dann ist X \ {x} nichtleer und offen in X. Da X lokal zu-
sammenhingend ist, hat X\ {x} offene Komponenten, mindestens eine: K, . In

X\ {x} ist K, (als Komplement der anderen Komponenten) abgeschlossen, also ist
KX {x} = A N (X\ {x}) mit abgeschlossenem A C X. Dann muB K¥ € K, U {x}
sein. Es gilt sogar K; = K; U {x}, sonst wire (K;, K\ K, ) offene Zerlegung des zu-
sammenhingenden Raumes X. Diese Beobachtung werden wir wiederholt ausnutzen.

Ist nun K, eine weitere Komponente von X\ {x}, so ist
K; UK, = (K, U {x}) VU (K; U {x}) nach 10.5(a), (d) zusammenhangend. Gibe es
weitere Komponenten K;(i €7, J # (), so wiren L, =K; UK, U {x},
L, =K, U{x}u lJJ Kiund L; =K, U{x} UV LJJ K; wieder nach 10.5 verschiedene

echte und zusammenhingende Teilmengen von X, von denen je zwei iiberdecken.

Da so etwas in der Voraussetzung ausgeschlossen wurde, kann X \ {x} nur hochstens
zwei Komponenten haben. Hitten die drei verschiedenen Punkte x, , X, , X3 jeweils

nur eine Komplement-Komponente, so hitte man in L; := X\ {x;} wiederum einen
Widerspruch zur Voraussetzung. Auer hochstens zwei Punkten hat also das Komplement
jedes Punktes von X genau zwei Komponenten. Die Menge der Ausnahmepunkte sei

mit E bezeichnet.

3. Schritt: (Voraussetzungen wie beim 2. Schritt) Wir wollen jetzt die Komponenten von
X\ {x} bei variablem x ordnen. Dazu wiihle man ¢in festes a € X\ E und eine
Komponente K, von X\ {a} (mit K, sei die andere bezeichnet). Wir behaupten: Zu
jedem x € X \ E gibt es genau eine Komponente K, von X\ {x} mit K, C K, oder
K, C K. (Mit K, bezeichnen wir dann wieder die andere Komponenten von X\ {x}.)
Beweis dazu: Gibe es zwei Komponenten K, K’ von X \ {x} mit dieser Eigenschaft, so
wiiren vier Fille denkbar: (1) KU K' C K, (unméglich, weil KU K" = X\ {x} das
Komplement von K, schneidet), (2) K, C K und K, C K’ (unméglich, weil @ # K,
und KNK' =0),(3) KC K, C K bzw. (4) K' C K, C K (beides unmoglich, da K ¢K'
und K' ¢ K). Es gibt also héchstens so ein K, , das mit K, vergleichbar ist.
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13.11 Kapitel I1]: Stetigkeitsgeometrie

Fiir x = a hat natiirlich K, = K, die gewiinschte Eigenschaft. Ist x € X \ (E U {a}),
so sei K die Komponente von X \ {x}, die a enthilt, und K’ die andere. Dann ist also
a€K' also K'CK, U(X\K,)=K, UK, =X\ {a}. Da K’ zusammenhingend ist,
X\ {a} aber nicht, mut K’ C K, oder K' C K;, sein. Fiir K' C K, kénnen wir K, := K’
setzen. Ist aber K' C K3, so gelten K’ C K und folglich

X\K =X\ ({x} UK) =KD X\K] =X\({a}UK,) =K,.
Wegen K O K, kénnen wir dann K, := K setzen.

4. Schritt: Fiir x € X \E gibt also K die mit K, vergleichbare Komponente von X \ {x}
an. K, und K4 sollen Prototypen von Ordnungsintervallen der Form |- <°, a[ bzw.
J- ==, X[ sein. Um noch die Ausnahmepunkte von E (hochstens zwei!) einzubeziehen,
setze man fiir b € E mit K; C X\ {b} K, := X\ {b} und fiir c EE mit K, ¢ X\ {¢}
K. := §. (b bzw. c spielen die Rolle des grofiten bzw. kleinsten Elements von X.)
Offenbar gibt es hochstens ein ¢ € X mit K, = : Firr K. = @ = K. hat man ¢, c' €K,,
und L, := X\ {c}, L, := X\ {c'}, L, := K, bilden dann drei echte zusammenhiingende
Teilmengen von X. Da nach Voraussetzung nicht alle drei verschieden sein kénnen und
L,,L, ¢ L; ist, muB c =c’ sein.

3. Schritt: (Voraussetzungen wie im 2. Schritt)

Wir behaupten, dafy durch x <y : <= K, CK,y eine totale Ordnung auf X definiert
wird.

Beweis dazu: x < x und x < x' < x"" = x < x" sind klar. Hat man x <y < x, s0 auch
Ky = K, und folglich {x} = K, \ Ky = Ky, \ Ky. = {x}, falls Ky # 0. Fiir K = ¢ haben
wir die Eindeutigkeit des Index schon im 4. Schritt gesehen. Also ist < eine Ordnungs-
relation auf X.

Gibe es x,y € X die bzgl. < unvergleichbar sind, dann gelten @ #K, ¢ K, #X
und § # K, ¢ K, # X. Man setze L, := Ky U(X\K,), L, :=K; U(X\K,). Dann
ist z.B. (X \ Ky) gleich {y} oder dem AbschluB der zweiten Komponente K, also in
jedem Fall zusammenhingend. Da es wegen Ky ¢ K, auch ein z€ K, N (X \K,) gibt,
ist L, und analog L, zusammenhingend. Wire z. B. L, = X, so wire doch Ky C K,
also handelt es sich bei L;, L, um echte und zusammenhingende Teilmengen von X.
Nach Definition der K; miiite einer der folgenden vier Fille eintreten: (1) Ky C K,
und K, C K, (unméglich, weil mit L; := K, ein Widerspruch zur Voraussetzung folgt),
(2) K, C Ky und K, € Ky (unmdglich, weil mit Ly := X\ K, =K} # @, X ein Wider-
spruch folgt), (3) Ky C K, C K, bzw. (4) K, C K, C K, (unmégliche Inklusionen).
Es kann also keine unvergleichbaren Punkte geben.

6. Schritt: (Voraussetzungen wie bisher)

Fir K. = @ bzw. Ky, =X \ {b} ist ¢ bzw. b minimales bzw. maximales Element von

(X, <). Ist umgekehrt z ein extremes Element von (X, <), so ist K, C K, oder K; D Ky
fiir alle x. Wire K, = L, echte Teilmenge von X, so hitte manin L, :=K,,L; :=K]
und L, =K, UK, bzw. K, UK} fir x € X\ (E U {z}) einen Widerspruch zur Vor-
aussetzung iber drei echte und zusammenhingende Teilmengen von X. Die extremen
Elemente von (X, <) sind also genau die Elemente von E.
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13. Kurven 13.12

Sei nun x € X \ E.Sind dann w < x <y gewihlt (X \ {x} hat zwei Komponenten!),
50 ist Jw, y[ offene Umgebung in der Ordnungstopologie. Da K, und K, als Kompo-
nenten der offenen Teilmengen X \ {w} bzw. X\ {y} offen in X sind, ist Ky, N K,
ebenfalls offen in X. Fir w € X ist aber K, = |-, w[ (z EK,, = z # w, wire
K, DK, so wire z€ K'z U {z}=X\K, C X\K,,,also mu} z<w sein; ist umgekehrt
z <w,also K, C K, mit z¥# w, soist auch K, U {z} =K, C({K,, U {w}) NK,,,ins-
besondere z € K,,). Folglich ist Ky, = X\ ({w} UK,,) = ]w, *[ und entsprechend
Iw, y[ = Ky N K. Letzteres ist also eine in X offene Umgebung von x. Ist x €E, 50
ist entweder x = min X oder x = max X. Die kleinen Umgebungen von x in der
Ordnungstopologie haben dann die Form J-, y[ = K, bzw. Jy, [ = K mit y € X\E,
und diese Mengen sind offen in X.

Ist nun x € X\ E und U eine offene, zusammenhingende Umgebung von x (X ist
lokal zusammenhingend!), dann ist x Beriihrpunkt von K, und K}, folglich gibt es
wEK, NU, y €Ky NU. Wire nun Jw, y[ ¢ U, so gibe es z€ ] x, y[ \ U und man
hitte in (K,, K3) = (]~ =,z [,] z, *°[) eine offene Zerlegung von U. Als Obermenge
von [w, y[ ist U also auch in der Ordnungstopologie Umgebung von x.

Damit tragt X schon die Ordnungstopologie bzgl. < . Nach 12.3(i) gibt es also eine
ordnungstreue Bijektion f: X — J, wobei J ein Intervall von IR ist. Damit ist das
Korollar gezeigt. Man beachte jedoch, daf} f die Menge E in die Endpunktmenge von
J abbildet.

7. Schritt: Es sei nun X ein lokal zusammenhiingendes Kontinuum, und es gebe zwei
Punkte a, b € X, die in keiner echten zusammenhingenden Teilmenge von X liegen.
Sind dann A, B, C drei echte zusammenhéngende Teilmengen von X, so liegen a, b
nicht gleichzeitig in einer von ihnen. Ist nun AUB=X=AUC=BUC,so liegt ain
A oder B und in B oder C, also in zwei Mengen, ebenso b, also mufl es doch eine der
drei Mengen geben, die zugleich a und b enthilt. X erfiillt also die Bedingungen des
Korollars und tragt die Topologie einer totalen Ordnung <. Bzgl. dieser Ordnung muf}
X ={[a,b] oder X =[b, a] sein: Eines der Intervalle ist unendlich, denn a # b. Wire
dieses Intervall von X verschieden, so wiirde es unter f (ordnungstreuer Isomorphismus
von X auf J) auf ein Intervall von IR abgebildet. f ist nach dem Beweis von 12.3(i)

(a) = (b) ein Homdomorphismus, unser Intervall wire also eine echte zusammenhingende
Teilmenge von X, die a und b enthilt. Folglich sind a, b die Endpunkte von X und
f(a), f(b) die von J. J ist also ein abgeschlossenes mehrelementiges Intervall von IR.
Also ist J und damit X homéomorph zu I, wobei die Punkte a, b den Punkten 0, 1
entsprechen.

Fiir den Beweis des Theorems von Hahn-Mazurkiewicz-Sierpinski bendtigt man noch den folgenden,
auch fiir sicher sehr interessanten Satz. (Wir beschrinken und hier — wie auch im folgenden — auf eine
Beweisskizze, die Details findet man z. B. im Buch [3] von Kowalsky.)

13.12 Theorem von R. L. Moore:") Es seien K ein kompakter, lokal zusammenhiingender,
metrischer Raum, O ein Gebiet von K (d.h. offen und zusammen-
hingend), dann gibt es zu je zwei Punkten a, b € O eine Jordan-Kurve,
die a und b in O verbindet.

1) Trans. AMS, 17 (1916).
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Beweisidee: Eine Verbindungskette zwischen a und b ist ein endliches System
(Ug, ..., Up) von Gebieten mit a € Uy, b € U, und U; _{ N Uj # § genau dann, wenn
je€{i—2,i— 1,1} ist. Man beginnt nun mit der Verbindungskette (Ugy ) = (0). Um diese
,viel zu dicke* Verbindung von a und b zusammenzuquetschen, verschafft man sich eine
schmalere Verbindungskette: Es sei C := {c € O / es gibt eine Verbindungskette von a
nach ¢, deren Elemente kleineren Durchmesser als 1/2 haben und in O liegen3}. Da mit
K auch O lokal zusammenhingend ist, gibt es eine offene Komponente U € U (a) von
BS (a) C O, wobei e < 5. Alsoist a€ C # @ und C offen. C ist in O auch abgeschlossen,
denn fiir x € C° gibt es eine offene, zusammenhingende Umgebung U C O mit Durch-
messer < 1/2. U schneidet C, sei etwa c&€ U N C und (U,, ..., U,) eine Verbindungs-
kette von a und c¢ in O mit diam (U;) < 1/2. U schneidet U,,. Sei i der kleinste Index
mit U; N U # @, dann ist (Ug, ..., Uj, U) eine Verbindungskette von a mit x in O mit
passenden Durchmessern, also x € C. C ist nichtleer, offen und abgeschlossen in O, also
C = O wegen des Zusammenhangs von O, Es gibt also eine Verbindungskette (Up,..., U,)
von a mit b in O mit diam (U;) < 1/2. Diese Kette quetscht man nun weiter zusammen,
indem man Xo :=a, Xp+1 = b, X; € U;_; N U; wihlt und x; mit x;4, innerhalb U;
verbindet. Vom Durchschnitt aller (immer schmaler gewihlten) Verbindungsketten weist
man nun nach, daB er die Voraussetzungen von Theorem 13.12 erfiillt.

13.13 Korollar: Gibt es zu zwei Punkten a, b ind einem Hausdorff-Raum X einen
verbindenden Weg f : I - X mit f(0) = a, f(1) = b, so gibt es auch
eine verbindende Jordan-Kurve von a nach b.

Beweis: Man betrachte C := {c € f(I) / es gibt eine Jordan-Kurve in f(I) von a nach c}.
Nach 13.7 ist f(I) lokal zusammenhingendes Kontinuum. Ist O offene Umgebung von a
in X, so enthélt O M f(I) noch eine offene zusammenhingende f(I)-Umgebung von a,
etwa U. Da ™! (U) # {0} ist, gibt es x € U \ {a}, und a und x sind durch eine Jordan-
Kurve in U verbindbar (nach 13.12). Also ist C nichtleer und (wie man analog sieht) offen
in f(I). Ist x€ C'O 5o wihle man eine Gebietsumgebung U von x in f(I) und verbinde
X mit y € UN C durch eine Jordan-Kurve. Dann verbinde man y mit a durch eine
Jordan-Kurve in f(I). Der Schnitt der beiden Bilder ist kompakt. Man wihle einen
»ersten’ Schnittpunkt und setze eine passende Jordan-Kurve von x nach a aus den
beiden gegebenen zusammen. Also ist auch x € C. Da C nichtleer, abgeschlossen und
offen in der zusammenhingenden Menge f(I) ist, mufl b € C sein.

13.14 | Theorem von Hahn-Mazurkiewicz-Sierpinski: Auf einem Hausdorff-Raum X gibt
es genau dann eine Peano-Kurve, wenn X ein lokal zusammen-
hingendes Kontinuum ist.

Beweisidee: Gibt es auf X eine Peano-Kurve, so miissen die Bedingungen nach 13.10
erfiillt sein. Sei nun umgekehrt X ein lokal zusammenhéingendes Kontinuum. Nach 13.8
gibt es eine stetige Surjektion f:D — X. Es ist nach der Bemerkung zu 10.5 I\D = U Ja,, b;[.
i€IN

154



t13.15

13. Kurven 13.16

Nach 13.12 ist X wegzusammenhingend (sogar Jordan-Kurven-zusammenhingend), also
kann man f(a;) stets in X mit f(b;) verbinden. Um die Stetigkeit einer solchen Fort-
setzung nachweisen zu kénnen, muff man noch eine gewisse Minimalitiatsforderung an die
Verbindungskurve stellen. (Die Details findet man wieder bei Kowalsky. )

Ebene Kurven

Wir wollen hier nicht weiter in die allgemeine Kurventheorie eindringen. Dem interes-
sierten Leser sei das Buch , Kurventheorie* von K. Menger') empfohlen. Es gibt auch eine
Reihe von Untersuchungen, die sich auf héherdimensionale Verallgemeinerungen der
Kurventheorie beziehen?). Wir schlieBen diesen Abschnitt mit einigen duflerst erstaun-
lichen Ergebnissen aus der Theorie der ebenen Kurven:

Beispiel: Man kbnnte zu der Annahme neigen, daf wenigstens die Jordan-Kurven der Ebene an-
schauliche und ,,harmlose** Gebilde sind. So besagt z. B, der Jordansche Kurvensatz, daf geschlossene
Jordan-Kurven die Ebene in genau zwei Gebiete zerlegen, was vollig mit der Anschauung iberein-
stimmt.3) W. F, Osgood4) entdeckte, dafd es (geschlossene) Jordan-Kurven in der Ebene gibt, die eine
,Fliche” iiberdecken. Nach 10.6(a) liegen die Bildmengen natiirlich nirgends dicht in der Ebene, so daf
mit Flidche hier nur gemeint sein kann, dafh die Bildmengen ¢in positives (Lebesguesches) Maft haben.
Wir geben das folgende elegante Beispiel von K. Knopp5):

Py
2

Man wihle ein gleichseitiges Dreieck A C IR? der Seitenlinge 2 und eine Folge (8;)i< N aus 10; 1[.
Nun wihle man eine Seite [Pg, P; } von A, bezeichne die dritte Ecke mit P /2, den Mittelpunkt von
[Po; P1] mit M und den Punkt von [Po; M| bzw. [M; P;] mit Py 4 bzw. P34, der von M die Entfer-
nung g, hat. Wegen 3; <1 sind die Punkte P; voneinander verschieden. f; : 1 - A \ (By), wobei B,
das Innere des Dreiecks (Py 4, P34, P1y2) bezeichnet, sei der Streckenzug (P, Pyy4, P12, P3ja, Py,

d. h. fy Il:i—l ij| istfiri=1,...,4 ein Homéomorphismus auf P._ l;Pi mit entsprechenden

4 *4 4 3

Endpunkten. Offenbar ist f; eine Jordan-Kurve, und A \ (B1) hat den Flicheninhalt \/§ (1-85).
Nun konstruiert man f, wie folgt: Auf den schon konstruierten Punkten i‘e [i=0,1,...,4)
stimme f3 mit f; Wberein. Fir P, ;g wihle man den Punkt von [Pg; P”;], der vom Mittelpunkt dieser

1) Chelsea, 1967.
2) Vgl z. B. Wilder, ,,Topology of Manifolds** (AMS Coll. Publ.) oder Blumenthal-Menger ,Studies in
Geometry* (San Francisco, 1970).

3) vgl. 14.20.
4) W. F. Osgood (AMS Trans., 4 (1903).
5) Arch. Math. Phys., III. Reihe, 26 (1917).
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13.15 Kapitel 111: Stetigkeitsgeometrie

Strecke um 2—2 “IPyjp—Pot=82 entfernt ist und zwischen Pg und diesem Mittelpunkt liegt. Analog

wihle man Py;g, P53, P73 (die letzten beiden Punkte natirlich aus |Py2; Py 1) und bestimme nun
fa(t)y =Py furt=k/8,k=0,1,..., 8. Nun sei f; die offensichtliche stiickweise lineare Fortsetzung.
Offenbar ist fy wieder eine Jordan-Kurve. Bezeichnet B, die Vereinigung der Inneren der beiden
DPreiecke (PIIS’ P3/3, P1/4) bzw. (Ps!g, P3/4, P’]/S)s so ist offenbar f: (I C AN(By v Bp), und die
letztgenannte Menge hat einen Flacheninhalt Ay = /3 (1 - 81 — 82).

Il

n
Ist fp:I— A \(LIJ Bi) mit A, > V3 (1 —Z ﬁi) schon konstruiert, so setze man £, 41 (t) := f (1)

n+t 1
fiir t= 0 s eees 2 und bestimme wieder Pyon + 1 als den Punkt der Strecke Po;f“(4—) s
2n+1 2n+l 2n+2

der niher an Py liegt und vom Mittelpunkt dieser Strecke der Linge { um / g/2™ entfernt ist. Analog be-
stimme man die anderen Punkte Pk n+2 und £, 4+, als,die* stickweise lineare Fortsetzung mit
£+ () := P, fiir t=k/2"* 1 Bezeichnet dann B, 4 | wieder die Vereinigung der Inneren der Dreiecke

(P2 k—1-P 2k P2k + 1) , 50 hat jedes dieser Dreiecke einen Flicheninhalt < /3 - % und
2

2r1+2 2n+2 2n+2' n+l
B, + 1 einen Gesamtinhalt < J3- Bn + 1~ Offenbar bildet f, 4 y in A \( U Bi) ab, und der Flachen-
n+1] n+1 !
inhalt von A \( U Bi) betrigt Ap + = /3 (1 - Z ﬁi)- Damit kann induktiv fiir jedes i €N ein
1 ' 2(k-1)
2i +1

2(k—1 - -
2K 1 nnerhalb des Dreiecks fi( ( . ),) fi( 2k-0 g (A) abspielt, dessen Durchmesser
+1 2 +1 7! +1 21 +1

f; konstruiert werden. Da sich die Abdnderung von fj zu fj 4 firjedesk=1,..., 2! aul‘[

2i
mit i gegen null geht, ist die Folge der f; gleichmifig konvergent, Setzt man f:1 —~ A als den (stetigen)

o0
oo

Grenzwert dieser Folge und B:= A\ U B;, so hat B das May A > \/3 (1 —Zﬁi). Wir behaupten, daft
f(I) = B und f injektiv ist: 1

Nach Konstruktion ist fI[ ﬂ l injektiv, denn dort ist fiir jedes t die Folge (f; (t))

K iy ie |N0],

2!

stationir, Sind s, t zwei Punkte von I, so gibt es zwei Teildreiecke Dg, D; von A, die hchstens eine

Ecke gemein haben, mit f;(s) €D, f(t)eDy und Dgn Dy C f ({ % fi,ke INO}). Fiir s # t und ge-
2

niigend hohes i bleiben die f5(s), fj(t) in Dg bzw. Dy, also auch f(s) und f(t). Folglich ist f injektiv.

Da offenbar f({ % /i, kEiNg }) dicht in B ist (Stationaritét der fj (Ll) !) ,mufy f(I) als Bild einer
2 2

kompakien Menge gleich B sein, also f surjektiv auf B.
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(Wiihlt man die 8; alle als null, so ist B = A, also f eine Peano-Kurve auf A. Natiirlich gilt dann der
o0

Injektivititsbeweis nicht mehr.) Wihlt man die g; so, daft §; > 0 und Z,G,- =a < 1,s0hat B ein
1
MaB A >+/3 (1 —a) > 0. (Die MeBbarkeit folgt aus der K ompaktheit von B.)

Es gibt also Jordan-Kurven f in der Ebene, deren Bild ein beliebig grofies Maf3 hat.

Da man in unserer Konstruktion f(0) mit f(1) durch einen Halbkreis verbinden kann,
der B nur in diesen Punkten schneidet, gibt es also auch geschlossene Jordan-Kurven in
der Ebene mit beliebig grolem BildmaB. Auf Grund des folgenden Satzes kann man so
eine geschlossene Jordan-Kurve f:S! - IR? zu einem Homéomorphismus F : IR? - IR?
fortsetzen. Da S' in IR? das MaB O hat, ist also das Lebesguesche Maf keine topologische
Invariante, und nicht einmal Mengen vom Maf 0 sind topologisch invariant. (Daft etwa
ein Wiirfel durch Homdomorphismen vergréfert werden kann, ist natiirlich trivial. Daf8
auch Lebesguesche Nullmengen zerstért werden konnen, ist keineswegs trivial!)

Theorem von Schoenflies:') Jede geschlossene Jordan-Kurve f : S! - IR? LiBt sich
zu einem Homoomorphismus F :IR% > IR? fortsetzen.

Beweisidee: Nach dem Jordanschen Kurvensatz (vgl. 14.20) hat IR% \ £(S!) genau
zwei {offene) Komponenten K,, K, deren Rand f(S!) ist. Sei K, die beschrinkte
Komponente (das ,,Innere* von f(S')). Es reicht zu zeigen, da f eine homdomorphe
Fortsetzung  : B> - Ko U f(S!) zulifit. (Mittels stereographischer Projektionen kann
man dann By mit B, vertauschen und die beiden Homdomorphismen zusammensetzen.)
Man wihle nun einen inneren Punkt P von K, und setze (0, 0) :=P. Um P gibt es
noch ein kleines Quadrat q; C K, . Dies ist nach 5.7(e) homéomorph zu By 2 (0,0) = By,
wobei noch der Rand von B, (stiickweise differenzierbar) auf den Rand von q, geht.
Sei g; : Byj2 > q; so ein Homdomorphismus. Nun wihle man q, als geschlossenes Polygon
mit q; C g, C g C K, und eine homdomorphe Fortsetzung g, : Byy;3 = q, von g; mit
g2 (3 Byj3) =3 q, und lg; (1) -G t)| <3 fir alle t€d B,/3. Daf solche g, und g,
existieren, ist etwas langwierig, aber im Prinzip einfach zu zeigen. Zu schon konstruiertem

gn ' Bnm+1 > qp mit Igy (t)--f(“—J'—1 t)i<% fir alle t €9 By + 1 und den anderen

n

Eigenschaften kann man dann wieder ein Polygon qp+; mit g € qh+; C qn+1 C Ko
und eine homdomorphe Fortsetzung g, +; : B+ 1) /(n+2) = Qn+1 vON gy konstruieren,

die die Rinder aufeinander abbildet mit Ig, , ; (t) = f (L‘I% t) | < ;%—1 fiir alle

t € 0B (n+ 1) /(n+2)- Als Vereinigung aller g; (i € IN) erhilt man dann einen Homdo-
morphismus g : B> > Ko . Man definiere nun f'lg, := g und f'lg; :=f, dann kann man
zeigen, daB f' := B? > K, U f(S') ein Homéomorphismus ist.?)

1} Math. Ann., 62 (1906); man vgl. den Riemannschen Abbildungssatz der Funktionentheorie!

2) Die etwas miihseligen Details kann man z. B. in dem Buch von B. v. Kerekjarto ,Vorlesungen iiber
Topologie** (Springer, Berlin, 1923) nachlesen. Einen anderen Beweis findet man in Newman,
,,Elements of the Topelogy of Plane Sets** (Cambridge, 1964).
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Bemerkung: Interessanterweise gibt es keine hoherdimensionale Verallgemeinerung dieses Satzes: Ist
z.B. £:S2 -» IR? eine stetige Injektion, so zerlegt f (8$2) wieder den IR3 in genau zwei {offene) Gebiete
Ko, Koo, deren Rand es ist (Satz von Jordan-Brouwer, s. 14.19). Gibe es einen Homdomorphismus
F:IR? -» R3, der f fortsetzt, dann wiirde F beschriinkte Mengen auf beschrinkte werfen, also konnte
F als Hombomorphismus zu G :IR2, = $3 —~ $3 fortgesetzt werden, wobei f die Einschrinkung von

G auf den ,,Aquator* {x €83 / x4 = 0} ist. Nun haben L. Antoine') und J. W. Alexander?)

Beispiele fir solche Abbildungen f angegeben, wo die beiden Komponenten von S3 \ f (S2) nicht
»einfach zusammenhingend* (vgl. Abschnitt 14) sind, also auch nicht homéomeorph zu B3 ,das ja
homdomorph zu den beiden Komponenten von $3 \ §2 ist (stereographische Projektion!)3). Um

1960 gelang eine mehrdimensionale Verallgemeinerung von 13.16 fiir den Fall, daf f eine Fortsetzung
als Eing;ttung von $2 x [—e, e] in IR? zuladt (S2 ist als ,,verdickbare* topologische Sphire einge-
bettet,

Bemerkung:

Von Schoenflies stammt noch ein anderer beriihmter Satz, der die ebenen geschlossenen Jordan-
Kurven f: ! —IR? durch Eigenschaften jhres Bildes in IR? charakterisiert). Um ihn formulieren zu
kénnen, braucht man den Begriff ,,erreichbar*. Dazu betrachte man das folgende Kontinuum in R2:

K=({0}x (0;2D U([O;%ﬂ X {ﬂ)u({%} X [0;2])u [(t,sin llt)/te[%;w[}

Da K nicht lokal zusammenhiingend ist, kann es keine Peano-Kurve, erst recht keine geschlossene
Jordan-Kurve auf K geben (s. 13.7(3)). Im Sinne unserer Definition 13.4 ist K aber eine Kurve, sogar
eine — in gewissem Sinne — geschlossene Kurve, denn IR2\ K hat genau zwei (Weg-)Komponenten
und diese sind offen, also Gebiete. K zerlegt also IR? in genau zwei Gebiete, deren Rand K ist (vgl. den
Jordanschen Kurvensatz!). Schoenflies bemerkte, dafl in einer solchen Situation nicht jeder Punkt von
K mit jedem Punkt der Komplementiirgebiete stetig verbindbar ist, ohne K wiederholt zu schneiden.
Mit einem etwas spezicllen Begriff der Erreichbarkeit, den wir hier nicht behandeln wollen, hat
nun Schoenflies zeigen kdnnen:
Ein ebenes Kontinuum K ist genau dann Bild einer geschlossenen Jordan-Kurve, wenn IR \ K zwei
Komponenten hat und jeder Punkt von K aus beiden Komponenten erreichbar ist.6)

1) Compt. Rend., 171 {(1920).
2) Proc. Nat. Acad. Sci., 10 (1924); ,,Alexander-Horn-Sphire
3) Weitere schone Beispiele solcher wilden Sphiren findet man bei Artin-Fox, Ann. Math., 49 (1948).

4) Vgl. B. Mazur, Bull. AMS, 65 (1959), M. Morse, Bull. AMS, 66 (1960), M. Brown, ebenda und
Ann. Math., 75 (1962).

5) Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, IL. Teil, 2. Ergdnzungsband zu Bd. 8
der Jahresber. DMV (Leipzig, 1908).

6) Fiir Details und Verallgemeinerungen dhnlicher Resultate auf hoherdimensionale Raume verweisen
wir auf Wilder, ,, Topology of Manifolds** (AMS Coll. Publ.).

158



13.19

14. Homotopie 13.19

Bemerkung:

Es sei noch erwiihnt, daB man auch eine (sogar mehrere) topologische Dimensions-
theorie entwickelt hat, die es erlaubt, Kurven und hoherdimensionale Analoga durch
Dimensionseigenschaften zu charakterisieren, die topologisch invariant sind. Unglick-
licherweise ergibt sich nur fir separable metrische Riume eine einigermafien handliche
Theorie. Wir gehen hier nicht darauf ein und verweisen auf Hurewicz-Wallman, ,.Dimension
Theory** (Princeton, 1948), Engelking [2) oder J. Nagata, ,Modern Dimension Theory*“
(North Holland, Amsterdam, 1965).

14. Homotopie

Das alteste topologische Problem ist vermutlich das beriihmte , Konigsberger Briicken-
problem*’, das 1736 von L. Euler gestellt und gelost wurde. Es gibt zwei Schritte bei der
Losung: Einen ersten, der topologischer Natur ist und dem naiven Betrachter meist ent-
geht, und einen zweiten, der rein kombinatorischer Art ist und mit Topologie kaum etwas
zu tun hat. Beginnen wir mit dem zweiten, ,,wesentlichen* Losungsschritt:

Konigsberg bestand damals aus vier Stadtteilen, A, B, C, D, die von dem Fluf} ,,Pregel*
getrennt waren, einem noérdlichen Teil A, einem siidlichen D und zwei Inseln B, C. Die
Inseln waren durch sechs Briicken mit dem Festland verbunden, und eine Briicke , 4** fishrte
von B nach C. Eulers Frage lautete etwa: Gibt es einen Konigsberger Biirger, der auf einem
Spaziergang jede Briicke genau einmal passieren kann, bevor er nach Hause zuriickkehrt?
Offenbar ist es uninteressant, wie sich der Spazierginger auf A, B, C, D und den Briicken
bewegt, daher darf man seinen Spaziergang durch folgende Kurve symbolisieren:

(Die Bogen stehen fiir die Briicken, die Verzweigungspunkte fiir die Staditeile.) Die
Lésungsidee ist nun die folgende: Nehmen wir an, unser Spazierginger wohnt in A.
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Kommt er einmal in B an, so muf} er von dort auch wieder fort, also sind zwei von B
ausgehende Briicken fiir ihn verloren. Kommt er ein zweites Mal nach B, so sind zwei
weitere Briicken verloren. Es gibt fiinf von B ausgehende Briicken, d. h. beim dritten
Aufenthalt auf B kann unser Spazierginger nicht mehr nach A zuriick. { Entsprechendes
gilt fur C und D.) Wohnt er aber in B, so muf} er zweimal in A sein, kann aber beim
zweiten Mal nicht zuriick nach B. Es gibt also gar keinen solchen Spazierginger!

Was hat das mit Topologie zu tun? Erst bei genauerem Hinsehen stellt man fest, dafl
wir eine unbewiesene Annahme unterstellt haben, nimlich, da% es uninteressant sei, wie
sich unser Spazierginger auf den Briicken und in den Stadtteilen bewegt hat. Wie kann
man iiberhaupt seine Bewegung beschreiben? Da er sich in einer gewissen Zeit t € [0; 1]
bewegt, mufs man wohl an eine stetige Funktion f:1— X C IR? denken, wobei X der
in der ersten Zeichnung beschriebene (kompakte, zusammenhingende und lokal zu-
sammenhingende) Teil der Ebene ist. (Nach 13.14 gibt es sogar eine Peano-Kurve auf X,
so daf’ von f sicherlich noch mehr verlangt werden mufl: Mindestens, dal der Spazierweg f
eine endliche Linge hat und in jedem Punkt eine Tangente!) Nun haben wir bei der
Losung X durch eine Kurve ersetzt. Warum war das zulissig? Das Problem setzt voraus,
daf} unser ,,Spazierginger* f(t) sich zunichst eine Weile (t €[0;t, ]) in seinem Stadtteil
aufhilt, bis er in t; auf der ersten Briicke ist, dort bleibt er bis t;, kommt zu diesem Zeit-
punkt im zweiten Stadtteil an und verlafit ihn zum ersten Mal in t3 usw. Das heif3t also:
Es gibt eine endliche Unterteilung to = 0 <t; <t, <...<t, =1 von I, so daf sich f(t)
in t; _;t;] innerhalb eines ,,Stadtteils™ oder einer ,,Briicke bewegt. Fiir t € [t; - ; t;]
ist nur interessant, wo sich f(t) in den Endpunkten befindet: Loste nimlich f das Briicken-
problem, so 16ste es auch die stetige Funktion g: 1 — X, die auf den t; mit f iiberein-
stimmt und stets f(t; _ ) mit f(t;) geradlinig verbindet — man kann fl [ti—1: 1;] Gerade-
ziehen, ohne den f([t; —;t;]) betreffenden Teil der Stadt (Briicke oder Stadtteil} zu ver-
lassen oder einen anderen neu zu betreten. Es wird uns gleich noch beschiftigen, was
das ,,Geradeziehen' mathematisch bedeutet. Fiir den Moment wollen wir also einen
stiickweise linearen Spazierweg g annehmen. g kann sich nur im Inneren einer Briicke
oder eines Stadtteils selbst iberschneiden. Eine einfache Anwendung des Zwischen-
wertsatzes zeigt nun, da g homéomorph zu unserer Kurve im zweiten Bild ist, d. h. die
Uberschneidungspunkte von g genau den Punkten A, B, C und D dieser Kurve zugeordnet
werden konnen. Bis auf das Geradeziehen ist nun alles geklart.

Was bedeutet es, daf} sich eine stetige Funktion h:1 - Y C IR? innerhalb Y gerade-
ziehen 1488t ? Stellt man sich fiir einen Moment h(l) als ein in Y zwischen h(0) und h(1)
verspanntes Gummiband vor, so werden beim Geradeziehen einfach alle anderen Be-
festigungen aufier (je einmal) die in h(0) und h (1) geldst, das Gummiband schnellt dann
innerhalb einer kurzen Zeit t € [0; €] zur kirzesten, d. h. geradlinigen Verbindung von
h(0) und h(1) zusammen. Zu jeder Zeit t € [0; €] bildet unser Gummiband eine stetige
Funktion h; : 1> Y mit hy =h und h, gerade.

Man beachte, dafh h so ungliicklich zwischen h(0) und h (1) verspannt sein kann, daf} sich beim Zu-
sammenschnellen (furchtbar viele) Verknotungen ergeben kénnen, die man dann natiirlich als Punkte
aufzufassen hat. Da wir es nicht mit Gummibindern, sondern stetigen Funktionen zu tun haben, sind
auch wihrend der Deformation neue Verknotungen denkbar und es kdnnen ganze Stiicke von h (1)
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zu Punkten zusammenschrumpfen oder aus solchen entstehen. Dies ist der Grund, warum man in der
folgenden Definition statt ,,Deformation’ das Wort ,,Homotopie** wihlt.

Daf} die einzelnen h, stetig sind, ist nicht die einzige Zusammenhangsbedingung beim
Zusammenschnellen unseres Gummibandes: Fiir jedes feste so € [0; 1] durchliuft ja der
Punkt h(sy) stetig die Menge {h; (so) / t €[0; €]}, um zur Zeit € bei h, (s¢) auf unserer
Verbindungsgeraden anzukommen.

H{I)

h{0) h§(I)

Man nennt das, was h; (so) in der Zeitspanne [0; €] beschreibt, den Deformationsweg
hey (s0) :[0; €] = Y. (Wie Abschnitt 13 deutlich gezeigt hat, ist es bei Wegen, Kurven,
Boégen usw. wesentlich bequemer, wenn man mit fest gegebenen Funktionen, statt mit
ihren Bildmengen arbeiten kann. Daher ist der Deformationsweg nicht die Menge
fh(so) / t €[0;€]} sondern eine Abbildung')

Unser Zusammenschnellen eines Gummibandes wird also durch eine Funktion
H:1X [0;e]— Y beschrieben, wobei fiir jedes s €1 der Deformationsweg H (s,-} und fiir
jedes t €{0; €] das ,,Deformat* H, (-) := H(:, t) stetig sind. (Leider hat sich hier die
inkonsequente Bezeichnung , Deformation‘ doch gehalten.) Aus der Analysis ist bekannt,
daf® H nicht bzgl. der Produkttopologie stetig zu sein braucht. { Beispiel: H(0, 0) := (0, 0),
H(s, t) = (0, ) i %) sonst.) Aus technischen Griinden fordert man dies zusitzlich.
Ersetzt man nun [ bzw. Y durch allgemeine Riume, die Endpunkte 0, 1 €1 durch

irgendeine Teilmenge A des Ausgangsraumes X und [0; e ] (das Zeitintervail) durch I, so
erhilt man folgenden wichtigen Begriff’:

Definition:  Es seien X, Y topologische Riume, A C X und f,, f; € C(X, Y). fy, f,
heifien homotop modulo A (in Zeichen: f, ~ f; (mod A)), wenn es
eine ,,Homotopie" H: X 71— Y stetig gibt mit H(-, 0) = f, und
H(:,1)=f; und H(a, ‘) konstant fiir alle a € A.

Eine Homotopie von X nach Y ist eine stetige Abbildung
H:X#l—->Y.Firjedes x € X heiit H(x, -}):1>Y der Deforma-
tionsweg von H (x, 0) bzgl. H. Die ,,Zwischenabbildungen*

H(-,t): XY werden hiaufig mit h; oder H; bezeichnet, man hat
dafiir keinen besonderen Namen. (Man konnte sie etwa die
Deformate von f, nennen, aber das ist nicht iblich.)

Statt fy ~ f, (mod @) schreibt man f, ~ f; und sagt, f, und f; seien
homotop.

Eine Homotopie H : X7 1Y heifit Isotopie und Hg, H, dann
isotop, wenn die ,,Deformate‘* H, fiir jedes t €1 topologische
Einbettungen sind, d. h. Homdomorphismen auf Unterrdume von Y.
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Bemerkung:

Der anschauliche Begriff von Topologie als Lehre vom Strecken, Stauchen, Verbiegen und Verzerren
geometrischer Figuren im Anschauungsraum wird im wesentlichen durch den Isotopiebegriff be-
schrieben: Verknotungen eines Gummibandes sind eben doch keine Punkte und auch keine topologischen
Scheiben oder Kugeln, das ,,Deformat® eines Gummibandes im Anschauungsraum bleibt ein einge-
bettetes Gummiband. (Beriihrungen sind dabei allerdings auszuschliefen: Ein bischen Luft mufy
zwischen je zwei Stiicken des Gummibandes sein, sonst kann man es nicht durch eine topologische
Einbettung in IR3 beschreiben!)

Um den Unterschied zwischen Homotopie und Isotopie zu verdeutlichen, betrachte man die
folgenden Unterrdume von IRZ;

fo

fy

X :={(0;0}uSL, Y:=(0;2] x {0} u S!. Dielnkiusion fy:=idx und f;: X =Y,

filg1 :=fglg1 =idg1, fi (0;0) := (2;0) sind (mod S!) homotope Abbildungen: Man setze H(s, t) :=s
fiir s e 81, H((0, 0), t) := (21, 0) fiir alle t € 1. Giibe es eine Isotopie K: X X [ - Y mod @, so kdnnte
man den Deformationsweg von (0, 0) betrachten. Er hat das (zusammenhingende) Bild

K ({(0,0)} x I) € [0; 2] x {0}. Nach Aufgabe 2, Abschnitt 10 muf} diese Menge S! = aB2 schneiden,
es mub also tp e 1 mit K ((0, 0), 15) € 81 geben. Da andererseits jedes Ky = K (-, t) eine Einbettung von
X in Y sein sollte, muft fir jedest Kylg1 : S! — Y eine geschlossene Jordan-Kurve sein. Wegen des
Zwischenwertsatzes mufl dann K; (81) = 81 ¢ Y sein. Insbesondere gibt es daher ein 5o & S1 mit

K¢p (80) =K ((0, 0), to) = K¢, ((0, 0)). Dann kann aber K¢, nicht injektiv, also auch keine Einbettung
sein. (Man kann mit mehr Aufwand auch zeigen, da dies fiir Y = IN? unmoglich ist.)

Da der Homeotopiebegriff allgemeiner ist als der [sotopiebegriff, hat er mehr Anwendungen in der
Topologie gefunden. Wir werden also hauptsichlich den ersten Begriff behandeln.

142  Satz: Es seien X, Y zwei topologische Rdume, dann gelten:

(a) Fir A C X ist ,,homotop mod A* eine Aquivalenzrelation auf
C(X,Y).

(b) Die von ,,homotop (mod 9)* in C(X, Y) gebildeten Aquivalenz-
klassen von Abbildungen (, Homotopieklassen*) sind fiir lokal-
kompaktes X genau die Wegkomponenten in C, (X, Y), wobei
Ceo (X, Y) den Raum C (X, Y) mit der kompakt-offenen Topologie
bezeichnet, die von der Subbasis § := {(K, 0>/ K CC X, 0 C Y}
mit{K, 0) ;= {f€C(X,Y)/ f(K) C O} gebildet wird. Der
Homotopieklasse {f] von f entspricht dabei die Wegkomponente
von f in Co (X, Y).

Beweis:

(a): Esist f ~f(mod A) vermoége H(x, t) :=f(x) firalle x€ X, t€l.(DaH=f¢ pr,
ist, gilt die Stetigkeit fiir H.) Ist f ~ g (mod A),sosei H: X 7 I > Y eine Homotopie
mod A von fnach g,d.h. Hy =f, H, =g. Setzt man nun K: X7 I >Y durch
K(x,t) =H(x, 1 -t)=He (idX h) mit h:I>1,t » 1 —t,fest, soist K eine
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Homotopie von g nach f mod A. Sind H, K Homotopien von f nach g bzw. g nach
h mod A, so setze man fir t € [0;1/2] und alle x € X L(x, t) := H(x, 2t), fiir
tE[1/2;1}undalle xEX L(x,t} :=K(x,2t—1). Dannist L: X7 1 >Y wohl-
definiert, denn auf Xx {1/2} stimmen H(:, 2t) und K (-, 2t — 1) mit g iiberein.
Offenbar sind Llx x o, 1/21und Llx x [172;1) stetig. Nach dem Korollar zu 6.5, das
bei der Konstruktion von Homotopien immer wieder benutzt wird, ist L eine
Homotopie von f nach h. Die (mod A)-Eigenschaft ist offensichtlich. Damit ist (a)
gezeigt.

(b): Es sei zuniichst H: X 7 [ = Y eine Homotopie (mod ) von f nach g. Dann ist
¢ :1>C(X,Y), t = H; jedenfalls eine Abbildung mit ¢(0) = f, (1) = g. Wir wollen
zeigen, dad ¢ ein Weg von f nach g in C, (X, Y) ist. Fiir to € I suchen wir ein
V€U (t) mit p(V) C (K, O}, wobei (K, 0) €ES N U,, (¢(to)) beliebig gegeben
sei. (Nach 3.3(b) reicht das aus fiir die Stetigkeit ~on y.) Wegen Hy, = ¢(to) €(K, O}
ist K X {to} CH™ (0), und letzteres ist eine offene Teilmenge von X 1. Wegen
der Kompaktheit von K X {to} gibt es endlich viele U; X W; C H™ (O) mit
KCUU;=:V'und to €NW; = V", alsoist KX {to} C V' X V"' C H™ (0). Fiir
t € V" und x € V' ist folglich ¢ (t) (x) = H; (x) = H(x, t) € 0, also ¢ (t) (V') C O, erst
recht ¢ (t) (K) C 0, d.h. p(t) €<K, O) und ¢(V"') C (K, O).
Also ist ¢ ein Weg von f nach g in C, (X, Y). (Die Lokalkompaktheit von X wurde
noch nicht benutzt, die Homotopieklasse eines jeden f liegt also grundsitzlich in der
betreffenden Wegkomponente von C,,, (X, Y)!)
Nun sei umgekehrt ¢ : I - C., (X, Y) ein Weg von f nach g. Dann sei H(x,t) := ¢ (t) (x)
fir jedes x € X, t € 1. Offenbar ist H eine Abbildung von X X I'in Y mit H(-,0)=¢ (0)=f
w d H(:, 1) =¢(1) = g. Es ist also nur noch die Stetigkeit von H nachzuweisen: Seien
dazu (%o, to) € X X I und H(xe, to) =¥ (to) (Xx¢) €0 C Y gegeben. Gesucht ist eine
Umgebung von (Xo, tp)} in X 7 I, die unter H in O abgebildet wird, Da X lokalkompakt ist
und ¢ (o) € C (X, Y), gibt es ein kompaktes K € Uy (xo) mit ¢ (to )} (K) C O, also
e(te) ECK, OYE U, (p(to)). Daauch ¢ : 1= C, (X, Y) stetig ist, ist
W := ¢! ((K, O)) offene Umgebung von to in I. Man setze V := K X W, dann ist
VE Uy »1 (%o, tg), und fiir (k, w) <€V hat man H(k, w) =¢(w) (k) €K, 0)(k) CO,
also H(V) C O. Folglich ist H in (x,, to) stetig, also eine Homotopie von f nach g.

Bemerkung: Die in 11.27 definierte Topologie der kompakten Konvergenz auf C (X, IR) (fiir haus-
dorffsches X) stimmt mit der kompakt-offenen Topologie tiberein: Sind f € C (X, IR), Uf, A, mit
A CC X, a £ IR, gegeben, dann wihle man eine endliche Uberdeckung von A durch Mengen der Form
Vj=f1 (]f(ai)—%, ) +§{) mit a;€A (=1,...,m),
setze
_ n
Ki=VinA, 0j:=] fap -5 fap+5 [ und W := rl\ (K, Op.
Dann ist fur

keK; fK)ef(V;)C (V) c O,
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also f< W, und fiir g€ W, a € A ist a = k; fiir cin passendes k; ¢ K;, d.h.

(@) - (@) < If (i) - Fapi+1f @) - g(@) +1g@p) - gl < T+ +

o3

< a,

d.h. WC Up A g

Ist umgekehrt zu f eine Umgebung der Form (K, 0) gegeben, so ist fig o« :=d (f(K), IR\ Q) =

=d(f(K),90) >0 (0. B.d. A.ist O # IR} Ug g o C (K, O). (Offenbar kann man die Topologie der
kompakten Konvergenz auch fiir einen metrischen Bildraum statt IR definieren und erhilt wieder die
kompakt-offene Topologie.)

Die Topologie der kompakten Konvergenz ist also unabhingig von der Wahl der Metrik auf IR, sie

hingt (als kompakt-offene Topologie) nur von den Topologien auf X bzw. IR ab.

Korollar: Fir ACX,fE€C(X,Y) verseche man W 5 (X, Y) :={g€C(X,Y)/fls

gla } mit der Topologie als Unterraum von C, (X, Y).

Ist dann X lokalkompakt, so ist die Homotopieklasse von f mod A
genau die Wegkomponente von f in We 5.

Beweis: Man vertausche H(x, t) mit ¢ (t) (x) wie im Beweis von 14.2.

Einfache Beispiele:

a)

b)

c)

d)

Sind X ein beliebiger topologischer Raum, A C X und Y ein konvexer Unterraum eines topo-
logischen iK-Vektorraumes E, so sind je zwei f,g € Wg 4 (X,Y) homotop mod A. (Man setze
Hix, t):=(1—-1t) f(x) +tg(x).)

Als Spezialfall von (a) betrachten wir noch einmal das Konigsberger Briickenproblem: Briicken
und Stadtteile lassen sich als konvexe Mengen der Ebene darstellen. Befindet sich unser Spazier-
gianger in dem Zeitintervall [s; _q ;5] etwaim ,,Stadtteil* C C IR2, so interessieren ja nur die
Standorte f(s; 1) bzw. f(5;). Da {:[s{—j;sij] = C homotop ,,bei festgehaltenen Endpunkten®,
d.h.mod {s; _1, s;}, zur geradlinigen Verbindung g; von f (s; _1) mit f (s;) ist, kann man den
Spazierweg llsi _ ] also getrost entzerren, ohne topologisch Wesentliches zu beeintrichtigen.
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Sind f, g & C(X, Y) homotop, so ist jeder Deformationsweg H(x,-):I = Y eine Abbildung auf
eine zusammenhingende Teilmenge von Y, denn H{x,-) =H o j,, wobei jy : I~ X X L, t = (x, t)
und H stetig sind. Ist Y nicht zusammenhiingend, so gibt es nicht-homotope Abbildungen von
X (# §) nach Y: Man wihle konstante Abbildungen in verschiedene Komponenten von Y.

Um ein nicht ganz triviales Beispiel homotoper Abbildungen zu geben, betrachten wir die ge-
schlossenen Wege C (81, S™) in der n-Sphire S™ fiir n > 2: Nach Abschnitt 13 gibt es durchaus
surjektive, geschlossene Wege auf jeder S". (Die obere und untere abgeschlossene Hemisphire

lassen nach 13.14 oder — direkter — nach 13.2 Peanokurven zu, die man aneinanderheften kann.)
Diese Wege lassen sich aber extrem gut entzerren: Es sei f € C (81, §™) gegeben. Ist f nicht surjektiv,
so zeigt die stereographische Projektion von einem Nicht-Bildpunkt auf IR® (konvex!), daft

f > je(1) mod {1} mit jg(qy (™) :=e!"O =1 fiir alle t € (0; 2} ist. Wir wollen zeigen, daft das

auch gilt, wenn f surjektiv ist:

Um freier beweglich zu sein, verdicken wir die 8" etwas. Dazu fassen wir etwa f auf als Abbildung
f:81 >8"cD:={xeiRPT1/1/2 < ixI < 1}. Da f gleichmiRig stetig ist (vel. 11.13(b)) bzw.
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S1 kompakt, gibt es endlich viele Teilpunkte 0 = sg <s; <...<sg = 2« des Parameterintervalls (0, 2]
von S1, so daf fiir jedes i =1, .k {f(els) [ se8i-1; sl]} in einer Kugel vom Radius < 1/2 um
einen geeigneten Punkt von S"l enthalten ist. Ist wiederum s € [s; —y ; 5i], so withle man g; (s)

als den Teilpunkt von [f (e'sl‘ . f (e'sl)], der s entspricht, d. h. g; (s} := ———m——f -+
§—8:i_
+ T 511 11 f (sp). (¢S sei wie iiblich mit s identifiziert, wenn es um den Parameter 2 g-periodischer
Funktionen geht; vgl. Aufgabe 3, Abschnitt 11).) Offenbar liegen dann gi(s) und f(s) =f (e's) in
einer gemeinsamen Kugel vom Radius < 1/2 um einen geeigneten Punkt von S™. Daher ist dann
H:[0;2n] x> D, (s, t) = (1 — 1) f (s} + tg; (s) fiir s € (5i— 1; 5;] nach Korollar (b) zu 6.5 eine
stetige Abbildung. (Dafl H in D abbildet, liegt an der Konvexitiit der oben gewihlten Kugeln mit
Radius < 1/2.) H ist offenbar eine Homotopie mod {f (0)} = {f (¢1" %)} = {f (1, 0)} mit dem stiick-
weise linearen g := H (-, 1). Da g ([0; 2 7)) aus endlich vielen Strecken in IR Y mit n > 2 besteht,

gibt es einen Strahl von 0 € IR?*! nach ST, der Bild g nicht schneidet. Projiziert man nun g und

H
d.e ganze Homotopie H von 0 zentral auf S®, H'(x,t):= l_}'i_-(ff—t);_ so ist also f mod {1} homotop

zu einem nicht surjektiven g’ C (S1 8M), und dies ist wiederum nach der eingangs gemachten
Bemerkung homotop mod {1 }zur konstanten Abbildung if(1)- Nach 14.2(a) ist damit gezeigt, daf
jedes f=C(S1, 8™ fir n > 1 homotop (mod {1 }) zu einer konstanten Abbildung ist,

(Den besonders wichtigen Fall S™ = §! werden wir unten behandeln,)

€} Man nennt eine Abbildung f € C (X, Y), die homotop 2u einer konstanten Abbildung ist, nulthomotop.
Jeder Weg w € C(l, Y) ist nullhomotop: H (s, t) := w ({1 — t) s). Die Homotopietheorie von Wegen
ist also solange uninteressant, wie man kein ,,mod A" mit A # @ vorschreibt. Dasselbe gilt auch,
wenn man statt X =1 den Raum X =M oder X = B" wiihit: H (x, t) := £((1 - t)- x). Allgemeiner
gilt das for sogenannte kontrahierbare Riume X, d. h. Riume, in denen idx homotop zu einer
konstanten Abbildung ist: Ist K eine Homotopie von idx nach Cxq = const., so definiere man
Hx,t):=fo X (x,1).

f) Allgemeiner als eben benutzt gilt: Sind g, g' € C(X, Y) homotop mod A, f, f' € C(Y, Z) homotop
mod Bmit BD g(A)=g' (A),sosind feo g,f’ o g’ homotop mod A. (Sind nimlichK: X#l—-Y
bzw. H: Y n1 - Z Homotopien mod A bzw. mod B von g nach g’ bzw. f nach f’, so definiert
L{x,t) := H(K (x, t), t) eine Homotopie mod A von fo g nach f o g..) Speziell fiir f =’ (oderg =g")
erhilt man: Stetige Abbildungen werfen Homotopieklassen in Homotopieklassen, die Anzahl (und
Grofle) der Homotopieklassen eines Raumpaares (X, Y) ist also eine topologische Invariante!

Verkniipfung von Wegen und singuliren Sphdren:

Sind f, g:I->Y Wege mit passenden Endpunkten, d. h. f(1) = g(0), so kann man sie
nacheinander durchlaufen und erhilt zunichst eine stetige Abbildung h' : [0;2] = Y mit
h'(t) = f(1) fir t <1 bzw. h'(t) :=g(t— 1) fiir t > 1. h’ kann nun leicht zu einem Weg
h:1—=Y modifiziert werden, indem man das Intervall [0; 2] durch j : 1 - [0;2],j(t) =2t
auf I bezieht und h' ¢ j setzt. (Durchliuft t das Intervall I, so durchlauft j(t) das
Intervall [0; 2] mit doppelter Geschwindigkeit.) Durch f * g := h (mit h(t) = f(2t) fiir
t<1/2 und h(t) =g(2t— 1) fir t> 1/2) wird ein Produkt von Wegen definiert, das
allerdings algebraisch noch recht unhandlich ist: Einerseits konnen nur Wege mit
passenden Endpunkten aneinandergehingt werden, andererseits ist dieses Produkt i. a.
nicht einmal assoziativ (es ist (f * g) * h=k, f * (g * h) = mit kl[g;1/4)(t) =f(4t) und
I [0;12] = f(2t) USW.).

Dem ersten Mangel hilft man nun, wenigstens zum Teil, dadurch ab, daP man von vorn-
herein nur Wege verkniipft, die sich im selben Punkt yo, €Y schlieBen: Auf
Cyo YY) ={f€C(L,Y) /f(0) =f(1) =y, } ist das Produkt * stets bildbar.
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Dem zweiten Mangel kann man durch Ubergang zu den Homotopieklassen abhelfen
(wegen 14.4(e): Homotopieklassen mod {0; 1}.). Bevor wir das niher untersuchen, wollen
wir noch eine allgemeinere Verkniipfung definieren:

Dafs man iiberhaupt an der Verkniipfung (von Homotopieklassen) in yo geschlossener Wege
interessiert ist, liegt daran, dafs nicht-nullhomotope geschlossene Wege in einem Raum Y ein Indiz
fir eine geometrische Storung des Zusammenhangs von Y sind. Wir werden sehen, dafl schon in s?
solche geschlossenen Wege existieren, es handelt sich im wesentlichen um die Wege, die das ,,Loch™
B2 mindestens einmal umrunden. Ist nun z. B. Y eine konvexe Teilmenge der Ebene, so kann es nach
Beispiel 14.4(a) keine solchen Wege geben, enthiilt die ebene Menge Y aber das Bild S einer ge-
schlossenen JordanKurve, die ein Loch von Y umrundet (d. h. es gibt ¢in z € IR? \ Y, das von §
umrundet wird), so gibt es schon auf 8 geschlossene Wege, die in Y nicht nullhomotop sind. (Man
wende z. B. 13.16 an!) Die Verkniipfung geschlossener Wege macht nun algebraische Hilfsmittel zur
Untersuchung solcher geometrischen Storungen verfigbar.

Os

Ist nun Y ein ,,hoherdimensionales Objekt (z.B. eine S" mit n > 2), so reichen
geschlossene Wege nicht aus, um Kanile, Kammern, Ausbohrungen und andere Stdrungen
der zeometrischen Gestalt von Y zu identifizieren (vgl. Beispiel 14 .4(d)). Es ist daher
niitzlich, auer geschlossenen Wegen noch hoherdimensionale Analoga heranzuziehen. Ist
ein geschlossener Weg injektiv (= geschlossene Jordan-Kurve), so gibt er — topologisch
gesehen — eine 1-Sphire, ist er nicht injektiv, so kann man sein Bild als ,,singulare*
1-Sphiire bezeichnen. Ist g€ C(B",Y) mit (3" ") = {yo} und g|B" topologische Ein-
bettung, so induziert 2 einen Homdomorphismus g: B" /S" ™! > g(B") C Y, nach 11.7(f)
ist also g(B") eine topologlsche n-Sphire. (Stellt man sich g(Bn) als Gummituch vor, so
wird dessen ,,Rand* g(8B™) = g(S" ') in y, zusammengezogen, g(B™) ist dann gewisser-
mafen ein n-dimensionaler Gummibeutel, der an y, angeheftet ist und ganz in Y liegt.)
I.a. wird gl gn nicht injektiv sein, und wir kdnnen allgemeinvon einer ,singuldren®
n-Sphire sprechen, die an y, in Y (mittels g) geheftet ist. (Anschaulich leuchtet ein, da
so ein (singulirer) Gummibeutel nicht iiber ein n-dimensionales Loch von Y zusammenge-
zogen werden kann. Die singuliren n-Sphiren diagnostizieren also im nicht-nullhomotopen
Fall geometrische Stérungen von Y.)

Y
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n
Es ist technisch manchmal niitzlich, an Stelle von B® und 3B™ = §™ ! die Quader " = III[ und

ihre Rinder in 1R™ 3I™ = {(x;) € I™/ mindestens ein x; € {0; 1}} zu wihlen. In 5.7(e) haben wir den
,Folklore-Satz™ bewiesen, das es einen Homdomorphismus h : B® — I" gibt, der $?~1 auf 31" ab-
bildet. Unter h entsprechen sich natiirlich auch die kompakten Mengen von B™ und I, daher induziert
h einen Homdomorphismus h' : Coo (I, Y) = Coo (BM, Y),f=fo h (W' (f) =fo (h71)). Mit den
Bezeichnungen von 14.3, A := 3l A’ :=$"~1 f, fy die konstanten Abbildungen von I™ bzw. B®
auf yo €Y, hat man dann durch h’ einen Homoéomorphismus zwischen

Cyo ™, Y) := {f/ £ (31" = {yo}}= Wg, o 1", Y)
und
Cyo B Y) = {f/£(8" 71 = {yol} = Wgy, o' B" Y)

Nach 14.3 entsprechen sich also die Homotopieklassen mod 3I™ bzw. mod $" 1 der singuliren
n-Sphiren f € C (i", Y) bzw. C (B", Y) auf natiirliche Weise. Wie schon in Beispiel 14.4(d) benutzt,
schreibt man einfach CYo a1, y)= Cy0 (B, Y) eingedenk der topologischen Ununterscheidbarkeit.
Wegen 11.7(f) kann man jedes f & Cy, (BM, Y) als Element von

1

Cyo (8™ Y):= {f/f(N) = [ 0\=yo}

0
auffassen und umgekehrt, daher kann man (analog) schreiben: Cy (B Y) = Cyo (87, Y). (Letzteres
ist der Raum aller singuliren n-Sphiren an yg.) Als Topologien wihlt man natiirlich immer die kompakt-
offenen (wegen 14.3).

Wie kann man nun die an y, gehefteten singuldren Sphiren f,g € Cy, (I",Y) aneinander-
hingen? Formal geschicht das ganz analog zum Vorgehen bei den ,,singuliren 1-Sphiren*
(geschlossenen Wegen bei v, ): Zunichst erhilt man ein h:[0;2] X 1"~ ! = Y, indem man
zwei Wiirfel I" bzw. [1;2] X I""! nebeneinander legt und h auf I" gleich f setzt und auf
dem zweiten Wiirfel (im wesentlichen) gleich g. Nach dem Korollar zu 6.5 ist h wieder
stetig mit h(8 ([0; 2] X I" ™ !)) = {y, }. Nun verkleinert man den Wiirfel, auf dem h
definiert ist, mittels j : I - [0; 2] zu I" und erhiilt h’ = f * g als Element von C,, (I*, Y).

In Formeln:

f(y)i) fur x, < 1/2

f ) _ <1
*g((xp)i'= ) = g((yD) fiir x, > 1/2

mit y; ;= x; fir i > 1 und y, := 2x, fiir x, <1/2 bzw. y, :=2x; — 1 fir x, 2 1/2.

FaBt man f, g als Elemente von Cy0 (B™, Y) bzw. CYO (S™, Y) auf, so entspricht f *g die mit
doppelter Geschwindigkeit durchlaufene singuliire ,,Doppelsphire* £ (B) U g (B™). Sind f, g Ein-
bettungen von S™ in Y, die den ,,Nordpol“ N € S™ auf yo werfen, so kann man sich die Entstehung
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von f * g wie folgt vorstellen: Erst schniire man S™ am Meridian 8™ ! x {0} zu einem Punkt zu-
sammen: X' := 87/ 8"~ 1 x {0}. Dann besteht X' (bis auf Homdomorphie) aus zwei verschiedenen
n-Sphiren mit gemeinsamem Nordpol N' =N'"": 11/

' f " r 7 n+1l 0
X'= (S"1L S")/(N'=N")=5"u (aB”2 . )
0
Ist dann v : 8" — X' die Quotientenabbildung, f':=f, g' die g entsprechende Abbildung von
aBIHzl (...),soist f+g=(f’ug)or,dh f+*gentstehtaus f und g, indem man S™ am Aquator
einschniirt, h' auf der einen Halfte der erhaltenen Doppelsphire gleich £ und auf der anderen Hilfte

gleich g setzt. (Dabei entspricht N dem einzigen gemeinsamen Punkt beider Hiilften, so dafl f und g
stetig zusammenpassen.)

s"'x {0}
Theorem: Ist Y ein topologischer Raum und gibt man ein y, €Y vor, so sei
Cyo = {fe C (Ina Y) / f(aln) = {YO }} = Cyo (Iﬂ’ Y)
mit der kompakt-offenen Topologie versehen. Fiir f,g€Cy
definiere man wie in 14.5
2x,
fl %2 |firx, <1/2
3 X,
fx g( : ) =1 "
Xn 2X1 -1
g x:z fir x, 2 1/2.
Xn
Dann ist *: Cy 7 Cy, ~ Cy, eine Abbildung mit folgenden Eigen-
schaften:
(a) = ist stetig. Sind also f und ' bzw. g und g’ in Cy,, homotop,
so ist auch f" * g"in Cy, zu f * g homotop.
(b) Bezeichnet 7, (Y,y,) dic Menge der Wegkomponenten von
Cy, = Cy, (I",Y), so induziert * durch [f] » [g] := [f * g] eine
Abbildung
* 1 Tq (Ys Yo) X Th (Ya YO) - Ty (Y) YO)'
(¢) Fiirjedes n€IN ist (m, (Y, yo), *) eine Gruppe. Fiir n > 1
| ist diese Gruppe kommutativ.
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14.7 Definition: 7n (Y, Yo ) heit n. Homotopiegruppe von Y bei y,. Fir n=1 heifit
71 (Y, ¥o) auch die Fundamentalgruppe von Y bei y, .

(Der Begriff der Fundamentalgruppe stammt von H. Poincarél), die hdheren Homotopicgruppen
fihrte W, Hurewicz ein?).)

Beweis des Theorems:

(a): Ist(fo, 80) €Cy, X Cy, undist <K, 0> mit KCCI", O C Y und fo * go €{K,0)
gegeben, so setze man die Homéomorphismen

P00, 172} r 1P S baw. i i[1/2, 1w SR

dUrCh 2X.1 le - ].
e ={ %2 ) bzw. j(x):= X2
X‘ﬂ x‘n

fest. Nunsetzeman L' :=K N[0, 1/2] X I* 7! K':=j'(L"),L" =K N[1/2,1]X " !
und K" :=j""(L"). Dann ist (fy, go) €V :=(K',0) X (K", 0),denn zu k' €K',
kK'€K' gibtesl’"EL' I"EL " mitj(V=k,j"(")=k",also

fo(k)=fo('UN=foxgo (1) Efo %8 (K)CTO und go (k") =go (" (")) =
=fo*xg (I")}€0.

Setzt man nun U := VN (Cy X Cy ), s0ist also UE U(fy, g ). Auerdem ist
* (U) C (K, O}, denn fiir k €K ist entweder die erste Komponente < 1/2 oder > 1/2.
Im ersten Fall ist k € L' und fiir (f, g) € U folglich f * g(k) = f(j' (k)) € f(K) C O,
und im zweiten Fall k €L" also f = g(k) = g(j" (k)) €g(K") C O fiir alle (f, g) € U.
Alsoist #(U) C<K, O). Nach 3.3(b) ist * stetig in jedem (fy, go) € Cy, X Cy,, . Der
zweite Satz in der Behauptung (a) gilt wegen 143,

(b): Das folgt mit (a) aus 14.3 sofort.

(c): Assoziativitit: Zu zeigen ist ([f] * [g]) * [h] = [f] * ([g] * [h]). Nach Definition von *
und nach 14.3 ist also (f # g) * h ~ { = (g * h) mod 381" zu zeigen. Nun ist

F 4x,
f )Ez fiir X3 &%

4)(]_1

(f*g)*h(x)=4g( X2 fir ; <x, <3 und

[ ST

2X1 - 1\
h Xa ﬁir%éx,

1} J. Ecole polytech., 1 (1895) und Rend. Palermo, 18 (1904).
Z) Proc. Akad. Wetensch. Amsterdam, 38 (1935).

169



14.7 Kapitel I11: Stetigkeitsgeometrie

2x1
fl x fiir x, @%

4x1—2
fx(g*xh)(x)= | 8[ x2 firl <x, <3

4)(1 - 3
h X2 ﬁir% < X,y

Daher betrachten wir die folgende Zerlegung T
des Quadrats I X I in drei Teil-Vierecke:

LS T
W

-

Auf dem linken Viereck soll f zur Definition der gesuchten Homotopie so benutzt
werden, da f genau einmal gleichférmig durchlaufen wird, wenn (x, t) die horizontale
Strecke auf der Hohe t durchliuft. Analog verfihrt man mit g und h bei den anderen

Vierecken und erhalt:
4

4 Xy . 1+t
f(1+t,x2,...,xn) f"urx,é-z—
+ +
Hx,t):=9 g(4x;—1-t,X2,...,%,) f‘url-a—téxléz—jf
4x —2-t 2+t
Lh(——-ﬁ_,xz,...,xn) fir —7—<x

Offenbarist H: [™ 71 > Y stetig, denn auf den Rindern der Teilvierecke stimmen f
und g iiberein, bzw. g und h. AuRerdem ist H eine Homotopie mod 91", denn fiir
x,=01(G=2,...,n)sind f(...,x;,...)=g(..)=h(..)=y,, fir x; =0 ist
H(x,t)=f(0,X2,...)=yo und fiir x, =1 ist H(x,t)=h(1,x2,...) =y, firallet.
Schiieflich ist H(-,0)=(f #* g) * h und H(:, 1) = * (g * h).

Einheitselement: Das neutrale Element ist die Klasse [cy | der konstanten Ab-
bildung cy, : I" > Y auf yq, den H(x, t) :=f(min ((2 — t) x;;1), X5, .. .) liefert
eine Homotopie von f * ¢, nach f fiir jedes f € Cy . Nach 14.3 [f] * [cy ] = [f],
denn H ist sogar Homotopie mod 91"

Inverse: Eine Rechtsinverse zu [f] erhilt man als Homotopieklasse mod 81" von
£ mit f'(x) :=f(1 — x,, X3, . . -, Xg). Es ist nimlich durch

F(2(1 = t) X1, X3, ..., Xp) X, €3
H(x, t):=
fFRA-) (1 —X1),%s,..., %) X1 =3

eine Homotopie mod 81" von f * f' nach ¢,  gegeben.
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14. Homotopie 14.7

Kommutativitit fir n > 1:
Wir bringen einen Beweis, der an die anschauliche Interpretation von * in 14.5 an-

kniipft:
Man setze zundchst
Q:=[-11]7I""! h:I"->Q, 7
h(x) :=(2x; =1, X2, . . ., Xq), :=[-l,0]1rI""', {
f
k(x):=(x, +1,X2,...,X,) (o ——r—/o
i
und fiir |

_ 100 o) (10
f,g€C,, (I",Y) T:=fok.

Dann ist (f U g) eine wohldefinierte stetige Abbildung von Q nach Y mit

(fuUg)(3QU {0} X I" 1)y ={y,}. AuRerdem ist fiir x €I" (f U g)o h(x) =f * g(x),
wie man nachrechnen kann. (h verdoppelt den ersten Faktor von I" und (-)versetzt f in
der , richtigen Weise** nach ,links*.)

Konstruiert man nun einen Homéomorphismus ¢ : [~ 1,117 1> B3, (0, 1/2) wie in
5.7(e), d.h. fiir x€ a3 ([~ 1,1] X I) bildet ¢ die Strecke {(0, 1/2), x] linear und monoton
auf

/‘.

—(0,1/2 ~
[(O’ 1/2); 2)I(xf(0, 1/)2)| +(0, ”2)} q

ab, und setzt fiir t €1 als D; die Drehung von B?,, (0, 1/2) um den Mittelpunkt und mit
dem Winkel t - 7, so gibt

H(xst) ::(Tug)(¢'l °Dt°\0(X],X2),X3,...,xn)
eine Homotopie mod 3Q von (f U g) nach
(fug)' mlt(?Ug)'(x) :z(—f—ug)(_xl:l_-xzyx:is-”axn)'

Wir setzen nun

(ng)”(z)=(_ng)' (sign(zy)—z(,1-23,23,...,2,)

und behaupten, dab es eine Homotopie K : Qn 1~ Y gibt, die mod 3Q das (fu )’ nach
(f U g)" bringt:

@@—ww ,

171



14.8 Kapite! I11: Stetigkeitsgeometrie

Dazu betrachte man die Doppelsphire 8 := Sf,z -1/2,1/2)v S%,z (1/2, 1/2). Der Doppelpunkt
P := (0, 1/2) trennt die linke und rechte Sphire von §. Da (T U g) und damit auch (f U g)' sowohl 3Q
als auch die Mittel, ebene™ {0} x 1" =1 auf y, abbilden, ist es sinnvoll, eine stetige Abbildung
¢:[—1,1]1%1—8 sozu konstruieren, daf’ den Quadraten um (+ 1/2, 1/2) eineindeutig die Kreise auf
Sf,z (z 1/2, 1/2) entsprechen, die senkrecht auf der Verbindungslinie der Sphirenmittelpunkte stehen,
(s. Abb.) Den Quadraten [— 1, 0] X I bzw. 12 wird dabei P zugeordnet, wihrend die , Quadrate™
{(—=1/2, 1/2)} bzw. {(1/2, 1/2)} auf (~ 1, 1/2) bzw. (1, 1/2) gehen. Das so konstruierte ¢ induziert
einen Homdéomorphismus

Gi(~-111xD/e-1,11xDHu {0} x-S
Wihlt man nun wieder fiir t €1 als D; die Drehung von S um die Verbindungslinie der Mittelpunkte
und um den Winkel t - w, so erhilt man durch
(Fug) (¥ oDpo v (X1,%2), X3, ...,Xp)) Air(x5,%2)€~1,11xI\(@...u {0} x D)

K, t):=
oy {Yofﬁr(xl,xz)ea([—l,l]x[)u{o}x1

eine Homotopie K : Q X I = Y mod 3Q, die die , kleinen'* Quadrate in ihre Diametrallage wandern
lifkt, bevor fiir t = 1 (f v g)’ angewandt wird. Damit ist K die gesuchte Homotopie mod 3Q.

Nun sind wegen 14.2(a) (f U g) und (f U g)"” homotop mod 3Q und folglich
(fugoh=(fog"hmod "
(vgl. 14.4(f)). Ist nun x € I" mit x; <1/2,s0ist h{x)} =(2x, — 1, X5, .. ) mit 2x, =1 <0,
also
fug) ' ochx)=(Ffug)(-1-2x;+1,1-%5,X3,...)=
=(fUug(2x;, 1 —1+x5,%3,..0=8(2x;, X2, ...).
Ist x € 1" mit x, = 1/2, so ist
(fug) oh(x)=yo=8(2x%y,X2,..)=f(2%; 1, Xz, ...).
Ist schlieflich x € [™ mit x, > 1/2,soist 2x, — 1 >0, also
Fup ' oh()=FVUg Q-2x;+1,1-%5,%3,..)=(fUg)(2x;-2,%;3,...)=
=f(2%x;~2,%z,...)=fok(..)=f(2x,—1,%,3,...}.
Insgesamt ist also (T U g) e h=f * g homotop mod 31" zu(f Ug) och=g=f,d.h.
[f] * [g] = [g] * [f]. Damit ist gezeigt, daf n, (Y, yo) fir n> 1 kommutativ ist.

148 Satz: Es seien X, Y topologische Raume, xo € X und ¢ : X = Y- eine stetige
Abbildung. Dann wird durch [f] = [y o f] ein Gruppenhomomorphismus
T (@) 17, (X, Xo) = 7, (Y, 9 (Xo)) induziert, Die Zuordnung ¢ = 7, {(p)
hat die folgenden Eigenschaften:
(a) Fiir p=idy ist m, (idx) = id"n (X, xo)*
(b) Ist Y : Y = Z eine weitere stetige Abbildung, so ist 7, ({ o @) =

=M (¥) o Ty (9).

(¢) Ist ¢ : X =Y homotop mod {Xo} zu ¢, soist m, (¥) =, (v).

(Die Eigenschaften (a), (b) falt man mit der Aussage ,,n,, ist ein Funktor* zusammen.)
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14. Homotopie 14.9-14.11

Beweis: Sind f, f' € Cy, (I", X) homotop mod 31", so ist nach 14 4(f) po f>yo '
mod 31", also ist [¢ o f] = [¢ o f'] und 7, () damit unabhingig von der Auswahl f € [f)
wohldefiniert. 7, () ist auch homomorph, denn es ist sogar g o (f % g) =(p o f) * (p  8),
also

T () ([£] * [8]) = mn () ([£ * 8]) = [w ° (f * g)] = mq () ([£]) * mn () ([8])-
Offenbar ist (a) richtig. Wegen

T(Wep) () =[Yovef]=m, () (we f) =7 (¥)° m, () ([fD

gilt auch (b). Sind H:X7I—Y eine Homotopie mod {xo} von y nach ¢ und f€ C, (I*,X),
dann ist nach 14.4(f) ¢ o f = o f mod 81", also 7, (¢) ([f]) = 7n (¥) ([f]) und es gilt (c).

149  Definition und Korollar: Zwei ,topologische Raume mit Basispunkt* (X, x¢), (Y, o)
heiflen H-dquivalent oder homéotop oder vom selben H-Typ, wenn es
stetige Abbildungen

¢: XY,y :Y>X
mit

¢(%0) = Yo, ¥ (¥o) = X0, ¥ © ¢ ~idx mod {x0} und
po Y =idy mod {yo}

gibt. (p heifit dann H-Aquivalenz und  eine H-Inverse zu y.)

Haben (X, xo), (Y, yo) denselben H-Typ, so sind die n. Homotopie-
gruppen 7, (X, Xo), 7, (Y, yo) fiir alle n € IN vermége n, (@) isomorph,
wobei ¢ irgendeine H-A quivalenz sei.

Beweis: Ist y H-Inverse zu ¢, so ist nach 14.8(c) m, (Y © ¢) =7, (idx) und
Ty (@ o ¥) =7, (idy). Nach 14.8(b) und (a) ist m, (¢) surjektiv und injektiv, also ein
Isomorphismus.

14.10 Die Rolle des Basispunktes:

Fiir fe CYo (O™, Y) ist £ (I™) wegzusammenhiingender Teil von Y, liegt also in der Wegkomponente
von yg. Fir jedes n ist also m, (Y, vo) = mp (Kyg» Yo), wobei KYo die Wegkomponente von yg in Y
bezeichnet. Die Homotopiegruppen sind also nur fiir wegzusammenhiingende Riiume interessant, da
sie ohnehin nur Informationen iiber Wegkomponenten vermitteln,

Ist Y wegzusammenhiingend, so sind alle np, (Y, y) fiir festes n und beliebiges y € Y (als Gruppen)
isomorph. Jeder Weg a: 1 —Y von yq nach y,; vermittelt einen Isomorphismus &@: m, (Y, y1) = 75 (Y, ¥o).
Fiir n=1 kann man z.B. &([f]) := [(a * 1) * &71] (@71 (t) := a« (1 — 1)) setzen. Der Isomorphismus &
kann so definiert werden, daf er nur von der Homotopieklasse von a mod {0; 1} abhingt. Leider er-
geben sich fiir verschiedene solcher Homotopieklassen i.a. verschiedene Isomorphismen, so daf Vor-
sicht geboten ist, wenn von-,,der"'n. Homotopiegruppe des wegzusammenhingenden Raumes Y die
Rede ist. (Fiir Details verweisen wir auf §. T. Hu, “Homotopy Theory”, Academic Press, New York, 1959.)
Fiir wegzusammenhingende Y ist aber demnach der Isomorphietyp der Gruppen nq (Y, yo) topologisch
invariant. Ist Y wegzusammenhingend und =y (Y, yg) einclementig (trivial), so heiit Y einfach zu-
sammenhingend.

14.11 | Theorem: Fiir jedes n € IN und jedes yo € S" ist 7, (S", ¥o) isomorph zu 2.
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14.11 Kapitel Ill: Stetigkeitsgeometrie

Beweis: Wir zeigen diese Behauptung nur fir n = 1. Fur n > 1 findet man einen
eleganten elementaren Beweis bei J. Dugundji [2] (,,Theorem von H. Hopf*).

Um eine bequeme Schreibweise zu haben, fassen wir §' als Teilmenge von € = IR?
auf und setzen e : IR — 8! durch e(s) := 2™ (= (cos 27s, sin 271s)) fest. Lokal ist e eine
topologische Einbettung, insbesondere ist eI] 1 1, €in Homodomorphismus auf

202
S'\ {e™} = 8" \ {(— 1, 0)}. Wir nutzen nun noch aus, daB S' bzgl. der komplexen
Multiplikation eine Gruppe ist. Nun beweisen wir die Behauptung in zwei Schritten:

1. Schrirt: Ist f: X =Y stetig mit f(xq) = yo, 50 schreibt man vorteilhaft kurz:
f:(X, xo) > (Y, yo). Wir behaupten nun: Ist f:(I, 0) = (8!, 1) ein Wegin S' mit
Anfangspunkt 1 =e(0) = e?™'O yndist H: f~ g mod 9! eine Homotopie von f nach
g, 5o gibt es genau eine Homotopie H' : I 71— 1R mit folgenden Eigenschaften:
H' ist Homotopie mod oI mit H' (0, 0) =0, und esist eo H' = e27iH' =,

(1/5,0, x)
H', e
(InL {0} X I, {13 X [)——2(SL, 1, £(1))
3 i 3

(I7{03},(0,0)) — (', 1)

Beweis dazu: Da I a1 kompakt ist, gibt es ein n €IN, n > 1, so daf fiir
I(s, t) = (5", t)] é% stets |H(s, t) —H(s', t)| <1 ist. (H ist gleichmiiRig stetig.} Fiir
solche (s, t), (s, t') kann also H(s', t') nicht der Diametralpunkt von H(s, t) sein, d. h.
H(s, ) #—H(s', ) =e™ H(5, t))
und folglich
H(s, t) .
— = Sl \ mi .
R G
Fiir jedes (s, t) €1 ist daher

e"‘;&H(“;k-(s,t))/ﬂ(—“:-nﬁil-(s,t)) (k=1,...,n-1),

denn es ist

|12 m-(s,t)l:%-l(s,t)lé

K s,0-

2
n n:

Da S! eine topologische Gruppe ist, ist die durch diesen Quotienten definierte Ab-
bildung oy : I 7 1= S' \ {e™1} stetigfir k=1, ...,n— 1. Fir (s, t) €Il X | setze man

n—1
nun H' :I 7 1= IR durch H' (s, t) := Z el_l_ 1 1,° % (s, 1) fest, dann ist auch H
stetig. K=1 1- 7.3l
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14. Homotopie 14.11

s b e e (H(O,. 0\ w1 () .
EsmtfurtelH(O,t)—Eel...(m)—Eel...(m)-O,dennH1st

Homotopie mod 81. Analog sicht man, daf8 H' (1, -) konstant ist, also ist H' eine
Homotopie mod 31 mit H' (0, 0) = 0. Auferdem ist

. -1
co H’(Sg t)=ezﬂl Zel ..-Oak(s’t)

=“ﬁ'ezni-ef1 11y (o (50) =
k=1 ]— 5’5[
n—1 H(s, t)

=kf:l . ay (s, t) =H(0,0) =Hf(s, t).

Es existiert also eine Homotopie H' von der behaupteten Form. Ist nun H'': I 7 I - IR

eine Homotopie der behaupteten Form, so ist :=H'— H"”:17 I - IR eine Abbildung

mit '
e2niﬁ=e°H =HE
ecH' H

1

r

das heifst Bild § C Kern e = Z. Da. I 7 I zusammenhingend und j stetig ist, muf} 8
konstant sein, also H' = H' + const. Wegen

H'(0,0)=0=H"(0,0)=H"(0, 0) + const,

mufl const = 0 und folglich H' = H"" sein.

2. Schritt: Ist [f]€ 7, (S, 1) und ist ' € [f], so gibt es also eine Homotopie mod 31
H:I71— 8! von f nach f'. Nach dem ersten Schritt gibt es nun genau einen ,,Lift*
H':1x 1~ IR mit H(0,0)=0 und e - H = H. H' ist ebenfalls Homotopie mod 31,
also ist {x} := H' ({1} X I) einelementig. Wegen e(x) =e>™* =H(1,0)=H(l,t) =1
fur alle t €1, ist x € Z = Kern e. Setzt man ¢ ([f]) := X, so ist eine wohldefinierte Ab-
bildung ¢ : m; (8!, 1) = 2 erklirt, denn x hingt nur von [f] ab, nicht vom Reprisentanten

 ist Homomorphismus: Seien [f], [g] € 7y (S, 1), H, : f > baw. H, : g5 g die
trivialen Homotopien, d.h. H, (s, t) := f(s), H; (s, t) := g(s). Dann ist offenbar H}
bzw. Hj jeweils die triviale Homotopie mit ¢ o Hy =H,, e« Hy =H,, d.h.
Hj (-, t) =1, H; (-, t) = g5 mit

fi, g :I1=1R, fi (0) =g; (0) =0, £} (1) = p(f]), g2 (1) = ¢ ([g]).

Man setze nun h'(s) := fj (2s) fiir s<1/2 und h'(s) := g5 (25— 1) + ¢([f]) und

Hj (-, t) ;= h' fir t €1, dann ist e o Hj = H, die triviale Homotopie von f * g auf sich.
Hj (1, t) = ¢([g]) + ¢ ([f]) ist also der Endpunkt des eindeutig zu H; bestimmten Lifts,
d.h. H3 (1, 1) = o([f] * [g]).

o ist surjektiv: Fir zE 2 sei h'(s) :=z.s, H'(:, t) :=h', dannist z=p([ec H' (-, D] =
= ([e o h']). p ist injektiv: Ist [f] € Kern yp, so setze man H : = f die triviale Homotopie,
dann ist H wiederum trivial, also H' (-, t) = ' fur alle t mit f'(1) =H'(1, ") =
=¢([f]) =0=f(0). f ist also in IR ein bei O geschlossener Weg. Dieser ist homotop mod 3l
zu ¢y, dem konstanten , Nullweg*. Sei K : I#1 = IR eine Homotopie mod 31 von f’ nach
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14.12-14.13 Kapitel 11}; Stetigkeitsgeometrie

Co, dann ist e o K: 171~ S' eine Homotopie mod a1 von f nach ¢, . Also ist [f] = [c, ]
das einzige Element von Kern .

Nach 14.10ist 7, (S!,yo)=n, (8", 1) =2

Bemerkung. Nach unserer Konstruktion ist ¢ ([idg1 ) = ¢.(leif D 7 1. Das gilt auch fir die entsprechend
konstruierten Gruppenisomorphismen pq, : (r, (8™, N) — (Z+). FaBt man die [f] € n, (S8, N) wie in 14.5
als Klassen von Selbstabbildungen der 8™ auf, so erhilt m, (8™, N) durch [f]-1g] := my (f) ({g)) nach
Definition von * und nach 14.8(b) die Struktur eines Ringes (n, (8%, N), -, *) mit lidgn] als multiplikativem
Einselement und [cy] als Nullelement. Wegen ¢, (lidgn]) = 1 ist pp, sogar ein Ringisomorphismus auf
(Z,-,+).

Satz: Es sei xo € S" und Y ein topologischer Raum, dann sind fiir jedes
stetige f: S" > Y die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) fist nullhomotop.
(b) Es gibt eine stetige Fortsetzung F: B" *! > Y von f.
(c) fist nullhomotop mod {x4}.
Beweis:

(a) = (b): Sei H:f> c, eine Nullhomotopie. Man definiere F : B" *! = Y durch
F(x):=y furlx| < /2 und'F (x) := (l 22 |xl)ﬁ1r |x| ?%.Fﬁr IxI=1/2 ist
H(2x, 1) =cy (x) =y, also ist F stetig. Fiir x € 8" ist auferdem F (x) = H(x, 0) = f (x),
also ist F Fortsetzung von f.
(b)=(c): Essei F:B" *! > Y mit Flgn = f gegeben. Man setze H(x, t) := F((1 — t) X + tx)
firx€S",t€ 1. Dannist H:S" 71> Y stetig mit H(xg, t) = F(xo) und H(x, 0) =
=F (x) = f(x) fiir alle x € $", t €1. Also ist H Homotopie mod {x,} von f nach Cf(xq) -
(c) = (a): Offensichtlich.

Korollar: Fir n € IN ist idgn nicht nulihomotop, denn [1d%n] #Cyo 1 €M (8", yo).
idgn 1Bt auch keine stetige Fortsetzung £:B" ' - S" zu,

14.13 Verallsemeinerte Zwischenwertsitze:

(a) Ist A Teilmenge eines topologischen Raumes X, so heifit A Retrakt von X, wenn es
eine stetige Fortsetzung f: X = A von ida : A > A gibt. Das letzte Korollar besagt
also:

S™ ist nicht Retrakt von B! (Man kann also B" * !, die Vollkugel, nicht stetig
auf ihren Rand ziehen und dabei die Randpunkte fest lassen.)

Ist A Retrakt von X mit einer ,Retraktion* f: X > A, fl, =id,, so betrachte man
die Inkiusion j: A~ X. Ist dann a€ A,soist fo j: A > A die Identitit und folglich
nach 14.8 m, (fo j) = my (f) o my () = idy, (A, 5. Es muB also insbesondere
o () : 7 (A, 2) = 7, (X, a) injektiv und 7, () : 7, (X, a) = 7, (A, a) surjektiv sein.
Hat (A, a) als n.Homotopiegruppe (bei a) eine nichttriviale Gruppe und ist =, (X, a)
zugleich trivial, so kann es keine Retraktion von X auf A geben. Diese Beobachtung
liefert eine Reihe von héherdimensionalen Gegenstiicken zum Zwischenwertsatz:

(b) Ist Y kontrahierbar, so gibt es nach Definition (vgl. 14 4(e)) eine Homotopie
H:Y#I->Y mit H(:,0) = idy und H(:, 1) = ¢y, = const. Istdann fEC, (8", Y),
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(c)

(d)

Homotopie 14.13

so gibt K (s, t) := H(f(s), t) eine Homotopie K:S" 71 =Y von f nach ¢y, (diesmal
als konstante Abbildung von S™ nach Y aufgefafit). Diese Homotopie K braucht
nicht mod {N} zu sein, kann aber wegen 14.12(a) = (c) durch eine Homotopie
K':f>cy, mod {N} ersetzt werden, daher ist [f] = [c,,] das einzige Element von
ma (Y, yo). Da ein kontrahierbares Y natiirlich wegzusammenhingend ist (H(x, -) ist
ein Weg von x € Y nach y,), hat es nach 14.10 nur isomorphe n, Homotopie-
gruppen, daher gilt:

Ein kontrahierbares Y hat nur triviale Homotopiegruppen.

Als ein erstes Beispiel fir einen verallzemeinerten Zwischenwertsatz betrachten wir
folgende Situation: Es sei Y C IR™ kontrahierbar (z. B. konvex oder homéomorph

zu einer konvexen Menge, vgl. (14.9)). Ist dann S“_l (x)C Y so,daBl Y auf BI (x)NY
retrahierbar ist, so ist schon B[ (x) C Y. (Sonst konnte man Y auf S7~ T(x)
retrahieren, indem man die erste Retraktion aui.’serhalb B (x) laBt, aber innerhalb
dieser Kugel durch die Zentralpro;ektlon von Xo € B“ (x) \'Y auf ST~ (%) ersetzt.

Da S2~ ! (x) homoomorph zu " ! ist, hat jedes 7, _, (ST~ (%), ...) unendlich
viele Elemente (14.9 und 14.11). Wegen (a) mite dann 7, _; (Y, .. .) unendlich sein.
Dieses Argument gilt, wenn n— 1 2 1 ist. Fiir n — 1 = 0 folgt die Behauptung aus dem
Zwischenwertsatz, denn S% ™1 (x) wire dann gleich {x — ¢, x + €3}.)

Ein anderer verallgemeinerter Zwischenwertsatz lautet:

Ist f:B™ - IR® stetig mit f(S"~ ') C B™ dann hat  mindestens einen Fixpunkt?).
(Wiire namlich fir alle x € B" f(x) # x, so wire fiir Ix| =1 und t € [0, 1/2]
(x —2tf(x))# 0. Fiir t>>1/2 und Ixl =1 wire auch (2 -2 t) x # f((2 — 2t) - x),
sonst wire ja (2 — 2t} x ein Fixpunkt von f. Setzt man fir x €IR" \ {0} ¢ (x) = x/Ix],
fiir (x, ) €S" !X I[,H(x,t) :=(x— 2t f(x)) fir t <1/2 und H(x, t) :=
=p(2x - 2tx — f(2x — 2tx)) sonst, so ist H:S" ! 71> $"~! eine Homotopie von
idgn—1 nach ¢ o f(0). Nach dem Zwischenwertsatz ist idgo = id {+1} nicht null-
homotop. Fiir n— 1> 0 ist idgn—1 nach dem Korollar zu 14.12 nicht nullhomotop.
Es muf} also doch einen Fixpunkt von f geben.)

Ein Korollar ist der berithmte Fixpunktsatz von L. E. J. Brouwer®):

Jedes stetige f: B™ - B" hat mindestens einen Fixpunkt.
Wie in 14.4(d) sieht man leicht ein, da =, (S" *k N) fiir alle n, k € IN die triviale
Gruppe ist. Das liefert das folgende Analogon zu 10.6(a):

Satz von der Invarianz der Dimension: Sind U C IR", V C IR™ homdomorph, so
ist U=V =0o0der n=m.

1) Fixpunktsatz von Knaster, Kuratowski und Mazurkiewicz, Fund. Math. 14 (1929).
2) Math. Ann, 69 {1910).
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Beweisdazu: Essei m=n+k=n>1,U# @, dann ist auch V # Q. Seien nun
h:V — U ein Homéomorphismus und vE V,u =h(v). Da U und V offen sind, gibt
esa,§, v €IR, mit By (u) Ch(Bg' (v)) CBY(u). Da S5~ L'(w) elne nichttriviale (n — 1).

Homotopiegruppe hat, gibt es ein nicht- nullhomotopes f.8" " ->83" 1 (u). Wire
k2 1, so wire

Ty (S"TET ) =, BF W\ (v = {0},

denn Sg’ “1(v)= §"* K~ jst Retrakt von Bg' (v) \ {v}. Dann wire mit h™! o f aber
auch ho h™! o f = f zu einer stetigen Fortsetzung auf B" fihig (vgl. 14.12). Folglich
miifite f doch nullhomotop sein. Es kann also kein nicht-nuilhomotopes
f:§" 1 > 811 (y) geben, es sei denn, k = 0.

(e) Fir Abschnitt 15 ist folgendes Ergebnis wichtig:
Satz von der Invarianz der Randpunkte:

Fiir n€ IN sein IH" := {x €IR" [ x, = 0} als topologischer Unterraum von IR",
Sind dann U ¢ IH", V C IH™ homoomorph, so sind entweder U=V =@ oder n=m.
Sind U, V nichtleer und ist h : V - U ein Homdomorphismus, dann ist
hH{VA3aH™)=UN3aIH",

Beweis dazu: Die Dimensionsgleichheit beweist man analog zu (d). Es bleibt die
Invarianz der Randpunkte zu zeigen: Sei u€ U\ 3iH". Wire dann v:=h™! (u)€3IH™ =
dIH", so gibe es a, 3,y € IR, mit Bj (u) C h(Bg(v) N V) C BY (u) und
Bg (v) NV =Bg(v) N H". Wihlt man nun wneder ein nicht- nullhomotopes
f: Sn “l>8n-— 5 (u),soist h ™o f: 8" 1> B3 (v) N (H™ \ {v}) stetig auf B" fort-
setzbar denn der Bildraum ist kontrahierbar (a 14.12). Damit ist aber auch
heh™of=f:S""!'=>BJ(u)\ {u} stetig auf B" fortsetzbar Ist g:B" = BY (u) \ {u}

stetige Fortsetzung von f soist g (x) =u+a lg (x) stetlge Fortsetzung von

f:8" 1 > 81! (u) auf ganz B". Nach 14.12 muft f also doch nullhomotop sein.
Es kann also v nicht in 3IH" liegen. Folglich gilt h (V N 3IH™) C U N 3IH" und mit
h™! statt h die umgekehrte Inklusion.

Koroliar: Das kompakte Mobiusband M ist nicht homéomorph zu St 71, dem kompakten
Zylinder. (Der geometrische Rand von M, d. h. die Menge der Punkte, die keine
zu IRZ homdomorphe Umgebung in M haben, ist zusammenhingend. Der
geometrische Rand von 81 #1 hat dagegen zwei Komponenten. Ein Homoo-

morphismus zwischen M und 81 71 miifite aber die geometrischen Riinder aufein-
ander abbilden.)

14.14 Zur Berechnung von Homotopiegruppen.:

(a) Unterrdume: Es sei X topologischer Unterraum von Y, X5 € X. Wir haben schon gesehen (14.13(a)),
dab jede Retraktion f: Y — X einen surjektiven Homomorphismus m,, (f) : m (Y, X0) = 7 (X, Xo)
induziert. (Die Inklusion von X in Y liefert im Fall
des Retraktes einen injektiven Homo morphismus.)
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(b)

{c)

S,
%)

Von besonderem Interesse ist natiirlich der Fall, daf die Retraktion f:Y — X schon einen
Isomorphismus vermittelt. Wegen 14.8 ist dazu hinreichend, daf f ~ idy (mod {xo}). Oft lassen
sich solche Homotopien nur schwer nachweisen. Man hat daher vor allem zwei Retraktionsbe-
griffe geschaffen, die diese Bedingung abschwiichen bzw. verschirfen:

X heibt Deformationsretrakt von Y, wenn idy homotop zu einer Retraktion auf X ist. X heifst
starker Deformationsretrakt von Y, wenn idy homotop mod X zu einer Retraktion von Y auf X
ist.

Torus

Ist X starker Deformationsretrakt von Y, so stimmen natiirlich alle Homotopiegruppen
vermége mp (f) Uiberein. {0} ist starker Deformationsretrakt von IR®, {— N} ist starker Deformations-

retrakt von S™\ {N}, die Seele S1 7 {0} des Volitorus St « B2 ist starker Deformationsretrakt des

Volitorus. $1 x {1}, der Aquator des Torus $1 7 81, ist nicht starker Deformationsretrakt des

Torus. (vgl. (b)) Der Aquator des Torus ist nicht einmal Retrakt des Torus. (Warum? Der Punkt

{(0, 1)} des Kamm-Raumes X := ({0, 1/n/ne IN} x ) u (I x {0}) C IR2 ist Deformationsretrakt,

aber nicht starker Deformationsretrakt von X. (Da X kontrahierbar ist, stimmen dennoch alle

Homotopiegruppen iiberein!) Ein Raum X ist nach Definition genau dann kontrahierbar, wenn

ein Punkt von X Deformationsretrakt von X ist. Fiir eine grofie Klasse von Riumen stimmen

beide Begriffe jedoch iibereinl).

Produkte: Kartesische Produkte von Gruppen X Gj sind durch (g;) - (gjf} = (g -ng) wieder in

jel

natiirlicher Weise Gruppen, Ist X = II X; Produkt topologischer Riume und ist x = (xj) € X, s0
i€l

wird durch [f} = ([prj ° f])je )y ¢in Gruppenisomorphismus

¢nimn (X, x) > X 4 (Xj, x{)
igel

gegeben. Das Produkt n. Homotopiergruppen ist also in natiirlicher Weise isomorph zur n. Homotopie-
gruppe des Produkts.

So hat z. B. der Torus S! # §1 die Fundamentalgruppe n; (8! #S1) = 2 X Z. Da kein
Homomorphismus h: 2 - Z X Z surjektiv ist, kann S} = {1} nicht starker Deformations-
retrakt von S1 xS sein. (Wire S1« S! durch f auch nur auf §' 7 {1} retrahiert, so hitte man in
fi{l} xSt : {1}a81 = {(1, 1)} eine Retraktion der S! auf einen ihrer Punkte. Das ist unmoglich!)

Fiir finale Konstruktionen hat man leider nur sehr spezielle Berechnungsverfahren entwickeln
kénnen. (Einen ersten Eindruck von den Schwierigkeiten gibt (d).) Wenigstens fiir die Fundamental-
gruppe der Vereinigung zweier Unterrdume X;, X; € X hat man ein dufderst leistungsfihiges
Resuitat, das wir hier nur formulieren kénnen?).

Bevor wir den Satz formulieren kénnen, referieren wir noch ein paar Definitionen aus der
Gruppentheorie: Die einfachsten Gruppen nach den kommutativen sind die freien Gruppen F (A)
mit Alphabet A. Dabei ist A eine nichtleere Menge und F (A) bezeichnet die Aquivalenzklassen
aller endlichen Folgen (afl heens aflﬂ) mit a; € A, z; € 2 beziiglich folgender Aquivalenzrelation:
Zwei ,,Worter der Form

z . i . !
1 Zj .2 ' Zis z z z: z+z Z; z
(ay',...,a/L,a%,a ,aiill,...,anﬂ) bzw. (a;l,...,ai',a ,ﬂi‘:ll,---,an“)

Vgl. 2.B. R. H. Fox, Ann. Math., 44 (1943).

Fiir einen Beweis sei auf Crowell-Fox, ,Introduction to Knot Theory*, Blaisdell, 1963, oder
Seifert-Threlfall, ,Lehrbuch der Topologie*, Chelsea, Nachdruck von 1934, verwiesen.
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seien aquivalent, ebenso zwei Worter der Form

z Zi 0 % z z Zi . Zj+ z
(all,...,ail,a,aiﬁr*ll,...,a n)  bzw. (all,...,ail,aig_ll,...,anﬂ).

(Man darf also Exponenten bei gleicher Basis addieren und Silben der Form a® weglassen.) Die
Multiplikation in F (A) wird dann durch Aneinanderschreiben der jeweiligen Reprisentanten
definiert, dabei wirkt die Aquivalenzklasse von (a®) als Einheit.

Eine Gruppe G heifdt frei, wenn sie (gruppen-) isomorph zu einer Gruppe der Form F (A) ist.
G heifdt frei vom Rang ¢, wenn G isomorph zu einem F (A) ist, wo A genau ¢ Elemente hat. Eine
Darstellung der Gruppe G ist ein Isomorphismus ¢ : F (A) f N(R) = G, wobei R € F(A) und
N (R) der in F (A) erzeugte Normalteiler ist. Jede Gruppe G hat eine Darstellung: Man setze
A =G, f: F(A) — G die homomorphe Fortsetzung der Inklusion und ¢: F(A)/ Kern f -+ G den
induzierten Homomorphismus.

Es gilt nun das folgende
Theorem von H. Seifert') und E. R. van Kampen?):

X, X, seien offene, wegzusammenhingende Unterrdume von X =X, U X, und
Xo =X N X, sei nichtleer und wegzusammenhdngend, dann ist fiir xo € Xo 7y (X, Xo)
eine Faktorgruppe des , freien Produkts' von ny (X, , xo) und 7, (X5, X¢). Man erhdlt
1 (X, Xo ) aus diesem freien Produkt, indem man Elemente von ny (X, , Xo ) bzw.
m (X3, Xg), die in X, bzw. X, homotop mod 81 zu demselben Element von m, (Xo, Xo)
sind, identifiziert.

Xo _
N

X, X2
. -
]"\ X '/12

Priziser: Es seien ¢;: F (A;) / N(R)) = m (X{, Xp) Darstellungen mit A; N A, = (). Man setze nun
A=A UA, R = RiuRaU(m(1)e vo (Ag)) {m (Jg) ° g (A())) (ii : XO — Xi die Inklusionen),
Wla,=mG)) e o1, Wia, =71 (2) @ ¢2 (52 Xi— X die Inklusionen),

Y 1 F(A) > my (X, Xg) die homomorphe Fortsetzung,

Dann ist Kern ¢ = N (R) und der induzierte Homomorphismus ¢ = v :F(A)/Kern ¢ = m (X, Xg)
eine Darstellung. (Man kann sich das freie Produkt so vorstellen; Man schreibe Erzeugende und
Relationen der einzelnen Gruppen nach den oben gegebenen ,,Worterregeln® zusammen, dann
hat man Erzeugende bzw. Relationen des freien Produkts.)

Beispiele dazu: Die Fundamentalgruppe der n-blittrigen Rose im IR2 (Bild 1) ist frei vom Rang n,
d. h. isomorph zum n-fachen freien Produkt von 2 mit sich selbst. (Fiir n = 2 setze man fiir X das
eine, fiir X, das andere Blatt, dann ist Xy = X; N X, genau der Doppelpunkt der Lemniskate. Ist der
geschlossene Weg f in X nullhomotop (zum Doppelpunkt), so reprisentiert er in my (X, Xg) schon
das Einheitselement. Da analoges fiir einen geschlossenen Weg in X, gilt, besteht R nur aus dem
konstanten Weg [ch]. Fir n = 2 schliefie man induktiv.)

1) Ber. Siichs. Akad. Wiss., 83 (1931)
2) Am. J. Math., 54/55 (1932/33).

180



14. Homotopie 14.14

/
Bild 1 - \ Bild 2

Da die n-blittrige Rose starker Deformationsretrakt einer n-fach gelochten Kreisscheibe in IR? bzw.
der n+ 1-fach gelochten $2 ist, haben diese Riume also freie Fundamentalgruppen vom Rang n.

Die Fundamentalgruppe von 1IR3\ S1 ;= IR3\ 8! x {0} hat grofie Bedeutung in der Knotentheorie
(vgl. 13.4, Beispiel d), wir kdnnen sie wie folgt berechnen: Man setze X := (S1 X B2u B2 x [—1, 1))
V81 ¥ {0} (als Teilmenge von IR3 aufgefafit), dann ist X homéomorph zum Vollzylinder
(B2« [~ 1, 1])\ S}, aus dem ein kleiner Kreis S} gebohrt wurde. Offenbar ist X starker Deformations-
retrakt von IR3 \ 81, hat also dieselben Fundamentalgruppen (bis auf Isomorphie). Nun setze man
X, ={x€X[x3 = 0},X; = {xe X/ xg <0}, dann hat X; N X3 = X¢ den H-Typ der 2-blittrigen
Rose (= Lemniskate), wihrend X;, X; homéomorph zum Zylinder S1 #1 sind, also Homotopie-
gruppen isomorph zu 2 haben. Wihlt man als Erzeugendes Element von ny (Xj, 0) mit x; := (2,0, 0)
dasselbe [w], wobei w:I— Xg, w (t) :=(cos2at,0,sin2 wt) + xq ist, so gibt das Paar ([w], [- w])
zugleich ein Erzeugendensystem von ny (Xg, 0). Indem man w in X; um die xa-Achse dreht, erhilt

man eine Homotopie mod 3l von w nach — ‘l—d, wobei letzteres die Inverse bzgl. * von — w ist. Man hat

also im freien Produkt my (X, 0) OC m1 (X3, 0) [w] mit [ :lz J zu identifizieren. Schreibt man das

freie Produkt als F ({a, b}), so ist also a- % < R. Die Worter der Form

(a”1,b%2) und (a®1,b7%1,0%2 T2y = ("2 7%y und @%1 72,2772 b%2) = (%1 T%2)

sind also zu identifizieren, d. h, F({a,b}) / N(R) = F ({a}) = 2. Die Fundamentalgruppe des ,,Aufden-
raumes‘ des trivialen Knotens S1 ist also (bis auf lsomorphie) gleich 2 (Bild 2).

Mit einer dhnlichen Uberlegung kann man zeigen, daB die Fundamentalgruppe von IR3 \ K, wobei

K die Kleeblattschleife ist (s. Einleitung Abschnitt 10), isomorph zu F ({a, b}) / N (R) mit

R:={a-b-a, b-a-b} ist. Diese Gruppe kann homomorph auf die nicht-kommutative symmetrische

Gruppe 3 abgebildet werden, kann also selbst nicht kommutativ sein, insbesondere nicht isomorph zu

2. Wire K ein trivialer Knoten, so gibe es einen Hom&omorphismus h: IR3 - IR3 mit h($1) = K. Dann

hiitte man aber mit hl|g3 g1 einen Hom&éomorphismus von IR3 \ 81 auf IR3 \ K und folglich einen

Isomorphismus ihrer Fundamentalgruppen. Da die ,,Knotengruppen*, das heiit Fundamentalgruppen

der Aubenrdume, nicht isomorph sind, kdnnen 81 und K nicht (als Knoten) dquivalent sein, d. h. K

ist nicht-trivialer Knoten. Entsprechend mithsam kann man auch zeigen, daft S! ¢ IR3 und K C IR3

nicht isotop sind (die Auflenrdume laufen bei der Isotopie mit), was anschaulich natirlich trivial ist.

(Vgl. 13.4(d) und die dort angegebene Literatur.)

(d) Wie eben schon gesehen, gestaltet sich die Berechnung von Homotopiegruppen schon fir n =1
schwierig. Fiir n > 1 steht man vor vielen duberst schwierigen Problemen. So ist es z, B. bis heute
nicht gelungen, alle Homotopiegruppen der Sphiren fiir n > 1 zu berechnen. Man weif allerdings
eine Unzahl von Details, so findet man z.B. in dem Buch von S. 7. Hu, ,Homotopy Theory*1)
eine Liste dex Homotopiegruppen np, 4 (S™) fir alle n und 5 € k < 15 sowie die Berechnungs-
verfahren fiir k < 4. Immerhin hat sich herausgestelit, da8 die Folgen (ny 4 1 (§™), & N (bis auf
Gruppenisomorphie) stationir sind (ab n = k + 2), also m,, 4 i (8™ fiir geniigend grofde n nur noch
von k abhiingt?). Die Berechnung der Homotopiegruppen der Sphiren ist eines der grofien unge-

1) Academic Press, 1959.
2) Stabilitatstheorem von H. Freudenthal, Comp. Math., § (1937).
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16sten Probleme, mit denen sich die Homotopietheorie befait. (Neben dem Buch von Hu gibt es
eine Reihe von elementaren Einfuhrungen, so z.B. F. W. Bauer, ,,Homotopietheorie*, BI, Mann-
heim, 1971).

Der lokale Abbildungsgrad

Wir wollen hier nicht tiefer in die Homotopietheorie eindringen, die auch nur ein Zweig
der Algebraischen Topologie ist. Statt dessen wollen wir noch eine sehr interessante An-
wendung des Isomorphismus ¢, : (7, (S",N), -, #) > (Z, -, +) behandeln, die fiir die Be-
handlung nichtlinearer Probleme der Analysis und auch fiir die Topologie selbst von grofier
Bedeutung ist. Den Isomorphismus ¢, mit ¢, ([idgn]) = 1 nennt man auch einen Abbil-
dungsgrad (engl. ,,degree*‘) und schreibt deg statt ¢, (vgl. die Bemerkung zu 14.11).

Essei f: U~ IR" stetig gegeben. Ein Gleichungssystem f;(x) = p; (i=1, ..., n} hat dann
die Losungsmenge ! (p), wobei p :=(py, ..., pn) ist. Da f sehr unhandlich sein kann,
ist es niitzlich, eine Information iiber die Losungsmenge zu erhalten, die nur von der
Homotopieklasse von f abhingt (man kann f dann — einigermafien — geradebiegen).

2

|
|
|

_T,,
I

Es liegt nahe, die Anzahl der Losungen von f(x) = p als eine solche Information zu ver-
muten. Ungliicklicherweise dndert sich diese Information z. B. schon bei Verschiebung von
f in Richtung der x,-Achse, wenn man f(x;) :==x} und p:=0, U :=[- 1, 1] wihit. Dieses
Beispiel legt aber die Vermutung nahe, die ,,algebraische Anzahl* der Losungen von
f(x) = p dndere sich nicht, wenn man f ,ein wenig verbiegt*. Die algebraische Anzahl
der Losungen erhilt man, wenn man die Orientierung von f in der Umgebung einer
Losung betrachtet: Positive Losungen sind solche, wo { eine kleine Sphire um die Losung
xo auf eine kleine (topologische) Sphire um p abbildet, die bis auf Translation ,,wie die
erste* aussieht, d. h. wo f (bis auf Translation} in der Homotopieklasse der 1dentitit der
ersten Sphire liegt. Von der Anzahl der positiven Losungen ziehe man nun die Anzahl der
negativen Losungen ab. Man erhilt so die algebraische Anzahl der Losungen. (Negative
Losungen: f liegt bis auf Translation in der Homotopieklasse von%, wobei S die kleine

" . . . 1 . . S
Sphire um die Losung ist undﬁs— die Inverse von idg bzgl. *.)

Dieses Konzept setzt natiirlich voraus, da® f um jede Losung topologisch ist und dafy
man die kleine Sphiire mit ihrer Bildsphire so einfach identifizieren kann. Um sich von
diesen gravierenden Einschrinkungen zu befreien, schrinkt man die Ausgangssituation
etwas ein: f sei Element von C (U, 1IR™), p€ IR \f(dU) und 9 # U C IR". Es geht nun
also darum, die algebraische Anzahl der Losungen von f(x) = p im Inneren U zu finden,
wenn auf 0U mit Sicherheit keine Losungen liegen. Tatsiachlich hangt diese algebraische
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Anzahl nur davon ab, wie oft f das 90U gewissermafen um p , herumwickelt*, und das

ist bis auf Homotopie mod dU solange unabhingig von f, wie die Homotopie nicht , iber
p lauft*. Aber welchen Sinn hat diese algebraische Anzahl, wenn f(x) = p unendlich viele
oder unendlich-fache Losungen hat? Es gibt eine Antwort, die mit dem Isomorphismus
deg = ¢, +, zusammenhingt.

Um das zu erldutern, setzen wir zusitzlich voraus, da U beschrinkt ist, also U CC IR™.
Dann kann man niamlich f: U~ IR™ auch als Abbildung von S *! in sich auffassen, die
N fest lafit: Vermoge der stereographischen Projektion von N aus ist IR® = S™ * 1 \ {N},
und die 1-Punkt-Kompaktifizierung IRR, = IR™ U {0} ist homdomorph zu S™ * !, wobei
o dem Punkt N entspricht (vgl. 11.16 und 11.7(f)). Nach 9.21 kann man f auf ganz IR"
stetig fortsetzen, aber eine solche Fortsetzung braucht nicht stetig so auf IRY, fortsetzbar
zu sein, dafd e = N wieder nach e = N geht. Um dies zu erreichen, wihle man u € U und
projiziere RS\ {u} = S" \ {u} stereographisch auf IR™ und IR2 \ {p} =S" \ {p} ebenfalls.
Dann kann man flyy wegen p & £(9U) als Abbildung £": S"\ {u} - S"\ {p} stetig fort-
setzen, wobei noch f'(N) = N ist. Nun setze man flg = flg und fign, ; :=f'lgn\ . Nach
dem Korollar (b) zu 6.5 ist f : S™ - S" stetige Fortsetzung von f mit f(N) =N und
=1 (p) =1 (p), d.h. f(x) = p und T(x) = p haben dieselbe Lsungsmenge. Wir wollen
f:S" - 8" eine , Josungsfreie” Fortsetzung nennen, wenn T stetig ist, N nach N abbildet,
f fortsetzt und die gleiche Lésungsmenge ergibt.

Natiirlich ist f nicht eindeutig als 16sungsfreie Fortsetzung von (f, p) bestimmt. Immer-
hin sind je zwei l6sungsfreie Fortsetzungen T, T von (f, p) mod {N} homotop: Man setze
H(x,t) :=f(x) =f(x) = f(x) fiir (x,t)€ UX I, H(x, t) =T (x) fir (x,t) €8" X {0},
H(x,t) :=f (x) fir (x,1)€8" X {1} und H(N, t) :=N=f(N) =f (N) fiir alle
(x,t) € {N} X L. Kann man H nun stetig auf ganz S" 71 fortsetzen, so ist die Behauptung
bewiesen. Tatsichlich kann man H sogar derart stetig fortsetzen, daf® alle H(-, t) dieselbe
Losungsmenge H(-, t)™" (p) wie f liefern: Man projiziere wieder von u € U bzw. p stereo-
graphisch, dann erhilt man ein stetiges H': (S" \ {u})7I->S" \ {p}, das
HI(BU w{NHx1uEtU)x {0,1} stetig fortsetzt (9.21). Nun setze man
Hignx pru xnp =Hlgn\uyx 1.

Damit ist folgende Definition sinnvoli:

14.16 Definition: Fiir n € IN sei deg: (m, (S",N), -, ) > (Z, -, +) ein fest gewihlter
Isomorphismus mit deg([idgn]) = 1. Es sei fiir
@+UCIR", UCCRR"
D(U) :={(f,p) / f€C(U,IR"), pE€ IR"\ f(3U)}
mit der Unterraumtopologie von C, (U, IR™) 7 IR™. (Da C,, (U, IR™)

fir kompaktes U gleich Cgg (U, [R™) ist, vgl. die Bemerkung zu 14.2,
wird D (U) durch

d((fa p)a (f‘a P')) = dSUp (fs f’) + IP - pl'1
metrisiert.)

Die Funktion deg : D (U) > Z, (f, p) = deg(f), wobei f eine losungs-
freie Fortsetzung von f ist, heifdt (ein) lokaler Abbildungsgrad auf D (U).
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14.17 FEigenschaften des lokalen Abbildungsgrades:

(a)

(b)
(<)

(d)

deg: D (U) = Z ist stetig.

Offenbar ist D (U) lokal (weg-)zusammenhingend. Wir brauchen also nur zu zeigen,
daf deg auf den (offenen) Wegkomponenten von D (U) konstant ist. Ist ¢ : 1 > D (U)
ein Weg, so ist pry o ¢ ein Weg in Cg, (U, IR™) mit pry ¢ ¢ (t) (u) # pra o p(t) fiir alle
u € 9U. Die Homotopie H(u, t) := pry o ¢(t) (u) bildet fiir eine Umgebung J vont =0
U X J in 8"\ pr, o ¢(J) ab, analog fiir t = sup J usw. Dieselbe Projektionstechnik wie
in 14.15 zeigt,, daBH : Un 1 — S™ eine stetige Fortsetzung H' : S® 7 [ -» S™ hat, wobei
fiir jedes t € 1 H' (-, t) losungsfreie Fortsetzung von ¢(t) ist. Insbesondere ist H' eine
Homotopie mod {N}, so daB fiir alle t €1

deg (¢ (t)) = deg ([H' (-, t)]) = deg ([H' (-, 0)]) = deg (»(0)) ist.
Fir p € U ist deg(idg, p) = 1. (idgn ist 16sungsfreie Fortsetzung, und es gilt
deg([idgn])=1.)
Fiir p € IR™ \ £(U) ist deg (f, p) = 0. (Ist T 16sungsfreie Fortsetzung, so ist
peSsS” \T(S"), f also nicht surjektiv. Mittels einer stereographischen Projektion von
p aus, sieht man, daB f ~ cy mod {N} und folglich deg(f, p) = deg ([f]) = deg ([cx])=0
ist.)
Fiir @ # V C U mit 7! (p) C V ist deg(f, p) = deg(f157, p). (Jede 16sungsfreie Fort-
setzung von (fl57, p) taugt auch fir (f, p).)

(e) Additionssatz fiir Gebiete: Es seien (f, p) € D(U), U, U, disjunkte, nichtleere, offene
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Teilmengen von U mit £ (p) C U, U U, = U. Dann ist
deg(f, p) = deg(fly, , p) + deg(fly, , p).

Beweis dazu: Es seien f,, T, 16sungsfreie Fortsgtzungen von (f lgl ,P) _bzw. B
(flg, , p). Da deg(flg, , p) + deg(flg, , p) = deg ([T ]) + deg ((Fa1) = deg ([F1 ]+ (=)
ist, brauchen wir nur zu zeigen, daf in [f,] * {f;] = [f, * {;] eine 16sungsfreie Fort-
setzung T von (f, p) liegt. Das *-Produkt ist definiert durch die Identifikation von
S™ mit I" /81" =™ U {3I"}, wobei N dem Element 81" von L’L =1 U {0} =
={ru {o1"} entsipricht. Bei dieser Identifikation entsprechen U, , U, relativ-kompakten
Teilmengen von I", ebenso U. Wir diirfen f;, f, als Abbildungen von I" nach S" mit
f, (3I™) = {N} auffassen. Dann ist

Ty 2%y, Xa,...) fir x, <1/2

T, (x ={_ )
1+ £ () £, 2%~ 1,%,,...) firx, >1/2

Fiir (x,,t) €10, 1/2]) X I sei H; (x,t) :=x; /(1 +t) und fur (x;,t) €1 X I mit

X1 =1 oder t =0 sei H; (x,,t) :=x,.Dann existiert nach 9.22 ein stetiges

H, :I#1— I mit der vorgegebenen Einschrankung. Ebenso gibt es ein stetiges

Hy :Ial—-1mit H, (x,,t)=(xy +t)/(1+1t) for x, 2 1/2 und H; (x,,t) = x, fur

x, =0odert=0.Firi=1,2 ist dann K;(x, t) = f; (H; (x;, 1), X2, ..., Xy) eine
Homotopie mod 3I™. Man setze f:=K,(,1)*K, (-, 1). Dann ist f(x) =1 (x,,

X2, ..., Xg) fir x; <1/2 und f(x) =, (x) fiir x, > 1/2, insbesondere ist T (u) = f(u)
fir u € U und T (x) # p fiir x € I" \ U.T ist also Iosungsfreie Fortsetzung von (£, p)
mit f=K, (-, 1) * K, ¢, DE[f,] = [f,].



14. Homotopie 14.18

(f) Produktsatz: Es seien (g, p) ED(V),9# U=0C UCC IR™, f: U~ V stetig und
p¢ge f(al).

Aus jeder Komponente K; (j €J) von V \ f(3U) wihle man ein k; € K, dann ist

degy (g f,p) = D degk, (g, p) - degy (£, ky),
jel

wobei degk; (g, p) = deg (gIKj, p) ist.

Beweis dazu: Da IR" lokal zusammenhingend ist, sind die K; offen. Sie bilden eine
offene Uberdeckung der kompakten Menge g™* (p),folglich sind nur endlich viele
degK (g, p) # 0, und die Summe ist definiert. Seien K, , ..., K, die Komponenten,
die g ! (p) schneiden, Uy, ..., U, deren Urbilder unter f. Wegen des Additions-
satzes (¢) ist die Behauptung bewiesen, sobald

degu; (g ° f, p) = degk, (g, p) -degy; (f, k;) fir i=1,...,m

gezeigt ist.

TRy 8i = gl K; und wihle 16sungsfreie Fortsetzungen f;, &

von (fj, k;) | bzw (8i, p)- Dann ist g; o f; losungsfreie Fortsetzung von (g o f |G . P),

denn (8o )™ (P)=£;* (& (p)) C T, (Ky) = Uy. Da [idgn] die Gruppe (my (S, N), %)
erzeugt (deg ist Isomorphismus und deg([ld]) = 1), kann man jedes [h] € 7, (S", N)

in der Form [h] = 2 [idgn] mit z € 2 schreiben (z-faches *-Produkt von [id] mit sich).
Wegen der in der Bemerkung zu 14.11 gezeigten Distributivgesetze gilt daher:

degu; (g ° f, p) = deg([8; © f;]) = deg ((&] - [fi]) = deg ((z - {id]) o (z' - (id])) =
deg(z-2'-[id]) = z-2' = deg ([&]) - deg ([Ti]) = deg (g;, p) - deg (fi, ky) =
= deg; (8, p) - degy; (1, ki).
Das war zu zeigen.
(8) Istflyy =idyy, so ist deg(f, p) = deg (idg, p). (Man setze ¢ : 1> D (U) durch
@(t) (x) :=((1 —t) f(x) + tx, p) fest, dann ist ¢ ein Weg von (f, p) nach (idg, p)
innerhalb D (U). Nach (a) ist deg auf diesem Weg konstant.)

Wir geben zwei Anwendungsbeispiele, weitere Anwendungen findet man in Dugundji [2]
und K. Deimling, ,Nichtlineare Gleichungen und Abbildungsgrade®, Springer, 1974.

Dazu setze f; := fl

14.18 Satz von d’Alembert (Fundamentalsatz der Algebra):

n
Jedes nichtkonstante Polynom Z a; x! mit komplexen Koeffizienten hat
i=o mindestens eine (komplexe) Nullstelle.
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14.19 Kapitel I11: Stetigkeitsgeometrie

Beweis: Es sei

n

p(z) = Z gi;z“, q(z) :=z".

i=0

Angenommen p(z) # 0 fir alle z € €, dann ist nach 14.17(¢) deg(plg2, 0) = 0. AuBerdem
ist idgp * idg2 * idga * ... * idg2 (n Summanden) 16sungsfreie Fortsetzung von (ql32, 0),
also deg{qlg2,0) = n. Fiir

n-—1

a:=1+ Z lg’il, qe () = q{a-z) und py (z) := p(a -z) mit z € B?
n
i=0

ist wegen 14.17(a)

deg(qq, 0) = deg (qlg2, 0) =n und deg(p,, 0) = deg(plg2, 0) = 0.
Firr t€ 1 setze man ¢; :=(1 —t)-qq + t-p, und @ (t) := (g, 0), dann ist ¢ : 1 > D(B?)
ein Weg von {q,, 0) nach (p, 0), denn fir t €1, s € 3B = S! ist

Lt (s} = 01 =l qq (s) ~(tqq (s} ~ tpa () Z1qa ()] — t-1qqe (s) — pa ()} =

-1 a; n—1 ail
S S I I | n_, ,n-—1, ! n_,. .n
=q tllzoanaﬂ}a ta ;lan >a"~t-a">0.
l:

Da deg auf den Wegkomponenten von D (B?) konstant ist, mufite n = 0 sein, d. h.
p(z) = const, a; =0 firi > 0.

Bemerkung: Sind alle a; reell und ist n ungerade (a, + 0}, dann hat das Polynom nach dem
Zwischenwertsatz mindestens eine reelle Nullstelle. (Man schreibe fiir x # 0

n-—1

n
_ R V.1
p(x) Zalx X (an+Za1ani).
0

0

Der zweite Faktor konvergiert filr x —» oo gegen a,. Da n ungerade ist, hat x™ fiir negative x negatives
Vorzeichen, [ir positive x positives Vorzeichen, folglich nimmt p (x) negative und positive Werte an,
Nach dem Zwischenwertsatz muf} eine reelle Nullstelle existieren.)

14.19 Theorem von L. E. J. Brouwer.") Sind K, L homoomorphe kompakte Teilmengen
des IR™, so haben IR" \ K und IR™ \ L gleiche Anzahl von Komponenten.

Beweis: (J. Leray, 1950)

Es sei B eine (genigend grofe) Kugel um O mit KULC ﬁg Da IR"\K und IR"\ L
genau eine unbeschrinkte (Weg-)Komponente haben, muf ¢BJ = 32—1 in diesen beiden

Komponenten liegen. Durch die zentrische Streckung x Hé -x bilde man K, L und B,
ab, dann reicht es offenbar, wenn man die folgende Behauptung beweist:

1) Math. Ann., 71 (1912).
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Fiir K, L € B mit K= L haben B" \ K und B™ \ L dieselbe Komponentenanzahl.

1. Schritt: Es seien h : K = L ein Homéomorphismus, H, H' : B® = B" stetige Fort-
setzungen von h U idgn—1 bzw. h™ Uidgn—1 (vgl 9. 21) Welter seien K, (i€ Jk)
bzw. L; (j € J,) die (offenen) Komponenten von B" \ K bzw. B" \ L. Man wihle j je
ein k; EK bzw. ; EL;. Wegen 0K; C KU S" ™" ist H' o Hlyy =id,g, und nach
14. 17(g) gilt:

degg,; (H' o H, k) = 8 (=1 fiir i = i, sonst = 0). (1

Leider konnen wir auf die linke Seite von (1) nicht den Produktsatz 14.17(f) anwenden,
um

degy; (H' o H, ki) = D degy, (H', k) - deg, (H, ) = 85y @
i€l

zu erhalten, denn die L; brauchen nicht die Komponenten von B™ \ H(3K;) zu sein.
Wir werden im zweiten Schritt des Beweises zeigen, daf® (2) tatsidchlich gilt. Unterstelit
man (2) und analog

degLj (HeH, L) = Z degk; (H, lj-) - degy (H', k) = 85, 3)
ieJg

so sind zwei Fille moglich: Entweder ist eine der beiden Mengen Ji, Ji. unendlich,
dann muB es nach (2), (3) auch die andere sein, und als offene, disjunkte Teilmengen
des IR™ gibt es dann abzihlbar viele K; bzw. L;. Oder beide Mengen sind endlich, d. h.

T =fl,...,k}, JL ={1,..., A} mit K, AEIN.

Setzt man dann fiir A, B die Matrizen

A :=((degk; (H,}j)))i=n,..., ,;\, = ((degy; (H', kidi=1,...,2
i=1,..., i=1,...,kK

dann werden (2) und (3) durch A -B =1, B - A =1 ausgedriickt, d. h. die zugehorigen
linearen Abbildungen zwischen IR* und IR* sind zueinander invers. Das kann nur sein,
wenn k = A, Ist (2) bewiesen ((3) folgt analog), so gilt also der Satz.

2. Schritt: Nachweis von (2). Wegen 9K; C K U S" ! ist
LNHEK)CLNnEus"1)=g,

also liegt jedes L; in einer Komponente von B"\H (9K;). Seien My (k€ J) die
Komponenten von B" \ H (3K;). Wegen

B*"\L = UL; C B* \H(3K;) = UMy

1aBt sich Jy, in disjunkte Teile J, :=={j € JpIL; C Mg} zerlegen, d.h. J, = U JLk
Fiir jedes my € M ist dann firalle j€J,, ke

degy; (H, mi) = degg, (H, [j). 4)

187
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Man setze nun Ly := U L; C My fiir alle k € J. Dann ist (Mg VL) C L, so daf fiir
IS J]-'k

x € My \ Ly stets H' (x) =h™ (x) EK =K\ K; (alle i' € Jk) gilt. Daher ist k;- nicht
im Bild von My \ Ly unter H'. Wegen 14.17(d, e) ist daher

degy, (H', ky) = degy, (H',ki)= D degy, (H', ki), (3)
iE JLk
Aus (4) und (5) folgt nun mit dem Produktsatz 14.17(f):

degi, (H' o H, ki) = ) deguy, (H', ki) - degy, (H, my) =
kel

=y > degy, (H', ki) -degk,(H,Ly)) (mit j'€Jy, beliebig)
kel jEIL,

1 I
=3 Y degy (H', ki) degy, (H, 1)

kel jelp,
= D" degy, (H' ky)-degy; (H,5)  (wegen J =UJy,).
ielp
Das ergibt aber die Gleichung (2).
Damit ist das Theorem bewiesen.

1420 | Korollar: Der Jordansche Kurvensatz: Jede geschlossene Jordan-Kurve in IR
zerlegt diesen in zwei Gebiete und bildet jeweils den Rand dieser
Gebiete.

1421 | Satz von der Invarianz offener Mengen: Ist U C IR™, f: U - IR" injektiv und stetig,
so ist f(U) offen und f: U - f(U) homoéomorph.

Beweis: Es sei p € BY (p) C U, dann ist f:B? (p) — f(BZ (p)) als stetige Bijektion
zwischen kompakten Mengen homéomorph. IR" \ f(3B? (p)) hat nach 14.19 genau zwei
Komponenten, wovon genau eine beschrinkt ist. Sei q ein Punkt der beschrinkten
Komponente von IR™ \ f(S ™" (p)), dann ist q nicht in IR™ \ {(B? (p)), sonst konnte
man einen Weg von q nach der unbeschrinkten Komponente von IR™ \ f(S? ! (p))
finden, der f(ST ! (p)) nicht trife. Folglich ist q € f(B(p)). Da q & f (82~ (p)) mufd
qef gB“ (p)) sein. Die (offene) beschrinkte Komponente von iR™ \ f{S¢~ 1 (p)) ist also
in f(B? (p)) enthalten, d. h. f (Bn (p)) ist genau diese beschrinkte Komponente, also offen.
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15. Mannigfaltigkeiten

Mannigfaltigkeiten bilden die fir die Topologie interessanteste Klasse von Raumen: Da
es sich im wesentlichen um lokal euklidische, d. h. lokal zu offenen Mengen des IR"
homoéomorphe Riume handelt, stehen sie der geometrischen Anschauung noch recht
nahe, dennoch gibt es eine Fiille ungeloster Probleme, die gerade den Reiz dieses Gebietes
ausmachen. Wir miissen uns hier darauf beschrinken, einige grundlegende Erzeugungs-
prinzipien fiir solche Mannigfaltigkeiten einzufithren und tiefere Probleme nur anzureifien,
denn zum nidheren Studium der Mannigfaltigkeiten gehoren Hilfsmittel aus vielen anderen
Gebieten wie Analysis, Differentialgeometrie (sogenannte ,,Differentialtopologie**) oder
Algebra (sogenannte ,,Algebraische Topologie*). Ziel der bescheidenen Einfilhrung in
diesem Abschnitt soll lediglich eine intuitive Vorstellung von den moglichen geometrischen
Gestalten der Mannigfaltigkeiten und ihren topologischen Eigenschaften sein.

Definition und einfache Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten:

In der Einleitung zu diesem Buch wurde bereits geschildert, dal Riemann — vermutlich von Gaufi
angeregt — schon in seiner Habilitationsschrift von 1856 und danach in einem nachgelassenen Fragment
versucht hatte, die Techniken seiner Flichentheorie auf n-dimensionale Mannigfaltigkeiten auszu-
dehnen. Da diese Techniken vorwiegend auf Zerschneidungen der fraglichen Riume in elementare
Stiicke (i. a. zu Kugeln homdomorphe Teile) beruhten, die Moglichkeit solcher Zerschneidungen aber
nicht leicht durch topologische Eigenschaften der Riume garantiert werden konnte, blieb eine wirklich
befriedigende Definition der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit lange problematisch. Zunichst legte der
Erfolg der Zerschneidungstechniken in den Arbeiten von Betti (1871), Dyck (1890) und Poincaré (1895)
nahe, Mannigfaltigkeiten als schon zerschnittene und auf bestimmte, algebraisch faBliche Weise zu-
sammengeklebte Raume zu definieren. (So gingen z.B. H. Weyl (1913) bzw. L. E. J. Brouwer (1912)
fiir Flichen bzw. n-dimensionale Mannigfaltigkeiten vor.) Leider ist die erhaltene Definition recht
kompliziert und von algebraischen, d. h. nichttopologischen Aussagen durchsetzt, ein Umstand, der
schon von Brouwer, Tietze u.a. als unbehaglich empfunden wurde. Glicklicherweise gab die weitere
Entwicklung der Topologie Gelegenheit, sich von den listigen Voraussetzungen weitgehend zu befreien:
Die kombinatorischen Zerschneidungstechniken wurden zur ,,singuliren” Homologietheorie verallge-
meinert, so da die Algebraische Topologie auch fiir allgemeinere Riume verfigbar wurde, und die von
Morse und Whitney auBerordentlich erfolgreich entwickelten Analysis-Techniken erlaubten neue An-
sdtze, die dann im letzten Vierteljahrhundert férmlich zur Explosion des Gebietes der , differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten* gefithrt haben (vgl. 15.10). Von der oben erwihnten Bedingung, eine
Mannigfaltigkeit in elementare Bausteine zerschneiden zu kénnen, (,, Triangulierbarkeit*} macht man
moglichst sparsam Gebrauch: Zwar konnte die Triangulierbarkeit der 2-dimensionalen Mannigfaltig-
keiten (,,Flichen*) als Folge des 2. Abzihlbarkeitsaxioms nachgewiesen werden, doch liegen die Dinge
in den hoheren Dimensionen ungleich komplizierter. Fir differenzierbare Mannigfaltigkeiten 1Bt sich
die Triangulierbarkeit dagegen stets nachweisen, so daf dieser Theorie sowohl die oben erwdhnten
Analysis-Techniken als auch die der Algebraischen Topologie zur Verfiigung stehen. Die tieferen
Resultate in der Theorie der Mannigfaltigkeiten beziehen sich hauptsichlich auf differenzierbare.
(Triangulierung der Flichen: T. Raddl), J. Gawehn?).)

1) Math. Ann., 90 (1923) und Acta litt. ac. scient. Szeged, 2 (1925).

2) Math. Ann., 98 (1928). Triangulierung der diff. Mannigf.: z. B. /. R. Munkres, | Elementary Diff,
Top.*, Princeton, 1966, Thm. 10.6.
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15.1

16.1-156.2

Kapitel 1il: Stetigkeitsgeometrie

Wir werden uns hier auf den gemeinsamen Bestand in den Grundlagen beschrinken und
die heute iibliche Definition der topologischen Mannigfaltigkeit behandeln. Dabei fordert
man i. a. iiber die lokale (euklidische) Struktur hinaus noch die Giiltigkeit des 2. Abzahl-
barkeits- und des T, -Axioms, wir werden sehen warum.

Definition:

(2)

(b)

(c)

Eine m-Karte fiir einen topologischen Raum X ist ein Tripel

h o . ’ '
U-U', wobei UG X, U' C IR™ oder U - H™ = {x€R™ [ x,, =0}
und h ein Homdomorphismus sind.

(Man denke etwa an eine Karte Europas, die einen Teil der Erdoberfliache X
topologisch abbildet.)

~
LN

Ein lokal m-dimensionaler Raum X™ ist ein topologischer Raum,

zu dem ein Atlas {U; llr U; /1€ J} aus m-Karten existiert, d. h.
eine Menge von m-Karten, deren Definitionsbereiche U; das X™
iiberdecken (X = U U)).

i€’
Ist X™ lokal m-dimensional und ist x € X™, so heift x Randpunkt
von X™ wenn es eine m-Karte

X1
h:U~>UGH" mithx)=|
© m—1
0
gibt, d. h. h bildet x in die ,,Randebene** von IH™ ab.
Die Menge der Randpunkte von X™ sei mit Bd (X™) bezeichnet.

{Von ,boundary**; in der Literatur wird meist 3 X™ geschrieben, obwohl dies
i.a. vom topologischen Rand verschieden ist: X™ ist ja in sich selbst zugleich
offen und abgeschlossen, also randlos.)

15.2 Bemerkungen und Beispiele:

a) Die Definition {c) deutet schon an, warum man auch offene Teilmengen von IH™ als Bilder der Karten
zulift: Man wiirde sonst so offensichtlich lokal euklidische Riume wie die Emheltskugel B™ aus-
schliefien (vgl. 14.13(e)). Im Gegensatz zum topologischen Rand 3X = X \ X nennt man Bd (X) auch
den geometrischen Rand.

Man beachte, daf die Dimension m eines lokal m-dimensionalen Raumes X™ und auch sein Rand
unter Homéomorphismen invariant sind!(s. 14.13(d, e))

b) XM ist genau dann lokal m-dimensional, wenn es zu jedem x € X™ eine zu H™ oder IR™
homdomorphe Umgebung gibt,
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15. Mannigfaltigkeiten 15.2

(Ist x € Bd (X™) und X™ lokal m-dim,, so wihle man eine m-Karte h: U - U’ - H™ um x und
eine offene Kugel B C IR™ um h{x) mit B n IH™ C U’.Ist k : B 7 IH™ = |[H™M ein Homéomorphismus,
so liefert

ke hip-1 (B n My :h™ (B N IH™) > H™

die gewiinschte Karte auf IH™, Ist x € X™ \ Bd (X™), so argumentiere man analog, um eine zu IR™
homéomeorphe Umgebung von x zu finden.

Gibt es umgekehrt zu jedem x eine zu IR™ oder IH™ homéomorphe Umgebung U, so isg O c Xm,
und die entsprechende Einschrinkung des Homéomorphismus nach IR™ oder IH™ auf U liefert
die gewiinschte m-Karte.)

¢) Die in (b) nahegelegte Definition des lokal m-dimensionalen Raumes ist zwar eleganter, beim
praktischen Nachweis jedoch etwas unhandlicher.

d) Die einfachsten Beispiele von lokal m-dim. Réumen bilden natiirlich die offenen Teilmengen von
IR™ oder IH™, Die einfachsten nichttrivialen Beispiele liefern die Kugeln und ihre Randsphiren:
Fir B™ = {x€1R™ [ 1x) < 1} wiihle man idgm als m-Karte. Fiir die Randpunkte der ,,nordlichen
Hemisphire* nehme man als Definitionsbereich einer m-Karte etwa {x € B™ / x,, > 0} und als
m-Karte die durch

X1 /\’“[7

N
A | - m
;AN LH

gegebene Abbildung mit ihrer Bildmenge in IH™, (Nach 14.21, ist h ein Homdomorphismus, dies
kann auch leicht direkt nachgepriift werden.) Die noch fehlenden Karten erhalt man bequem da-
durch, da® man B™ erst einer Drehung unterwirft und dann h hinterherschaltet.
Die Einschrinkungen der Karten(abbildungen) von B™ auf 3B™ = Bd (B™M) = SM — | Jjefern sofort
einen Atlas aus m-1-Karten fir die Randsphire:
B™ st ein lokal m-dimensionaler kompakter Raum mit (geometrischem) Rand Sm~1 sm—1 jg
ein loka! m-1-dimensionaler kompakter und randloser Rawm. (Nach 11.7(f) kann man fir S™ —1
auch einen m-1-Atlas aus nur zwei Karten angeben.)

e) BMx1, der Zylinder iiber B™, ist ein lokal m + 1-dimensionaler Raum. Um dies einzusehen, bilde
man zunichst H! x IH! vermoge k homdomorph auf IH2 ab: Es ist

H1 g iHL = {r("."“)/r>o,o<s<!},
sins 2

man kann daher

k( I(cos s ))= r(cosZs)

sins //° sin 2s
setzen. Nun stelle man Karten fiir I zur Verfiigung: hy: {0, 3/4( — [0, 3/4[ C IH! sei die Identitit
und als hy: ]1/4, 1] = [0, 3/4( wihle man hq (1) := 1 —t, Ist nun (x,t) € BM x I, so wiihle man
eine m-Karte h um x in B™ und h; passend zu t, dann gibt h X h; einen Hom&omorphismus einer
offenen Umgebung von (x, t) auf eine offene Teilmenge von IRM nIH1 = IHM * ! 5der von
H™ g H! = IR~ {1 7 H1 = IRM~1 {2 = @+ 1,
Es gilt demnach auch allgemein:

Sind M™ bzw. N® lokal m- bzw. n-dimensionale Riume, so ist M™ # N lokal m + n-dimensional
mit Bd M™ # ND) = BA(M™) # N® U M™ n Bd (NP). (Vgl. die Produktregel bei der Differentiation!)
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f) Das Mobiusband (6.4d) ist lokal 2-dimensional, sein geometrischer Rand ist homéomorph zu St,
Damit kann das Mébiusband nach der Bemerkung (a) nicht homéomorph zum Zylinder §! # ] sein.

g) GL (n;IR), der Unterraum der nichtsinguldren Matrizen von IR™ , ist als offene Teilmenge
det™! (IR \ {0}) randlos und n2-dimensional.

h) Die ebenen Figuren T bzw. 8 (Lemniskate) sind nicht lokal 1-dimensional, vermége ¢ (s) = ::2 gs

fir 0 < s < 2m kann man jedoch 8 so mit einer finalen Topologie versehen, daft ein lokal 1-dimen-
sionaler Raum entsteht (dieser hat natirlich nicht die iibliche Unterraumtopologie des IR2),

i) In 10.9 wurde cin Beispiel eines lokal 1-dimensionalen Raumes gegeben, der nicht hausdorffsch ist.
{Man wihle Y := {(s, t) € /R? / t = £ 1} als Unterraum von IR2 und bilde den Quotienten bzgl.
der Relation (s, t} ~ (s', t'), falls (s, 1) = (5", t') oder s = s’ > 0.)

i} In 6.7(by wurde IP™, der reelle projektive Raum der Dimension m, als Quotient von S™ durch
Identifikation der Antipodalpunkte definiert, Die natiirliche Quotientenabbildung f:S™ — P™ jst
ein lokaler Homdomorphismus: Ist nimlich O ¢ S§™ 0 gewihit, da mit x € O niemals —x € O ist,
so ist flgy stetig, injektiv und offen, also Homdomorphismus von O auf £(0) C IP™ . Schaltet man
nun hinter (f'n)~! eine geeignete m-Karte von SM, so erhilt man eine m-Karte fiir P™, Auf diese
Weise zeigt sich IP™ als lokal m-dimensionaler Raum ohne geometrischen Rand.

Beispiel: Die fir die Anwendungen z. B. in der Physik wichtigsten lokal m-dimensionalen
Raume treten als Losungsmengen von Gleichungssystemen auf. Es handelt sich dabei um
die Verallgemeinerung der aus der Linearen Algebra gelaufigen Tatsache, dafl die Losungs-
menge eines linearen Gleichungssystems /(x) = a (/ lineare Abbildung von IR™ nach IR™)
entweder leer oder ein (n — Dim Bild /) -dimensionaler affiner Unterraum des IR™ ist. Ist /
nun eine nichtlineare Abbildung von nicht allzu abenteuerlicher Gestalt, so kann man er-
warten, daf die (nichtleere) Losungsmenge eines Gleichungssystems / (x) = a zwar schreck-
lich ,,verbeult*, aber wenigstens lokal euklidisch ist. Bevor wir einige typische Situationen
dieser Art angeben, geben wir ein Kriterium, mit dem sich eine Teilmenge M™ eines lokal
n-dimensionalen Raumes N” als lokal m-dimensional nachweisen laft:

Es sei M™ topologischer Unterraum des lokal n-dimensionalen Raumes N". Zu jedem

y € M™ gebe es eine Umgebung Uy in N" und eine stetige Injektion:

iUy = IR mit Uy "M™ =1 ({O}XIR™)={xEN"[j; (X)=...=jp—m (x)=0},
dann ist M™ lokal m-dimensional und randlos.

(Die Bedingung besagt, daft M™ lokal die Lésungsmenge eines zur Einbettung in IR™ ergiinzbaren
Gleichungssystems j; (x) = ... =i _m (x) =0 ist.)

Beweis des Kriteriums: Seien y, Uy jwieobenund h:Vy - IR eine n-Karte um y (vgl. 15.2(b)).
Wy = V M U ist offen in N? und in Vy, also gibt h einen Homdomorphismus h': Wy — Wy C IR™,
Dajoh ‘1 W — IRM injektiv und stetig ist, stellt sie nach 14.21 einen Homdomorphismus auf eine
offene Tellmenge Wy i=jo h'~1 (Wy) des IR™ dar. Folglich ist

j|w =jo i’ lohlw Wy—>W’3; C IRM
eine n-Karte um y. Nun ist
Wy N Mm =Wy nUyn MM = (jlwy}—l (OXRMN W'y').

Setzt man nun U :=0 X IRM N Wy, so gibt jlyy ~ Mm einen Homdomorphismus auf die offene
Menge U"” von O x IR™M = IR™ man hat also einé m-Karte um y in M™ gefunden.
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Die wichtigste Situation dieser Art wird auf Grund des aus der Analysis bekannten Satzes
iiber inverse Funktionen garantiert: Fiir U C IR" sei f: U~ IR™ ™™ eine stetig differenzier-
bare Funktion, deren Differential Df (y) fiir jedes y € £ ! (0) den maximalen Rang n—m
hat, dann ist M™ = {y € U | f(y) = 0} lokal m-dimensionaler randloser Unterraum von U.
(Man kann f namlich lokal, etwa durch lineare Funktionen g, zu Abbildungen
(f,g): Uy, >R""Mx IR™ so erginzen, daB deren Funktionaldeterminante um y von null
verschieden ist. Damit wird unser obiges Kriterium anwendbar.)

Wir nennen einige konkrete Beispiele zu dieser Situation:

(a) Man betrachte :IR™ - IR mit f(x) :=1x12 — 1, Das Differential von f, nimlich der Gradient, hat
die Form Df (y) = 2y, also auf f~1 (0) den maximalen Rang 1. Daher ist £~1 (0) = g1 5uf Grund
des obigen Kriteriums lokal n-1-dimensional.

{b) Man betrachte die Funktion f: €3 — {R3 = € X IR, die durch
f(zy,...,25) :=(zt15 +z% + z% +z§+z§, 1Z1124 .. +1z512 ~ 1)

definiert wird. Man zeigt wiederum leicht, dafs f-1 {(0) lokal 7-dimensional ist. Tatsdchlich kann
man mit Hilfe der sogenannten Morse-Theorie nachweisen, dafl f-1 (0) hom&omorph zur §7 ist,
(Dariiberhinaus erbt -1 {0) vom IR1C die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, die
aber als differenzierbare Mannigfaltigkeit nicht isomorph (,,diffeomorph®) zur gewShnlichen §7
ist. Es war eine Sensation der Mathematik, als John Milner 1956 solche ,,exotischen® Sphiren

~ nachweisen konnte!)

{c) Ist p;:IR™— IR ein homogenes Polynom vom Grade 1 > 1,d.h. p; (a-X) = o' - p; (x) mit
mindestens einem positiven Wert p, (xg) = tg > 0, dann ist p;l (1) lokal n-1-dimensional.
(Es ist pp(xq / W) =1, daher ist p; 1 (1) # 9. Der Gradient von p, verschwindet aber héchstens
dann, wie man durch Ausdifferenzieren des Polynoms feststellt, wenn p;(x) = 0 ist.)

Als Beispiele dazu betrachte man etwa das Hyperboloid als Lésungsmenge der Gleichung

X + x% —x3 = 1 oder das Ellipsoid als Losungsmenge der Gleichung (x; /a)2 + (x3 / 0)2 + (x3/ ¢)2=1,

Die lange Gerade: Wir bringen nun ein Beispiel eines lokal 1-dimensionalen Raumes, der nicht das
2. Abzihlbarkeitsaxiom erfillt, Leider miissen wir dazu bescheidene Vorkenntnisse aus der Theorie der
Ordinalzahlen voraussetzen.

Es sei [0, ©2] die wohlgeordnete Menge der abzihlbaren Ordinalzahlen, dann ist diese Menge {iber-
abzihlbar. Zwischen je zwei aufeinanderfolgende Elemente fiigen wir ein Intervall [(, 1] ein, genauer:
Wir betrachten X := (0, 2[ x (0, 1[ mit der lexikographischen Ordnung. Da X damit total geordnet
ist, kdnnen wir ihn mit der Ordnungstopologie versehen und erhalten nach 9.21 und 10.3 einen zu-
sammenhingenden T4-Raum. Der Bequemlichkeit halber entfernen wir noch den Randpunkt (0, 0)
und setzen Y := X\ {(0, 0)} mit der Ordnungstopologie. Um zu jedem (x, t) € Y eine 1-Karte zu
konstruieren, wihle man zunichst eine streng monotone Abbildung f: [0, x + 2[ = IR mit £(0)=0
(induktiv definieren! {0, x + 2[ C [0, §2[ ist ja abzihlbar), Ist dann (y,s)€ {(z, D EY [ (z,1) < (x+ 1,0},
s0 setze man F (v, s) := (1 —s) f (y) + sf (¥ + 1). Die zuletzt genannte Menge wird damit umkehrbar
streng monoton, also homdomorph auf das Intervall ]0, f(x + 1)[ C IR abgebildet, d. h.
F:|0,0),(x+1,0)[—10,f(x+ 1) ist eine 1-Karte um (x, t).

Da [0, $2 iiberabzihlbar ist, gibt es fiberabzihlbar viele paarweise disjunkte offene Teilmengen
1(x,0),(x+1,0) in Y. Folglich kann Y nicht das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillen.

(Man kann iibrigens zeigen, da} Y sogar mit der Struktur einer reell-analytischen Mannigfaltigkeit
versehen werden kann, die natiirlich ebenfalls nicht dem zweiten Abzdhlbarkeitsaxiom geniigt.)

Obwohl jeder Abschnitt ](Q, 0), {x, t)| nach unseren obigen Uberlegungen zu IR homdomorph ist,
ist es Y selbst nicht. Dies erklirt den Namen , lange Gerade®™,
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156.5 Kapitel 111: Stetigkeitsgeometrie

Satz: Fiir jeden lokal m-dimensionalen T, -Raum X sind dquivalent:

(a) Xerfiillt das 2. Abzihibarkeitsaxiom.
(b) X ist metrisierbar.

(¢} X ist parakompakt.

(d) X ist vollstindig metrisierbar.

Beweis. Die Schliisse (a) = (b) = (c) gelten nach 12.9(c) bzw. 12.13.
(¢) = (d): X sei parakompakt. Mit Hilfe der m-Karten zeigt man, da} die offenen O C X,
fir die O vollstindig metrisierbar ist, eine Basis der Topologie von X bilden. Nach Definition
der Parakompaktheit (12.10) gibt es also eine lokalendliche offene Uberdeckung
U ={0; / i € I} von X, so daB jedes O; volistandig durch eine beschrinkte Metrik d,
metrisierbar ist. Wir wollen d; zu einer Pseudometrik auf ganz X umformen:

Man setze
min (dl (x., Y)a di (xs aol) + di (Ya aol))s fa]ls X,y € Oi
0, falls x, y€ X\ Q;
pi(x,y) =
di (X, aOi), falls x € Oi, yE X\ Oi
di(y, aOi), falls yGOi,xEX\Oi

dann ist p; eine Pseudometrik auf X:

Fiir x = y ist offenbar p;(x, y) =0, iiberdies ist p; symmetrisch. Fiir x, y € Q;,
z € X\ O ist pi(x,y) < dj(x, 90y +d;(y, 30;) = p;i (%, z) + pi (v, 2). Fiir x, y, 2 € 0,
z’ € 90, ist stets

4i(x,20) = inf di(x,2") Sdi(x,2) < di(x,2) + di (2, 2).
z i

Bildet man daher auf der rechten Seite der letzten Ungleichung das Infimum iiber alle
z' € 30, so erhilt man

di(x,80y) < d;(x,2) * d;(z, 30;).

Diese Ungleichung werden wir noch ausnutzen. Zunichst ergibt sich daraus fir x, y,z € 0
die Dreiecksungleichung

di(xs Z) + di (Ys Z) = di (X, Y) = Pi (X, Y)

oder

di (x, z) + d; (y, 30;) + d;(z, 90;) = d; (x, 90;) + d; (v, 80;) 2 p; (x, ¥)
oder ...

pi(x,2) + pi(y,2) =

(die beiden noch offenen Fille behandelt man wie den zweiten Fall, wenn sie nicht trivialer-
weise gelten.)

Fiir x, y € X\ 04, z € X gilt trivialerweise 0 = p;(x, y) < p; (x, 2) *+ p; (v, ). Es bleibt noch
der Fall, wo x oder y aus Oj, der andere Punkt aber aus X \ O; ist: Sei etwa x € O;,
y € X\ 04, dann ist fiir z € X\ O; offenbar

pi(x,y) = dj(x, 30)) < dj(x,00;) + O = p;(x, z) + pi(y, 2),
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wihrend fiir z € O; entweder
pi(x,z) + pi(y, 2) = di(x,2) + d;(z, 30;) = d; (x, 90;) = p; (X, ¥)
nach der oben abgeleiteten Ungleichung gilt oder
pi(x,2) + pi(y, 2) = di(x, 30y) + d; (z, 30;) + di(z, 30y) = d; (x, 30y) = p; (x, ¥)

ist.

Damit ist p; eine Pseudometrik auf ganz X, die auf O; X O, niemals grofer als d; ist.
Sie hat auerdem folgende Eigenschaft: Ist x € O; und y € X mit p; (x, y) < d; (x, y),
so mufl y € O; und p; (x, y} = min(d; (x, y), d;(x, 30;) + d;(y, 80,)) = d; (x, y) sein,

d. h. fiir kleine p; (x, y) stimmt p; mit d; iiberein.
Da U lokalendliche Uberdeckung von X ist, kann man fiir x, yE€X p(x,y)durch

Z pi (%, y) definieren, denn nur endlich viele O; schneiden eine Umgebung von x bzw. y,
=3

und fiir die restlichen i ist stets p; (x, y) = 0. Offenbar ist p eine Pseudometrik auf X. p

ist sogar Metrik: Gilt nimlich p(x,y) =0, x € O;, dann ist ja fiir kleine p;(x, y) stets auch
yEO; mit p;(x,y)=d;(x,y)=0,d.h. x=y.

Wir miissen nun zeigen, dafl p die Ausgangstopologie X von X liefert: Dazu zeigen wir,
daB id : (X, X) = (X, p) in beiden Richtungen stetig ist. Fiir die Stetigkeit von id reicht
die Stetigkeit auf den O, hin. Ist daher (x) eine in O; gegen x konvergente Folge, so
liegen fast alle xy in der d;-Kugel vom Radius d;(x, 30;) um x, d. h. fir fast alle x ist
pi (xk, x) = dj (xk, x) Nulifolge. Liegt x aufierhalb ﬁj, so ist pj (xx, x) fiir fast alle k gleich
null, wenn (xi) in X gegen x konvergiert. Liegt x auf einem 90; und ist wieder (xy) eine
gegen x konvergente Folge, so interessieren nur die xy € O; (fiir die anderen ist p; (xi, x) = 0).
Dafiir ist p; (xk, x) = dj(xk, 00;) < d; (xi, x), und letztere Werte konvergieren mit k > oo
gegen null, denn d; ist Metrisierung fiir O;. Ist also (x) eine in O; gegen x konvergente
Folge, so konvergiert p(xx,x) =2 pj (Xk, X) mit k = o gegen null, d.h. id ist auf jedem
O; (folgen-) stetig.

Um die Stetigkeit von id™* zu zeigen, wihlen wir eine Folge (x,) aus X mit p (xy, x)—~> 0.
Fiir x € O, gibt es € €IR, mit p;(y, x) <e =y € 0; und p;(y, X) = d;(y, x). Fiir geniigend
grobe k ist also xg € O; mit p; (xk, x) = d; (Xx, x) ~ 0. Da d; Metrisierung fiir O; ist,
konvergiert also (xy) (fiir gentigend groBe k) in O; und damit in X gegen x.

Damit ist p Metrisierung fir X. Wir miissen noch dafiir sorgen, dafl (X, p) vollstindig
wird: Dazu muff p noch verbessert werden, denn unser letztes Argument sichert nur, day
p lokal volistindig ist. Es sei V= {V; /i€ I'} lokalendliche offene Uberdeckung von X,
so daB jedes V; mit p vollstindig ist. Man wihle eine offene Uberdeckung W= {W,; /i€ "}
als Verfeinerung mit (0. B. d. A.) W; C V;. Dazu wihle man stetige Funktionen ¢; : X > I
mit ;| W; =1 und ¢;IX\ V; =0 und setze

P Y)=p&x N+ D g -ei()l.

ier
Mit p ist offenbar auch p’ Metrisierung fiir X. Ist nun (x, ) bzgl. p’ Cauchy-Folge mit
P (xk, x1) < 1,x; €EW;, dann ist ;(x,) =1 und damit wegen ly; (x¢) — ¢i(x;)| < 1 auch
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15.6—15.9 Kapitel I11: Stetigkeitsgeometrie

X € V; fiir alle k. Wegen p <p’ ist damit (xy ) Cauchy-Folge bzgl. p in V;, also gegen ein
x € V; bzgl. p und p’ konvergent. Damit ist (X, p') vollstiindig.

(d) = (a): Ist X kompakt, so folgt dies unmittelbar aus 12.9(b). Fiir den aligemeinen Fall
vergleiche man etwa Brickell / Clark, , Differentiable Manifolds* (Van Nostrand, 1970),
S.50f.,Prop.34.3/344.

Korollar zum Beweisschritt (¢} = (d): Ein parakompakter T, -Raum X ist genau dann
(vollstindig) metrisierbar, wenn er lokal (vollstindig) metrisierbar ist.

Definition:  Eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M™ ist ein lokal m-dimen-
sionaler T,-Raum, der dem 2. Abzihlbarkeitsaxiom geniigt. Eine
2-dimensionale Mannigfaltigkeit heit auch Fliche. Eine kompakte,
zusammenhingende und randlose Mannigfaltigkeit heifst ge-
schlossene Mannigfaltigkeit.

Bemerkungen und Beispiele:

a} Die T,-Eigenschaft wie das 2. Abzihlbarkeitsaxiom sind erblich (vgl. 12.6d), daher sind alle lokal
m-dimensionalen Riume, die als Unterrdume eines IR™ aufgefat werden kdnnen, automatisch
Mannigfaltigkeiten. Wir werden spiter sehen, daf dies auch schon alle Mannigfaltigkeiten sind.
Insbesondere sind die Beispiele 15.2d, e, f, g, j sowie 15,3 Mannigfaltigkeiten.

b) Da jede Mannigfaltigkeit eine abzihlbare Basis der Topologie hat, gibt es offenbar stets einen
(héchstens) abzihlbaren Atlas. (Der Definitionsbereich einer Karte ist als abzihlbare Vereinigung
von Basiselementen darstellbar. Gibt man einen beliebigen Atlas vor, so definieren die zur Darstellung
der Kartenbereiche notigen Basiselemente einen neuen — abzihlbaren — Atlas.) Eine kompakte
Mannigfaltigkeit hat stets auch einen endlichen Atlas, Da jedoch keine offene Menge von IH™ oder
IR™ kompakt ist, hat ein Atlas einer kompakten Mannigfaltigkeit mindestens zwei Elemente. (Fiir
die 8™ kann man so einen Atlas mit Hilfe zweier stereographischer Projektionen angeben. Auch fir
den Torus St # 81 kann man leicht einen zweielementigen Atlas mit Hilfe zweier ebener offener
Kreisringe herstellen.)

¢) Jede Mannigfaltigkeit ist metrisierbar, normal, parakompakt, o-kompakt und erbt dariiberhinaus
alle lokalen Eigenschaften des IR™ (lokalzusammenhiingend, lokalwegzusammenhangend, lokal-
kompakt usw.). Die Zusammenhangskomponenten jeder Mannigfaltigkeit sind also offen und zugleich
abgeschlossen. Sie sind insbesondere wieder Mannigfaltigkeiten. Da umgekehst die Summe von
(hochstens abzdhlbar vielen) Mannigfaltigkeiten wieder eine Mannigfaltigkeit ist, kann man sich in
der Theorie der Mannigfaltigkeiten ganz auf zusammenhingende Mannigfaltigkeiten beschrinken.

Satz: Jede kompakte Mannigfaltigkeit M™ ldft sich in einen (geniigend hoch-
dimensionalen) IR™ abgeschlossen einbetten,

Beweis: Da M™ kompakt ist, reicht es, eine stetige Injektion h : M™— IR™ zu finden.
h

Lokal hat man in den Karten solche Injektionen: Es seien U; BN B;(i=1,...,1) Karten
von M™  wobei B; entweder gleich ﬁ_o, (0) oder gleich l§3 (0) N IH™ inIR™ ist. AuBerdem

T
sei M™ = U h,' (B™). Nun wihle man ein stetiges f:IR™ — 1 mit fIB™ =1, fIB, (0) >0
1
und fllRm \B3(0) — 0 und setze auf U; f; :=fo hjund auf M™ \U; f; := 0, dann liefert
g(x):=(h; ) f; x), ..., h: () f (%), 1 (), ..., fr (x))

eine stetige Injektion von M™ in den IR*" mit kompaktem, also abgeschlossenem Bild.
y
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15. Mannigfaltigkeiten 15.10—-15.11

Bemerkung: Uber die kleinstmogliche Dimension, fiir die M™ in IR einbettbar ist, wurde im
obigen Satz nicht viel ausgesagt, Ein wesentlich schirferes, mit den Mitteln der Dimensionstheorie be-
weisbares Resultat!) lautet: Jedes Kompaktum der Dimension m kann homéomorph in den IR2M *1
eingebettet werden. (Ein Kompaktum ist ein kompakter, metrisierbarer Raum. Die Dimension einer
Mannigfaltigkeit ist auch ihre topologische Dimension.) Fir den Fall differenzierbarer Mannigfaltig-
keiten hat Whitney?) sogar die Einbettbarkeit in den IR2M zejgen kénnen. (Nicht jede topologische
Mannigfaltigkeit 14t sich mit einer differenzierbaren Struktur versehen3).) So kann man z. B. eine
Einbettung des IP2 in den IR wie folgt konstruieren: Sei f: 82 — IR4 durch f(x, x2, x3) == (x% - x%,
X1 X3, X1 X3, X7 x3) definiert, dann identifiziert f Antipodalpunkte und induziert eine stetige Injek-
tion f: IP2 — IR4. Mit den Mitteln der Algebraischen Topologie (charakteristische Klassen) zeigt man,
daf® IP2 nicht in den IR3 eingebettet werden kann, die 0. g. Resultate also in gewisser Hinsicht optimal
sind. M. Hirsch4) konnte fiir nichtkompakte differenzierbare Mannigfaltigkeiten M™ sogar die Einbett-
barkeit in IR2M~1 zejgen.

(Differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind solche, die mit einem speziellen Atlas {h;: U; > U}/ i€}

verschen sind, fir den alle ,,Kartentransformationen* hj e hi_l thi (U n Uy — hy (U ~ Uy stetig

differenzierbar sind. Meist verlangt man sogar unendlich oftmalige Differenzierbarkeit, das ist aber
keine besondere Einschrinkung (s. das Buch von Munkres).)

1-dimensionale Mannigfaltigkeiten

Die zentrale Aufgabe der Theorien der Mannigfaltigkeiten besteht in der Strukturunter-
suchung dieser Rdume. Dabei ist man besonders an einem moglichst iiberschaubaren
Katalog topologischer Invarianten interessiert, der es fiir jede Dimension m gestattet, die
nicht-homoomorphen — also topologisch verschiedenen — Mannigfaltigkeiten ihren
Strukturmerkmalen entsprechend aufzulisten. (,,Klassifikationsproblem*‘) Natiirlich
kann man sich eine Mannigfaltigkeit viel besser ,,vorstellen, wenn man ihre charateristi-
schen topologischen Daten kennt; gelegentlich kann man das Studium einer konkreten
Mannigfaltigkeit auch wesentlich erleichtern, wenn man sie durch eine andere, iibersicht-
licher gebaute mit denselben charakteristischen Daten ersetzt.

Am einfachsten ist die Klassifikation der 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten: Sie sind
entweder homdomorph zu einem Teilintervall von IR oder zur S', wenn sie zusammen-
hiingend sind — andernfalls hat man es einfach mit Summen von solchen topologisch harm-
losen Raumen zu tun. Wir wollen die Klassifikation der zusammenhingenden 1-dim.
Mannigfaltigkeiten hier einmal konkret durchfiihren, um einen ersten Eindruck von der
Technik solcher Untersuchungen, die natiirlich in den hoheren Dimensionen sehr viel
schwieriger werden, zu vermitteln. Dabei iibertragen wir eine Beweisidee von J. Milnor®)
auf den nichtdifferenzierbaren Fall.

Lemma: M! sei eine zusammenhingende 1-dim. Mannigfaltigkeit, f : ['> M! eine
stetige Injektion. Dann gelten:
{a) f(t) ist genau dann innerer Punkt von f(I), wenn
f()efo, 1[) U Bd(M') ist.

1} Vgl. etwa Franz [3], Bd. I, Satz 35.2.

2) Ann. Math. 1944,

3) M. A. Kervaire, Comm. Math, Helv., 34 (1960).

4) Ann. Math., 73 (1961).

5} Topology from the Differentiable Viewpoint, Univ. Press Virginia, Charlottesville, 1965.
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(b) Es gibt ein Intervall J O I und eine stetige Injektion f' : J> M! mit
£11=f und f' (J) C M'. (Ist f(0)€BA(M"), soist J >0, und ist
£(1)EBA(M!), so ist J< 1))

Beweis:

(a)

(b)

Es sei f(t) innerer Punkt von f(I) mit t =0 oder t=1.Ist dann h: U~ U'C H!
eine Karte um f(t), so darf angenommen werden, da8 U C f(1) und UC M? ist.
Dann ist aber auch h(U) =he f(f! (U)) C H' ,wobei tEf (U)C 1 ist. Da ho f
als Homdomorphismus streng monoton ist (U sei zusammenhﬁngend), mufy

he f(t) = 0€ Bd(IH!) sein, d.h. f(t) € Bd(M?),

Ist umgekehrt f(t) € Bd(M'), so wihle man eine Karte h: U — [0, e[ mit
h(f(t)) = 0. Dann ist {! (U) Clund hof:f" 1 (U)y >0, ¢[ stetige Injektion, also auf
einem halboffenen Texlmtervall I' von £ (U) um t streng monoton. Folglich hat
ho f(I') die Form [0, €'[ mit €' < e.Daherist f(I)=h™! (ke £(1)) G M!, d.h. (1)
ist innerer Punkt von f(I).

Ist schlieflich t € ]0, 1[, so wihle man eine Karte h: U~ U’ um f(t). Wieder ist
he f:f! (U)— U stetige Injektion von einer in I offenen Teilmenge f~* (U) nach
U’. Wihlt man 8§ € IR, mit Jt =8, t + 8[ C £ ' (U), so ist h o f auf diesem Intervall
stetig und streng monoton, also ist ho f(jt ~§,t +8§[) CIR und f(Jt—5,t+§[) =
=h" e ho f(...) g M!, d.h. f(t) ist innerer Punkt von f(1).

Offenbar braucht wegen (a) f nur dann auf negativen Argumenten definiert zu werden,
wenn f(0) & Bd(M") ist. In diesem Fall wiihle man eine Karte h: U~ ]- 1, 1[ um
f(0) mit h(f(0)) = 0. Wieder ist h o f auf f! (U) lokal streng monoton, und es gibt
ein [0, 8[ C £ (U), das auf ein halboffenes Intervall mit Endpunkt O abgebildet wird.
Sei etwa h e f([0, 8[) = [0, €[. Dann gibt es ¢in € € IR, mit }-€¢',0[C -1, 1[\he f(]),
sonst hidtte man eine aufferhalb [0, 6] in I konvergente Folge (tx) mit (ho f(tx)) =0,
was der Injektivitit von h o f widerspriche. Man setze nun f |1 := f und
f11—¢€',0]:=h"11..., dann ist f' eine stetige Injektion, die f fortsetzt. Nach (a) ist
f'(J-€', 1[) offen in M!. Ist £(1) = f' (1) innerer Punkt von f(1), so gilt (b) fiir . Ist
(1) = f (1) Randpunkt von M!, so wiederhole man den eben geschilderten Fort-
setzungsprozef, um ein geeignetes f': ]-¢€’, 1 + €[> M! zu finden.

15.12 Lemma: Es seien J, J' zwei Teilintervalle von IR mit Endpunkten a, b bzw. a’, b’
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und f: J>M' g:J'—>M" zwei stetige Injektionen auf offene Teilmengen

der zusammenhingenden 1-dim. Mannigfaltigkeit M'. (a <b,a’ <b’).

Dann gelten:

(a) f(J) N g(J') hat héchstens zwei Komponenten.

(b) Hat £(J) N g(J') zwei Komponenten, so ist M! homdomorph zu §* .

(c) Hat f(J) N g(J") nur eine nichtleere Komponente, dann gibt es eine
stetige Injektion F : J""=>M! mit JC J”,FlJ =f und
fHuUgHCFJI").



15. Mannigfaltigkeiten 156.12

Beweis:

(a):

(b):

g~! o f ist ein HomSomorphismus zwischen den offenen Teilmengen f* (g(J")) und
g ! (f(J)) von J bzw. J', also lokal streng monoton. Man betrachte nun

G:={(s,g7' fE))/sEF @IM={G.VEIX T [f(s)=5(1)} =
=(fX g) ™' (Am1 x M1)CIX T,

7
_ I
7! ;
[

——— .

-5

Da G abgeschlossen im Rechteck J X J' und g™* f auf jeder Komponente K von

1 g(J') streng monoton sind, kann keine der Kurven Gk = {(s,g™* f(s)) / s€EK}

im Innern des Rechtecks enden, d. h. die Gk bilden Verbindungskurven zwischen den
vier Randstrecken von J X J'. Da g™! f injektiv ist, konnen die vier Randstrecken von
J X 3 héchstens je einmal getroffen werden, d. h. G hat héchstens zwei Komponenten
Gk, und Gy, . Dann hat aber auch f~ ! ¢(J") héchstens zwei Komponenten Ko und
K,, wobei noch f: ™! g(J) > f(J) N g(J’) ein Homdomorphismus ist.

Seien K, K’ die Komponenten von f(J) N g(J") C M', wobei f(a) €K, f(b) EK’
und 2 < b angenommen werden diirfen (notfalls Umbenennung von K und K'). Da

1 @) =T ED NI = K) VI (K)
nur zwei Komponenten hat, ist offenbar
to:=sup tEJ/FHEKI<t, :=inf{tET /() EK'}.

Man darf nun annehmen, daB g(@) €K', g(b) €K mit t, <3’ <b' ist (notfalls
ersetze man g durch eine passende Kurve mit demselben Bild in M' ). Man setze
analog zum obigen Vorgang

t =sup{t€Y [g(t) &K'}, ty:=inf {t ET [/ g() €K},

dann hat man to <t; <t, <t3.Nach 13.13 kann man nun eine stetige Abbildung F
wie folgt definieren:

Fl[to tl] = fl y

Flp,, t2] sei fur f(tl) g(t,) gleich diesem Wert (es mufy dannJa auch t; = t, sein') und
sonst eine Jordankurve von f(t,) nach g (t;) innerhalb K' U {f(t,), g(t;)} (vgl. 10.5a).
Weiter sei Fl[tz t31:=8l. .., ta :=1t3 falls g(t3) = f(to) und t4 > t3 sonst. SchlieBlich
sei Flg, 1,) eine Jordankurve in KU {g(t3), f(ty)} von g(t3) nach f(t,). Nach 15.12
ist dann F :[to, tq] > M! eine geschiossene Jordankurve mit offenem Bild. Wegen
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15.13

15.14

15.13-15.14 Kapitel I111: Stetigkeitsgeometrie

des Zusammenhangs von M' muf F surjektiv sein, d.h. F induziert einen Homd&o-
morphismus F 1 [to, ta]/ {to, 14} =S' > M!.

(c): Es sei K = f(J) N g(J') zusammenhingend und nichtleer. Man setze FIJ :=f. Nun ist
g~ (K) ein zusammenhangendes offenes Teilintervall von J' mit Endpunkten 3’ <b'.
Ist g”! (K) =1J', soist F schon ausreichend definiert, weil dann g (J') C f(J) ist. Da
man g notfalls unter Beibehaltung der Bildmenge geeignet abindern kann, darf man
2’ =a,b’ =b annehmen. Ist g noch links von J definiert, so wihle man eine monoton
gegen a fallende Folge (1) aus g™ (K). Wegen g(a) =lim g(t,) =lim fo 1o g(ty) =
lim f(si), wobei (s ) monoton gegen a oder b konvergiert (0. B.d. A. gegen a), kann
man F(a) :=g(a) setzen und Fll_m,a] ~y =gl . (Konvergiert (s ) gegen b, so
setze man f nach rechts durch den linken Abschnitt von g fort oder dandere den
Durchlaufssinn von g.) Analog dazu kann F auch auf den rechten fehlenden Teil von
J fortgesetzt werden, falls g rechts von J noch definiert ist. Damit ist das Lemma
gezeigt.

Theorem: Jede zusammenhingende 1-dimensionale Mannigfaltigkeit M! ist
homoomorph zu einem Intervall von IR oder zur S' .

(Die topologischen Invarianten , kompakt® und ,,Anzahl von Bd (M1)* kennzeichnen also die zusammen-
hingenden M1))

Beweis: M! sei nicht zur 8! homodomorph. Es sei f:J— M! eine stetige Injektion eines
beschrinkten reellen Intervalles J auf eine offene Teilmenge von M! . Man betrachte

F :={g/g:J > M! stetige, offene Injektion und Fortsetzung von f auf ein beschrinktes
Oberintervall von J}

mit der iiblichen partiellen Ordnung. Offenbar hat £ mindestens ein maximales Element
g:J' >M'.Dag())C M ist, braucht nur noch gezeigt zu werden, dafl g(J') auch abge-
schlossen ist. Fiir x € 8g(J) gibe es jedoch eine Karte h: U =+ U’ um x. Wendete man dann
15.12c auf g und h™! an, so kénnte man g noch auf ein echt groferes Intervall J” als
Element von F fortsetzen, was der Maximalitit von g widerspriche. g(J') ist also nicht-
leer, offen und abgeschlossen im zusammenhingenden M' | also ist g : J' = M! ein
Homdodomorphismus.

Bemerkungen: Damit ist eigentlich gezeigt, dafb die Theorie der 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
topologisch uninteressant ist. Sehr viel interessanter sind dagegen die lokal 1-dimensionalen Riume,
wie das Beispiel 15.4 erwarten lift. Man vergleiche etwa den Artikel von A. Haefliger und G. Reeb
in Enseignement Math. 3 (1957).

Das Ergebnis 15.13 gilt wortlich auch fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten (vgl. das o, g. Buch von
J. Milnor).

Der Fall der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten ist schon wesentlich komplizierter. Dennoch
besagt eines der iltesten Ergebnisse der geometrischen Topologie (das bis auf Mébius zuriickgeht), daf
sich alle geschlossenen Flichen bis auf Homéomorphie als Verklebungen der $2 mit den Tori §1 x §1
bzw. projektiven Ebenen P2 gewinnen lassen. Bevor wir dieses Exgebnis prazisieren und erlautern
kdnnen, miissen wir noch auf die vielbenutzte Verklebungstechnik eingehen. Dazu ergianzen wir zunichst
den Abschnitt 6 uber finale Konstruktionen:
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15.15

15.16

15. Mannigfaltigkeiten 15.15—15.16

Verklebung topologischer Riume:

724

Sind X, Y zwei topologische Rdume, A C X und B C Y, so kann X mit Y lings A bzw. B verklebt

werden, wenn klar ist, in welcher Weise die Punkte von A mit denen von B identifiziert werden sollen.
In der Regel wird dies durch eine Abbildung f: A = B vorgeschrieben, d.h. a= A wird mit f(a)
identifiziert. (Wegen der Transitivitit von Aquivalenzrelationen wird dann auch a mit a’ identifiziert,
sobald f(a) = f(a') ist!) Genauer:

Definition: Es seien X, Y topologische Raume, AC X und f: A =Y eine (nicht

notwendig stetige) Abbildung. Man nennt dann X Uy Y ;=X 2 Y /T
die Verklebung von X an Y via f (engl.: adjunction). Dabei lautet die
von f gegebene Aquivalenzrelation:

'
Z=12Z

s~ o o 4 Oder f(z)=2'
' oder f(z') =z

oder f(z) = f(z').

Einlache Beispiele:

a) X=Y =81, A={xo} <S8!, f(xg)=xp, dann ist X U ¢Y = §1 U ,;S1 die Lemniskate oder Figur 8.
b) Analog zum ersten Beispiel ist §2 U ;,(S2 homdomorph zu $2 / Aquator.

¢) Man wihle zwei disjunkte, zZum Torus S! # S1 homdomorphe Riume, etwa

T=¢1/{0,1Pp=a/{0,1Hund T' = 2,31/ {2,3D~2,3]/ {2,3D.

SIScS

. . . 5
Aus jedem entferne man ein offenes Quadrat, etwa Q = ]-g:, %[2 bzw. Q' = 2 + 9, 2+ 5[2, und setze

X:=T\Q,Y :=T'\Q'. Auf A :=3Q definiere man nun die folgende Abbildung f in Y:

3\ .- 3 3 ). S -’1).= S )
f(s,B). (2+8,2+s),f(8,t). (2+t,2+8), f(s,8 : (2+8,2+5
und f(%,t):=(2+t,2+%).

(Liuft (s, t) um Q ,rechts* herum, so f(s, t) in der umgekehrten Richtung um Q') Offenbar ist
f:A— 3Q CY hier ein Homdomorphismus.

Klebt man nun X via f an Y, so erhilt man eine sogenannte Brezelfliche vom Geschlecht 2:

Ty =X UfY =(T\Q) U (T'\ Q).
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15.17 Kapitel 111: Stetigkeitsgeometrie

Man sagt, die Brezelfliche T, entstehe durch Anheften eines Torus an einen anderen (bis auf
Homoomorphie selbstverstindlich). Analog kann man durch Anheften eines Torus Ty := §1 n§1

an T, die Brezelfliche T3 vom Geschlecht 3 erhalten. Allgemeiner entsteht T, die Brezelftiche
vom Geschlecht n, durch Verklebung von n geeignet gelochten Tori lings ihres Randes. Man schreibt
kurz

Ta=T#Ty=...#T| =Ty #Tp—; (n=1)

wobei Tg := 52 und # den oben eingefiithrten Prozef des Lochens und lings-der-Rinder-Verklebens
bezeichnet,

Man beachte, daft man in der Theorie der Mannigfaltigkeiten das Zeichen = meist nur als
homdéomorph zu verstehen hat. Man miifte nun natirlich erst zeigen, daf tatsichlich Homéomorphie
besteht, d. h. dal} die Verheftung gelochter Tori unabhingig von der Wahl der Locher stets homdoo-
morphe Riume liefert. Wir werden einen entsprechenden Beweis andeuten, wenn wir Homéomorphis-
men verheften kénnen (15.19).

d) Eine bekannte, in den Biichern zur Unterhaltungsmathematik gern angedeutete Konstruktion des
reellen IP2 ist die sogenannte Kreuzhaubenkonstruktion:

Es sei X eine topelogische Kreisscheibe,d.h. X = B2. (Man stelle sich etwa die siidliche
Hemisphiire der §2 darunter vor.) Nun sei Y ein Mdbiusband (5. 6.4d). Der Rand Bd (Y) ist
homdomorph zur §1, ebenso der Rand Bd (X). Man wihle einen Homdomorphismus
f:Bd(Y)— Bd (X) C X, dann ist IP2 = Y U ¢X. Einen konkreten Homoomorphismus kann man
mit Hilfe von 15.18 konstruieren, Man mache sich hier jedoch klar, daf das Ankleben des M&bius-
bandes an die siidliche Hemisphire der $§2 genau dasselbe bewirkt wie die Identifikation der Anti-
podalpunkte der Sphire,

15.17 Lemma: Es seien X, Y topologische Raume, A abgeschlossene Teilmenge von X
und f:A—>Y stetig, dann bettet die natiirliche Abbildung
ng: Xz Y—>XU;Y die Unterriume X\ A bzw. Y offen bzw. abge-
schlossen ein.

Beweis: An der in 15.15 explizit angegebenen Aquivalenzrelation sieht man, daf
nglx \ A und n¢ely injektiv sind. Nach Definition des topologischen Quotienten sind diese
Abbildungen auch stetig.

nelx \ o ist offen: Es sei O C X\NAC X 'Y, dann ist offenbar ng' (ng (0)) =
=QUf(ONA)UT! (f(onA)) chuY d.h. nf(O)CXUfY

ngly ist abgeschlossen: Essei BC Y C X 2Y, dannist n' (ng(B))=BUf ' (B)CXerY,
denn f ist stetig. Daher ist n; (B) C X U (Y.

Korollar: Es seien X, Y, A, f wie oben. Aufierdem sei f ein Homdomorphismus
auf eine abgeschlossene Teilmenge f(A) von Y, dann bettet n; die
Riume X und Y bzw. X\ A und Y \ f(A) abgeschlossen bzw. offen
in XU ¢Y ein. In diesem Faile findet man also X und Y in der Ver-
klebung wieder, und sie treffen sich genau in A =B =ns (A U B).
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15. Mannigfaltigkeiten 15.18

15.18 Satz: (Verklebung von Abbildungen)
Es sei das folgende Diagramm von topologischen Raumen und
stetigen Abbildungen gegeben:

/ x \

A z

\ v /

Das Diagramm sei kommutativ, d.h. go f = hl, . Dann gelten:

(a) Es gibt genau eine Abbildung (hU g) : X VU Y - Z mit
(hUg)enelx =h und (h U g)o ngly =g. Diese Abbildung ist
stetig.

(b) Sind g, h injektiv und ist h(X) N g(Y) =h(A),soistauch hU g
injektiv.

(¢} Sind g, h abgeschlossene Abbildungen, so ist es auch h U g.

(d) Sind g, h Homéomorphismen auf abgeschlossene Teilmengen der
jeweiligen Bildraume und gelten go f= hiA, h(X) N g(Y) =h(A),
h(X)Veg(Y)=Z,s0ist hUg:X U Y - Z ein Homdomorphismus.
(Fiir kompakte X, Y und hausdorffsches Z braucht man f, g, h
nur als stetige Injektionen vorauszusetzen!)

Beweis:

(a) Esseiwieder ng: X Y > X U Y die natiirliche Abbildung. Setzt man nun
hUg(ng(x)) :=h(x) fur x€ X und h U g(ng (y)) := g(y) fir y €Y, so erhilt man
eine wohldefinierte Abbildung, denn fiir z # z' mit ng (z) = n¢ (z') sind
2,z €EAUT(A) mit f(z) =2, d.h. h(z) =gf (z) =g(2), oder f(z') =z, d.h.

h(z') = gf (z') = 8(2), oder f(z) = f(2), d. h. h(z) = gf(z) = gf (z') = h(z). Offenbar
ist dies auch die einzig mogliche Definition fiir h U g.

Nach Definition des Quotienten ist h U g genau dann stetig, wennes (h U g) o ng
ist. Nach Definition der Summe ist (h U g) o n¢ genau dann stetig, wenn es
(hUg)onelx =h und (hUg)e n¢ly =g sind. Letzteres ist der Fall.

(b) Sind g, h injektiv, so ist es auch f (wegen hlA =go f}. Ist nun (h VU g) (n¢ (2)) =
=(h U g) (ns(z")), so mud wegen h(X) N g(Y)=h(A) z=2 oder z,z’ € AU f(A)
gelten. Im letzteren Fall mu wegen der Injektivitit von f, g und h wiederum z =z’
oder z€ ng' (ng(z')) gelten, d. h. ng(z) = ng (z).

(c) BC XU Y ist abgeschlossen, genau wenn es ng' (B) in X 2 Y ist, d.h. wenn
n;' (B) N X T X und n;! (BN 'Y C Y sind (finale Topologie der Summe!). Wendet
man daher h U g auf ein abgeschlossenes B an, so erhilt man

hUg(B)=(hUg)ene(ng’ (B))=[(hUg)e ne(ng' BYNX)VL...(n¢" (B)NY)]
=h(ng' (B)NX)U g(ng’ (B)NY),

und letzteres ist abgeschlossen in Z, weil g, h abgeschlossene Abbildungen sind.
(d) Die Behauptung ergibt sich als Korollar zu (b), (c).
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15.19 Kapitel 111: Stetigkeitsgeometrie

15.19 Anwendungsbeispiele:
a) Zunichst ein triviales Beispiel: Sind X, Y C Z,sogilt XU Y = X Yidyg YY nach 15.18d. Nach
15.17 ist der aus den Inklusionen konstruierte Homdomorphismus im wesentlichen die Identitit.
b) Analog zusammengeklebte Riume sind homoomorph: Dazu sei das folgende Diagramm gegeben:

X = - X
N /N
A Xus¥ X'ugY A
f\‘ Y ” _\ Y'/f'
i -

Dabei seien g, h Homéomorphismen mit g(A)=A' und he f=f o gls, A’ C X' und f' seiein
Homé&omorphismus auf eine abgeschlossene Teilmenge von Y. Dann sind X U Y und X' U ¢Y’
vermoge (ng o g) U (ng o h) hombéomorph.

Bewels dazu: Nach dem Korrollar zu 15.17 sind ng : X X' UpY' bzw. ng: Y X' U ¢Y'
abgeschlossene Einbettungen, daher sind g' := ngro g bzw. h' := ng o h Homdomorphismen auf
abgeschlossene Mengen. Auflerdem ist

hof=ngohof=ngpofogly=npogly
sowie

g’ (X) Nk (Y) =ng (X') N ng (Y') = np (A) = np g (A) = g'(A)
und offenbar auch

g X)Uh'(Y)=X' U pY"

Demnach sind die Voraussetzungen von 15.18(d) erfiillt, d. h. g’ U I’ ist ein Homdomorphismus.

¢) In 15.16(c) wurde eine Brezelfliche durch Verheftung zweier gelochter Tori konstruiert, Dabei
waren die speziellen Konstruktionen der Lécher und der Verklebungsabbildung fiir ihre Rinder
recht mihsam und unhandlich, Offenbar spielt die spezielie Herstellungsweise der Brezelflichen
fiir ihre topologischen Untersuchung keine wesentliche Rolle. Wir wollen nun andeuten, warum dem
so ist:

Es seien M, M’ zwei zusammenhingende m-dimensionale Mannigfaltigkeiten und j, k : IRM— }}d
bzw. j',k': IRM™— M’ stetige Injektionen. M bzw, M’ werden nun mit Hilfe von j (B™) bzw. i’ (B™)
gelocht und lings der Riinder verklebt. (Daf 3, k,j’, k' auf ganz IR™ definiert ist, sichert nach
14.13(d), (e), daB® die etwaigen Rinder von M bzw. M' nicht getroffen werden. Mit Hiife lokaler
Karten und 14,21 sieht man auch, daff j~1, k! usw. m-Karten fiir M bzw. M’ liefern, die noch
Umgebungen von j (B™), k (B™) usw, beschreiben,) Wir setzen also X := M \ j (BM), X' := M'\ j' B&m, ,
A := 3j (B™) = (lokale Karten!) j (S™lyund £ = j e j"t 5. Analog verfahren wir bei der Lochung
durch k bzw. k': Y :=M\Kk(B™), Y':=M'\k'(B™), A’ :=k (8™ 1), f' :=k’ o k=1 |5 . Nun suchen
wir nach einer Bedingung, die die Homdomorphie von X U ¢X' mit Y U ¢Y' garantiert,

Dazu wollen wir annehmen, dafl zwei Homoomorphismen g : M — M bzw. h': M' ~ M’ existieren,
die die Locher vertauschen, d.h. fiir die g'o j=k und h'» j" = k' gelten, Mit Hilfe lokaler Karten
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15.20

15. Mannigfaltigkeiten 15.20

d)

€)

und 14.13(e) sicht man, daf g’ und h' die jeweiligen Randpunkte erhalten, so daf zwei Homéo-
morphismen g:=g'lx: X~ Y bzw. h:=h'ly : X' - Y’ induziert werden. Wir wollen sehen, ob
fiir g, h die Bedingungen von (b) erfiillt sind. Nach 14.13(¢e) hat man offenbar

gA)=goj™ =k (™ 1) =A" und hof=hojojliy=k'ojll|,.
Istnunac A=j(S™ 1), d.h.a=j(s), so ist

Kejl@=k'®)=k'cklek()=k'oklegejE)=k'oklog (a).
Daher ist also

hef=k'ek™leg'ly =fog'ly=fogia.

Aus Kompaktheitsgriinden sind auch die iibrigen Voraussetzungen von (b} erfiillt, so daft g und h zu
einem Homdéomorphismus von X U ¢X' auf Y U ¢#Y' verkleben,

Wir haben damit das folgende hinreichende Kriterium gefunden: Die Verklebung zweier ge-
lochter m-dimensionaler Mannigfaltigkeiten ist jedenfalls dann unabhéngig von der Wahl der
Lochungen (bis auf Homéomorphie), wenn die Lécher durch geeignete Homoomorphismen der
Mannigfaltigkeiten auf sich ineinander transformiert werden kénnen.

Zur Existenz der geforderten Transformationen: Sind M, M’ Tori, so kann man mit Hilfe
konkreter Karten nachweisen, dafd die gewiinschten Transformationen existieren. Analog kann man
beim Nachweis fiir alle Brezelflichen verfahren, so da sich die Menge der (Homéomorphieklassen
von) Brezelflichen unter der Verklebungsoperation # als kommutative Halbgruppe mit Null-
element S2 herausstellt.

Das in (¢) fiir die Verklebungsoperation # hergeleitete Ergebnis garantiert auch im Falle
differenzierbarer Mannigfaltigkeiten die Unabhingigkeit von der Auswahl der Lécher. Es gilt

namlich der folgende Satz von R, 8. Palais!): Sind £, g: B™'— M™ \ Bd (M™) differenzierbare
Einbettungen (und orientierungstreu, falls M™ orientierbar ist) und ist M™ zusammenhingend, dann
gibt es einen Diffeomorphismus h: M™ - M™ mit he f=gund h tMm\ g = id fiir ein kompaktes

K € M™, (Die letzte Aussage ist sehr niitzlich, wenn M™ noch mit anderen Mannigfaltigkeiten
verklebt werden soll.)

Anwendungen der Verklebungssumme héherdimensionaler (differenzierbarer) Mannigfaltigkeiten
findet man z. B. in Arbeiten von J. Milnor?),
Die sogenannten exotischen Sphiren, d.h. differenzierbare Mannigfaltigkeiten, die homdomorph
und nicht-diffeomorph zu den Standard-Sphiren S™ < R™ *! gind, entstehen — anschaulich ge-
sehen — genau dann, wenn ein ,hiBlicher* Diffeomorphismus £:S™~1 - §M—1 51 Verklebung
B™ U ¢(B™ benutzt wird3).

2-dimensionale Mannigfaltigkeiten

Bemerkungen: Die Klassifikation der geschlossenen Flichen ist relativ einfach. Als

Standardtypen wihlt man die ,,Brezelfliichen vom Geschlecht n* T, :=T; #...8T,
(n Summanden), wobei T, der Torus S§* 78" und T, die Sphire $* sind (15.16(c) und
15.19(c)). Tatsichlich sind diese geschlossenen Flichen paarweise nicht-homdomorph.
Man beweist das mit Hilfe der Fundamentalgruppen und 14.14(c):

1} Proc. Amer. Math. Soc. 1960, s.a. J. Milnor: Variedades Differenciables con Frontera, Inst. Mat.

U.N. A. M., 1960.

2) 3-dimensionale Mannigfaltigkeiten: Am. J. Math., 84 (1962); differenzierbare Strukturen auf

Sphiren: Bull. Soc. Math. France, 87 (1959), ,,Differentiable Structures®, Princeton, 1961.

3) S. die Literaturangaben in {d).
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Zunichst ist my (S2) einelementig, wihrend =y (T;) = my (S1) x my (§81) = Z X 2 ist. Ein gelochter
Torus X = T \j(B2?) hat die Lemniskate (Figur 8} als starken Deformationsretrakt (14.14(a)), so dafs
my (X) = my (8) frei vom Rang 2 ist (14.14(c)). Aus dem Satz von Seifert-van Kampen ergeben sich fir
T,, daraus Fundamentalgruppen, die Quotienten von freien Gruppen vom Rang 2n sind.

= e &

Mit Hilfe kombinatorischer Techniken kann man nun unter Ausnutzung der Triangulier-
barkeit der Flichen zeigen, daB® die geschlossenen ,,orientierbaren‘ Flichen (das sind zu-
gleich die, die sich in IR? einbetten, also konkret ,vorstellen* lassen) zu Brezelflichen
T, (n = 0) homdomorph sind. Wie der reelle projektive Raum IP? zeigt, sind damit jedoch
nicht alle geschlossenen Flichen erfafit. (Die Kreuzhaubenkonstruktion 15.16(d) und der
Satz von Seifert-van Kampen zeigen, daB n, (IP?) = 2/ 2 Z ist.) Die Verklebungssummen
P2 # ... #IP? liefern jedoch alle nichtorientierbaren geschlossenen Flichen (bis auf
Homoomorphie).

Hat man dieses Ergebnis im Detail studiert, so birgt auch die Klassifikation der Flachen
insgesamt keine Uberraschungen’).

Hoherdimensionale Mannigfaltigkeiten, Poincaré-Vermutung

Bemerkung: Wie bereits mehrfach erwihnt, ist das Klassifikationsproblem fiir 3- und
hoherdimensionale Mannigfaltigkeiten ungelost. Dabei gibt es vor allem fiir 3-dimensionale
Mannigfaltigkeiten eine Fiille von Detailergebnissen®). A. A. Markov®) konnte zeigen, daf}
das Klassifikationsproblem fiir kompakte Mannigfaltigkeiten der Dimension = 4 aus
logischen Griinden unlésbar ist, so daf dort ohnehin nur Detailergebnisse erwartet werden
konnen.

Die berithmteste, bislang noch offene Vermutung im Zusammenhang mit 3-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeiten stammt von H. Poincaré: Ist $* die einzige einfach-zusammen-
hingende geschlossene 3-dimensionale Mannigfaltigkeit? Man stellte spater fest, daB diese
Frage dquivalent zur Vermutung ist, jede geschlossene, zur S*> homotopie-iquivalente
3-dimensionale Mannigfaltigkeit sei zur S* homéomorph. Erstaunlicherweise gelang eine
Antwort fur hohere Dimensionen:

1) Literatur: B. v, Kerekjarto, Vorlesungen iiber Topologie, Berlin, 1923 (vollstandige Klassifikation
aller Flidchen); Seifert-Threlfall, Lehrbuch der Topologie, Leipzig, 1934; Ahlfors-Sario, Riemann
Surfaces, Princeton, 1960; W. S. Massey, Algebraic Topology, New York, 1967.

2) Vgl. etwa C. D. Papakyriakopoulos, Proc, Intern, Congt, Math, 1958; J, Milnor, Am. J. Math,, 84
(1962)y; M. K. Fort, , The Topology of 3-Manifolds‘‘, Prentice Hall, 1962.

3) Proc. Intern. Congr. Math., 1958,
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Eine differenzierbare Homotopie-n-Sphdre ist fiir n 2 5 stets zur 8™ homdomorph (nicht
diffeomorph: exotische Sphiren!)!).

Die verwendeten Techniken beruhen einerseits auf denen der Algebraischen Topologie
andererseits auf denen der sogenannten Morse-Theorie (Analyse von Mannigfaltigkeiten
mit Hilfe differenzierbarer Funktionen; als Einfithrung studiere man Milnors Buch iiber
dieses Thema®). Sie wurden neuerdings von Browder und besonders C. T. C. Wall zur
sogenannten , Surgery* (Henkelkorperzerlegung) verallgemeinert, ein héherdimensionales,
natiirlich viel komplizierteres Analogon zum Aufbau der Brezelflichen. (Von Browder und
Wall gibt es Biicher iiber Surgery, sie setzen jedoch erhebliche Kenntnisse in den Grund-
lagen voraus.)

Wir konnen auf diese anspruchsvollen Untersuchungen hier nicht niher eingehen und
wollen uns darauf beschrinken, nach den Verklebungskonstruktionen noch ein weiteres
Verfahren zur Konstruktion hoherdimensionaler Mannigfaltigkeiten anzureifen, das sich
recht elementar darstellen laf8t und in vielen Untersuchungen der Topologie und benach-
barter Gebiete eine grofie Rolle spielt:

Topologische Gruppen und Mannigfaltigkeiten

15.22 Klassische Gruppen:

Als offener Unterraum von IR™ ist GL (n;IR) = det™ (IR \ {0}) eine n?-dimensionale,
randlose und nichtkompakte Mannigfaltigkeit und zugleich eine topologische Gruppe bzgl.
der Hintereinanderschaltung von Abbildungen (Matrizenmultiplikation). Diese Matrizen-
gruppe und ihre Untergruppen spielen in der Topologie eine hervorragende Rolle, so haben
wir sie in 15.2(d) benutzt, um S™ bequem mit Karten ausstatten zu konnen (die Unter-
gruppe der Isometrien ,,operiert* als bequem iiberschaubare Gruppe von Homéomorphismen
auf §™), und die Zerlegung von GL (n; IR) in genau zwei Wegkomponenten ist der Ausgangs-
punkt fiir jeden Orientierungsbegriff (vgl. Biicher iiber Algebraische oder Differential-
topologie). Man nennt topologische Gruppen, die zugleich Mannigfaltigkeiten sind,
Liegruppen. Fiir sie gibt es eine ausgedehnte Theorie mit starken Beziigen zur Differential-
geometrie (jede Liegruppe 1Bt sich mit einer differenzierbaren Struktur versehen).

Fiir die Topologie besonders wichtig ist natiirlich die Gruppe der Isometrien O (n; IR),
sie bildet ja die wichtigste geschlossene Mannigfaltigkeit S" ~! immer auf sich ab, und sie
ist kompakt (beschrinkt und abgeschlossen in IR"?), wie man sich leicht iiberzeugt. Wir
wollen zeigen, dafs es sich um eine Liegruppe handelt:

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dafd eine Matrix A = (aik)ﬂk =1 genau dann eine lIsometrie
beschreibt, wenn die gestiirzte Matrix A" zu A invers ist. Nach der Art wie Matrizen multipliziert werden,
n
heifdt das, daB fir 1 < i< k < n stets Z ajjakj = bk ist (Kroneckersymbol). Man definiere nun eine

i=1

1) Theorem von . Smale, J. Stallings und E. C. Zeeman; vgl. S. Smale, Am. J. Math., 84 (1962), Bull.
AMS, 66 (1960), Ann. Math., 74 (1961); J. Stallings, Bull, AMS, 66 (1960); E, C. Zeeman, Bull.
AMS, 67 (1961); ausfiihrlichere Darstellungen: J. Cerf in Seminaire H, Cartan (1961/62) und
J. Milnor, , Lectures on the h-Cobordism Theorem**, Princeton, 1965.

2) Princeton, 1963.
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1
differenzierbare Abbildung f: GL (n;IR) —» IRZ2 " (R*1) Jurch fik (A) := Zajjagj - 8jk. Wollen wir 15.3
]

anwenden, so muf} gezeigt werden, daft Df(A) maximalen Rang hat fiir jedes A & -1 (0). Speziell fiir
A =E (Einheitsmatrix) hat man

ofjx
dapgy E

= 2 (8ip Bjq bkj ¥ 8ijSkpdjq) = SipSkq * dkp biq-

i
Schreibt man sich die Funktionalmatrix ausfithrlich auf, so treten auf der Hauptdiagonalen und nur dort
von null verschiedene Werte auf, nimlich

afii ofik
daj; E * dajk E

. ofik ..
=1 firik wund ——| =0 fir (i,k) # (p,q).
aapq E

An der Stelle A = E hat Df also maximalen Rang. Da die Linksmultiplikation A ° () : GL (n; IR) —
— GL (n; IR) fir A € GL (n; IR) ein Diffeomorphismus ist, ist Rang Df (A) = Rang Df (A~1 A)
= Rang Df (E). Nach 15.3 ist O (n; IR) eine kompakte, randlose Liegruppe der Dimension

n? —%n(n+ l)=%n(n41).

Man kann zeigen, dafs auch O (n; IR) genau zwei Wegkomponenten hat, die sich durch
den Wert + 1 bzw, — 1 der Determinante unterscheiden. Die Komponente SO (n; IR) :=
:= 0 (n; IR) N det™ (1) der Identitit E bezeichnet man als spezielle orthogonale Gruppe,
sie bildet eine geschlossene Mannigfaltigkeit der Dimension % n(n— 1). Die Abbildung
A (A [ det A;det A) liefert einen topologischen Gruppenisomorphismus von O (n; IR)
auf SO(n;IR) X {—1,+1}.

00
Mit Hilfe der ,, Exponentialabbildung* exp: M (nxn; IR) -+ GL (n; IR), A Z Ak / k!, die eine
k=0
Umgebung der Nullmatrix diffeomorph auf eine Umgebung der Identitit in GL abbildet, kann man
weitere Liegruppen als Untergruppen von GL (n; IR) bzw. GL (n; €) nachweisen (Klassische Gruppenl)).

Definition: Es seien G eine topologische Gruppe, X ein topologischer Raum und
. G X = X eine stetige Aobildung. Diese Abbildung heit (Links-)
Gruppenoperation auf X, wenn fir jedes g, h€ G, x E X stets e -x = x
und g-(h-x)=(gh)-x gelten.

Eine Gruppenoperation auf X heifit fixpunktfrei, wenn jedes x € X
trivialen Stabilisator S, hat,d.h. wenn stets S, :={g€ G /g -x =x} = {e}
ist.

Eine Gruppenoperation auf X heifit transitiv, wenn fiir ein x € X (und
damit fiir jedes x) das Orbit G -x = X ist. (Ist g-x = x', so ist
glgx=x=g!.x".Isth-x=x",soist hg™! -x’ =x".

Beispiele:

a) Die Gruppe 2/ 2 Z = {-1,+ 1} operiert fixpunktfrei auf $™ vermoge (e, X) - € - x.

b) Essei A € S! p. primitive Einheitswurzel, d.h. A9, A, A2, A3, ..., AP~ bilden die Gruppe der p.

Einheitswurzeln Z (diskrete Top.). Dann wird durch - 2 m S2m 1., g2m+1 (hk X))+ ak-x
wobei x' 2x e ¢M £ aufgefafdt wird, eine fixpunktfreie Gruppenoperatlon gegeben

1y Vgl. etwa S. Sternberg, ,Lectures on Differential Geometry*, New York, 1964.
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¢) Ist X ein topologischer Vektorraum mit mehr als einem Element, so ist die Skalarmultiplikation
bzgl. der multiplikativen Gruppe des Kérpers eine fixpunktfreie Gruppenoperation.

d) Durch (A, x} — A (x) werden transitive Gruppenoperationen von O (m; IR) r §™ 1 pzw.
SO (m; IR) 7 $SM ~1 auf $M ! definiert.

Fixpunktfreie Operationen dienen vorwiegend zur Konstruktion von Mannigfaltigkeiten,
wihrend transitive Operationen zur Strukturuntersuchung niitzlich sind, insbesondere dazu
dienen, Mannigfaltigkeiten als homogene Riume, d.h. als Quotienten von Gruppen nach
Untergruppen, darzustellen. Wir beschrianken uns auf einige einfache Beispiele:

Satz: Die diskrete endliche Gruppe G operiere fixpunktfrei auf der ge-
schlossenen m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, dann ist der Orbitraum
M / G eine geschlossene m-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Dabei bezeichnet M / G den topologischen Quotienten von M nach der folgenden Aquivalenzrelation:

X~x:1 =G -x=G x' = x,x' liegen im selben Otbit.

Beweis: Mit M ist auch fir M / G das 2. Abzihlbarkeitsaxiom giiltig, denn die
Quotientenabbildung n: M~ M/ G ist offen: Ist ndmlich O C M, so ist n”'(n (O)) U g 0
und fiir jedes g ist g-(.): x = g -x ein Homoomorphismus.

Die gegebene A quivalenzrelation ~ ist als Teilmenge von M7 M abgeschlossen, denn es
ist ~ =@ (G M), wobei p(g, x) :=(g-x, x) sei,und G M ist kompakt. Sind nun zwei
Elemente n(x) # n(y) aus M / G gegeben, so ist (x,y) € Ma M \ ~, also gibt es offene
Umgebungen U bzw. V von x bzw. y in M mit UX VC Ma M\ ~, Da n offen ist, hat man
in n(U) bzw. n(V} disjunkte offene Umgebungen von n(x) bzw. n(y) gefunden, d.h.
M/ G ist T,-Raum.

Es sei nun x € M. Wir behaupten, da® es eine offene Umgebung V von x in M gibt, so
daB fiir jedes g€ G\ {e} VN g-V =@ ist, d.h, alle Linkstranslationen schieben V ganz
aus V heraus. Es sei K’ kompakte Umgebung von x, dann ist G -x N K' endlich, da G
endlich ist. Da M T, -Raum ist, kann man eine kompakte Umgebung K von x wihlen, die

G -x genau im Punkte x trifft. Man setze W := K\ U g K, dannist W CM. Wirex ¢ W,
g+ e

so giibe es ein g# e mit x € g- K. Dann wiire jedoch g™! - x €K, also nach Wahl von K
g ' x = x und wegen der Fixpunktfreiheit g"! = ¢ im Widerspruch zur Wahl von W. Es
ist also W offene Umgebung von x. Ist nun g # e, so ist

gWNW=(g.K\ Ugg KNEK\ U g KC@ERNK\ U g K=0.
g#e gFe g Fe

Man kann daher V := W setzen.

Wihlt man V wie eben konstruiert, so ist nl, : V> M / G injektiv, offen und stetig. Ist
nunh:U— U CIR™ eine Karte um x mit UC V, so liefert ho n™! :n(U) > U’ eine
m-Karte um n(x). Damit ist der Satz bewiesen.

Anwendungsbeispiele:

a) Beispiel 15.23(a) liefert die m-dimensionale geschlossene Mannigfaltigkeit S™ / {~ 1, + 1}, das ist
die iibliche Konstruktion von IP™,
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b) Beispiel 15.23(b) liefert L (2m + 1;p) := 82™*1 /2, den 2m + I-dimensionalen Linsenraum der
Ordnung p. (Man versuche, sich die Orbits vorzustellen!) Die Klassifikation der Linsenrdume ist im
Rahmen der sogenannten , ginfachen Homotopietheorie vollstindig gelungen!). Man stoft hier — wie
neuerdings hdaufiger bei topologischen Untersuchungen — auf merkwiirdige zahlentheoretische
Bedingungen.

Satz: Die kompakte topologische Gruppe G operiere transitiv auf dem T, -
Raum X, dann ist fur jedes x € X der Stabilisator S, = {g€ G /g -x =x}
eine Untergruppe von G, und es ist G / S, homoomorph zu X.

Beweis: Offenbar ist S, fiir jede Gruppenoperation eine Untergruppe von G. Zu festem x
sei p:G —> X durch g » g -x definiert. Offenbar ist p stetig, wie das folgende Diagramm
zeigt:

X+—GnX

tp

G——=G7 {x}

Esist p~! (x) = Sy, also ist S, abgeschlossene Untergruppe von G. Nach 9.10(a, ) ist
G / S¢ kompakt. Da G transitiv operiert, induziert p einen Homoomorphismus
p:G/Sy~>X.

Bemerkung: Der Beweis zeigt, daB statt der Kompaktheit von G auch die Offenheit
der Aboildung p hinreicht.

Anwendungen:

a) Beispiel 15.23(d) erlaubt §™M ~1in der Form O (m; IR) / Sg topologisch als ,,homogenen Raum*®
1

darzustellen, Wihit man fir x etwa den Nordpol x = 0 , 50 ist offensichtlich Sy = O (m - 1; IR),
0

also ist $™ ~1 topologisch gleich O (m;IR) / O (m — 1;IR) bzw. gleich $O (m; IR) / SO (m - 1;IR).

(Dabei fafit man jedes A € SO (m —~ 1;IR) in der Form ((1) 2) als Element von SO (m; IR) auf.)

b) Die Grafimann-Mannigfaltigkeiten 'Gp’q: Als Menge sei Gy g die Menge der p-dimensionalen
linearen Unterrdume des IRP ¥4, Versieht man alle Raume fir einen Moment mit der diskreten
Topologie, so operiert GL (p + q; IR) transitiv auf G, q.Satz 15.25 liefert eine Bijektion

j:GL(p+q;IR)/Sx—>Gp_q.Fﬁr x=L(ey,...,¢p) ist 85 = {A/A= (Aol :)mit
A1 €GL(p;IR), Az € GL (g; IR)}. Wihit man nun wieder die iibliche Topologie auf GL, so versieht
iGp,q mit der Topologie von GL / Sx. Man kann nun zeigen (s. etwa das oben zitierte Buch von
Sternberg), daBl GL (p + q; IR) / 8¢ eine p -q-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, also auch Gp, 4.
c) Nun operiert auch SO {p + q; IR) in natiirlicher Weise auf GL (p + q; IR) als Matrizenmultiplikation.
Ay A,

0 A ), so auch B° A fiir B&E SO, d.h, SO (p t+ g; IR) operiert (nun
3

Hat A € Sy die Form A = (

1) Vgl etwa M. M. Cohen, , A Course in Simple-Homotopy-Theory", Berlin, 1970.
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sogar transitiv) auf GL (p + q; IR) / Sx. Dabei hat der Stabilisator von S, die Form

Ssx={ BeSO(p+q; IF!)/B=(BO1 BOZ)}=SO(p;IR)X SO (q;IR).

Nach dem obigen Satz ist also

SO(p+q;IR)
SO(p;IR) X SO(q;IR) *

Insbesondere ist also Gp’q stets kompakt.

Gp,q = GL(p+q;IR) /Sy =

1526  Wir wollen damit unsere kurze Einfithrung in die Theorie der Mannigfaltigkeiten be-
schliefen. Fir die Konstruktion von Mannigfaltigkeiten mit Hilfe von Gruppen verweisen
wir auf V. Steenrod, ,,The Topology of Fibre Bundles*, Princeton, 1951, sowie neuere
Biicher iiber Differentialgeometrie und Liegruppen. Untersuchungen differenzierbarer
Mannigfaltigkeiten mit solchen Konstruktionen findet man z. B. in Hirzebruch-Mayer,

,,O (n)-Mannigfaltigkeiten, exotische Sphiren und Singularititen*, Berlin, 1968.
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Verzeichnis der Abkiirzungen

IN={1,2,3,...},INg={0,1,2,3,...},

2 Menge der ganzen Zahlen,

IR Raum der reellen Zahlen, meist mit Betrags-Metrik,

IR+ Menge der positiven reellen Zahlen,

I abgeschlossenes Einheitsintervall ({t € IR/0 <t < 1}),

€ Raum der komplexen Zahlen mit Betrags-Metrik,

IK gemeinsames Symbol fir IR oder € (s.5.10),

S" = {x € IR"* 1/Ixl = 1} mit der Unterraum-Topologie,

B" = {x €IR"/Ix| < 1} mit der Unterraum-Topologie,

B (x) = {y € X/d(x, ¥) < €} abgeschlossene Kugel vom Radius ¢ um x bzgl. der
(Pseudo-)Metrik d auf dem Raum X, (vgl. 1.1),

Bi (x) = {y €X/d(x, y) < €} bzgl. einer Metrik d (vgl. Abschnitt 1, Aufg. 1),

IR" Raum der n-Tupel reeller Zahlen, meist mit euklidischer Metrik (Abschnitt 1),

O leere Menge, X\Y = {x € X/x € Y}, X Produkt,

P(X) Potenzmenge (Menge aller Teilmengen),

F,G usw. Filter (s. 1.2),

IF(X) System aller Filter auf X (s. 1.2),

[Flx derauf X von F erzeugte Filter (s. 1.2, Bemerkung),

Efn = {f(n)/n 2 m} Endstiick der Folge f (Abschnitt 1, Einleitung),

E; Endstiickfilter der Folge f (s. 1.2, Beispiel g),

U4(x) Umgebungsfilter bzgl. der (Pseudo-)Metrik d (1.2, Bsp. ¢),

Ur(x) Umgebungsfilter bzgl. der Topologie T (Abschnitt 2),

(X, V) Umgebungsraum (s. 1.3),

F—x, F 0% F 7 f - usw. Konvergenz (Abschnitt 1),

U Inneres von U, offener Kern (1.3, 2.2, 4.1),

U Abschluf von U, abgeschlossene Hiille (4.1),

oU toplogischer Rand von U (4.4),

Bd(M) geometrischer Rand von M (15.1 (¢)),

Fs, G, 4.7,

G offener Teil von (2.6),

C abgeschlossener Teil von (4.1),

C C (compact contained) kompakter Teil von (11.2),

X Ein-Punkt-Kompaktifizierung von X, Alexandroff-Kompaktifizierung (11.16),
> Inklusionsabbildung oder Homéomorphismus auf das Bild,

N Nachbarschaftsfilter (Abschnitt 7),

T;-Axiome (Abschnitt 9},

I1 topologisches Produkt (Abschnitt 5),

II topologische Summe, Coprodukt (Abschnitt 6),

X/R, X/f Quotient nach einer Aquivalenzrelation bzw. Abbildung (Abschnitt 6),

Ur Verklebung 15.15,

# 15.16¢, 15.19¢,
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Verzeichnis der Abkiirzungen

X/G Orbitraum einer Gruppenoperation 15.24,

7;(X, Xo) i. Homotopiegruppe 14.7,

7;(f) induzierter Homomorphismus, 14.8,

deg Abbildungsgrad 14.15,

D(U) 14.16,

=~ (mod A) homotop mod A (Abschnitt 14),

= jsomorph, homéomorph,

~ dquivalent,

Abb(M, IR) reelle Funktionen von M in IR (s. 1.1, Bsp. e},

Abbgg (...) Funktionenraum mit global-gleichmaBiger Konvergenz (s. 1.1e, 3.6, 5.4e, 8.8a),
Abb,w(...) Funktionenraum mit punktweiser Konvergenz (1.3g, 8.8¢c),
Ceo(...) kompakte Konvergenz (11.27) bzw. kompakt-offene Top. (Abschnitt 14),
C(...) stetige Funktionen, (4.8),

B(...) beschrinkte Funktionen (5.4e, 5.11f, 8.8b),

®... direkte Summe (Abschnitt 1, Aufg. 5, 8.2a),

L{...) Lebesgue-integrierbare Funktionen (1.1f, 6.7¢),

dgyp Supremums-Metrik (5.4¢),

M(m, n; IR) reelle (m, n)-Matrizen (5.11h),

GL(n; IR) reelle, nichtsingulire (n, n)-Matrizen (5.11h, 10.3e, 10.6h),
SL(n; IR) spezielle lineare Gruppe des IR™ (10.6h),

O(n; IR) Isometrien- oder orthogonale Gruppe des IR™ (15.22),

SO(n; IR) spezielle orthogonale Gruppe des IR (15.22),

det Determinante,

IP" n-dimensionaler projektiver reeller Raum (6.7b, 6.7e, Abschnitt 15),
Df(y) Funktionalmatrix von f an der Stelle y.
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Zur ersten Einfilhrung in die Fragestellungen der Topologie sind die folgenden Hefte sehr geeignet:

B. Griffiths: Topology (1967; Reprint aus Mathematics Teaching, erhiltlich von der Association
of Teachers of Mathematics, Vine Street Chambers, Nelson, Lancashire),

Yu. A. Schreider: What is Distance (Univ. of Chicago Press, 1974).

Aus der Vielzahl von Lehrbiichern iiber Allgemeine Topologie méchte ich die folgenden hervor-

heben:

R. A, Conover: A first course in topology (Williams & Wilkins, Baltimore, 1975; ein didaktisch
hervorragend aufgebautes Buch, das den Lernenden zur Eigenaktivitit anregt),

J. Dugundji: Topology (Allyn & Bacon, Boston, 1966; sehr klar geschrieben, Auswahl der
wichtigsten Themen, incl. Topologie des IR™),

B. v. Querenburg: Mengentheoretische Topologie (Springer, Berlin usw., 1973; knappe Darstellung
des Stoffes von § 1 bis § 12, preiswert),

R. Engelking: Outline of General Topology (North Holland, Amsterdam, 1968; knappe Darstellung,
jedoch klar und sehr umfassend, einschliefilich Dimensionstheorie).

Unter spezielleren Aspekten wiirde ich empfehlen:

N. Bourbaki: General Topology (2 Bde., Addison-Wesley, Reading, 1966; sehr klar geschrieben,
umfassend, viele Aufgaben),

J. L, Kelley: General Topology (Van Nostrand (neuerdings Springer), Princeton, 1955; klassischer
Text, Moore-Smith-Folgen, viele Aufgaben),

W. Thron: Topological Structures (Holt, Rinehart & Winston, New York usw., 1966; knappe
Darstellung, ausgezeichnete historische Anmerkungen),

W. Franz: Topologie (2 Bde., Sammlung Goschen, Berlin, 1960; etwas iltere Darstellung, Ein-
fiilhrung in die Dimensionstheorie, preiswert, im zweiten Band Homologietheorie),

. J. Kowalsky: Topologische Riume (Birkhiuser, Basel-Stuttgart, 1961 ; sehr umfassend, aller-
dings stark auf der Filtertheorie aufbauend und daher zunichst miithsam lesbar),

G. Preufi: Allgemeine Topologie (Springer, Berlin usw., 1975; simultaner Aufbau von Topologie
und Kategorietheorie, als Anregung zu eigenen Untersuchungen geeignet)

H. Schubert: Topologie (Teubner, Stuttgart, 1964; Allgemeine und Einf, i. d. Algebraische
Topologie, umfassend, gelegentlich etwas uniibersichtlich)

Ordnungstopologien werden behandelt in

J. W. Baker: Continuity in ordered spaces (Math. Z., 104 (1968)),

H. Kok: Connected Orderable Spaces (Math. Centre Tracts, Amsterdam, 1973),

Kowalsky: (s. [3]),

L. Nachbin: Topology and Order (Princeton, 1965),

A. L, Peressini: Ordered topological vector spaces (New York, 1967),

Topologische Gruppen werden in vielen besonderen Biichern behandelt, als Einfilhrung ist immer

noch empfehlenswert:

L. §. Pontrjagin: Topologische Gruppen (Teubner, Leipzig, 1957). Wesentlich weiter fiihrt

Hewitr-Ross: Abstract Harmonic Analysis (Springer, 1963),

Das Studium topologischer Vektorraume sollte man vielleicht mit

Floret-Wloka: Einfithrung in die Theorie der lokalkonvexen Riume (Springer, Berlin usw., 1968)

oder

Robertson-Robertson: Topologische Vektorrdume (BI, Mannheim, 1968)

beginnen und dann mit

(. Kéthe: Topologische lineare Raume (Springer, 1966)

oder

J. Horvath: Topological Vector Spaces and Distributions, Vol, I (Addison-Wesley, New York usw.,
1966)

fortsetzen.
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[4d] Reclle Funktionen(rdume) werden behandelt in
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H. Hahn: Reelle Funktionen (Chelsea, New York, 1948, Nachdruck von 1924),

G. Aumann: Reelle Funktionen (Springer, Berlin usw., 1954),

Gillman-Jerison: Rings of Continuous Functions (Van Nostrand, Princeton, 1960).
Die klassische Einfithrung in die Dimensionstheorie ist

Hurewicz-Wallman: Dimension Theory (Princeton, 1948),

Engelking (s. [2]) beriicksichtigt neuere Entwicklungen.

Als Uberleitung zur Algebraischen Topologie bzw. Differentialtopologie sind die folgenden

Biicher gut geeignet:

Crowell-Fox: Introduction to Knot Theory (New York, 1963; die klassische Darstellung der
Knotentheorie),

A. Gramain: Topologie des surfaces (Hermann, Paris, ca, 1968; Klassifikation der ge-
schlossenen Flichen mit differenzierbaren Mitteln),

Singer-Thorpe: Lecture Notes on Elementary Topology and Geometry (Glenview, 1967).

A. H. Wallace: Differential Topology: First Steps (Benjamin, New York-Amsterdam, 1968).

Als Einfithrung in die Algebraische Topologiec empfehle ich

M. J. Greenberg: Lectures on Algebraic Topology (Benjamin, New York, 1967). Danach sollte
man vielleicht

A. Dold: Lectures on Algebraic Topology (Springer, Berlin usw,, 1972) lesen oder auch

C. Godbillon: Topologie algebrique (Hermann, Paris, 1971},

der die differenzierbaren Techniken betont.

Vor J. F. Adams, ,,A Student’s Guide to Algebraic Topology* (Cambridge Univ. Press, 1972}
mochte ich warnen: Adams verlangt soviel, dafs dem Anfinger leicht die Lust vergeht! (Nur
fiir Fortgeschrittene!)

Zur Homotopietheorie vgl, die Hinweise in Abschnitt 14,

Als Einfuhrung in die Differentialtopologie empfehle ich

J. Milnor: Topology from the Differentiable Viewpoint (Univ. Press of Virginia, Charlottesville,
1965)

und vom selben Autor: Differential Topology (hektographiert, Princeton, 1958), Morse Theory
(Princeton, 1963).

Als Ersatz oder Erginzung lese man

Brocker-Jinich: Einf, 1. d. Differentialtopologie (Springer, 1973),

Eine Reihe von ,,Folklore-Sitzen* sind in

J. R, Munkres: Elementary Differential Topology (Princeton, 1966) bewiesen, das Buch ist je-
doch nicht als erste Einfuhrung geeignet,

Als weiterfihrende Lektiire sei empfohlen: M. W. Hirsch: Differential Topology (Springer,

1976).

Biicher fiir Fortgeschrittene bzw, Uberblicksartikel zur Algebraischen und Differentialtopologie:

Kobayashi-Nomizu: Foundations of Differential Geometry (Bd. I, New York, 1963),

E. Spanier: Intr. to Algebraic Topology (McGraw-Hill, New York usw., 1966},

R. Switzer: Algebraic Topology (Springer, Berlin usw., 1975),

Seminaire H. Cartan: 1961/62 (Differentialtopologie),

N. Steenrod: Reviews of Papers in Algebraic and Differential Topology (2 Bde., Amer. Math.
Soc., 1968; Ubersicht iiber Forschungsergebnisse)

S. Smale: A Survey of some recent developments in diff. top. (Bull. AMS, 69 (1963)),

V. Poénaru: On the Geometry of Diff. Manifolds (in P. J. Hilton: Studies in modern topology,
MAA Studies in Math., Bd. 5, 1968),

J. Milnor: A Survey of Cobordism Theory (L’Enseign. mathem., 8 (1962)).

Zur Geschichte der Topologie:

Allgemeine Topologie:

Encyklopidie der math. Wiss.: Artikel IG1 (4dArens), IA5 (Schonflies), UC9 (Zoretti-Rosenthal),

IIIAB1 (Enriques), IIIAB3 (Dehn-Heegaard ; Anfinge der kombinatorischen Topologie),
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IIIAB13 (Tietze-Vietoris; Entwicklung bis ca. 1925),

G. Feigl: Geschichtliche Entwicklung der Topologie (Jahresber, DMV, 1928),

J. H. Manheim: The Genesis of Point Set Topology (Pergamon, New York, 1964),

sowie die historischen Bemerkungen in Bourbaki (s. [3]), Engelking (s. {2]) und Thron (s. [3]).

Algebraische Topologie:

Seifert-Threlfall: Lehrbuch der Topologie (Chelsea, New York, Nachdruck von 1934; das Buch
ist das erste Lehrbuch iiber dieses Gebiet, es enthilt auch viele Anschauungsbeispiele und
sollte vielleicht parallel zu den Biichern von [6] gelesen werden.),

Alexandroff-Hopf: Topologie, Bd. 1 (Springer, 1935),

J. Bollinger: Geschichtl. Entw. des Homologiebegriffs (Archive for history of science, 9, 2 (1972)),

H. Freudenthal: Die Topologie in historischen Durchblicken (erschien in ,,Uberblicke Mathematik*,
BI, Mannheim),

H. Hopf: Vom Bolzanoschen Nullstellensatz zur algebraischen Homotopietheotie der Sphiren
(Jahresber. DMV, 56 (1966)),

J.-C. Pont: La topologie algebrique, des origines 4 Poincare (Presses Univ. France, Paris, 1974) und:
Petite Enfance de la Topologie Algeébrique (L’Enseignement mathém., 20 (1974)).

Gegenbeispiele in der Allgemeinen Topologie:

Gelbaum-Qlmsted: Counterexamples in Analysis (Holden Day, 8. Francisco, 1964),

Steen-Seebach: Counterexamples in Topology (Holt, Rinchart & Winston, New York, 1970).



Namen- und Sachwortverzeichnis
(A = Aufgabe, E = Einleitung, F = Folgetext)

Die Ziffern beziehen sich auf die auf dem Rand stehenden Marginalien

Abb. (M, IR), 1.1e, 1.1f, 1.3g, 1.3h, 1A S, 2A4,
3.5¢, 3.51, 3.6, 4.3 Bsp. £, 4.8, 5.4b, 5.4e,
5.11d,5.11f,5A4,6.8,6A4, 8.2a, 8.8a,
8.8b, 8.8¢, 9.3b, 11.20, 11.32 Koro. 4

Abbildungsgrad, 14.15-14.21

abgeschlossen, 4.1, 4.5, 4A8, 5.7¢, 8.5, 9.10a,
9.11a, 9.11¢, 9.23, 10.5a, 10.6g, 11 4,
11.7¢,11.19

abgeschlossene Abbildung, 6.6, 11.6

abgeschlossene Hiille, Abschluf$, 4.1

Abstandsbegriff, 1E

abzihlbar im Unendlichen, 11.27

abzdhlbar-kompakt, 11.3d, 11.8,11.9, 11 A1,
12.8 Koro.

Abzidhlbarkeitsaxiom, erstes, 3.4, 3.5, 4.3 Bsp. g,
5.8,5.11i, 8.6,9.3b,12.1,12.3e, 124
Zweites, 11.32 Koro. 2/3/4, Abschnitt 12,
Abschnitt 15

Additionssatz fiir Gebiete, 14.17¢

Aquivalenzrelation, 7.2f, 9.10a

Alaoglu-Bourbaki, Satz von, 11.24

d’Alembert, Satz von, 14.18

Alexander, E, 13.17

Alexandroff, 2E, 5E, 9.11, 11.1F, 11.16,
12.9,12.10

Alexandroff-Kompaktifizierung, s. Ein-Punkt-
Kompaktifizierung

Algebra, 1.1e,11.20,11.21

Analysis situs, E

Antoine, 13.17

Arzeld, E

Ascoli, E

Atlas, 15.1

Auflenraum eines Knotens, 14.14¢

B(M, IR), 5.4¢, 5.4h, 5.11f, 8.8b, 8.10b, 8.15d,
8A3,9.3b,11.1e,11.20,12.3£, 12.3h

Baire, 1.1F, 4.8, 8.13

Bairescher Raum, 8.13,11.18

Banach-Algebra, 11.20, 11.21g

Banach-Mazur, Satz von, 13.9

Banachscher Fixpunktsatz, 8.16

Basis, einer Topologie, 2.7, 2A7
eines Filters, 1.2, 9.11¢

Basispunkt, Rdume mit, 14.9, 14.10
benachbart von der Ordnung, Abschnitt 7
Berithrpunkt, 4.1, 4.3 Bsp. g

Betti, E, 15E

Bing, 12E, 12.14

Bogenmaf}, 8.10, 9.10b

Bolzano, E, 3.5a,11.1

Borel, 11.1

Bourbaki, E, SE, 11.24

Brezelfliche, 15.16¢, 15.19¢, 15.20
Brouwer, E, 13.17, 14.13c, 14.19, 15E
Browder, 15.21

Briickenproblem, s. Euler

C(X,Y), 4.3 Bsp. f/g, 4.8,5.11g,5A2, 8.15d,
11.20,11.21,11.23d,11.24,11.27, 11.28F,
11A5,12.3b,13.9,14.2

Cantor, E, 3E, 4E, 4.3 Bem. b, 10.3a, 11.1,
11.31,13E

Cantorscher Durchschnittssatz, 11.9¢

Cantorsches Diskontinuum, 13.5, 13.6, 13.8

Cartan, 1.1F

Cauchy, E

Cauchy-Stetigkeit, E, 3.2c, 3.5a, 8E

Cauchy-Folgen, -Filter, Abschnitt 8§

Cauchy-Integral, 8.10b, 9.10b

Cayley, E

Cech-Stone-Kompaktifizierung, 11.25—-11.26

Coprodukt, 6.2, 15.8¢c

Darstellung einer Gruppe, 14.14c¢

Dedekind, E

Dedekindsche Schnitte, 8.11F, 10E

Deformationsretrakt, 14.14a

Deformationsweg, 14E, 14.1

degree, s. Abbildungsgrad

Dehn, E

Diagonale Ay, 9.4

Diagonalfolgenprinzip, 1.1F, 1.3, 1.3h, 4.3 Bem.a/b

dicht, 4.4, 8.9, 9.5b, 9.6, 11.20, 12.8

Dieudonné, 12.10

differenzierbare Funktionen, 8.15¢, 10A7

differenzierbare Mannigfaltigkeiten, Abschnitt 15
(insbes. 15.10)
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Dimension, E, 13.19, 14.13d, 15.10

Dini, Satz von, 11.7d

Dirichlet-Funktion, 1.1F, 3.5g,8.15 Bsp. b

diskrete Menge, 4.4,4A10, 11.1f

diskrete Metrik, 1.1d, 4.3 Bsp. 1

diskreter Raum, 1.3¢c, 2.6b,4.3 Bsp. d, 4.4 Bsp. f,
5.4f,5.11e, 5A6,5A8, 9.3b, 10.3, 10.9,
12.10a, 15.24

Dreiecksungleichung, 1.1F

Durchmesser einer Menge, 8A7

Durchschnittssatz von Cantor, 11.9b

durchzeichenbare Funktionen, 10.6f, Abschnitt 13

Dyck, 15E

Ein-Punkt-Kompaktifizierung, 3A2, 11.15F,
11.16,11.27,12.9

Einbettung, 9.11F, 9.16,11.11b, 11,15, 14.1,
15.9,15.10,15.17

einfach zusammenhingend, 14.10

einfache Homotopietheorie, 15.24b

Elementarverwandtschaft, E

Ellipsoid, 15.3¢

Endstiick (einer Foige), 1E

Endstiickfilter (einer Folge), 1.2g, 1.3h, 8.2¢

e-verkettet, 11.31

e-5-Kriterium, E, 3.2¢, 3.5a

erblich-normal, 12.10

euklidische Metrik, 1.1a

Euler, E, 14E, 14.4b

exotische Sphire, 15.3b, 15.19¢, 15.26

Fgo-Menge, 4.7, 4A1
feinere Topologie, 2A4,6.1
Filter {(-basis), 1.2, 3.1F, 3.4
zentrierter, 1.2d
diffuser, 1.2d
Ultrafilter, 11.10
finale Topologie, Abschnitt 6, 9.10a, 10 A4,
14.14¢c, 15.14-15.19
Fixmenge, Fixpunkt, 9A3, 11 A8
fixpunktfreie Gruppenoperation, 15.23, 15.24
Fixpunktsatz, von Banach, 8.16
—, von Brouwer, 14.13c
—, von Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz,
14.13¢
Flichen, E, Abschnitt 15 (insbes. 15.7, 15.20)
folgenkompakt, 11.3¢,11.8,11A1
folgenstetig, 3.1, 3.5, 4.3 Bem. b, 4.3 Bsp. g
folgenvollstandig, Abschnitt 8 (insbes. 8.1)
Fortsetzungsproblem, Abschnitt 8
(insbes. 8.9), 9.6, 9.7, 9.11F, 9.12,9.17,
9.21,11A4,14.12b
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Fréchet, E, 1E, 4.3 Bem. b, 9.11, 11,1, 12E
Fréchet-Filter, 1.2g

frei, 14.14¢

Freudenthal, 14.14¢

fully normal, 12.10

Fundamentalgruppe, 14.7, 14.14¢, 15.20
Fundamentalsatz der Algebra, E, 14.18
Funktionenrdume, E (s. a. Abb. ...}
Funktor, 14.8

GL(n; IR) (allgemeine lineare Gruppe), 5.11h,
10.3e, 10.6h, 15.2¢g,15.22-15.26

Gs-Menge, 4.7, 4 A8

Gaufi, E, 15E

Gebiet, 10.6d, 13.12

Geometria situs, E

geometrischer Rand, 14.13 Koro., Abschnitt 15

geordnete Menge, 1.3h, 9.20 (s.a. Ordnungs-
topologie)

Gerade, lange, 15.4

Geschlecht, 15.16¢

geschlossene, Fliache, 15.7

-, Jordan-Kurve, 13.4, 13.16, 14.21

—, Mannigfaltigkeit, 15.7

—, Wege, Abschnitt 14

Gewicht, 12.5,12.8

gleichmifdig stetig, 7.8, Abschnitt 8, 9.7, 11.13b

gleichmibige Konvergenz, global-, 1.1e, 2A 4,
3.5¢, 3.5j, 3.6, 4.3 Bsp. g, 4.3 Bsp. |, 5.4¢,
5.11f, 8.8a,9.3b,11.7d, 11.20, 11.32 Koro. 4,

—, lokal-, 5.11g, 5A2,11.27, 14.2F

giobal, 10.9

Graph einer Funktion, 4.3 Bsp. i/j, 9A10, 10E,
10.6f, 10A7,11 A9

Graphentheorie, E

GraBmann-Mannigfaltigkeit, 15.25b/c

Grof, 9.11, 11.1

grobere Topologie, 2A4, 5.1,9A1

Gruppe, klassische, 15.22

—, topologische, s. topologische Gruppe

Gruppenoperation, 15.23

H-iquivalent, 14.9

H-Inverse, 14.9

H-Typ, 14.9

Hadamard, E

Hahn, 13.10, 13.14

Hiufungspunkt, 4.4, 9.11a, 9A5, 11.1d

Halbmetrik (= Pseudometrik), 1.1

halboffenen Intervalle, Topologie der, 3.5k, 3A3,
4A3,9.18,11A12,12.1,12.4,12.10b

Hauptfilter, 1.2b



Namen- und Sachwortverzeichnis

Hausdorff, E, 1E,1.1F,9.11, 10.1, 10.3a

Hausdorff-Raum, Abschnitt 9

Heegaard, E

Heine, 11.1

Henkelkdrperzerlegung, 15.21

Hilbert, E, 13E,13.2

Hilbert-Quader, 9.11 F, 9.16

Hirsch, 15.10

homdomorphe Riume, 3.1, 11.7e

Homdoomorphismus, 3.1, 6.6, 6A2, 7.1, 10.6,
11.6,11.7f,11.22,11.24, 11.29,12.31, 12A7,
13.16,14.21,15.13,15.18d, 15.19

homdotop, 14.9

homogener Raum, 15.23F

Homotopie, Abschnitt 14

Homotopiegruppe, 14.6, 14.7

Hopf E, 9.11,14.11 Bew.

Hiillenoperator, 4.3 Bem. a

Hurewicz, 14.7

Huygens, E

Hyperboloid, 15.3¢

idyx, 3.5¢

Idempotenz des Hiillenoperators, 4.3 Bem. a

indiskreter Raum, 1.3c, 2.6b, 5.11e,6A4, 9.3b,
9.12,12.10a

initiale Topologie, Abschnitt 5, 7.9, 9.3¢, 9.15,
10A4

initiale Uniformitit, 7.9

innerer Punkt, Inneres, 4.1

Intervalischachtelungsaxiom, 8 A7, 11.9F

Invariante, 3.1, 7.5b, 7.8, 8E, 8.24d, 8.4, Kap. Il E,
13.15, 14.4f, 14.10, 14.13d/e

Invarianz, der offenen Mengen, 14.21

—, der Randpunkte, 14.13¢

—, der Dimension, 14.13d

Inzidenzmenge, 4.3 Bsp. e, 9.5a

isolierter Punkt, 4.4

Isometrie, 11A11, 12.3h

Isotopie, 14.1, 14.14¢

Jordan, E, 10.1, 10.3a, 13E
Jordan-Brouwer, Satz von, 13,17, 14.19
Jordan-Kurve, E, 13.4,13.11-13.18, 14.20

Kamm-Raum, 1.9, 13.10

van Kampen, 14.14¢, 15.20

Karte, 15.1

Kategorie (von 1. bzw. 2.), 4.8F, 8.14, 8.15
Kervaire, 15.10

Kirchhoff, E

Klassifikationsproblem, 15.10F, 15.21

Kleeblattschlcife, 1015, 14.14¢

Knaster, 14.13¢

Knopp, 13.15

Knotcentheoric, I, 13.4d, 14.14¢
Kolmogoroff, 9.11

kompakt, Abschnitt 11, 12.9b, 12.13b, 13.6

13.7,13.8,13.12, 159
kompakt-offenc Topologie, 11.27, 12.3b,

14.2, 14.6
kompakten Konvergenz, Topoiogie der,

(s. kaompakt-offene Topologie)
Kompaktifizierung, 11.25,3A2
Komplement-abzihlbar-Filter, 1.2d
Komplement-abzihlbar-Topologie, 1.3d, 2.6c,

3.5¢,3.5k,3A1,4.8F,5A7,9.3b,9.114,

9A3,10.3a,10A1,11.8a, 12A4
Komplement-endlich-Filter, 1.2d
Komplement-endlich-Topologie, 2.6¢c, 10.3a,
11.7a, 12.6b
Komponenten, Abschnitt 10
konstante Abbildungen, 3.5f, 10.4e, 10.6g
Kontinuum, 11.31,11.32,13.11,13.14, 13.18
kontrahierbar, 14.4¢e, 14.13b, 14.14a
kontrahierende Abbildung, 8.16
Konvergenz, Abschnitt 1 (insbes. 1.3), 2.6,

Abschnitt 3, 5.6, 8.1, 8.2, 9.2b, 11.1¢, 11.10
konvex, 10.3d, 14.4a
konvexer Korper, 3.5p, 4.3 Bsp. k, 5.7¢
Kreuzhaubenkonstruktion, 15.16d
Kugel, 1E, 1.1f, 1A1, 2A6, 4.3 Bsp. e, 10.3d,

13.10, Abschnitt 15
Kuratowski, 4.3 Bem. a, 5.4h, 10.6a, 14.13c
Kurven, E, Abschnitt 13

lange Gerade, 15.4

Lebesgue-Funktion, 3.5h

Lebesgue-integrierbare Funktionen, 1.1f, 6.7¢,
11.21f, 12.3b

Lefschetz, E

Leibniz, E

Lemniskate, 13.3, 14.14¢, 15.2h, 15.16a, 15.20

Lennes, 10.1,10.3a

Liegruppe, 15.22

Lindel6f-Raum, 11.8, 11.9F, 12.8 Koro., 12.13b,
12A5,12A6

Linsenraum, 15.24b

Listing, E

lasungsfreie Fortsetzung, 14,15

lokal, 10.9

lokalendlich, 4.5, 6.5 Koro., 12.10

lokaler Abbildungsgrad (s. Abbildungsgrad)

lokal-gleichmiifdige Konvergenz (s. gleichmiifsige
Konvergenz)
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lokal hausdorffsch, 10.9

lokalkompakt, 11.14 -11.19,11.22,11.29,
11A10,12.3g,12.9,14.2,14.3

lokalkonvex, 10.6g

lokal m-dimensional, 15.1

lokal metrisierbar, 12.14 Bem., 15.6

lokal wegzusammenhingend, 10.7-10.9, 10A1

lokal zusammenhingend, 10.6f, 10.6g, 10.9,
10A1,10A10,13.7¢,13.11-13.14

lickenlos, 10E, 10A11

M(m,n;IR), 5.11h

magere Menge, 4.8F, 8.15

Mannigfaltigkeit, 13.10, Abschnitt 15 (insbes. 15.7)

Markov, 15.21

Maf}, 13.15

Maximumsmetrik, 1.1b (s.a. sup-Metrik)

Maximumssatz von Weilerstrafi, E, 11.4¢

Mazur, 13.9

Mazurkiewicz, 13.10,13.14, 14.13¢

Meray, E

Metrik, metrischer Raum, 1.1, 3.5n, 5.4g/h, 8.11,
8A5,9.22¢, 11.7¢, 11.12F, 11.31,11.32,12.13

metrisierbar, 1.3g, 5.9, 5.11d, 7.5b, 8.13, 8 A6,
9.3b, 9.3e,11.27, Abschnitt 12,13.7,13.8,
15.5,15.6

Milnor, 15.3b

Mébius (-band), E, 6.4d, 6.4¢, 14.13 Koro.,
15.2f, 15.14

monotone Funktionen, 3.5k, 3A3,5A6, 8A4,
9.18,10.6e, 10A6,12.3i,12A7,154

monotone Konvergenz, 11.7d

Moore, 13.12

Moore-Smith-Folge, 1.3h

Morse, 15E, 15.21

Nachbarschaft (sfilter), 7.3

Nagata, 12E,12.14

natiirliche Topologie, 2.6a, 5.4a, 5.7a, 7.5g, 8.2d,
9.3b, 11.23¢,12.3

Netz, 1.3h

nirgends dicht, 4.4, 4.8, 8.15d, 13.6

Norm, 4.3 Bsp.1,11.12F, 11.24,13.9

normaler Raum, 9.19, 104F, 11.5,12.4,12.7,
129-12.11,12AS5

nullhomotop, 14.4¢, 14.124

O(n;IR), orthogonale Gruppe, Isometrien, 5.11h,
15.22-15.26

offen, 1.3, Abschnitt 2, 4A1, 5.7¢, 10.6g, 14.21

offene Abbildung, 5.7d, 6.6, 6.7d, 6 A3,11.29

offener Kern, 4.1

Oktaeder-Metrik, 1.1c¢
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Orbit(-raum), 15.23, 15.24
Ordnungstopologic, 9.20, 10.3b, 10.6h, 10A 11,
11.7a, 12.3i, 12,10, 12A3,12A7,13.11 Bew.,

15.4 (s.a. monotone Abbildungen)
Osgood, 13.15

p-adische uniforme Struktur, 7.5f

parakompakt, 12.10-12.14, 15.5

Peano (-Kurven), E, 13E, Abschnitt 13
(insbes. 13.1, 13.14)

perfekt, 4.4

Poincaré, E, 14.7, 15E

Poincaré-Vermutung, 15.21

de Polignac, E

Pontrjagin, Satz von, 11.30a

prikompakt, 11.3f, 11.13

Produkt, Abschnitt 5, 7.10, 8.7, 8.8¢, 9.4, 10.5b,
10.6g, 10.8g,11.11b, 11.19,12.3¢, 12.4,
12.6¢,12.10,12.11 Koro., 14E, 14.14b,
15.2¢

Produktsatz, 11.11, 14.17f

projektiver Limes, SE

projektiver Raum, 6.7b, 6.7¢, 13.10, 15.2j,
15.10,15.14, 15.16d, 15.20,15.24a

pseudokompakt, 11.3e,11.8,11.20,11A1

Pseudometrik, 1.1

pseudometrischer Raum, 1.1, 3.5n, 5.4g, 5.4h,
Abschnitt 7,8.11, 8.13,9.22b

pseudometrisierbar, 1.3g, 5.9, 7.10, 7.11, 7.12

Punktetrennung, 9.3¢, 9.15 Koro., 11.20

Punktfilter, 1.2a, 1A 3, 9A6

punktweise Konvergenz, 1.3g, 2A4, 3.5¢, 3.51,
4.3 Bsp. f, 4.8, 5.4b, 5.7b, 5.114d, 8.2a, 8.8¢,
8.15 Bsp. a, 9.3e,11.32 Koro. 4, 12.6¢

Quader, 9.16, 10.6a, 11.11b, 13.2, 14.5

quasikompakt, Abschnitt 11, 12.8 Koro.

Quotient, Abschnitt 6, 9.10a, A4, 9A9, 10.5f,
11.6,11.23¢, 12.3¢,15.15,15.24

Rand, topologischer, 4.4, 10A 2, 14.13¢

Rand, geometrischer, 14.13 Koro., 15.1, 15.2

reellkompakt, 11.8

reflexive Relation, 7.2F

Regelfunktion, 8.10b, 8 A4, 9.10b

regulidrer Raum, 9.11¢,12.7, 12.9

Relation, 7.2F

relativ-kompakt, 11.3b, 11.7a, 11.13 Koro.

Retrakt, 14.13a

Riemann, E, 15E

Riemann-integrierbare Funktionen, 1.3h, 3.5j,
8.10b

Riesz, F, 4.3 Bem. b, 9.11, 10.1, 10.3a
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Roor, 1.1F, 9.11
Rose, n-bléttrige, 14.14¢

SL(n;IR), spezielle lineare Gruppe, 10.6h

SO(n; IR), spezielle orthogonale Gruppe,
15.22-15.26

saturiert, 7.6, 9.11F

Schnittmengen, E (s.a. Dedekind)

Schoenflies, E, 13.16, 13.18

Schreier, 7.1F

Seifert-van Kampen, Theorem von, 14 14¢, 15.20

separabel, 11.32 Koro. 1, 11A10,12.2-12.6,
12.10,12A7,13.11 Koro.

Sierpinski, 13.10, 13.14

Sierpinski-Raum, 2.6d, 9.3b, 10.3a, 11.7a

Sinuskurve der Topologen, 3.5i, 10.6f, 10.7F

g-kompakt, 11.27,11A10,12.9,12A1, 15.8¢

Smale, 15.21

Smirnov, 12E,12.14

Sphidre S™, 4.4 Bsp. g, 5.4d, 5.7¢, 6.7a, 6.7e,
10.3d, 10.6a, 11.7e, 11.7f, 11.16, 14 .44,
14.11, 14.13a, 14.14d, 15.2d, 15.3a, 15.8b,
15.13,15.14,15.21, 15.23, 15.25a

Sphire, exotische, 15.3b, 15.19¢,15.26

Sphiire, singulare, 14.5

Sphiire, wilde, 13.17

Stabilisator, 15.23,15.25

Stallings, 15.21

Standard-Metrik, 1.1a

starker Deformationsretrakt, 14.14a

stationére Folge, 1.1d, 1.3d, 1 A3, 14.14d

stationdre Homotopie, 14.14d

Steinitz, SE

stereographische Projektion. 6.7a, 11.7f

stetig, Abschnitt 3,4.3 Bsp. e, 4.6, 5.5 Koro. 1,
6.5 Koro., 10.2b, 10.8b, 11.4,11.23¢, 11 A1,
Abschnitt 13

stetig, rechtsseitig, 3.5k

Stetigkeit der Zahlengeraden, E, 10E

Stetigkeitsgeometrie, E, Kap. 111

Stone, 12.10,12.13

Stone-Cech-Kompaktifizierung, 11.25-11.26

Stone-Weierstrafl, Satz von, 11.20-11.21,11.28

Subbasis einer Topologie, 2.7, 2A7, 3.3b, 13.7,
14.2

Summe, 6.2, 15.8¢ {(s.a. Verklebung)

sup-Metrik, 1.1b, 5.4¢, 5.11f, 8.8b, 11.20g

Surgery, 15.21

symmetrische Relation, 7.2F

T;-Ridume, Abschnitt 9, 11.5,11.17, 12.4
Ts-Riume, 12.10,12A3

Tait, E

Tannéry, E

Tietze, 2E, 5E, 9.17,11.16, 15E

Tietze-Topologie, 5 A4

Tietze, Satz von ... fir lokalkompakte Riume,
11A4

Tietze-Urysohn, Satz von, 9.21

Topologie, 2.4

Topologic eines Umgebungsraumes, 2.4

topologische Abbildung (s. Homdomorphismus)

topologische Gruppe, 3.5k, 5.10, 6.7d, 6.8, 6.9,
Abschnitt 7, 9.3f, 9.10a, 9.14, 10.3¢, 10.6h,
10A9,11.29,15.22-15.26

topologische Invariante, 3.1 (s.a. Invarianten)

topologischer Korper, 10.6h

" topologischer Ring, 10.6h

topologischer Vektorraum, 5.10, 6.8, 6.9, 9.3f,
9.10a, 9.14, 10.3d, 10.6g, 10.8h, 11.22,
11.23,15.23¢

Torus, 5A3,6.4¢,13.10, 14,14b, 15.8b, 15.14,
15.16¢, 15,20

total beschrinkt, 11.1, 11.3f

total unzusammenhingend, 10.3¢, 10.6h, 13.6

Translation, 7.1

transitive Relation, 7.2F

transitive Gruppenoperation, 15.23, 15.25

trennt die Punkte, 9.3¢, 9.15 Koro., 11.20

Triangulierbarkeit, 15E, 15.20

Tschebycheff-Norm, 11,20g

Tukey, 12.10

Tychonoff, 5E, 9.11F, 9,16, 9.17, 11.1F, 11.11

Uberdeckung, 6.4a, 6 A1, Abschnitt 11
(insbes. 11.2), 12.8,12.10

Ultrafilter, 11.10

Umgebung, 1.3, 2.6

Umgebungsfilter, -raum, 1.2¢, 1.3, 2.8, 9.11c¢

uniformer Raum, Uniformitit, Abschnitt 7,
Abschnitt 8, 9.8, 11.13

uniform-isomorph, 7.8, 9.9

uniformisierbar, 7.5b, 9.11b, 9.11F, 9.13,
11.13¢,11.17

unstetige Funktionen, 3.5¢, 3.5¢, 3.5g—3.5m,
4.7, 4.8, 6.8, 8.15 Bsp. b/e, 9.11¢, 10.6¢,
10.6f, 13.3

Unterraum, Abschnitt 5 (insbes. 5.2), 11.19,
12.3¢, 14.14a

Urysohn, 9.11F, 9.17, 11.1F, 12.3h, 12.10

Urysohn, Metrisationssatz von, 12.9a

Urysohn-Tietze, Satz von, 9.21

V-Riume, 4.3 Bem. b
Vandermonde, E

221



Namen- und Sachwortverzeichnis

Veblen, E

Vektorraum, 5.10 (s.a. topologischer Vektorr.)
verallgemeinerte Folge, 1.3h

Verband (vollst.), 11.7a

Verfeinerung, 12.10

Verklebung, 10E, 15.15-15.19
Verklebungsoperation, 15.19¢/d, 15.16c
Verkniipfung bei Relationen, 7.2F
Vervollstindigung, 8.11, 8.12, 9.8, 9.9, 9.10c
Vietoris, 9.11

vollstindig, Abschnitt 8, 10E, 11.20
vollstindig metrisierbar, 15.5,15.6
vollstindig regulir, Abschnitt 9 (insbes. 9.12)
Volterra, E

Wall, 15.21

Weg, 10.7, 14.5

Wegkomponente, 10.7, 10.8, 10A5,10A8,
14.3,14.6

wegzusammenhingend, 10.7, 10.8, 10A1, 13.13
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Weierstraf$, £, 11.1
WeierstraB-Stone, Satz von, 11.20, 11.21, 11.28
Weil, 7.1F, 7.3
Whitney, 15E, 15.10
wilde Sphire, 13.17
Winkelmaf, 8.10a, 9.10b
Wiirfel, 5.7e, 9.16, 10.6a, 11.11b, 13.2,
13.10, 14.5

Young, 4.7

Zeeman, 15.21

Zerlegung, 10.1

Zerlegung der Eins, 12.12

Zusammenhang, 3E, Abschnitt 10, 11.31, 11.32,
12.3i, 12A 7, Abschnitt 15

Zusammenhang, héherer (s. Homotopiegruppen)

Zwischenwertsatz, E, 10,2, 10.4f, 10.4F, 10.6e,
10.6f, 14.13

Zylinder, 6.7¢, 14.13 Koro., 15.2e



