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Ein elementarer analytischer Beweis zur Eindeutigkeit
des Abbildungsgrades im R"

Von L. Ftarer in Berlin!)

(Eingegangen am 28. 10, 1971)

Es gibt bekanntlich eine Reihe mehr oder minder komplizierter Kon-
struktionen fir den Abbildungserad im A (s.7z. B.[1.2,.3,.5,6, 7,9, 10 und
11]. Frei von simplizialen Methoden soll hier gezeigt werden, daf} diese Kon-
strulktionen dasselbe liefern, genauver, dall dieser Abbildungsgrad durch die
von M. Naguaro in [8] angegebenen Axiome eindeutig festgelegt ist.

Dieses Ergebnis erlaubt dann Dbeispielsweise, den Zusammenhang
zwischen Abbildungsgrad und der in der algebraischen Topologie {iblichen
Definition des Sphirenindex zu kliren. Ebenso ergibt sich ein einfacher Zu-
sammenhang zwischen Abbildungsgrad im RE? und der (funktionen-
theoretischen) Windungszahl (vgl. auch [10]).

Bezeichnungen. Fir »# = L bezeichne " den #-dimensionalen reellen
Zallenraum mit der natirlichen Basis und dem cuklidischen Abstand
J" bezeichne die Menge aller offenen. beschrinkten und nichtleeren Teil-
mengen von 2%, und Z bezeichne den diskreten Raum der ganzen Zahlen.
Fiir jedes U 2J* sei D(U) der Raum aller Paare (f, p), wo f: U — R”
stetic mit p € A" f(cU). Man denke sich D(U) stets mit der Topologie
versehen. die von der Metrik p mit

u (. 2) (7 2)): = max (@) — f @) + 1p — ']

erzeugt wird., Fir jedes U € " bezeichnen D.(U) den Unterraum von
D(T7), der aus den Paaren (f. p) mit f|U von der Klasse C1, und D (U)
den Unterraum von D,(U), der aus den Paaren (f, ») mit det f(x) 4 0
fir alle @ € f~ '(p) besteht.

Nach einem Satz von A. SarD (s. [2]) gilt fir jedes (f, p) aus D.(U):
It K die Menge der kritisechen Punkte von fin U, so hat f(K) keine inneren
Punkte. Demnach liegt D, (U) dicht in D, (U), und dieses liegt nach dem

1) Die Ergebnisse sind meiner Dissertation: Theorie des Abbildungsgrades in endlich-
dimensionalen Riumen, Freie Univ. Berlin, 197, entnommen.

L=
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Satz von SToxXE und WEIERSTRASS offenbar dicht in D(U). Die folgende
Definition entspricht der von M. Nacuno in [8] gegebenen

Definition. Eine Familie d = (d,;.) heifit Abbildungsgrad im E"*

veam
wenn fiir jedes U € J" die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(0) di- ist eine Abbildung von D(U) in Z.
(i) Sind F:[0,1] x U — RB" und y: [0, 1] — R" stetige Abbildungen mit
y(8) € BMF ({t} = eU) fir alle 1 € [0, 1], 8o gilt
dp(F (1. -). (1)) = d(F(0.-). 9(0)) fir alle ¢¢€[0.1].
(ii) Ist p € U, so gilt dp(idp. p) = 1.
(iii) Sind Uy, Us e " mit Uy, N Uy = 0,0, U T, = U undist (f, p) € D)
mit p € R\(f(eU;) U f(el). so gilt
di(f.p) = dp (1T, p) + dp, ([IT,. p).
(iv) Ist (f, p) € D(U) mit dp(f, p) = 0, so gibt es mindestens ein x € U
it f(z) = p.

1. Eindentigkeit des Abbildungsgrades

Lemma 1. Bine Abbildung dp: D(U) — Z (mit U € J*) erfitlii genaw dunn
dic obige Bedingung (i), wenn sie stetig isi.

Beweis. Ist d, stetig und sind I, » wie in (i) gegehen, so ist offenbar
F:[0,11 - D(U), F:t— (F(t ). p(f)) ein (stetizcer) Weg in D(U). Da
- lokalkonstant, also auf den Wegkomponenten von D(U) konstant ist,
mub dp (F(t, ), p(t)) = de(F (0, ), y(0)) far alle £ € [0, 1] sein.

Erfiillt umgekehrt d;- die Bedingung (i), so ist ; offenbar lokalkonstant,
also stetig.

Lemma 2, Ist d = (dy),.. .

U, U eJ* (f,p) € D(U)
mil f~1p) = U < U, so gilt dg(f, p) = dp(f1T’, ).
Beweis. U”:= U\U” ist eine offene Teilmenge von U,
a) Ist U = 0, also U € J", so folgt mit (iii)
dp(f.0) = dy(f. p) + dy- ([, D)
(wobei dp-(f, p):=d - (f|U", p) usw.). Nach (iv) ist d-..(f, p) = 0, so daB
d-(f, ») = dg (f, p), wie behauptet, gilt.

b) Ist U = 0, so withle man V € J"mit f~{p) = V < V < U, dann

sind U\F und U\V nichtleer. Nach Teil a ergibt sich:

di(f. p) = dyp(f, p) = di ([, D).

ein Abbildungsgrad wnd sind
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Lemma 3. Sind d = (dy),._,. ein Abbildungsgrad, F': R" — R" cine
affine Abbildung, U € J" und p € B"\F (eU), so ist
| sign det I, Jalls p € F(U),
| 9, Julls p & F (U). -

Beweis. Ist p € F(U), so folgt die Behauptung aus (iv). Man darf also
annehmen, p liegt im Bild von U unter F. In diesem Fall muli F' ein Iso-
morphismus sein (sonst gibe es eine Gerade ¢! — R" mit F'(G) = {p}. so
dafi fiirein x € G ) €U auch F(z) = p gelten witrde, was der Voraussetzung
iiber p widerspriche). Hat nun F die Form F(z) = 4x + b, so gilt

dy (F,p) = dp(d, p — D),
wobei A den linearen und b den konstanten Anteil von F bezeichnen: Eg
ist ndmlich

w: [0,1] — D),

ot):=((1 —OF +t(F —b), (1 —t)p +t(p — b))
ein Weg zwischen (F, p) und (4, p — 0). Man darf also davon ausgehen, dall
F' eine lineare Abbildung ist, dall p € F(U) ist und dafi U die Form einer
offenen Kugel um 0 € R" hat (letzateres nach Lemma 2). Da in diesem Fall
F(U) kenvex ist und die 0 enthilt, darf man sogar p = 0 und U = E*
annehmen (letzteres wieder nach Lemma 2). Es ist also nur noch zu zeigen,
daf} fir den linearen Isomorphismus F gilt: d_, (. 0) = sign det I,

L. Fall. det &7 > 0.

Sei H:[0, 1] — RB"™ eine Deformation der natiirlichen Basis (¢, ..., ¢,
in die Basis (¥(e))..... " (e,)), wobei fir jedes t € [0, 1] das H (f) linear
unabhiingige Komponenten habe (eine solche Deformation existiert nach
einem bekannten Satz der linearen Algebra). Dann ist

w:[0,1] — D(E")
mit w(t): = (F(t.-),0) und F(t.x) = F(f, Zx;¢): = Tz, H(l) ein Weg
i D(E"), g0 dall nach Lemma 1 gilt:

(IE.“(I‘-”, 0) = dﬁ"({”(l}) = dgn(”) (”)) = d},‘-if(i (I_Erb [})
= 1 — sign det F.

E}!

(Letzteres nach (ii).)
2. Fall. det F < 0.
Sei B: R" — R" die lineare Fortsetzung von

Cybr — 0, CaF>rCy,..., 8, +>C,
wobel (¢, ..., ¢,) wieder die natirliche Basis des R" bezeichnet. Wie im
. Fall zeigt man, dall nun d o (F, 0) = d,. (B, 0) gilt. Ks soll nun gezeigt

werden, daBi d ,(B.0) = — 1 ist, was fir die Behauptung hinreicht:
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i 1
Wegen (i) ist rlb_,!(b’. 0) = dj_,,,(l)’, v (’L) und wegen (iv) ist

-
(IEH(.: d. 3 q) = 0.

Sei nun 7:[0, 1] — D(E") mittels

-~ 3
€)= Fl )y O) 70): = (5 - zr)c.

und 1':(4‘; ) =F(t, Xa,e)): = Fr,e; — 21 max (v, 0) - ¢, gegeben, dann
ist v offenbar ein Weg in D{E"). g0 dall

0=d,, (i d, 2 ci) =d,(v(0)) =d,(r(1)) = dE,.;(f"(l, N - icl)

€y

- =%, t 1
gilt. Fiirwe € £" ist nun (1. a) = — , ¢ genau dann, wenn w = £+

ist. Wendet man nun (iii) fir U;: = {a € E"/r; < 0} und
Uy = {a € B2y > 0]

sowie Lemma 2 an, so erhilt man

i
0= fI_En(T(l)) = dg,(r(1)) + dg, (e (1)) = f{rl(i fl, — 3 t'])

1 1 o
+ dg, (B. =g e,) = dy, {r. a. — 4 (:,) + d,, (.b, % e,).

Mit Hilfe von (ii) ergibt das rIE“.(L-’, — ) el) = — 1, alzo auch
d,(B,0) = — 1.

Das war noch zu zeigen. Damit ist Lemma 3 vollstandig hewiesen.

Satz 1. Kine Familie d = (dy), .,
wenn fiir jedes U € J* die folgenden Bedingungen crfillt sind:

(1) d-: D(U) — Z ist cine steltige Abbildung.

(2) Ist F: R* » R" cine affine Abbildung wnd ist (F|U,p) € D(U), so
gilt

ist genou dann ein Abbildungsgrad,

' (710 — | signdet F (falls p € F(U))
G (U, p) 10 (sonst).

(8) Sind Uy, ..., U, &J" poarweise disjunk! mil O=UU,; und ist
(f- p) € D(U) mit p € I\ f(eU,). so gilt di-(f. p) = Ed[-(.{f![?g: p)-

(4) Sind U” €J" und (f, p) € D(U) mit f-1p) = U’ < U, so gilt
di-(f. p) = dp (fIU", p).
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Beweis. Ist d ein Abbildungsgrad, so sind (1) nach Lemma 1, (2) nach
Lemma 3, (3) trivialerweise und (4) nach Lemma 2 erfillt.

Erfillt d umgekehrt die Bedingungen (1) his (4). so sind (o), (i) nach
Lemmau 1 und (ii), (iii) trivialerweise erfiillt. Es ist also nur noch (iv) nach-
Zuwelsen.

Seien also U € 4" und (f. p) € 2(U) mit f(z) = p fir alle x €U. Fs
ist zu zeigen, dall dann d,.(f, p) = 0 gilt:

Bei @, € U bheliebig gewdhlt und sei r eine positive Zahl, die kleiner als
der Abstand von p und f(U) ist. dann ist wegen (4)d,-(f. p) = df_ ’(m(f‘ ),
wobei K die offene Kugel vom Radius i um f(ay) gei. Offenbar gibt es einen
Weg o in D(f !(K)). der (ff_im,}. p) mit (c.p) verbindet. wobe:

e f-1(K) -~ B®
die konstante Abbildung x> f(r,) bezeichnet. Nach (2) erhilt man so
di(f. p) = df-‘(m (f-p) = df“(m(r' p) = 0, was zu zeigen war.

Satz 2, Fine Familie d = (@r) e

Y, wenn fir jedes U € J" die beiden folgenden Bedingungen gellen:
(1) dp: D(U) — Z ist eine stelige Abbildung.
() Fiir gedes (f, p) € DU gilt dp-(f. p) = N sign det f(x).

)
rzf )

st genaw dann etn Abhildungsgrad im

Beweis. (a) d = (E"'f']re,ﬁ! erfiille (I) und (LI). s sol! gezeigt werden,
dall dann d ein Abbildungsgrad ist:

Die Bedingungen (1) und (2) von Satz 1 sind offensichtlich erfullt.
Sind nun Uy, ... U, U wie in (3), Satz 1 gegeben. ebenso (f. p). so gibt
es ein {g, q) € D (U), fur das x ((9. q). (f. p)) kleiner als der Abstand von p
von der Menge fel7) U fetl)y U - L f(eU,) ist. Es liegen also (7. q)
und (f, p) (bzw. deren Kinschrinkungen) in derselben Wegkomponente
von O(U) bzw. D(U) (i — 1,...m). Wegen (I, II) gilt also:

dp-(f.p) = dply. ¢) = ,2; de, (9. 0) = }_L_,’ dg, {f. »)-
Damit erfilllt d die Bedingung (3) von Satz 1.

Entsprechend weist man fiir d die Bedingung (4) von Satz | nach, in-
dem man wieder ausnutzt. dall 2 (U) dicht in D () liegt.

(b) d = (dy),.. . sei nun umgekehrt ein Abbildungsgrad. Wegen Satz 1
st dann nur noch die Bedingung (II) nachzuweisen:

Sei nun (f. p) € D (U) gegeben. Nach Satz 1. (3). (4) und wegen des
Satzes iiber inverse Funktionen. gibt es endlich viele. paarweise disjunkte

Teilmengen Uy, ..., U, € J" von [" derart, daB jedes U, genau ein Element
x; von f-i(p) enthilt und d,-(f. p) = N de(f. p) gilt und f1U; diffeo-

i= 1.
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morph ist. Wir wollen nun zeigen. daB fur jedes i = 1, ..., m die Formel
' dy- (f. p) = sign det f(z;)
gilt:

Dafiir reicht es nach Satz 1 offenbar aus, ein (g;. p) € D(U,) mit folgen-
den Eigenschatten zu finden:

A) w ((g;. p). (f, p)) ist Kleiner als der Abstand von p und f(¢T/,).

B) g, (p) = {xi)-

() Es gibt eine Umgebung V, von &;, so dalB} fir jedes x € I,

g:(2) = flwd + Iy (@ — )

gilt, wobei J {r;) die Fundamentalmatrix von f bei x; bezeichnet.

Hat man nidmlich die Existenz eines zolchen (¢;. p) nachgewiezen, so
liegt es wegen A) in derselben Wegkompaonente von D(U)) wie (f. p). so
dafl nach Satz 1, (1) rff_.{_(f_. ) = di-(g;. p) gilt. Wegen Satz 1. (4) und (2)
gilt aber dfg(g*" p) = d,-i(g‘-.p) = sign det J;(x;), wobei man B) und ()
ausnutzt. Zusammen ergibt sich dann d,. (f, p) = sign det f(x;), wie be-

auptet. Wir miissen also nur y ie Existenz von (g., p) nachweisen:
hauptet. W en also noch die T o

) 3
Fiir > O sei g0 B — [0, 1] eine stetige Funktion mit ¢;(/) = 0 firt = !;

und ¢,(t) = 1 fiir £ = g. Dann sci §°: U; > R" durch

g (x): = galle — x]) - fla)
+ (1 — gl — a;l)) (fle) + o () (@ — x))

definiert. (g'i ist stetic und aus f und (f(z;) + J,(r;) (- — &) zusammen-

gesetzt, genauer: §°(x) = f(x) fir |« — x] = g und

: i
glx) = fla) + Jlz) (2 —x) fir Jz—2 < '; )

.

Ist nun K die Kugel um 2; mit Radius §, so gilt es §, so zu bestimmen, daf}
far jedes x € K’;U\{-.r;} einerseits |f(x) — J (a;) (¥ — ;) — f(a;)] kleiner als
der Abstand von p und f(¢U;) und andererseits

PELS@) + (4 — 1) (flay) + Jp(x) (& — x)) € [0, 1]

ist. Da die Determinante von .J (x;) nicht null ist, mufl es ein solches j,

geben, Fir g,: = yﬁ” sind dann offenbar die Bedingungen A), B) und ()
erfillt.

Damit ist (II) nachgewiesen.

Korollar. Es gibt hichstens einen Abbildungsgred im R",
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Beweis. Da jeder Abbildungsgrad im £* die Bedingung (I1) von Satz 2
erfillt und da D, (U) fir jedes U € J" dicht in D(U) liegt, ist jeder Ab-
bildungsgrad im R"” durch (II) eindeutig festgelegt.

Bemerkung. Man koénnte den Abbildungsgrad im R" von vornherein
durch (I) und (II) definieren. In der Regel lassen sich aber die Bedingungen
(0) bis (iv) leichter verifizieren. AuBerdem ist die hier gewdhlte Definition
unabhingig von speziellen Eigenschaften des R" (vgl. Naguvo [8]).

Eine analytische Konstruktion des Abbildungsgrades findet man in
Huixz [6].

II. Zusammenhang zwischen Abhildungsgrad und Sphiirenindex

In der Topologie wird der Index i, einer stetigen Selbstabbildung f
der Sphire S* als die ganze Zahl definiert, fur die H,(f) (¢) = ;e gilt,
wobei ¢ ein Generator von H,(8") ist. BeErs [3] gibt die folgende Kon-
struktion:

Fir (f,p) e DU), U eJ" selen h: S"Y(L1.0,...,0)} - R" die stereo-
graphische Projektion und #: 8" » §" eine stetige Fortsetzung von

hVo fo kW) mit  L7l(p) & F(S"\A- (L)),

danmn gei d (f, p): = ip. Man zeigt nun, daB d,; wohldefiniert ist und daf
d = (dy) .o ©m Abbildungsgrad im R" ist.

Man kann auf diese Weise den Abbildungsgrad aus dem topologischen
Index bestimmen. Umgekehrt kann man auch den topologischen Index
aus dem Abbildungsgrad bestimmen:

Satz 3. Istf: 8" — 8" cine stetige Abbildung (n = 1)und ist d = (dg),._ .,
ein Abbildungsgrad im R"*', so gilt fiir jede stetige Fortsetzung

Fal ‘E_P_l — R
von [

ip=d . (F, 0).

ER+ i

Beweis. Seien F' wie oben gegeben und F’: ' — F*+! cine stetige
Fortsetzung von f(B"*! ist AR (normal)!). Fiir die stetige Abbildung
H: B % [0,1] » B"' mit (a, 1) > tF @)+ (1 — &) F' (2) gilt:

Fir jedes t €0, 1] und jedes = € 8" = 2E**! ist H(x, t) = f(z) == 0.

Da d ein Abbildungsgrad im R~ ist, gilt d_, ., (F,0) = d_,, (F”, 0). Sei

nun @: §**' 5§71 eine stetige Fortsetzung von Z-te F' = 1AL (B 1) mit
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@ (8" AU EY) ¢ SRR (B, Dann ist offenbar
o (B, 0) = i,

ol B

Es bleibt zu zeigen, daB i, = i, ist. Das sieht man sofort ein, da die
Einhingung S(f): §"' — §"7! offenbar homotop ist zu @ (vgl. 8. T. Hu:
Homology Theory, San Francisco, 1966, IV, 5.4).

Worelar. Fér n z 2 wnd U & J" ist dg: D(U) — & surfekitv.
III. Zusammenhang zwischen Abbildungsgrad und Windungszahl

Ist y: 81— € ein geschlossener Weg in der komplexen Ebene und ist
» < O\ (Sh, so definiert man die Windungszahl 2 (y, p} von ¥ um p durch

Sei ﬁ(l’P): = {{y.p) [ y: 8" — ( stetig. p € Ci» (SN} und sei
@G:D(E?) — D(E» durch  (f. p) =~ (f]SL p)

definiert (man denke sich B? und ' wie tiblich identifiziert). Es gilt dann
der folgende

Satz 4. ¢ ist surjeltiv, wnd das folgende Diagramm ist kommufativ:

&

D(B: D(E?)
; :

)
%
N\
Z

Beweis. Dall & surjektiv ist, folgt sofort ans dem Fortsetzungssatz von
Tierze. Um die Kommutativitdt des Diagramms einzusehen, braucht man
nur nachzupriifen, dafl die Familie (dF]{_'gJ'J‘.{Ez} U {we G} ein Abbildungs-
grad im R? ist, hzw. die Bedingungen (I) und (IT) von Satz 2 erfiillt: Daf
1w+ G lokalkonstant, also stetig ist., wird in der Funktionentheorie gezeigt.
Es bleibt also noch zu zeigen. daB fiir (f. p) € D (£?) die Formel '

1 f dz = ) signdet f(z)

2w, 5% — P Ll

ailt:
Essei{z;,....2, = [ 1p). Umjedesz (i = 1,..., m) lege man einen
(geeignet parametrisierten) kleinen Kreis y;derart, dafi jedesy;in £?liegt und
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dali sich die p; paarweise weder schneiden noch enthalten. Bel geeigneter

L . ) = d=
Parametrisierung  ergibt sich f — &= M ~ und dar-
v FlEt= T P i=t.me foy; = P
aus die behauptete Formel.

Damit ist gezeigt, dafi sich dﬁ._. mit Hilfe von w berechnen 1laBt. Um-
gekehrt 1aBt sich w mit Hilfe von d , berechnen: w(y, p) = dr—'('{"’ B,
wobel ¢ irgendeine stetige Fortsetzung von » auf E? ist.

Man kann tibrigens zeigen, dall sich prinzipiell fiir jedes U € J? das o
mit Hilfe von w berechnen lifit.
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