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EINLEITURG

Aufgabe dieser Arbelt lst es, eine gemelnsame Theorle fir die war-
achiedenen bekanntan Abbildungegrad-Pefinitionen 2u konstruieren, scoweit
aleh diess Definltionen aul den Fall endlich-dimensionaler Hiume beriohen.
Ein wesentlioher Sehritt bel dor Lboung dicses Problems warde won M.
Haguno Ihﬂl dureh Angabe elnes geelgnetem Axlomenayutems I'ut'h-lq‘ll
Fentlegung elnes Axlosensystema [Ur den "AbbLldungsgrad” .

Das Axiomensystes von Hajumo glbt In ksapper Form wessniliche Slgem-
achdten der melsten bekannten Abblldungoagrad-Konatruktlonem am, dle aun
bei Mogumo sur Dwfiniton fUr den Abblldungsgrad diemen. dle der Titel
seiner Arbedit ammeigt, interessierte sich Naguse dabel sehr fUr Yerall-
gemeinsrungen des Abblldungagrad-Konzepts auf FElle unmendlich-disensiosaler
Réume, wozw seln Axiomensystem geradezs elnlhdt. Hier soll aber ein
anderer Aspekt untersucht werden, der fir eine sinavolle und unlassende
allgemeine Theorle des Abblildungegrades (elnschliellich der verschiedenen
anendl ich-dimennionalen Fille) ven grundlegender Bedeutang zu sein
sehelntt

Iot das Axlomeneyetes kamonisch An dem Shmme, deB oo bis aufl Ab-
hipgigheolt womn deor vorgegebones Urientlerumng der sagrundegeleglen
endlizh-dleensionalon Vektorriume nur eln MHodell zullat?

#le der erste Paragraph selgen soll, LEBL sleh diese Frage positiv
beantworten.

Die Fldersaprechalreiheit dea Syotems wird im sweiten Paragraphen
dareh Angake einer ersten Konstruktion fdr den abbildungagrad (nach
EeMolna (LB ) granige.

Oie Elogane der Bagumoschen Axiosstih srwsist sich im dritten
Paragraphen, wo olnlge wishtige Eigenschalten den Abbildungagrades
hergeleitdt serden.

In den welteren Kaplteln woll gezelgt werden, wie sich andere be-
hannte Konstruktionen des Abbildumgagrades mier eimordnen lassen. In
dlesan Parsgraphon sird e allgemeinen sul suafihrliche Bewelse ver-
sichtet, wenm sie in der passenden Fors asderweitig vorliegen. Hier
worden gelogentiich sush speniellere mathematische Methodem Bendtigt
(algebrainche Topologle, Ketegorien), whihrend die ersten Kapltel mit
alementaron Melhodon auskomsen. "

Leh hoffe, dalt dicos arbeit aul verachiodens deinem ndbalioh sein
knmi



1. Die vorliegenden Komstrukticnes fir dem Abbildumgsgrad sind
langwierig und uwniibersichtlich, eime axiomatische Theorie erscheint
daher winschemswert.

2. S8 wird geseigt, dal die verschiedenen Komstruktiones desselbe
liefern, so daB diese werschiedemen Konstruktionen wechselsedtig
aswendbar werdem.-

3. die schon erwshmt, scheint mir eime straffe endlich-dimensiozale
Theorie motwendige Woraussetzumg fiir eine sinowolle allgemeime
Theorie zu seim, die bei der VWielfalt der speziellen Ergebnisse
sicher sehr worteilhaft wiire.

4. Worlesungen iiber algebraische Topologie leiden hiufig uster dem
sehr sbstraktem Charakter der modermen Homotopie- bzw. Homologie-
Theorie. Vielleicht 1&B3t sich einmal an der speziellen Theorie
des Abkildungsgrades die Thematik dieser Disziplinen anreifen und
wor der Analysis her - wenigstems teilweise - motivierem. Dies
ist meines Erachtems einm deg, der zeitlich ertréglicher mzd geometrisch
weniger anspruchsvoll. wiire als der Nackvollzug des historischen
[d.k. geometrischen) deges.

Diese wier Punkte sollen die Berechtigumg dieser Arbeit begrinden, wnd

sie sollen auchk zeigen, dal die zugrumdegelegte Problemstellang dwrchams

theoretiszber Matur ist. Demzufclge wird hier aach nicht aafl Anwemdungem
des Abbildungsgrades auf andere mathematische Theorien oder Probleas

eingegangen, zusal daf¥r eine umfangreiche Literatur existiert (z.3.

r21.033.053, 01,0123, D53, 081,019
Um dem Verlanf der Darstellung nicht zwm stéres, habe ith FuBmoten

und Srléuterungen zu den quellenangaben an den Schlul der Arbeit gesetzt.

Sie sind durch MI] gekennzeizhnet.
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§ 1 & Defimition und Charakterisierangen des Abbildungsgrades im
n-dimensicnulen reellen fahlenraus.

Fir diesen und die folgendem Paragraphen bezeichne n eime beliebige
feste matiirlicke Zahl (gro@er als null) und R” den durch die Wahl eizer
belisbigen festem Basis orientiertem n-disensicnalen reellem Zahlem-
raum. #ird eine Topologie im " benditigt, so denke man sich den i
stets mit der matiirlichem Topologie und dem euklidischen Abstand wer-

sehen. J° bezeichne damn die Memge aller offenen amd beschrénkten,nichtlesren

Tellmengen des A®. Weiter sei vom nun am fiir Jedes Ug "

Dlmz= L (£,p) / teSlU,5%), pe %wr(du) }
definiert umd - bei Bedar{ - mit der Topologie versebem, die wom der
folgenden Metrik i—n.:luierh whrd:
for DUXDEI—+R  versdge o ((£.p).(giad)i=At-81, 5 + b=l T

Die folgende Defimition stammt won M.Nagamo (Literaturverzeichmis [13]):

Eine Familie d = {dyly ;o EeiBt ein Abbildungsgred im 2" , wenn

fiir jedes Ug J% die folgenden Dedingumgen erfdllt simd:

(el du:ntl:l.:l-p Z ist eine Abbildung won D{U) in die Menge der ganzem
Zahlez.

(1) Sind F:[0,1]el — B" und #:[0,1] = #" stetige Abbildungen
ait Fitde B Fi{t} xD0) fEr alle vel 0,1] . so gilk
dlFlt, -}, Ht)) = a3{F(0,-). 10} fiir alle te[ 0,17 .

{ii) Ist pe 0, so gilt d.u{idﬁ.p] = 1.

(iii) simd U, +9, disjunkte offene Teilmengen won U mit EuE -
und ist (f,pJe DIU) mit pe B (LT, £R0,)) , eo gilt

a,t.p) = su‘[rli?p; + "'u;qg-l‘-" .

{iv) Ist (f,plep{U) mit -ﬂuﬂf,p} #0 , o gibt es mindestens eim

xe U mit flx) =p . 2)

[1-2) Bemerkung: Seien U,¥e J°,US¢ wnd (£,pled(V), pE BSe@U).
Statt duﬂﬂﬁ +vp!  schreibt man kurz & (f,p), wobel man sich f so
eingeschriinkt demkt, daB (f,ple D{U) eimem 5Sinn Bat.
Die Idee einer Theorie des Abbildungsgrades besteht grob gesprochen
darin, die Gleizhunmg flx) = p {(f,ple D(V}) mach der ™GriSe™ ihrer
Lésungemenge in U darch eime ganze Zakl zu klassifizieres [Axiom (o)),
wobei "kleine™ Anderungem wom f und p diese Zahl micht Hmdern scllem
(Axiom (i)} und die Leage der Lisungsaenge im U zu berfizksichtigen ist
(Axiome (iii) und {iv}) (vergl. J.Sronin[5).
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(1=-4] Sormt ’
aine Familie o « “'IlFJ. Lot genuu dann eln ABOL] dungeagrad
ia WY, wemn fHr jodos UGEJ" die folgenden Bedingungen srfullt
wind:
(1 dyrp(i) ~e» & it wine stetige Abbildung An die Menge der
ganzin Lahlen mit diskreter Topologle.
(2) Fir jeden affinen Isemorphinsus Fi@® — 0" und jedes pta"™¥(@u)
Lat sign det F (felle pg Fl0))
dyifig « @) "[ 0 (ralls pgriv)) .
(3) Sind Uyseanslly poaresioe disjunkte offene Tellmengen vom ¥
mit e H.“”'ﬂ und 1st (F.ple D(U) mit pe l“l:‘! (CTRE

' |

w0 gllt
dylfup) = > "LHIII v ) "

S YT |
(h) Sind 0" eine offene Tellmenge von W und (F,p)€ D(U) mit
r"{;}] €0, we gl aylir,p) « ay (rlgy o p). &l
Beweip:
(1) Die Bedingungen (1),...,(%) alnd niarelchend dafiir, dal d ein
Abbildungsgrad Lat!
(la) d errdlls (ods
Dua folgt sofort sus der Bedingung (1).
(Ib) 4 errudde (1)
Golon F und § wis in dor Présiose von (1) gegeben, damn 1iegen
wlle (F(t.-d, f(ed) (ewl0,1]) in derselben Seghomponsnte wom
DIU). Das sieht man wie folgt eint Sed wil0,1] — B{U) verabge
Wie)ea(Pie,« ) Fleh) definiert und selaE € i, beliebig und t e[ ©,1]
beliebig "), dann gibt en win Be B, und ein 0'@ R, mit den Eigen-
wehalben
Iﬂl.:}-ﬂo.;]l([ﬁ. falls &,0600,10 6,000 mit | -l ju-ghen |
P§id-gla)l <fg, radds t,0aWP,1] it |tenje 8,
detat man B"iemin (0,8'), so folgt PUr alle te[0,1] und alle xc ¥

oun | b=ty la B sefort B (e (t) et d) e (0FCR, =) 000D, (R0, D)

RLULLLTEY US| olmu-}u.:\qg. Da t, und ¢ beliebig wares,
ist aleo W stetig, d.h. win dog im D(U).

Da dy stetig ist, ist d; auf J(U) loksl kenstant und folglich aul

den Fegkosponenten won J(U) konstant: Iet o (0, 7] =+ D(U) ein
belisbiger (atetiger) g in 2(3), so tat ¥ie ¢ (dg ' om (01)))
eine nichtleore, sugleizh of fene wad abgesshlossene Tollmenge vom

fo,7] + alee gleieh [0,1] « Damit wubl drie 0 e)) fur alle wlo,)
komatant sein, d.he (L) Lot erfulle.

(Te) & errulle (dv)t

-l

(1s) & erulde (Ld):

Dns folgt wofort sus (2), wenn man fur F die Ideatithy des "

selet.

(1d) & errudde (R4LDE

Das folgt sofort eus (3), wenm mam msd metat.

sed (f,p)€ DUU) mit d(f,p) 4 O . Angenomsen flr jedes el gide

fix) f p o dann selen

n 6 U bellevig,

pen, wit d (fp) = dlgp) fir wile ges(T ") ait lregl, g < 8

risain £ 0% 0 r(TIY . wobes | p, (0] den Abatand von p und o
beselohnet,

Be R, wit DG, und fiBy(x )) € B alfing)) | wabed Gglu ) baw.
i, '[ﬂl.ll die of fenen Kugeln vom Radius B baw. r/2 um x, baw,
n;.l bezelchnen,

ﬂa‘hn—:. s Talle xE ‘N’i"l-]

l{llt-'[ fix) . falls xg Oy Eylx, )

H--‘:IH:‘.’:']-:-:.# saplxifind, falls sk i.l:‘hiulll‘l '
wobed wplxdin J (hu=ny)- ; )oteg T

offenbar Lot bl —pa® stotig, und oa gilt Il—lih' Q.-{}i-i*ﬂ-cﬁl'.
a0 daB (h,pled(V) und dy(h,pledy(f.p) golten. Uberdios ist pg (),
donn |p = [1-41}1I1’ll':lu-x,l-|'h}l‘hl-l?ﬁ fur xg Egln In "&-‘a"a"
weil dann hix)@ 6, o f(x )y und [p=(flxg)on-x )0 fur x@ &, (x ),
well dann hix)E i,.,.z,i.r{-_n s :rﬁinl..lll giin.

dagen der Llgemschalt (&) gilt %{l.:l-l.-:u.,]-a‘ yinple

a2t %,
Sagen der Edgenschart (2] det dy o g(hpled, o ]Uh_l-:n'il.r}-
a0 ,'wo dal sehlieBlich %tt..}-!-""rat.t. - VoPaussaelsung

widerapricht. Damit iet (iv) geaeigh.

(I1) Lat usgekshrt & oin Abbildusgegrad im @, so Folgen motwendlg

die Elgenschaften (1),...,0(0) fdr ds

(Ila) @ erfidie ()

Seden (f,ple D(U) beliebig, rim |p, dW)  u=d l-':"’ih,l die

effene Kugel us (f,p) Ln 2(0) mit Hadius r. Fir (g.q)e l:"lll'.pl
baliebig definlers man

PiE0,1) x T ep 0 duroh Plt,m)ie (1-0000n) « vgind,

BrL01] = &% duron WPlthis (1et) p o b g
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Dann sind offenbar ¥ und § sletlg, wod flre el o, 1], xedu grie
vordion:| Fle adaF Ced)sjltandr(nlorglud=it=tip-tq] «

affl{ndep = tiflnl=glndh + thp-a ] Biriad=p -ni| Flai-glal| +|p-al)>

P r=tr% 0 . Oumit erfillen ¥ und Y die foraussetzungen vom

(1), wonash & (F,pled, ma.-: B A CHIEEM ISP t‘ﬁ”-lulgnl folgh.
da (gl i-l.l.cbl.; ] '] ‘.'I‘.,-l war, ist also dy wuf & (F.p)
hanntant. 2a (@p) h-lllhu aun WU) war, Lat also dy 1“-1 konsLant ,
done stetlg bagl. Jor diskesteon Topologie von L. &a |'I.1I. also (1),

(1te) 4 erfUlde (3):

Goiem l-|.---.i. pasrwslos disjunkte of Fene Tellmengen won U, die
dio Présisse von (3) erflillen, ebense (f,phe HE).

Fdr ms? Lat die Koaklusiom wvom (3) trivial, fir med folght sie awe (LLLD.

Angonosmen die Behauptung ven (3) gilt fir je aYjds'y m) soloker
Tellmengen von U wie sie in (3) vorsssgeseizst werden. Dann selen

" g—

0y te l1.....#;_2 im ﬂ‘._‘., ' I.:'Jl- l-_'u H' . Wegen l-_,l.r' ﬂ-_iu'ﬂ:
wnd A0y ToT0N W (T TUN (T 00 =R 0, udl, er-
fullen ©' .....,IJ et lll-l. U.p.’l die Vorsussetsungen vom (3). Nach der

Annahme :u-. dylt.p) « -“.It.;J. Kach (448) gilt whber
Ao ymnnym=1

such d (fup) = d r,p) » 4 (r,p). Damit Lot der [nduktions-
l Voot
sehlub muuuu. o8 gilt also Tll

(I0e) o erfddde (&)

Sed U' § U offen und ael ,p)€ 2(0) mit " (kp])S U'. Mun setze
man UeslsFT | dans st U* offen umd sa geltem:

Al s und e MUT) ST ET ,'an. TuT 1.
Nogun I-Tﬂ_p]J € U gilt swch pg @™ (F@U' Iy ERU*)), mo dall nash
Cada) dull.p}-du,{r,;}uu_ll.ﬂ folgt., wogen pd F(U") folgt aus
(iw) I'_'“.phﬂ und dusmit -lulr,;j - l.'.u,[(‘.plu Dan bewelst ().

(1rd) o errudde 23y

Sol 3 —p W" sln affiner lsomorphissus mit O(m)ed x+b umd sel

ple A" G(BUN. Tot pd 3(UD, ap folgt aus (iv) sefort d (d,pled, was
in diesem Fall im (&) behsuptot wird. Han darf aloo pa J{U) anneheen.
del nun oo, 0] —» A pawe P01l ~p A" duren

"‘{IIIG“-I]’ o tlp=b) bawe Flt n)oa{tat )d{nlot(din)=b)altat)d({n)+tin
definiert, Offenbar sind § und F stetig. Fir tel0,1] e 0 ghit
Flt,wiadinl=th 4 p=th -:'-EI.J'. bhe Vorsussetsungen won (L) sind er-
fulie, mleo gilt I“li.pl - i“ll.p-ll mit (pebbe AlU)w ALDU).

- P .
Ua d (%) errdlin und du A elne pijeklive linosre AbbLldung lwt,
il

4 (dep) = 4y ld pet) = l‘r“”{l.p-ll

fur sin gemigend grofes re¢ M, (4,(0) bezelshnot wieder die offene
Nugel vom Hadiwe r um O dm B"), Dabel Lat AME0)) vine konvers
vopelogisohe Kugol, die O und (peb) im lanern snthslt. Fie gie
stetigen dbbildungen §'i00,1] —» & una ¥ iL0, 12T TOT — &
(verntge J*ieioalt=n)ip=n} baw, F'(t,xisein] Lot wieder die Pri-
olsas von (L) erfUllt, so dad gllis

.ti..) s d, rtu’ll']'.] - “ uﬂil.ﬂ]‘ - “.‘IJ‘]L‘ ﬁ} "

leteteres mazh (%), wobel &"0) die tﬂ‘ll- Glnheltakugel in e
begelchnat.

afm,u.,nl soll nun berechnel werden. Jabel sind swel Falle zu
unterscheldent

1.Falls det A > 0

Sel h‘,.n.r.l die am Anfeng dieses Parsgraphen [estgelegte Basis
den 4™, Da A Bijektiv Let, sud H.n.l.....n.} sbaalalla slre Basis
dom 0™ sedn. degen det 430 exlatisrn nach einem bekannten Sats
der Linearen Algebra ?) stetige Abbildungen 11,....I‘-1[n.1|]’—|: »
wit Fyl@)meyiene s 0 (0)na o by (1 haking eneyf (1)ke, und £o08)00en,t (0)
Linear wnabhlinglg fir alle te [0,1].

seien sun $100,1] —> # und P[0, 1JuE"(0) —» B duron Pr(t)e0
[T Flh‘ll;ﬁl..’rtfli £ () definiert, webed pr, die Pro-

Jektion auf die l.Koordimstenschas bezelchnst (Ls%,...,8) Offen-
bar sind fir §° und P eleder die Voraussetzungen vom (L) erfulle,
w0 dall folgti

I'iﬂ;l-l-i‘lml,ll-.ﬂld.‘lelﬂ‘l.'I'-rl”.i-
. ullimil‘“{u.-:.rlnai-i‘-mjlu‘rﬁi.ni ..
Letzteres wegen (ii). Im erstem Fall gilt also
dyll plateaign dot 3 .

£almlls dot A O
Gad hin---.ll ) wiw aben und sel diW"—> " versige sladie=pry(ale,+
5 prylxie, definiert. Dann Lt B sie 4 oin linearer Auto-
Il|.-

morphismus des B® wit wign det 8 « sign det A » =1 . Sei 2 der
linears Automorphlssus des ", deor Aoy dn "I. (4=t aueyn) Eber=
fubrt, dana gilt sign det Jemign det Bemign det A~ 'w1. Wendet man
wieder den oben erwihaten Satz der Linssren Algebrs an, so erhilt
man o stetige Funktionen .1.-.-.|.lr0f1] - 1] Filoiahey one
serfplodene, F (Vebe eoe (1 )nBe, und @ (000 een f (0] dinear
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unabhingig fir alle t¢jo,1). Set ¥ :f0,1Jue"{L) —» & durch
F'leaeles® ] pr {x)-g,(t) defimiert, damo erfilles wioder

ielyecaym
:‘ ued F'' die Vorasssetzungea wem (i), so daB gilt:

dylGup) = oo (A,0) = donga ) (470 (0, ), 8" (0))=
. ﬂh.nm}:i““i‘!.-].f'[ﬂ} = 4., (B0}
Lelzteres soll mun berechaet werdem:
seten §*:T 0,1] — #® vaa #7300, 12500 — A durch
F M0 S ey vawe POk 00128 dofintert, dann scnliest
man wieder nask (i) eof

() 8y (G, p) = don o (8,0) = d“u[ﬂjll.-% o) .

Sei nun gi= 1 ] , 80 daB nach (ii) ﬂ.n[ujild.qlﬂ gllt. Schlieb-
lizh seien 3"5 :[0,1] —»a" und J'L’:.’DJ]u?’.’oi —p @ durch

f‘j'{t}u (1-t)q = %le.‘ w { g - Et]-1 DEw.

(5
P tx)e= g pro {:J- - zt.uptpr1{,;]..-_ definiert,

E Y
wobei UE R==3 R derch ?iuJ = max{ l..'h} gegeben ist.
+7* uxd F*) sind offenbar stetig, uné fir t€[C,1] ,x€3E"(2)

gllit: FL;’{t.l}-\p:r E:l:}—dhﬁ.pr I:”;e + >0 p:'i{:l::hi JE%—E‘E}!.I.
1:2 weyB

Zm sind also wieder die Voraussetzumgen von (i) erfiillt, so daB
falsk: )
2= fgagy (i) - dym ic:r{”'t... 3, ¥ 011 «

I 1) {5
= MaggyiF T, 13 (1) = agm ) (700,00~ 1§

Af fanbar ist {?[5}[.'1'}1-1‘1' ] '1l"_: :{ = [/ =€ ‘ﬂw}! i‘i}j{‘l,x:.—%u‘l:
1 1 & G .

.{-2- *, +=3 -115 v B0 dad fir l.l1=={ ' xe a-"{l),.;prﬁ:]( ﬂ}

:Iaznf x / :l:z"{uj.p.r1{xi:a} {i11) snwendbar ist. cs folge:

9= dm !Fm:n-:-.-g‘efl = 4y Geededy Load) =

(2 3

1 1 C 1
.G"tu.. '.e"] + duzta.-?1} =1 d.aa..n. > e ).

Letzterea folgt nmzh [Lij. Yegem (%] ond weil B ein iutomorphismus
ist, erhilt mam git (w)

“£%0) "o
und rtfjp,'zdaulrl:lt:.
Deait sind alle Fille erfaBt, sc dad (&) fir d machgewiesen ist.

1 _ 4
(B,u)=d n “"?‘1} . dujtj.dz -E|] = =1

abb.t: ¥°% una (%)

{71-4) Bemerkung:

Der Sharskterislercngopatz ('=3) ist in mehrfazher Hinsicht mita-

Llich:
Er zeigt einige Eigenschafteam auf, die jeder Abbildungsgrad im E®
bat .

Aus Beweisschritt (fla) erndlt man folgeades Korollar:

Gind & eim abbildungsgrai im A7, JcJ® und {7,ple DIU). so gilt
o)

dnl{f.p] = :Iuisqﬂi fiir alle (g.9) jip R !I{f.pl-

Hit der in Bewsisszaritt (I1d) wiederholt benutztem Methode zeigpt
man sofort:
Gind d ein Abbildungsgred im A", 1o o™ wrd (£,pleDiU), 8o gilt:
Fiir jedes g& ¥ iat (f-q,p-g)c D(0),und a8 iat iu[f—q.g-:;hliu[r.p}-
(Man definiere Jif9,1]-—33" und F:f0,1]xT—pa" durzh ei=p-tg
bew. Flt,x)i=fyxb=t] , Jann folgt wegen (i) sofort Jie Bshauptung.)
Dea bewe ssahritt (Ib) entainml nan folgerdes Xorollac:
Seder d ein Abbildergsgrad im 37, Uc 4" . De D{U} offenbar lokal=
megzusanmenhingend ist, stiamsen Kozponerten und woegkomporenten
vom (U} iberein, wrd dll- ist aufl jeder wvon ihnes konstant.

Schliellick kana man mittels ('=3) fir eimen Seliscigen Abvildungs-
grad d i F Jedes d, aufl eimer dlchtes Tellneage won D{U) be-
rechnen, worsus eimerseiis folgt, dal es bei vorgsgeosner Orientier-
ung des 2" (Basiswanl!) mur einen Abbildungegrad gibt, und woraus
man andererseits siner weltersn Jharaklerisierungssate erkalt.

Dlese drgebninse scllea im folgenden abgeleitel weraer, webel

zwel Lemmata beaditig: werden.
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L1-3)leama: .
Seien EnR belieoig und U elme offene Teilmenge des B® . £:T—sp®
elne stetige infektive Aboildang, !!u ein Diffeoporphisaus-in und
det flx,) 4 O fiir oin xge U (det Ilx ) beseichrel die Funktlosal-
determinante vop f bel ".g""'
Dann existiert aine Jageoung V wom i, and eine stetige -l.bll:l.ld.un.;
50 —» !‘-u Ka-th, g <€ + glx) = dplx delu-n ) + flx ) fir alle
€V und g~ H'r{x ]}JI ={x} Wglx ) vezeichner die rnﬂinu.l
satrix vom f bei :n}

Beweis:

(a) Zuriichst woll gozeligt werdea, dall es elne Umgebung ¢ voo %,

it mit V'€0 und flx M I refrelarel1-0)03 Lx ) (xmx o x )] velo,
fiir alle xe V'wieg:

Angenommen zu jedem J-&I, Eibt es ain x& S:::nll mit Ii:nFE Il >
Danr existiert eine Folge “J].E’ vom & verschiedener Vekbtoren

des 7 mit xg—wx, and Clx je 1,  fir alle jel. Sei dafir ‘r:’*‘.i"ni

(#5) defimiert. Da fl Jil"'lnnrplims—in uu.
0= lim | rixe)-£( }-J (xo ) [ x-xg]

*7% 1=l -*J' g ]

=l 7 lote)-rleg)mi g lx Nixox )| =

e 4

= lim —|r|::l-
43

_i_‘[ " &)
e "r“g}“J"a"'”‘a]"r"n"‘;"‘gll =

= 193 w3 a xi=%g
= li= F A | tj"li’t'o}hJ x| = ::: :J"r"u”"’ﬁ"‘" | »

JEN
* min |J (x Izl >0
a1 10 r :
damit ist die annabme widerleght, es mull also ein VW' der gewins:zhtem
Art geben.

(b} Sedi also ¥' so gewdihlt, dal (a) giit. Sei dberdies Eeil 50 se-
wiblt, dab {0ix)-rix )3 (x ilx=x_Heg = fir alie xe 5 (x,) und dad
*.‘i"‘ } & ¥ gind. Sl:l. ¥ :Jl—-rl'_ﬂ ] elae stetige Funktion mit wit)eD
falla :.s% and @ (t)=1 falls t3f , dann kann g defiiiert werden:

gili—pa® Vermoge gt:i::qﬂ:-:upr{x} .{1-71;-;';;}[.;:1;_;‘;.1-:;0]1_

g ist sicherlich stetig. Set:t man l:uﬂyzigoh a0 haber ¥V und g

#) Eegen r[znhljﬁ:Ji'fi1-tj:'{Jfliznjiad-:u:wr{:oi mit t:tJDJ[.jE ]

darf man l'".::J duran ﬂani + Ef;—‘irlixnli::-:u} SreetTon.

s 'tm-.rfu,m,-g]
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die Felgenden cigoennchaiten:

glx) = doix Jix-x ) « flx ) fir alle xg T,

‘r“nﬂ <E , dlelm fiir t{, vl n‘f: M ogilt lgixi-flx)]<e nach
dahl won X umd fir xp -.rh,-“ v giltt jelx)-glz) =
s|rixi=qg U x=x JO(x)= {1 -gle-x ) ) (d t{:‘,]h-:n}*l’{ :n}Jl =
-['loqik-lolﬂ-lf-!::}—-l,l'lnlE:—In}-l’:tuﬂ..;g_ razh dghl wvom§.

d[{ Il ]].'l [:l: v dema [iir alle xgl iot glxlel, und sulerhalb vonm
v st glxl=flx) und ;i ist is ektiv, so daB nach
dabl von ¥* und § ‘(lltf[la] genan dann gilt, wenn
X=X imt.
Damit fet das Lemma bewiesenm.

-—EIJ Definition:
Sei Pe J® beliebig. Mit den dezeichnungen des vorigen Lemaps selen

dann definiert:

D,(8} s={(f,p) / (f,pledlU}, fe 3'(F,M)}
DA} 2= { (£,p) / (£.p)ab, (L), det f(x)4O fur alle xer™ (D} -

Bei Bedarf denke man sich diese Mengen won M) topologimiert.

[1-7) Lemma:
Sei U&d® | dane gelten:
(a) B, (U) liegt dickt in Dy(U).
(b} 2,(U) liegt dich: in D(U).
(e} 2000 liegt offen in { (T, )xR™ (bzgzl.der Forts.von ).
Beweis:
Za {c):.Da o(0,8%)xs® die Produkttopologie vor Topologle der gleish-
niligen Hoavergenz auf U wnd euklidischer Tozalogle trigt - =it
“Forts.von w" ist die wie g defigierte Hetrik auf des Produktraam

gemeint - . ist dieser mi:l. des Leasmas trivial (fir jedes (f,plgdiU)
.Eﬂ}l:_iﬁ

o9
kt = » N
”,m”(rip ﬁ'p””ltrpjcaup
Zu (v): Da (=) schon pezelgt ist, refcht o8 pun aus, <enn man bewelst,

dad (T, &™) diznt in (H,2%). daraus folge damn (b) auf triviale
delise.

Sei also f=if,,...,f )€ T )T, )" und sei £ @, beliebig.
dann gibt es mash dea Satz von Stone-deicrslrad n Polysome Prosvsaly
in je n Unbestinmten, so dafl e U & &/AT (L=1,.004n). Fir
Bi={p,.....p } g1lt dann: ,!'.If-"\:“,ﬁ W) and LE-gh, § L€, denn fir
Jedes xe T ist | fix)-glx)] = {.E:‘," (rylni-p, (x) )2 ylfe <\ e .r"al"";e
Da £ und f beliedig waren, ru‘{ daraus (b1, i
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du (al: .
ledcnritts MHuch cinea dptz wom A.dard gilt: T{riNmgd) = B'«¢ (D':= .:-i:',j‘l"-lﬂ_lﬂ‘n- = s'!n_.l'ﬂn"r.l. 1‘-1}.
Selen ¥ & 2" offen, £iV— a stetlg n.urggrer_:lerbtr und wobeh 8° mur von § und ey alsp aizhi wem @ sohingt. Fiir £ -» 0 bledbt
Wizl 2 / xed, det fh'.!au] y dann gile f(N) = @ , d.h. £{N) hat a* komstant, so daB ICr(g) )=0 dat. (D8 f(Nng) im Dmrchsshaitt wom
WA Janmpey S melbaren Mengen mit beliedig klelnea Mal liegt, deren Durehscheitt
Bewein (s.Berger/3orger [2)): Ist I speziell eine alfime Abbildung, tat, st der Lebesgueaszhe Inbalt T(f(N~Q)) defimiert.)
s0 ist die 3chauptung trivialermeise erfillt. Sei alsc [ mich{ Sehbpft mam nun V von inmen durch hbihstens sbzihlbar viele yusider li{ )
affin und sel - auch diese dinszhrinkung s:Bliedt our triviale ous, 80 folgt I[fllﬂl}J-IlkaaJEE feae ™ _‘1.1}“ =0 , also kann

Fille aus - ¥ £ 2.

del &V ein abgescalossener Jaader und sed £¢ H+ belieblig. Ja

¥ offen Let, gilt auf o der Mittelwertsatz in felgender Foram:

3u x,5€ 4 gidt ee ein Ee{tue(r-t)y / &[0, 1]} mit flxh-tlxdad () {y-x -

is folgt dame: | Fiy)- f[:}—JI{x}Irﬁx}!-EEJ!{gJ—Jf::i:[r—:i“ “Ip.Tiaun

s].l (9-d, {:I 2 sha- (i Ix""' buael::hr.et kier die Morm des _r‘r-_q':ln 3 =§, alsc {f,qled, (i}, Man kaon aloo Dy(¥) asa D.(U)
beliebig nake approsimieren, so dad (a) folgt.

f{N) keine inmerer Pumkle habea.

2.Schritts Seten (f.ple 3,(0) und g B, beliebig. Kask dem 1.5christ
gibt &8 ein q& B" mit gd £00),|p-ql<E wnd Ip-di<|p, £BU)] . Fegen
(e,p) = 20} ist (f,ql& Del'ﬂ'] "u'..l'. ((r,ph (r,q))< & und

linearen aper.tora = gsle induzlert suf Ra die matirlicne Tope-
logie und die natlrliche uniforme Struktar). 3a Jo(+) suf o gleick- F :

siitlg stetls Lat, gibt es eln § €3, so,4ad aus [§-x| €| y-xicy, stets £1-8). Satz: _ _ .
'[l'u.'n -1 :l-;r.:J[:-:l-: E ¢ I'II‘:E J folgt. Sine Familie ﬁ:l!r] g ist gemau dann sin abbildungegrad ia & ,

Sei mun { @ / kel,...,a"} eine .ni-rur-e;u:t; van 4 in a" Guader, wenn fir jedes Je J° ﬂltlﬂ

deren Jarchmesser kleiner als (je) J ist. ssiter ser fir jedes el 1) dﬁtnw} ==+ T 168 slus shetige JMNIAGmRE 1x She Slikvet tepo-
b logisierte Kenge der ganzea Zahlen.

T s Mbar-n) s i ;
o= Tl ¢ d leile)-x) 1 ariniors (1) Fir jedes (f.ple D,(U) gilt: 4 (f,p)= sign det £(x).
Daog ist [ir jJedes x&Mn <, T (e ) in sioer affisen Jlyperebans des wet” L pl)
2" eathalten, denn T_ ist eine singulire affine Abbildung. Bewein:
Fir x,y€ 5 gilt u,lt dahl wom 8 (o) Sei d ein Abbildungegrad ia A" , dann let nash Satz (1-3M1) jedes
[Fixi-20x)] = | d (B (x-p ) € 4 tg:uﬁy# n{q'| x-ylid , wobed d._[leJ"J- stetig, so daB (I} erfillt ist. Unter dieser Voraus-
n%{tn gendhlt ist, dad fir Ce 2_ mit §l « N 2% . L gilt R beil mam (I1) Rachgeniasen verlen!
ol | gt i Seien U™ und (f,pled, (V) bellebig gewialt. Hack dem'Satz iber
‘f"'”']-'s‘ € Sl € ",,‘,‘{f,““ Ei:l.;., Sot 4 smplizite Fusktionen' ist " '{pi) € U eine endliche Toilmenge, -°)

L : =14 1
Jer Durcl " H“t} it ad nisht griBer als ‘Q‘J& fir dezn [ dat in einer dcgebung vom x ..iffeﬂ-urp:n. wann x€ £ 4 ptly

Jedes k=1, 00 n®,
Pir xgla 3, und yeyq, gilt stess I'!=E;.-J-1':1?|<E-{‘_  also ist

und T ist koapakt. Sei also < Tynensak --I u.{p und sciea ILI.. .
---an' jlll."lvl.sl diojunkie offene Teiloengen woo J ait £ ﬂ,p].nd'l El-{x
ti-t......:r. g hia\ A% « P und T =) T, - Bach (131, n;

fir jedes :grtit} die Urgleichung |:-..‘f‘:lj.,“;',l'|<E,,_a."a erfillt. 127, .0 1. i=1,00u,m
¥un kann mar dem Imhalt von I’[it} abschitzen, indem man den silt
dbstand des Bildes won @, utter [ won oiner 'r,:-;kl enthaltenden (f.p) =5 .
Byperebene Wy wnd dort den lnhall waa ﬂ"t"" oy, sanzhitac, wobel i‘ - -,_,. o “l“'P' )
xe Na oy beliebig gewihlt ist. S0 erhbilt man:
g 1 Dach (1-3404) gilt fur 3 J," .
Il )) £ 2g- J "Ry ".Hi.&-l':la on 'y WOREL K.y das volamen - - il st lats e et S
der Einheitskugel ia a"" bezelchaet. i”*P‘ =4 qu!’ wdal v mi.
C.Bed.h. darl man roch annehaen, dud yef : 4 h:"rJ.:2'.“.3"-1."];0]1-5 8 l'.-._l.‘!. dagen det fix, It £ c:u::'l:tr'.. win 0 , cus aine selese Uagebung
Liir ¢ = B s M 3 o - ¥
fiir eln xpe U wrd ein S€ A, wn3 ded {l—' & G=lten. Danm lolgt: yom x, iat, lhr die r|--; ein Mirfeonorphissss-1r 1t und Ciir dis
U

T < v gilt u:..‘.-.n..
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sei mun Fe M, se klein gewsblt, Zaf zi-:'lp.ﬂiu;_Jl gilt., Hash (1<)

silt dann - _
ﬂu. (g.p) = !J.[I.pi fir alle JE'-LF v ) mit l:l'—;'u i}‘ﬁ-

Yacr Lommn [l-;] kenn man nun eine Ungedumg U7 vom x. {127, 40 a)und B
auswihlea mit
ﬂ" ﬂ]I"
.;l_e .{'if_.u‘: att B -1l o <€ und g (x)aflx, )0 o (x, Dx-x,}
fiir alle x& L and 5.1‘]:}] -{;d L=y en,m}

Hachn Satz (1-3),(4) und nach Wall von E‘{L=1,_.,.; gilt aan

d:.{:l,-p] = ﬂu.Eg.pI = d“.lz.pl = sign det ﬂ:,_} (1=1, neym)
1 i 1

{letzteres mach (1-3},02)0. Tu:;-s;at folgt slse mit

(rap) =5 i (r,p) = 4, (g,p) =2 sign det f(x,)
d d E=T, 00 ,m b ¥ i.g".a....i :Fi i %

die Formel (II} Fir belicbiges (f,pMED,(3) lund beltobigon Te 4™
Danit ist gezeigt, daB jeder Abbildungsgrad ia #" dle Eigenschaften
{1) and (II} hat.
‘) Sel nun ungekehrt 4 eine Familie, die (I) eed {IT) erfiillt.
43 gnd (2) von Sata (7-3) sind dann trivialerweise erfiillt. Da
fir Ue J® dunn d,, lokal konstadit ist, gibt es zu (f,z)e D{U) eia
(g,qie D) (dicht in plEY!) mit
4 lgva) = d if,pl
und PEH&nHmth,fﬂJ;&ﬁﬂ .mnih""u

1=1,s0,m
wie in {1-3}(3) beschaffen seien, soWie
(z.q) = 4 (f.p} . V
. u,
Sach (II) folgt dana sofort
it pl=d, I:-ql-}"_' lg,q) =20 d, {£,p), dob.

T TTL ] 1=1,0s.,m 2

-

beikz (1-3){3) fat erfillc.

{1-k)(4) woist men Ghrliczh,nach: Seden o', U, {fp) wie in {1-3)(N),

dsen gibt es wegen Lesma (1-7) ein (g,qle 0,10} mit d.dls.q:lﬂui:hr‘-'

and iu.l.;.qﬁ:.‘.[f.q; wnd -4{ (g.9), i!,p.l(lp.ﬂﬂ'ﬂu e~ ol .

degen {TT) folgt danm =it

dif,pl = dui;,ql - dy,(z9) = d“.{f.p}

die dedingung (1-3)(%). & muld alsc ols Abvildungsgrad im A" geinm.

damil ist der Satz (1-8) bewlesen.

- Th -

(1=8) Korollar:
Jeter Azbildungugrad de(d o . ia 1 geaiigt der dedingueg {1-€){LI1).

{1=10) Korollar:
Jist man iz A" eice Oriontioraag dursk eine feste Basis wor und
sind d-{ij]ut_Ju saw. o' r(dr:dt:n zwed apkildungsgrads im 40
{bagl. Jigser Urleatisrungl, co jﬁlt ded”, duh. dcgd'u fii= &lle
reJ*®

Seweis: des Korellar folgt mit (1-8) sofor: darsus, daB fir jedes se)®
d: and 44 swel stetige Arbildungen won J(U) sind, dis wege= {II)
und Il-?’; puf dar dichiea Teillacage Il]h-: Ghareinstimmen.

{1=41) horallar:
Sibt san im A" eipme Orientie=irg durch einz feste Bsds CIPPPRTES
vor und ist d=(d,),. & ein Atdlldungsgrad ia a, so glit fis

1g T
jede Bauis {e;.....aal dos A" folgondes:

Ist s A —b B dor sipenre, ~atomorphisrus von 1Y, der die {geordaese}
Besls K'I"""n} in die Bms In;....,l;] iberfibhrt, dann gilt

fir jedes Us J" aad jedes (7,p)& D{E) die Formel

ﬂrfiﬂf.-ﬁf.p}] =lalge det al-duil'.?} .
Bawein: Offemtar gilt die Formel fir c:,pk:,m. seger der Lokel-
Homstanz won 4 folgt sie darsas sofort lir (f,pic DlU).

(1-12) Bomarkung:
Die Eerollare {1-1°} und (*-12) besagea, dal fas axiomcnsjoiem (1=1)
bei vorgegeberer Ucioptiorung des A Seulsseraallen “horcalssh™ ist,
wobel der Wechwmel der Jrieatierueg im 3ildearcich genaa "éas Var-
zeichen fem azbildungegrades' €ndert. Kelzes dissezs sind die Trgebnis:
(7=33,0{1-8),("-3) wod {1="0) aeu baw. erstmsls ir woller Allgemeir-
kelt bewiess=a worden. 51
Wegea (1-1o) werde izh in dem folgecden Peragraphea lie Fermulierung
"der Abbildungsgrad (im A")*' stebt "ein ..." Denutmen.

In §2 worde Lek die Exletens des Abbildungsgrades im B zeigen,
inder ich =ine analytische Konstrsition - susgebend vom (7-3) -
angebe. Ie §3 wird (1-3) dazu zenctizl,weitere Zicenschaften des
Abbildusgegrades azznleiten, sdhrend #5 Jdom oasz (1-3) flir eine
Lopolegissne Kongtrukiion des Abdildergmprades auseulsl. Jert ﬂirﬁ
daan - als anwenduag - senliedlich nachge=iesan, dab die 2e (be o°
im allgemsinen sariexciv sind
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9 2 . Zice nmalytische Konstruktiosm [ir den Abblldungegresd im’
o-disensionalen rerllen Zubklenraus.

Seien n, @7, g%, O{uw), by (U2 DyM0), ax,l-1 Aol a.x *tee wie in § 1
definiert. susgehend var satz {1-8) s0ll aue ein AbbLldungsgrad d'{i‘llx"‘

tm R" komstruiert werdem. Jie folgende Komstrukiion stiitzt sich agf die
arbeit vom S.Heinz (Literaturverzefchnis [81) und dhnelt der in [1-5]
sagegebeaen, wenn sich auch die ainzelheilen unterschelden.

seien Ued® und (£,plc D,(U), damn ses d::t:,pn-_}_—__' sign det f(x).
x

“deh

Seion Ded? una {f.pk:u (4), daom gibt es ein £¢R®, und eine Usgebung
Wy woa I'.iﬁil f—. ] ,I t=f {{,}} (i=1,000,2) mit folgenden Sigen-
echaften:

(a) r[';-:i-a- Zlp) st fiir jedes is1,...,m ein Homdomorphismus-auf.

(0) ey = v, =0 ¥, (disjunkie Vereinigemg).
T 1=y 00,m

(c) sign det 7| = sign det flx,) fiir alle i=1,...,m.
i
Baweig!

Nazh dem "Satz iiser inverse Funktionem' gibt es au jeden L) l'-t'l{plt-.'l
eine in U enthaltens Jagebung Uy eit folgenien Sigenschaften:

(a'l ffu_ : Uy =% £i0,) ist ein Hombomorphisaws zwiachen offenea Meas

(b') sign det tl = Kopstant. '
i.

et} EyNE, =2 fir xdeg mit x fxa- I{p}i-

Zo bleibt mur moch su seigen, daB es ein Je R, gibt mit §° ha[-p”-ﬂu.l

hngenommen das ist mizht der Fall, sann gibt ea fiir jedes L5 2 a
ein ze Tu Uy =ic fleie &5(p). du gibt alsc eime Folge (z,) aus
1 .
AN li ait flz,)—> 5 . Da f kompakt ist, gibt es eime Teil-
i

folge {: J won [; ), die gegen eim 2 oE T~ l.,_..'lli_ korvergiert. Wegem
der Et.ﬂ.igkeit ven [ folgt £z j=p mit zn‘-_f niﬂ] 8s gibt also
ein Je R, der gewiinschten drt. Da jedes l’:li] Umgebung won p ist,
£ibt es eln Ek R, amit Bg(p) € %[p}ﬂﬁﬂﬂll. Wihlt map £ so upnd

setzt man J 1=l -ﬁf {Ettp” (i=1y... m), so gelten dafir of(enbar
(i, (b} u..l (e .i'.

- 1P -

(2-3) sata:
geien Ue J® und if,ple D (U}, dane givt es ein g6H, alt falgender
gigenschaft: )

Fir jedes ?E;{i.dl mil sapp pi= !F-!{E'LHJIJ € Jokll und _LH'IPEI EIRETSE
ist .
Ju'{f.p? = j?{i f[tl-pll‘—dlt tix) dx
1]
Bemerkungi

Jeometrisch kann man den Satz so interpretisren:

det i<} hat fn fe einer Usgjebung jeder Lésung der Jled:zhuag flx)=p
konetantes und mizhtverschwindemdes Yorzeicken. Uberstreicat num (-}
eine solche 'I:F:.‘ehun; einer Losung, S0 wird dort ein "Beitrag" wom

+1 oder

=1 za d‘;tl’.p] geleistet, Je mazhdem ob f die Oriemtierung

dieser ¥ogebung erskElt cder nizht. ?!

Solange

(fyple D (T} ist, hat die Mittelsiliung dser f mit Hilfe von

¥ mur rein formaler Charakter - wie der Jewslis unien zelgt. Nach
Lemsa (1-7) kann san aper hoffen, die Istegraldarstellung vonm d"'!- .}

auch fiir J,(U) verwerder nu kiomen. Izserhic dat das Integral I.Il.:h
fiir .'ﬂa{l} einen Sinm, wenn man £ geeignet bestimet.

Seweis des

aun setze sieder 4 x, ,....x Yi=f" {;1: und wiihle E€R W, 0eeeo¥

Satzes:

wis in Lemaa (2-2), danm gilbs

I!;,? lrix)=pl ) det rixz) du Z .rl.Pﬂ f{x)=pl) det rlx) dx =

=), .0 ,m
-Z sigs det Ii:ila‘_'? r L:-]:'I ) day =
et
-g;s!.;r. det ﬁ;il-j PRLELURE =5 7 sign det Pix, )
5, () s

;-!

- :I{:{f.pl- . (Letzteres mask Jefinition (2-1)).

[2<h) Satz:

Seien Ve d™ ,(f.plc 3,(0) und .|p,rian| . dann gile:
Fir o, ?E Sla.R) mit 'uppvpijﬂ,t‘t, aupp W §)dxf f 'Ir(' x} idx=1

und §

11] 2l Jdxe1 ist

._[ 'rﬂ flxhep))rdet flx) dx l_lrw Slal=pl irdet fix) dm.
]
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Beweis (e.leicz | &1):

(o} Fir o 3= gy gilt _[ o (L r{xd-p| Jodet flx) dx =

j'-P{'lch-;:'le.n :hm: . i.gr.* f(x)-p) Jdet [(x)dx wund

0= 5 (] x| = ‘d[ﬂ " 1 dt , wobei ¢ die nitige Kugelkonslante
lﬂ-t-r
Scien gi=fle)-p und o wie cben, dann gel:ien:

g € cH(F, ™ i lgtxdl > e rie alle xcQ W,

o & (2R ait supput €0k und Jind'. ) x|\ Jdx=0.
Zo ist aloo =u zeigen, daB [ewllgl)-det g dx = O tat.

1]
(b} Fu-:l.;n.der Hilfssatz wird benbtight:

Sel g%¢ < [ﬁ A") mit |g*{x}> € Ffir alle ze® U, dars gibt es ein TER,

und eine h-‘ls-u =Differentinlform w aufl £ ! T att folgenden Eigen-
schalten:

e 2 (o) ,
doo (x) =eb (] FIx)| Jdez ;':u “dxgA...Adx,  fir alle x€ T,
wixl=d fir xeE (01« s" (o).

Jeweis: Zuniizhst verschafft gam sish aus of eine spezielle S'-
Fenktion € 3'(=, 2} vgrmiige

. { L [e* e (e1at , falis se suppm
ShEm s -4

=] v falis s& B cuppel + Offecbar
ist B stetig differenzierbar mit supp & © X ..l . Fir s¢ supp B gilt

B'{a) =

X i »
_[ [ 1.;_ (L)de + e a™ % te) =
3 s

L T
- = pla; » —okis) .
& s

Folglich erfillt & {auf ganz A} die folgende Differemtialgleichung:
™ L4-0" + mB = of - .
i Ml g*{a X +pr (g"(x}) ,falla xel
Fiur n,:d =—s 2 wvermige h [:}'-}i i =
i e o Jfalls x& &"\T
(i=1,.00qm) gilts
hye 3 (2,8,
by verschwindet in oiner Umgebung & von AU, da Pxlgaspp &
fir xeud wnd |FRUN kompust.
-
Sed J‘hl-hiJhJ.i:-il{H x m
b *
g and sei -*-,-_jﬂﬂ die Adjurkte '.'lnralturl ven 8 ix) LL, 521,000 ,a).

J dia :"I-Hktiﬁ'l.l....l.l.tril won
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pupn sei definlert: M
,‘,_t‘l;" :_1;.:"1{2 .li_j[n}'h_i_l':l.l) dit A oA d:jA.,-Ml‘ .
MRy ==
Jelyesal inlyeeal
sel &3, anseigen woll, da8 dx, im Sabeven Produkt micht Faktor
sobel

(x)i=d

ist u_nd wobel l- =

' 1658 ..n-"J--r —giffereatialfora wal #* , die in der Umgebung
dann #

imdet. Fir x££ 0
Wesl ‘1 von 90 wnd auBerhalb voa U werschaimdet
L"‘l"'ln
gilt dberdies: P
TS mal Sl B ngd A de g8, Aaxga o de ()

Julyenn iwTyenn

A e
—r -1 3("'1 -bi I e dx, Ae ol dx el
:_1]1 (?_:::;TJ-——Z:.: dll]a\. dx, A lj -

J &
= ?1-113“(.2:*15%%;3—*1 {-u-"'} dx A oA dx (x)
5T L |

)

Af4i"h ] -
=54 a'_a_-»J-l - dx A ... A dx (x)

Tir :].il- x B™ T sei. Oftcnbar ist i

. b ]
A o D ?] k A (x)=
D_' ari by +¢FJ a @—q—:ﬁﬁ- . %]"'1 L Max ()
WK (8 -‘1] = = - )i
(Z 12 a:i 1;—;3 ihl }“’Tiu ‘ti) dax Ade (=
b -0 ﬁmﬁié . dot g ) dx A o Adx (x) =
™ i
3 i ik
]
={det s"}f'__ i“_—,—ﬂ; b g; v 8l 8710 axh oA dx (x) -

olaat ¢%) :3"“'1"{2 e 8lsl axgh A axfa) =
aot $925 (ST 1) '

“(det s‘l%%#if! + aod g0 axgA LA dxg (=) =

-{H-t & Jeel ﬂ;"]}i:} dx A AL

{Letzteres wegen (#}.) N
detat =an rg¢ R 80 an, dafi ealx) fUr aile xe U gilt., so folgt aus
obigem der Rilfosatz.

(o) Fir ge & F(T,#) (g sonst wie in (ul) folgt die Beamuplung des

1o
Satzes wit (b} mus dem Divergenz-Theores ).

R P, . | 4
(d) Sei nun g wie im {(a). Dans ningt der husaruck ,.‘,.,..-Iﬁﬁlsl Jdet g dx

stetig vom g G‘L‘-.I'.i"} ab, WeRn :1{1.F.3“} pit der Jopoiogis der

‘gleichaiBigen Konvergenz bis zur ersien Ableituny' wersshen wird
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\etwa darch |l:|l1:|:t mu{ﬂ}a!"“j ‘i%'“j /! 1.1:1...,.3 fir wec'(0,2).

2a (T, 8™ doza ia o'(T,0") dicht liegt '') und da A (') fur
g'i=0"=-p, ' '-:E{E.inﬁh'uliﬂ‘li‘; verachwindst, kann man sofort auwf
Ay fg)-0 umd jU‘T? Ml t¢xi=p| )odet £(x} dx =0 schlieBen, was zo

seigon war.

degeon Satz (2-4) ist aun folgemde Defliziticn wsimowoll:

seien UE 47, (f,phB,(U) und Ez:=p. f@0)] , dann sed definlert:

(2) -
(f.plie () f{x)-p| )odet r{x) dx , wobei Gla, ) mit
“ .'I;‘F pe
sapp 9 €20%L und § wilx[iax = 1 beliebig gewinlt sei.
a0

(2ee,

(Nach Satz (2-4) iat der dert won p) tatsszhlich unabhiagig

van der speziesllen Auswanl des ¥ .)

{2-5) Sats:

ddhlt man U und (f,p) wis imn (2-53), so ist d&z‘l[f,p] aine ganze Zanl.

Seweisi
sa 20,2 wag2-14,, atent ta 2V(d,2%) 1iegt V'
e 2ri. 2% xe®
Polge (f.,p,). . aus D (UIN(E(T,8")x2") mit (1 ,p,)op(2,p) und

ft.._.[ {vergl. Losma (1-7),%eweis zu {a}). Dafir sei E{E‘ alt

kel put@U)| und £<| pi.:iﬁuﬂ fiir alle &, die griBer als ein
geelgnet gewshltes qu B siad. Dafir sei e 2(R,R) mit supp @ & losi
und Iﬂn'lf{l x| )dx=1. Damn folgt:

), zibt es eine

(] 1im £ -1 = % f
fu'f ‘l",. g I.i‘.|- Pl det }!f £ ix) dx 5;;_,11 1ialf, (x) p!j}llj.!- det £, (=

Ll
._[ului_:u il 1, Cedop B odet £ (x)dx = 11:_71;1. fritx)-pJr-aee £ (xlax

(2)
"t h

daraus €frglbt sich die Sehauptung, denm jedes d:'lif

1), )
{f:,ps] = lim ﬂ.&. ";Ii.pi. .

M
l'pil ist elne
ganze Zahl.

(23

’
Boreliar: 4, ° ist die stetige Fortsetzung wor ﬁ,a” ouf gans Dz{'.l].

(2-7) Sats:
Gedem I 3%, (m,ple 3{1), Cf pde 0,000, (s pie? (U] fur alle 1€M
und lin (£ ,p) = 1ia (g, ,p) = (h,p) , damn existieren die Limites
Ma 4 "1f ,p), Lim 'ileli';L.p] und sind glelzh.
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Paweis:

Seinx
alle “Lo' Selen pun i,k beliebige matiirliche Lahlen grober sls io'

s=lp,n@ W) wnd 16N a0, dod Rf-af <8y und hgp-af o<y rie

pir Ei0,1] x T =3 B" vermdge H(t,x)zatf (x)+{1-tig (x} ist dara
sicher (#(t. 38€ D,(V) fir alle te[®,1] + Die Abbildung 'ﬁara.1]-|:nz{ul
vernsge Alt)sdE(t, - jjint sicher stetig, oo dab 4(f0,1]) in einer
Weghomponente won D‘aﬂll liegt. Da d . nach dem letzten Korollor

aul n._!_['rj atetig ist, schlieBt man analog za (1-3),Beweisschritt (Ib)
ant ﬁi‘:}{ﬂ{t”tﬂi”ti{:ﬂjJ:&gz}(ﬁ{"il tir s1le tel0, . damit Folgt

":2]"*&'9:'"‘:}"1'!'} «» Da L,k * 1 beliebig waren; folgt daraus,

dal dr‘ijiit.p} und d[:}lfi.pﬁ fiir fast alle L und fas: alle k die-
selbe ganse Zahl ergebenm. Das bewelst den Satz (2-7).

(2-8) Definitiom:

Gelen UE J® | (f,p)€ D(U) , dann sei definiert:
2 : —
Enll‘.pl i= Li; J{J][fl.pﬁ  wobai ([, ,plE BE:[IJ; Fiie

LEN mit ff e f .
Langd

(2-9) Bemerkung:
Nash Satz (2-7) ist d_u{!’..p.'l wohldefiniert. Nach Definition ist

d, stetige Fortsetzuag von cigl' bzw. d{y (fiir.alle Ve J7).

l2-10) Satz:

Die Familie d:-l'.-iu.luEJn ist ein Abblldungsgrad im &0 .

fiir alle ted™

Bewsia:" Dips folgt sofort sos der Gtetigkeit wom 4y

und aus (2-1) nmch Satz (1-8).

(2-11) Korollars
Fir Ued® und (f,ple D(U} gilt:

11:1 glx)=pj)e -

g€ (T, a") mit Ng-rY=£'<\ p,elam)] undype 303,80 =it sapp €30l p, O W'
und '-E'n"'u x{)dz =1 zu wihlen sind.

d:{l.’.ﬂ - . det glx) dx , wobel
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§ 8 . dapige Sigemnckaftlen des Abbildungugrades Lo n-disensionsalen

reellien sshlenraua.

hazh dan irgebnissen der neiden srstez Faragrazhen aipd Fxisternz und
zimdeatigheil dea abri’dungsgrades im x® gesicherti. KLL d"“’ll'.'l:‘ﬂ'

‘Beacichaungen wie La dor erslen Peragrapaen; bezaidchine isk kinftig

doa iEbildcagsgrad im A" (bzgl. der in Paragraph ° vorgegebenen

Junis;. do soll aun gezeigl werdsn, wie sich die speziellam Eigen-
schasten des Abvilduagsgrades im A" sus des bisber Bekmnnten asleiten
iessen. Man worgleiche die straffe Fora der Bewelse alt entsprechendan
deneisen in Zabman spezieller kombinstorisch-topologiszher Theoriea

gss abbildengsgrades te. Alexandroff-Hopf (1], Cronim [5], Krasnceel'sk:
121 ). Einige der mier awfgelinrsen Sitee und @rgebrisse fimdet san
bel Berges-Berger[s] , Eedrz[ 8) , Nagumo [ 167 baw. Schwartz( 167 .

Seien UE J% , riBU—> B ssetig usd pe E°~ T(BU), dons geltea:
{a) @5 zib: eine stetige Fortseizumg Fil--e 3 woa I.
(o) Fiir fe ewel stetige Fortselsunges F,r:U——paE" van £ gilt
4,(F.p} = a:ﬁr‘.p:.

deweisi
Da T mermal ist, folgk (a) sofert sus dem Fortseteengssats won
Tiesge, inmden man dle Kcaponentea won I fortsetst.
Zoi T:[C,1] x T —» R" verabge IEt.ﬂ::tF‘{x:oH-tlE(xl end sei
3:e,1] —» 8% vormige B(t) = p definiert, dann folgt (&)
sofart ams (1=1}{ik.

{3-2) Beaerkuang:

fufl Grund des letzten Satzes kezn man den Abbildungsgrad acch

filr Fenhtionen definleren, die aur auf dea Hani vom U stellg sied.
i4-3) Sapz:

Seien Ve 3® ir,ple D0} wed & 2=]p,f@1Y , darn gelten:

(a) iJ Latl aul a';_;[f,p: koastant.
(b} iJ ist suf dem Weghomponenten vor DIV) korstamt.
(e} iy Lat awf derx Zesammenhamgokempenenten wen U] konstans.
(dy d (fp) = dylf-q,p-q) fEr edes qed”.

(o} 2,(f,z) = dylgp) fiir alle ge S(T.8%) mit tr-gi ;u'(lp.i'ﬁ o .
(1) 4itp) = Ea.p} tir alle gc 2V(H,68%) att :

ig) :LJUG -ju?'l glai-gl }=det gix) dx fir alle g& 3 o’ (¥, a":.gt-rta
and  qeR® ait B0-gl o, <&, qER™ gRUD ) q-pl <E-lt-gl B
supp wi-_-..-.!q ;\aJﬂr wed JHI:] xf ex=1.

- 2% .
S ’ aiga det glgl , fails g und § wie

TR
dot glxdd O Ztir alle a€ g—TI{ qll.

(n) dglf.pl = dylEndd =
ia (g) =it

186
k“’.-._l (&), 4e).ld) geiten asch Bemeckung (1-49).

(e) folgt sus {1=1)4i), wean maa F und b durek Plt,x)estf{xlel1-t]gix)
°

baw. F{L)= p definiert.
{£) folgt ase D , -
(g} Tolgt aum {a),(f) and (2-5)(2-3), decn mack (I} ist
2 a, ir,pl = d {s pl aad nach (d) ist

= —(p=q) n {1}
ﬂ“{E-P; = d,lg-é ipradip-lp-q)l=d lg-lp qt.q) « wasz mach §

12
dglg.p) = dplg.ai )
aack {(2-7) und (2-5)t
{f.p}=duis-<c} e 4I t“.‘j I-Ir Tﬂ ‘-;I Jdel g dx, t also (g)-
(n) folgt ams (g) und tz—;, wegen 4. {f,3)=4,lg.ql=2 g,E!-'l’“ E!i"!"
- sign det glx).

—

xts & ap)

ergitt. letsteres erglot

th! Sate:
Seien mE K , UEJ”,

(a) GxFEATT

(e e

O A

Yed®, (1,plal) usd (g.ade D(V), dunn gelten:

fe)
)= ﬂ“{t.'p} ~d, {:.te.

Bowaint
va) dst triviasl. Er
(8) gilt, demn © (Ux¥) = Tx¥~ Tx¥ = Ux¥ Ux¥ =@ Ux¥ LUXSH und deazach

{’1¢ l\f]{blllﬂlh rAxg(T) w TTixg@ V) zelten.
ﬁ| E
(2} degen dor Steotigkeit des Abbildungsgrades darf man arpahmes
(fxg lp.q))E D lUl“ gilt mit (f,ple 2 tu} und (g.aled, (¥.{Dean :.-'
ist ‘(x.y)E “!I {{lrﬂl}} |1ri=hhtdeuttud mit (wei” [ﬁl und ¥€g & ).

mo dall sus det fagix,y)E0 wegen daot r‘*‘“"*'1 ;E” Ini
o Bk 20x)-deb s(y) atets folgt det flx)éfv und det gL ’IJ‘: H

Nun 1st
(g, tr.q]hE '
-dtl:l:'ll' I-Ef"?:. pll‘
¥egtlq))

5 da (x
Tl 2

_ww
ww

oign det fxglx,yl= Fnj.p del I{:}sip det glyl:

1 e L e 2 I-
e det gyl = aulf,ﬂ "'H.':‘ q)
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L3=2) datz:

anien

a ved®
..-1.U HI].

‘{ i i
¥ die Henge der Susammenhangukomposcenten woe ¥ £(dU),
Fu €& 2 (H" % £(J0)) Fir alle ug; X
(z.q)e D(¥) ait g& R™« goridu).

Gilt Zann Tir alle mced

(&) (fypga e l}t{E], l;.q]lj—ﬂ,.“] und (gof,qle Dt{lf]' '
8o folgt:
dyigof, ai =3 ': g ifipdd, (g.q) .
we
Seweis:

degen (L) gile:
d :‘-ﬂf q) = T_' sign det lgofi{x) =
:a;ﬂr:“[b
-¥
(x,r) =it
flxd=y.gly)=q

=Z I;f ¥)- aign det giy)
ye g EniRSr@ 1))

Nach (3-3) tst 4,(f,+) auf jeder Kozpomente vom A%~ £(80) koostant.
ba f{o¥) kompakt (alse beschrinkt] ist, hat B®\7{T) gemsa eize
Jabaschrinkte Komponente ¥ {, diese ist eindeutig bestimat, weil
sie das iulere jeder Xugel ua £(OV) eathalten muli). Da w  Punkte
enthElt, die nizkt in fiT) lisger, oul 4 {I' ;;l‘-:! sein ﬂlr alle yEX,
alze speziell auzk fiir alle 3&&1 ='l—||.-rt U « Darpus und aus [1-—]1(}}

aign det f{xlasign det ghlcli-

awa

sign det [{x)-gign det gly) »

folgts
thgﬂr.qJ ~'5_:-1 %{l’.r]-iim det gly: =
: v ({q))
=E l d {I’,]IJ i sign det gly) =
s won g )

(g.q)

=2 . d .
= LSS dat

Oamit dst (5-5) bewiesen.

(9% gi@2e), wellde =d~wef @
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Bener 8
per letzte Satz gllh aush okae die Zusatevoraussetzarg (4). Dles

kann nan sit Bilfe eatsprechender Approcisationen bDewelsen {wergl.
feinz [ B),5.2%4,Theorem 7 oder Naguma [ 14},8.435,Theorea 6).
Eleganter 1§Bt sich das ait den Methaiem van 3 5 boweinen, wie
jon dere zcigen werdoe (e.(f-Yr 1),

fir den Bowsls wen {4-2) benstigt man noch folgenden Sats:

{3-7) Satz:
Seien D€ 4" , (f£,p)€ DIV}, xC " und BER, , ¢ian gilt:
aie,p) = d, (F(8L-poxihp)  , wobel B(+)iR"—mpd”
=0 - x

vermtige BlyliaBey definiert sei.

Bowelis:

Iy

Sei B:0(0)— D(V) (W: --I.F-:I'.} duran B{f,p): =[f-..§1 *Jex),p) definiert
(pe t{20) gerau fasn, wenn pE r{a:::h:l:ﬂm-:ﬁ U-x*x)) = f£{%0) },
dann geltea:
(a) B ist surjektiv , H!D..i.'lﬂ.D‘Hl:D'Ew} — D, (V) ist serjektiv,
{b} B ist cine I[goastrie,
(e} a'alag) . 'n versige dj:=d, fir &V und dyi=d 08

l.htudn.surld im B,

(Wegen (1=10) felgt aws (=) dY(B{l,p))=d (B(f,p)} also (3-7).]
{a)e
Sef (guqle DLV) u-eu-u;. Fur (1, p}--(gi—{ J=x),q) geltee of fembar
(r,ple o{L) wmd B(f .ph{;(-[ﬂt—i-i:;—h.ql = (g.q), nlmo igt 3
surjektiv. let (g.qle B(¥) ued Lot {(f,p) wie saver dehu:.ert, 80
Eelten offenbar: {f.nk:}ziﬂl , XE T 1&9 faivalent 7€ g8 iﬂ {y: -—I C-x)
und  det f{z)=der ;.ic-:l-ﬁc fiir alle 2@l {{p}.ﬂ. almo (,phed, f.l;
bl
Seden (£,p),(f",p')g DIV} believig, dann gilt:
BLCepa, 10 pr )=l :—I'I.': #lp-p'| =nle-2)iBl.ni f vt | p-57) =

s (B(7,p),B{T".p*)).

iml ein

fe)s
#egen (a) und (n) ist 8 hijahtu. also n.za‘i-rt 3~ rls Mangan

sbbildung. Wegen Lb) ist 5" , aiso auch d,°8" V stetig. 4" er=
PULIL aleo (I) vom (1-8). Nach dem Beweis wom {a) folg: fir (g. -l.en (vl

aelgigle (eidsd ~x),q)=
"r . ‘}j’:;! e ¥AT-x

gl¥ep-xl=q I-ll- glzl=q
2 lga) . .
Folglick urfillt d4' die Bedingung (1-8)(11).

cign det ;.,[11.1;],.;].}“' sign det glz)=
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Bemerking:

Die Sktze dicses Parsgraphen kamn san nun ausoulzen, um slegante
Bewaise fir die bokennten SHtze wom Poimsaré-Scal. Borsek, Brouwer,
Jordan- Brouwer, dchouder et:. pbruleltem. FHan brasshl dazu nur Sie
in {?].IS]. .E-GI 4] cder {'1} Zeldhrten Bowpise su Ubertcagen, waa
durahweg keine Schwierigheiten mscht, seil dort aur figerschalten des
Abbildungsgrades benutzt werden, dio san in den ersten drei Parm-
grophen ond in § B (Produkteatz) findet. Ich mdchte darauf hier such

richt miher eingehen.

- i -

$ b . Bus enkang des Abbildungugracas im J-dimensionalen reellen

Zahlenrauz mit der Windungszahl .

In diesem Furagraphes sol1l =it elemcatecen Hitteln der fusumaenhang
zwischen Abbildungsgrad im @ urd (fusktionestheoretischer) mlndunga-
zanl untersucht werden. Die Srgeinizse sind Llm wesantlichen ‘niu'ultt
{wergl. gade-Feichelderfer [ 15] JKap. VI,§ 1, Alexandroff-Hopf [1] ,
Kap. XII, § 1.7, 3emerkung sowle KErasnose. "skii-Perow-Powelogki=-
Sakbreiko:"Vektorfelder in der Boeme™, Berlim, 1785). In dea genamaten
Sichern werden allerdlegs stels spezlelle abbildungsgrad-Kocstruktlonan
baputzt, wihrend bier gezeigt werdea soll, wie sich der Iusammenhang
aus Satz (1-3) herleiten labt.

Es sei nochn wermerkt, dad mam ebezfalls ait {1-8) fir spezielle

1113 o) Darstellenger als Kroomecker-Tategral (vergl.[ *).X11,§ 1.7
~

und [7]), 101, abachaitt 28) bei bel. néd bew. als Gaub-Integral
(wergl.[ 1] .KIT,Anhang) Bei as3 herleitea kaza. '°)

Mit C werde in diesem Paragraphen die komplexe Zaklenebens mll

ihrer matirlichen Topologie (ecklidischer Abstani) bezelsknel, sorat
sind die Bezeichmungen wie in dea friherea Paragraphen gewdhlt,

Man demke sich & und © mittels der linearen Isomatrie @ iR° = C
{QII.;}:&!#!.;} fdentifiziert, wobei e wicder puf die vorgegebene
geordnets Basis {.'1"1’ und O auf die geordmete 3-Bms ((1,0),(0,1))
bezogen sind. Tst ¥ :[ a,b] —» # ein (szeziger) Seg, so bezeichnen
E'* B, I.'.z-s’* a-{-; T) die zugehorigen erientierten Kurven La

Signe wachsend -baw. fallemd durchlaufezer Paraocterwerte. Sind 31""'#:
parasetrisierte dege im B . 50 bazeicanet W "‘"i#l die aus

dissen Negen mit Wielfachhkeiten n'lE. & gewcanenea orientierten Katter
(vergl. E.Peschl:"Funktiomantheorie™,Bd.T,Mannkein,1358,5.566). Zwei
edlche Kettom k usd k' beillern Gguivaleat (k*wk'), wenn es Zerlegungen
2,0k} und Z,(k') wit 2,(k)=2,(k'} givt.
Ia folgender werden mockh elonige eleasalare Intoachen sum der Funkticaen-
theorie einer Verdnderlichen aufgezbhlt, deren Hewels man in dem schon
2itierten Buch von G.Peschl. bzw. in H.Jarten:"Zlesestare Thearie der
amalytischen Furktionsn..." ,Mannheim, 1364 findet:
(A) 3eien I‘Hz offen, P,J:0—  partiell stetilg differenzieczare
Abblldungen und w i=Péx+qdy. Die sifferentialform 0 ist danc
und nur damn geschlossen, wenn P,,:‘: ist {aaf V). (Cartan,5.58)

Speziell igt die Jifferentialfors wyis= % auf S+ho} geschloasen,

denn fir 4
Pi= 4‘-:2'12 and yi= 2 (0, pie 20N o) )

x +y
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arbhlt san
P -ih:'!-_-"ll-!:-it]i'.] " ila%ey®)-linepien oy
r i:’ueég t:;',"J'e

und Ez = Pdxegdy .
(B) Tst ¥ ein parametrisierter (stetiger) weg im <, so swi

J w

5 L
als Integral der geschlossenen Differentiallorm W lirgs 3'.
wobei® () in eimer Umgebang ven §* geschlossen' vorsusgesstzt ist,
wie in Jartam (los.cit.) defimiert.
L

&

lst 765 efn einfach rusamoenhingendes Jebiet wnd iot Wb wafl U
aine geschlosseme Jifferentialfors, =0 kRat W auf U elne Stasm-
funktion. (Jartan,S.03)

(D) Ist DESEpY offen, so0 ist w is :::

auf 0 geschlossen, uwad Eir
"!5:1}9-.-:.;: " iz
jeden erientiertenYieg 5 ia U lat =1 = aine gence

Zahl. (Cartan,5.50) Diese Zahl ist imvarfiant gegemiiber orieatierungs-
treaen Parametorweckselm wor a’ und mellt disdungeznil

1 de
wi} ,plt= — =
g ami Iﬁi*: ’
von } u= p. -
() 3imd ¥ * und E" ia Cv4pl bomatope gesckloseene Wege, so ist
wi}.p) = rl-i‘ ) e (Zartan,5.6%)
esckloscener R
(F) Tst § ein"Weg in 3\Ep.q} und gibt es einem deg in C wom p nmch
Qs der 3ild(}) nicht schoeidet, so ist M
l!:hriiéﬁ.:r -q.qi . {Cartan,5.68)

(G) Ist ¥ einleg in J und liegt p in der unbeschrinkten Komponente
des Komplements wom 3L14(F), so ist
wif.p) =0 . (Pusthi,5.36)
(8) Ist ¥ ein gesshlossamer Weg Ln O und liegt p ia Komplement seines

Bildes, so gilt
wi(fpl = -~ o™ wp)s (Peockl,5.96)

(L) 3eschreibt §* in & einen Kreis derart, dab sich die Eubere Flizhen-
normale bze. dle Tangente darch einenm affinem Automsorphismus in
®, bzw. e, iiberfibrea lassen, der penl‘r.j.r.n Determioaate hat, wod
ist p eln Punkt im Innern dieses Kreises, so ist
wif.pl = 1 . (Peschl,5.05)
Man wergleiche (2) bis (1) mit (1-1), dann beserkt man das Fehlem
eines Anslogors ae {1-1){iii). Ln wird sizh scigen, dafl das darsas

liegt, dab die Aindungszahl adt einem d; zusassenhiingt, wobel UE 42
der Einheitskrels i _‘2 ist.

- -

i aup 2 :{0.00 — #° wermtge alt):={cos antle +lain 2utie,
::I'L'litﬂ il mal 33 die stetlge Forteetzung won 3¢ aufl [o,1].
s 1st offeabar B :[0, 1]—» ¢ genau dann ein geacklossener Seg,
= ]'nu'1=51 — 2 ein Weg ist. Sei num J 5o ein geschlossener

gibt es pach dem Fortsetzumgzsat: von Tietze elme steatige

Neg s dann =] .
Fortestzung gi52 —b S von Jo¥ . Fir pe 3NGIL0.0D) dst 4 2(g.p)
gefiniert und konstant fir alle solshe Forteetzungen g von i
(g (3=10). (5° bam. 5! bezeichnen finheltskreisscheibe bzw.-sphiire.)

{h-1) Satas
— ﬁzz;,.{ (3 .p) / ¥ i3, 11—C geschlossenor l‘la.piﬂ‘?ﬁﬂ.ﬂﬂ'
und G:(ED) —> BUE®) wermbge GUf,p)i=(108R,p)=lyProR \plp)) dofi-

niert, dann gelten:

(a) wod : D(E%) —p 2 iet stetig.

{b) G iat sarjektiv .

(c) Fizr (r,p),(g.q)E o(s%) gilt alr,p)=0(g.q} genau dannm,
wena p=q und ] .y = g)gq Evlien.

{d) Das folgende Diagramm in der Kategorie aller Memgen ist
komsutativ:

sty 2y Bis?)

Tl

dp2 T

Bemerkung:
Mia Mimags () bessgt, dad fir Jede atetige Abbildumg L3 —b®
und jedes pe Itz\.ﬁs‘.'l der AbbLldungsgrad jﬁzt f.p) nichta amderes
ist als die windungszahl wom f|5, bzgl. p.

Beweis:

(a) folgt sofort sss (L) ued (F), denn dansch ist w93 lokal-kenstant,
also nach (IIa) wom (1-3) stetig.

(t) und (¢) simd trivial.(s. die Bemeckung vor des Satz)

(4) Wach dem Beweinm won (1-8) reicht es aus, fir wog die Jedingungen
(I} und {II) wom {1-8) b=gl. g? packzumeimen. OJabel gilt (I) nach

(a), so dak nur moch (I0) gezelgt werden mub: ")
Seir . (r,ple i'.,lafel. dann wird behauptet, dal
é J: —i sige det fix) ist.

ot TP —
- z€ £ i pl)
Diese Gleickung soll num bewiessn werden:
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Sei | :I....,z-";:=r-1{{p]} und sel & a0 gewirle, dab jeder
vom = zer Paripherie vom Ez fohende strahl hichstens ein Element
von £ '({p}) trifft. Denm sel £ 'c&, so klcin gewdhlt, dad fir
Jades iwl,.0eym ein JLffecmorpaisaus ait nicht verschwin-

‘-E-{H 3

| i ¥,

iepier Uetermiramte ist, dab Bz ) £ E° gilt ond dad die u‘t.ﬂsi}
pasrweise disjonkt sind. Fir fE R, mit £<t' und jedes i=1,..im
seien 3£1[€I, 1] i h't{lll einfach geschlossene dege, die mo
parametrisiert sind, dsd 3. * die Eigenschaft vom g5 in (1) nat,

"~ P -%g "
d dab ()=, 1)z, vg =2 fiir alle is1,.. 1t
wn *1 all'i By LF‘;"‘,' (1] ] 8 gelten

(s.Abbildeng 2). Selen :; die Schnittpunkte der Verbindumgsstrahlea
vor 3, nach 3, mit 51-(504, l’d[{p];} darf 0.3.4.A. asgenosnen werden,
kat £7 ({p}) mindestens swei dleseate, 20 gilt das ohnehin

Seien weiter ¥ (:[0.1] — 7 solche Parsmetrisiecungen der

. - - P Ey=L .n.
Yerbindungsstrocken won =, aach E:A-Eh—i—ﬂi_zj . daB ;iil:l} o

und 5"1[;].&(:! fir alle t,se[ 0,1]. 55 gilt danm offenbar
N

° e E‘I:i '#ﬁv I.ﬁ"vﬁll'vgi‘!}vv i-:

izl ee,m 1=%yse,08

(dquivalent als Kettea).(s.Abb. 2)

D <

Abbildung 2

A

Sel-nun 4 := I P l':i_.lil » wobei G, das von T vingeschlossene
sinfach zussmmenhéingende Gebiet sel (e-Abb. 3). Segen der gleich-
méligen Stetigkeit won f auf ﬁ kacn nan ﬂ vom einem Raster
w5 wusdraten dperdecken, #obeh dipililnder wom derem Darchschaitt
mit E‘- so0 orientiert sind, dall Tangente und ExbBere FlEchen-
mormale wie Iin (1) sind, und wobei die Scheankeng won f auf

4en Juairaten mit nichtleerem Durchschritt mit 3, klelner als 5
ist. Wegen dieser letztenm Bigemschaft und wegen (2) verschuisdet
dam Integral won aul jedem der Schnitte dieser Quadrate mit

51 « Mach Mahl der Crientlerurgen und wegen der Additivitat ded
legintegrals (Pecchl,5.%2) Folgt:

i
HreaH SEEE
SIHCY
aob1dung 3 "
:oja;f_:‘ :2‘;:;:‘%- .ﬂg-m:_:i:i .éﬁiﬁffi - -;5-'-:_5[“!:-

§s bleipt also mer poch za zeigem, dab

j iz = sige det f(!’.: fir alle i=1,..,m

i
gilt. Fir beliebiges ie{ 1,..,a} s0ll das sun gezelgl werden:

Sei nun B eln parametricierter Ereis vom Badiue §'e B us p, der
ganz im Innern vom fOR . liegt und fir dem B" wieder die
Orientierungseigenschaft von J in (1) hat. Als infangs- und Znd-
puzkt mbge B den Funkt "ln} baben. Der Strakl vom p durch
’-{f] ackneldet .IBE g Tuesst in eimenm Punkt Py - Sed .!u die

voR B, nach pﬂ":] werlaafende oriestierte Verbiznducgsstrecke,
dann sind als Kettem dquivalent:

tﬂi; ~ fﬂi;v AT NS MV
Ist siga det ﬂ"l.] griifer bzw. kleinmer als mell, =0 siod
I:-tui:*iv l:\*ﬂ; yB  bzw. 8':= i’;y n:\-u;vu‘ geschlossens
dege in i'!\-EJ;. {p). In beiden Fillen imt der eatsprechende
geschlossene deg homctop in n'!\s p) =z einem geschlossenen
g 10 Eu(Egfpludpell)elp s B0t /b RY ) =V L ¥ st
*io einfazhk zusammenbingendes debiet (elee gelochte mnd awf

geschnittene “bens), so dal zach (&) und (3) folgt:
dz
s *F

= 0 (falls sige det fla; i>0) ued
Y 25 _ .0 ira " g
o P alls wign det .[alxnﬂ.i' .

Weger 6B = 0', 8" A f‘“;ﬂ_; und wegen B"=-53' folgt also-mit(I)

L
" dz
R Ty T { . o i} :fp w+1-mign det fiz,)
v {falls die le=tate Gl=ich
1 reit zilk)
ac r i a'= e & —_
Yoy 28 T U z-p 12 wign 2ot £la,) ()

" st
Dac ®ar nur poch :ulgtq-kgul.



Abbiliung &

(%=2) Korallar:
S5ei U‘_'Ja und sel (f,ple D(V) mit folgender Zligeaschaft:

v

15) U entaElt endlich wiele cffere und sternfdraige Mengen a'....s_,
die pasrwelse disforikt sind und dersm Vereinigung I'1({p}}
berdeckt. ot

£s givt dannlendlich viels) stotige 4bbildungen fyy...f 1B ~—pR

ait

n'_I{f.F]' =E \5‘ A% =_r‘ '{nt-ﬁ.!]l "
i=1,00a,m 2w i

Bewein:
goien 5 sternfGrnig bagl. _xiﬁ 55 {in1,.0.,m) und ir(ﬂ eine
of fene ﬁu:hﬂhe us O mit Radfus rgB, ucd ir{ul?.'.
Fir xg¢ Er{O] seien deficiert:

- £lx) . falls xe &
I‘-{ril :={ ) 2 _
Lly) . falls ﬂ;aii und :&{ xi-f_[;-ii:fm 3‘3\ 5
(i=Yyes,m)
Dann sind die ?fi:riai-—pﬂz of fenbar wokldefiniert amd stetig.
Auberdem gilt fir jedes i=1,..,8: pg ffﬁariﬂ}:lu ?1{Ir{ﬂ]\ar!£rﬂsil.

Jegea {1-51{3) und (%) folzt daraus:

'd:[f.‘_'ll:l '-'E I. d.i_{-;l:f!."F3 -
inl,enym
Jegen (57} folgt:

airp) =2 g2 (Tlr-(-3)p) .
L=1,.0u,m
Setzt man f_i:a?i[r-{-il tis1, .o m), =0 folgt mus (S4=1)(d) die
bebsuptete Glelchung.
Bemerkungi
ist Uz:lr:o}, S0 kaLn gsn s

4#=0 aetzen und £ oi=tlre(a)). °

{4-3) Bemerkung®

Im letzton Paragrop
dle Bedingusg (3) glle.

won weprde Leh =2igen,

-3

dafd {4-2) auch ohne

sort wird 2llerdings ner noch die

exigtens der Funkt ifonem J’i gezeight, sle werdon nicht mehr

konkret bare
(g€ ¢2) durch w ausdricken.

choet. (o.(5- !"a".llrl‘-;ir m=? kunn man also jedes d
My
é
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§ 5 « Zine topologlsche Koastruktlen fir den Abbilderngegrad -im o=

dimensionnlen recllen dahlemroum .

Im diesom Paragraphen wird eine topologische Konslruktlon [hir den
Aobildungasgrad i a” ange=geben, die nuf elne ldee von Bers [5] suriick-
geht. lIm Gegensatz zu [ 5] werde Lch aber chne simpliziale und
koabinatorische Hilfsmittel asuskomaen.

Die Bezeichnungen der vorigen Faragraphen werden beibebalten. #eiter
bazeichne W .{Eq'aq" q:q,H 2 eine Homologle-Thecrie Uber I fiir
die Kategorie aller Paare topologischer Hiume PTOP, die den dilen-
berg-Steenrod-Axiomer genlizt (s.[67.(10]). Mach T 63 und[ t0] ist
K auf der Kategorie aller Paare von triangulierbaren Abiumen ein-
deutlg bestimmt. Speziell ist !nlsnjl « B (5%,8) =u Z isomorph.{Fir
die Sinzelheiten aus der Homologie-Theorie s.[10],(6] oder [ 177 .
fir die Bezeichnunger evs der Kategorien-Theorie s.[16].)

[st e ein Srzeuger wom Hl{-‘.'i"] und ist £:5%—p5" stetig, so bat
Fog?i, (8%)—+B_(57) die Form £ (q-e)=i-q.e fiir alle ge 2 und ein
von f,aber zicht won e abhlingiges feates 1rt Z. Man definiert (s.z.3.
[10],11,8 , wo such die untem aufgezihlten Tatsmzhen bewlesen sind):

{5-1) Definition:
Sei f:5"=s5" stetig und sel i, wie oben bestimat, damn heibt iy

ttopelogischer) Index wvom f.

{5-2) Bemerkung:

Aus dem Homotopie-axionm fiir Homologie-Theorien folgt sofort, dal
rwei aomctope Sphirenabbildemgen denselben Index ‘unhu..uml nicht
sarjektive Sphirenabbildungen den Index rull (sle sind akalich =zu
konstanten ibbildungen homotop). Auderdem ist iiisa'h D {Bi'-ﬂl

fir jedes § einen kovariantesm Funktor wom FLUP in die Kategorie

aller abelschen Jruppen und Jruppenhcmoscrphbismen gibt, gilt fur

je zwei Selbatabbildungen €,g der 5" & Leogt
(5-3) Lemma:

Seien ¥ eine offene Teilmenge der lin. £V — Sn stetig and

pe 5" A 13V}, damn gitt es eine atetige Fortsetzurg Fi3"—ps"

van £ mit pe 5%« FLS™ V). 10]

I"i‘; ‘

Bewein: Sed VAS® | somst Lst die Bebhouptueg trivial.
Da @¥ kompakt Let, lat es auch [(d¥/, und p ist innerer Punkt
der offeren Menge ™' £(d¥). Sed kils"\§ pll=s H die aterco-
graphische Frojeiticn vwom p aus auf die in (-p) an die 5™ tap-
gentiale Hyparebens des "', Jann ist k ein domSomorphisaus,

- 55 -

wnd kor@ ) ist elne beschrinkte Tellmenge von H, die hoote-

morphes Bild von (%) unter k ist. Hazh dem Suta won Tietss

kazn man kofly ¢ stelis und besehrinkt zu K:{&"W)—H fort-

Ry upd W48", mach Annahme). Hex kanm man
rix) , falls x&V

Fi5%_y 5%  gurch rl:::-{g'nu:ﬂ. falls x¢ 5%V

getzen (¥ liegt in §

—e

definieren. auf Vo (8%, 7} =2V ostimmen k'1ﬂ.'|: und f dbereis,
so dab F stetig ist uwed T fortsetat. aulerdem gilt natibrlichk

pd (1), so daB pe 8" NF(STNV) ist.

(5-%) Leman:

Geinn ¥ eine offene Teilmenge der 5%, £:V—pg” stetig, r,l.rzzs.'—.-s“
stotige Fortsetzungen von f usd pels®~r, (s™\Win| s\ F,is% W),
dann gilt

Bewais:
Der Fall 7 = 5" iet wieder trivial, so daB 5"V 4 P angenosmen
werden darf.
Sei wieder k:(8"\(p})—¥ die stereographische Projektion (wie
im Beweds zu (5-4)). Daon sind kOF rs‘ ¢ und Wzl.s“\'l aur 5%y

vermige r:[u. 1Juls"W)—p  (F(t,x)i=thoF MEEL 1-;]1:0! {x)) bomotop.
Dann ist k™ oF #ine Homotopie won r}]s.,‘ y und F, Is"\'l‘ + wobei

tir jedes xe dV=¥n (S"W) gilt: k™ oF(t,x) = f(x) fir alle te @,1].
F :{0,1)x5"— s® vermtge Fit,x):=0{x),falls xc V,und rh.nd:ﬂt x),
falls xg 5™V, ist dann eine dosotopie von F, und F, , so daB nach

(5-2) folge: ir “hy .

2
[5-5) Defimition:

Mt B werde ate Sin-Punkt-Kozpaktifizierung von 2" bezeichnet.
Beziglich der in §1 vorgegebenen geordneten Basis (e ,..,0 ) sel

- e , falls l! =1
b5 —p ';' vermige Wi2., 8 H Js { ﬁ.
€ ,sonst

L-u...,n ....n n i

d
ri.- lpe:ieut stereographisshe Projektion, wobei {c'....-'} elne
et in I™Y outiiite geurdnete Basis wnd BE A - .
h-m_ Die Aogabe won b diont mur cimer kiirzeresn Formulierang
ea [
olgenden, im Prinzip kasn mam b durch einen nul.:hi;m

.w..h.ﬂrlﬂlh-a vor 5" qur 2° ersetzes. Jedenfalls izt & eis solcher
Hombomorphissus (g.Ho L 1], 1v,5). i

Nach
der letzten beiden Lemmata ist nun folgenmde Definitiom sinawvell:
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(5-6) Defizitioa:
{a)Seien UCJ® | (f,pl¢ (U} und F:3"—s5" cine Abbildung, dana

heifit ¥ "fir (f,p) 2ulissig”, wenn F stetige Fortsetzumg wvom
b~ oron| ist mit b '(ple 8" PIS"SnT V(W) .
n"

(m)
(b) Ist UCJ” und ist P:5"—»5" eine fir (£,p)e DU} zulidssige
Abblldamg, dann heilit

1“‘|P]=' ;!
topologiscker Imdex (kurz: Index) wom (f,p).

Bemerkung: MNach Lemma (5-4) ist 1““',;-3 wohldefiniert.

(5=7) Satz:

Fiir jedes PeJ® gilt: iy = d

g -

Beweis:

Kach (1-10) geniigl es,zu zeigen, dad “'[Lﬂ}lr& g® ein ivbhildungs-
grad im @ ist. Ham braucht alse nur die Axiome (1-1}{o) bis (iv}
nashzuwelsen:

{0) folgt sofort aus der Defimition vom i, und aus Lenma (5-3).

(i) ist gezcigt, wenn man nachweist, dal i Tir jedes U stetig ist
(vergl- dex Beweisschritt (Io) wom (1-3}). Sei also Md™ boliebig
und (f,z)e0{0) belieblg.{Ich warde zeigen, daB dann in um (f,p)
konstant ist. Da (f,p) und O(U) beliebig warsm, folgt daraus dannm
sofort die lokal-Komstanz jedes i dehe die Stetigkeit.)

Seien defimiert:

E se | p,oiany]| ,

i t={q / quA” .|l1-p].<f-!l '

k: (5% & ].'11,..]11-—} 4 die stereographische Projektion
von h"'(p) sus auf die in -h"[pi tangentiale
Eyperebens E des !r.:! .

1=h [i u"(;l'!.,.u”r.at\nft?i} v wobel ri R, 8o grofl
gewknlt sei, dod V& ¥ 4st (da b™Y(?) Ungebung
von 11.1[p] ist, exisliert mo ein r),

Vis l|:{ h-1{p]}u h'-l{H\:%_Jm}\J .

w:={ g/ ge .:[E.i“}l,ls-fln.ﬂ- < ;_r } ;

Darn ist Vx# sicher elne Umgebung vom (f,p) in D{U), Jema fir
(gea) Ved und xeJd gilt lg[:.!-:['['iir{:]-pl-[l r{:l-sl:.][th-ﬂ})vﬂ
und fiir (g.qled(u) ni.t‘u-Hl'-P]'..{:qq”‘Q'Ip*B'I'l-‘% ist eizher
(g.a)E ¥xu. {¥x¥ Lt sogar offen in 2(4), da ¥ offea in 5™ une W

t B

=2
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Y aen $u.q) Taff bekisbig. $s nird bebasptet, daB i (g,q)ei (f.p

| 1 -
:lui $ie x) 1=l 1-s1Cx)+eglx) fir t€00,7] und €V , dunn ist

Fa[o l]:ﬁ-—fiﬂ eine Homotopis,und fir jedes tel0,1] und jedes xed
t
| Fte,x)-zl | .
so dal ?it.!l‘# igst. Eret recht ist dann Flt,x)d ¥V und
4 Tiet kann
kOh 1{?“.:]1& ?ljsa- Hach dem Satz wvon Thelze

s [0, 10520 —» £7(0)

o elx)etlglad=rix) )-p| ¥ ixd-p| -5 gixi-rixi > § .

xon™ VoF |
fo,xd U

2u G :[DJ]:(E“\U:I-—F :‘._E-r{ul

stetig fortgesetzt werden.
Sel
P'L’J"J-isn — 5% iurch

v . om A il

l‘ o~ YoF (t,nlx)), ralls x€ v~ '(0)
Flt,x)z= -
k" "06 (t,kix)}, falls x& b (R\T)

=t Ay =
definiert. Daan ist F eine Homctopie, denn fiir 3'11.'?]1. +:jr:"' il d=

eb"(D0)  x und beliebiges te(T0,1) gilt:

1

Flt,x)uh"YoR( v, blx) J=k™ 'OkOR™ oF(t,hix))ak” 'o3(t,nlx)).

Hach (5-2) folgt iy, y=igey .)=ipgy .y fT jedes te[ 0,11,
Hun siad F{0,+) bzw. F(1,.) zuldseige S”-Abbildungen fEr
(f.p)} baw. (g.q), dean fiir x¢ (1} gelten
FO,x)=b" "9F(0, alx} )er™ "0ron(x) bze.
LIS IR R =k~ "ogon{x} und fir xC 8%\ 0 (U)e
6" (F\ 1) geiten
Flo,xdek™leao,nixne k™2 § 00§07 p)  bae,
Fl1,x)ek™ 0301, nix) e r‘gsﬁ REIFNTET

Es folgt mlso:
leaa) = 5oy ) = Spgp, . g=iylfiRl-

Da (g4q) belidbig aus Vze war, =mud iy auf Vx¥, also ua (fipl
konstant sein. Daraus folgt (i),

1) folgt daraus, ded i'llal fir Eiﬂ:,p} sulliapig ist, wean pe I,

und daB Iidsu_l“ = “Enlﬁal ist (Fusktoreigeaszhalt son Enl:l.



{ix) kenn man wie folgtl elnachen:

Beior UsJd™ ynd (r,plE 2(C) mit pd £(Ts. Nuch Leama (5-3)
gibt es eine fur (¢,p) zulassige Abbildung ¥F:g"—3s® . 5;«-1;11
tat £ Up)& FC™s 27" C0)) wnd 7 (pig PO (1)e w0 (u),

neibt nazh (5-2) : F ict nicht surjektiv und 11]”'5"]=tr'°'

Indirekt folgt darans (iv).

(ifi): Secden U0, disjuskte cffene Teilmemgen von 16 J% miv

E,.u'fzsf‘ und sel (f,p)E 0(U) mit p& ;!ar\:fiaﬂﬂuﬂa'.lzl}- Sanxn
selen definiert:

'|'1:=h [J ) {i=1,2),

¥ i=h lJT'-Ju }-? ) \'?

Fi16"—5" 2ine fu— (f,p) zuldissige Abbildung,

!1:5"—)6" (i=1,2) wwed fir (fl7 (p) zuldeeige Abbiléuagen,
i

?i € L (L=1,2) offens Mengsa mit l':q;u"'[?%_]nfl -
b e dpdn v, wnd W €,

Wia¥ ui‘
kl[s"\{h Eyil} ~=pE wie im 3ewsis von (i},
Wi emax {0 kix)| / xeF, (5 NTTT ur,(s® LTIV [C0 N},

# H eine hnc:rln.l: . Efflll Mange mit M+ -‘i K+2
fiir alle W&

wisk™ (D)

E:8"—H stetige Fortsetzemg vem kﬂ'r_lsn‘-,? wit | K(-N € M,

X, i=3%" ‘\":I'r

I1=-S“ \?E"
,_r:’- " q"n' R - lex(x), falls xe 8%\ ¥,
i:E —%3  varmdge 1.:.:-{ F:::.} , falls Iﬁ?i

(i=1,2),
¥:=5"\( y} , wobel y€ # beliebls ausgessrlt Lst.

Damn gelten: "
(a} Jedes P, igt stotig, dean fur xedV, « (35 Vi 'i"i € v, ist
-

F {I]-k a‘l1t}‘i-1°knfll] Plx) (iw=1,2).
(b} h' {pid 7€ s" 7y (8®\7 h.;._ ts“n?zha Fis™s ?}} v tean flir
Jedes xt: W gelten: kix)e @ und )k(c)i™ M+t , und ltitjlg X (E).
(e} FU® & ?19? o denn fir jedes xi FUa gelten Fixled und
Flaig P T), also 2e V=7, V..
fd) :3‘.11..‘2} st iz 5inne wom Hu [ 10),Kap.I11,6 ein zullissiges
Tripel (“proper triad"), demn X, uzd Ky sind im 5" asgeschlossen,

und es gilt:

- %)

]j.‘\fl.!q iail'nrﬁz\(l..lnlel'] = (Vy Wylm (VW) - 1'"'?.21"'1“'3”’-
(e} l,u:zas“x [i‘ n'i" ) =8%.

(f) Ly mdy=3 \('f:f )as™ Y.
(g) FoF, F, € Morpyop( (8% 440k, ), (5%,1)), denn mach (a) sind diese

Abpildungen stetig, und mach ihrer Definition gelten: fir xgl "
Vkor(x) € y & koP(x)] « M, F(x)§ W, F(x)dy eomic

!-'lﬂ'i-lll 'I:“'k uﬂ:]l 'rl’ﬁlel‘ M, ---.5' f-‘:'-l"r (i=1,2).

(n) '1!1_1_ - '|: (4=1,2), dean fir xg X, gilt:

3 m_{ “Yox(x), falls xe xin{s'\? B RN .

Flx) , falls :pl n.\‘

{1) ;H[:ilcf und ?2{11]§f o denn fiie LpJ=1,2,1#) und ‘E'xj gelten:

; E:J&!’\{ h"(pl‘} ({rach Konstr. won Fl}.

'Ilm?csﬂ Ikok™ tox(x)] = [K(x)] €1,
F t:}{.l und folglich

?it:]i ¥

(i) ¥ ipt komtrakierbar.

(k) Die Voraussetzungen wom [10],II,7,Thkeoren 2 sind wegen {d),(e),
(r) (ghind (1),(4) erfullt, so dad sich fir die redusierte
Hemologle - und damit fir die gewehnliche Homologie {(m211) -
erglot:

o VTS S ’E'n{a'hunts‘:-—;iu:a‘]-n.ls‘} .

(vergl. auck [141.1 4,5.22 und 5.2%).

(1) Mach (5-1) folgt j'l"i? * iz .
(=) ¥, una r (1=1,2) sind Imntap-a

F-.:.}. falls xgC i‘

o
8:[0,1]xs —y 5" it G{'L,:i:-( Ir.l{:.lrl't t) kﬂF l:tl.i'. fall
NEG

iiefert eine Homotopts, weil fir xe{SEN, T TEvn(ea\0) und
dedes ti[0,1] ;ilt-
Gt x)ek™ (eR(x) o (1 ~1)KOF, (x))=k " (tkOF(x)+{1-tROF(x) )=
. =k=10koF(x)=F(x).
() &us (1) und (=] folzt wegen (Se=2):

L, E:.phtu {£,p)e 1], -ir_=1~ * i;f

Dasmit igt auzh (
L41) fiar g
Damit 1t (5~9) be - nachgewiosea, da Of 49 .'heal.l'h:.i war.

ip = i.I[r.p.'I.



otk 3
fo=d) Bemerkum:

Im miichsten Faragraphen werde ich (5-7) dozu onsnutzen, weiters

Slgenzchallen won ""‘r'ijiu J“ nachzuweiser, Sleherlich ist sber

dim hier gegebens Hopstruktion des dbbildungsgrades im " auch
fiir sick intervssont, da sie schr hure wed anschamlizh iat.

£s oei dazu noch bemerkt, dab diese Kenstruktiom ohme Hilfseittel
sus der Kombimatorik baw. aus der simplizialen Theoriec auskommt
(im Gegensatz zu Bers[ 3]).

ln Yado-deichelderfer [15],11,8 wird der Abbildungsgrad fiir solche
Ue. o™ sefiniert, die ein Gebiet tilden. Dabei wird eine spozielle.
Kohosolegle-Theorie Uber 2 benutszt. Fir beliebiges UE J™ kanm

man der Abbilduagsfrad vom ([,pie D(U} als Summe der Grade won
(fly ,p) definieren, wobei U, dis Zuseamcnhangskozponenten von

\ :1'1:=|:1iift- In [151. IT .2-}|ﬂnht men dann die nitigen Sewelme,
ua lelcht zelgen zu kbnnen, dall sc wieder der Abbildungsgrad er-
halten wird. Die Binzelheiten mdchte ich hier micht susflihren.

Die Ando-Reichelderfer-Eonstruktion usterscheidet sich wesentlich
von der hier gegebemen, ist sker auch frei wvon simplizialem
Hethoden.

Jie klassischea Kcnotruktioner des Abbildungsgrades iber die
singuliire Homologie-Theorie Eber 2 fimdet man in [1],Kap.XII,

[5) und { 12] ,Enp.I1.

fine Uberaicht Eber fie tiefliegender Lopologischen Siatze, die

mit der Theorie des Abbildungsgrades rusamsenhingen {mmu&u:
der Fixpunktsntz vor Lafschetz),’indet man im [13]. Anwendungen

ta der azalysis sind in [1],02),031,[57.071L 15 una [16]
beschrisben, Anwendingen im der Funktiomalsnalysis {insbes.Differen-
tial- wed Integralgleichungen) findet man in [5]d 21,012) una [ 18]).

- k1 =

itere <igenschalten des Abbildungsgrades is n-dimemsionalen
§ 6 . Weite

reellen GLahlenran.

Pa : goll Satz (5-7) dazu ausgenutzt werden, drei
1n dieses Paragraph

\tare Ergubaisse iber dea Abbildungsgrad sbzuleiten:
we

3 n
B it der "Qrofe" von ﬂuﬂlllﬂ_” fir jedes D J .
in (3-6) angekindigten allg=meinen Produktsatzes von

-

2. Bewpin des

3 :::r;“" in (4=3) sngekiipdigten Darstellungssatzes fir den
sbbildangsgrad im B° mit Hilfe der Jindungozahl.

Dabei ..Lu; die allgemeinen Slitze iiber die"Gribe" des Bildbereichs
(6-% bzw. iber die parstellbarkeit flir m=2 (6-5) ond der Beweis

des wichtigen Produktoatzes (6-%) pach meiner Kenmtnis new.

ble Bezeichnungen werden aus den vorigen Paragraphen iibernosmen.

(6-1) Lenma (Eul 101, TV,5.41:

Seien UEX® , (r.ple D(W), F:5°—38” fir (f,p) sulissig und
mi'._..‘i" varsoge 3=rh°‘l‘°l‘l o danm gilk:

Ist G(ESE" und ist B(R°~ BP)CH™ 5" , o ist Spltaed=ip=ig) a-1

Beweis:

Ba tst Ly(fypleip=d ~1500, mach Defimition (5-6). Sei gi=Qfga-1,
dann 1ot gis™ ' ps™ ! stetig, da 6(s™") ¢ (¥ EMs""
nach Voraussetzung gilt.

pie dinhingung n;p{[l:aupllsn'1}Ein—-l-usp{sn.lﬂsn {2 gleich
bis auf einen natiirlichen Howmbomorphismas) wom g ist sicherlich
nomotop zu h” '0GOK=F, so dab i =L _=i=d,(£.p) rorge. ") '%)

G
[6=2) Satz: Bed n22.

Sei @ :6" 35" pine stetige Abbildunz, danm gilt fur jede
stetige Fortsetzung r:?—’a" von 5 ued fir jedes pt-,i‘a. I'!ﬂ-l-i-'!:
'l-u'\tp t#"‘.'n:

dgnif,p) = Lop(f.p) = e -

I5n-1

S

Beweinz

Sed £':E g™ eine stelige Fortsetzuog von 4 {a0 eine Fort-
Betzung existiert mach dem Satz von Tietze), danm gilt nack (3-1):
ﬂsn{I.P]=lsl[f'.?L

E= gibt oun sicher eime flir (f',p) zuléssige Abbildung FiS"—ps”
ait F(s"\n~ 1 (ER))e 5% b~ "(5®). Definiert man G wie in (5-1), o
folgt wegen Glgn-1 =y a1e enauptuns- s



- g -

Bema rkung:
date {0-2) besugt, daB fir o2 der AbblLldungegesd ﬁldulmn

eine “Forbsetsung” won i:c{s™ ' ,8% V).2(5® 1, Vixfo] —2
(Of #™4s™) ist. Man beschte die Ahnlichkeit dieses Ergebnisses

mit Satz (4-1).

i6-3) Satz:
Sei U J", denn gelten:
{a) Tst n=1, so ist dy(D{0)}={ k / ke 2 und |kl€k,} , woves X,
die Kardinalzahl der Memge aller Rusanmenhangskomponeaten
wom E beaeichnet.

(b} lst n> 1, so Lst ¢, surjektiv.

Beweim:
(a) Dak d, die Monge {k/ke2,| k|€k } umfadt, sieht man =it Hilfe
von (3-3i{h} soffert ein, wenm man p=0¢ R setzt und [ auf jeder
Zussrmeriangshomponente won J ale Gerade durcd O mit positiver
(baw.negativer) Steigung wiklt. Umgekebrt kann mssn nach dee
Beweis wor (1-F) ze Jedem {f,pleD{U) eiz [Plp'le D‘I:TI'T lizden,
g0 dab P'ein Polyoom ist und ﬂn{f.y}ldtlflp’}lﬂrl'.?'-p‘ J0) milt
(Letzteres nazh (3-3){d}). Dann ist aatiirlich P:«P'-p' auch
eirn Folynom. dus {3~3){h) wad der Abschitzung der Anzahl der
Hullstallen wvon P , beli denen P posilive baw. nzgative Ableitung
hat, folgt dazs amch kiy(f,pl] =l (P.0) € x .

Avbildung 5

(o) Sei nun also =22. Damm gidt es nach einem bekamaten Satz der
algebraischer Topologie ([ 12],17,8.4) zu jedem k&3 elne
stetige Abbildung g:8™" 138" nit i k. Mack dem 3ats vom
Tietze gibt es eine stetige Fortsetzung 3:E%-yi” von g, s0
dak folgt: d.o(3,0)=1.0(3,0)=L k. Sei £C U und rE R, miz
8.(xJ%U , dsnn folgt fir £:U0—> K" verabge

S(fr-x) , falls ye E (x)er-E® + x
I[:JL-{ "

1 - - L I
at;&ﬁhlﬂ[ﬁ v falls ye TnE T

wegen (£,0)¢ B{J) pach (7-7) die Sehauvptung, nimlich d,(f,0)=k.~

(Ba 1et fir ded v € Gy I 0@ ﬁ:'j-.;{::—:i Ye 577 alse f(x')40.)

-4 =

Satzt
Seien

nLYEJ® ,

re o(F,R"),

FLRIEY,
T aie Memge dor Kompomentem vem ¥u 4 .

(6,906 B(Y) mit q& R°\ 0°F@L), dasn gilt:

WERlt man fir jedes RV ein Fe€R aus, so ist
dgleer, @) = 3T aytE gl -a (0,9 .
eV

Bwels:
{a} 4,{0.x) ist megen 2 3¢ FRAUNDY dofiniert.
4iFpy) 18t fiir jedes P& B € A" \F(3U) defialert.
Die Mezge ©" ailer BeV mit Qe 9(8) ist endlich (37 ({3)) ist
xompakt, ¥ lat sine cffeae dberdecksag von 37'{Ql)), also ist
dn{ﬂ.q}-ﬂ fir fast alle Be vV {mash (1-13{iv)}}. Die rechie
Seite der behavpteten Gleichupng ist also definiert.
() Toz BE ¥ amit 3a (RINFEIAD, so ist dyiP,Pyisc (mask (1-1}(iv)
und {3-3}{cll.
Sed V' die Menge aller B alt Ba(E"\ 7(T))=@, d.h. BEPID), daun
pilt:
Z o atR By ) dg (6,30 =F T o0 oS 4 (F,Pp) 4 (6,90 .
eV Bc ¥ Be ¥

(o) Bs st (ooF) t{qhi=r" @ 2l € u? r"(8) , 5o dad mach
) g ¥

(1=104x), (1-3)(3) und (1-3)(4) folgk:

4,(39F ) =§__" dz-1 u}mnr.q] + wobei jedes dp-1,,, (GoF, )
sV 4 i

wegen L4 GFG RIS Gor(T :&{v' T (B} definiert dat.

Flir jedes Gg i 3 1 i
Jedes e :mt Pa.: B ist du“'”n*"i"'{a} v weil
P08 2 r@7 '(8)) g1t (nask (1-33(%)).

Oie bebauptete Gleichung ist alss bewieses, wean man

d (GoF,y)=5 L A (3.a

n%' r-1ta) 'ﬂu'i.':.‘?- Uiy FrFp) 4 (3.0
Qder dia Glelchnheit entsprechonder Suamnndor fidr iedes Bg W'
bewleser hat.

"~
Sei also mun se v beliebig. Es ist zu maigen, dab dann

ﬂr'T:i iﬂ'ﬂrlil - 1?.? ]'-f- [i’s.'ﬂ]
- ) i L TT AL L™
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(o} Sei Een, mit € <| 4,GOF(F (8))] und £<}|Q,G(28)] . damn gidt

(s}

(gl

(n)

(i)

&

—

es wegen (1-7) eiz (5,9€ 0 {2) aiv w((@.5.(0,<))1<E . Wegon
(3-35)la) rolgt:
1,88 - a0

-
dr-ituﬁn:a,‘:{h 4, 10E9F, ) .

Man darl alwo o.3.d.A. aceehaen, daB (3,4)€ D {3) ist {sonst
T
erseizs man im folgendea 3 durch 3, ¢ dureh § ).

Selen 54;1,....‘.} i=s :i"{{q]} und sjEl offene Umgebunges wom '1'
§5T4ernra, die pearwoise disjunkt sind., wegen (1=3)(3) wnd (&)
felgew:
() dgogggy(oon,) =37 Uy e s I Fade

Js140e,m
() age, =7 4, (6. .

$=1y00em 3

1‘1'}] ‘!—T{ﬁ}t?‘P..I = ar_‘[l}{?.‘:j = dr1t!j:ltr‘,'1]-{j—1*=11.}

fir jedos J=1,...,m seieni

as iz F Lajl.

Ej : 5% — 5% eulsmaig fiir Eﬂ|n—- ),
i

?: 1 8% —» 5° suliissig fur "lij 8-

Es ist 2" (D& 3 of (5"~ (B1)) Fir jedes §=1,...,m) dean
8,7 wh=(h g,y wma Tolglich té‘fi'di":{u"'ml}:-
-ij"':{f"s;iﬂ: < 1“’:551 gelter.

8,0F, ist stetige Fortsetaung vem h 030FOh o'y *

373 T 4
Plir x€Er (3!) geltea:
-

EjnFJm =8 jnn'*nrm::.
Fenlal € XY € FIBY) - rt?"{nj}l =B, und folglicn

3 jnF J = 4 j-n"‘nmm-r‘uunm"m::}-u"ntmrmm.

Nach (h) uad (i} ist also Eja?
Fir jedes j%1,es.,m gilt alsoc

§

d -7 {GoF,R) = 1. - s
7 ag) u.,l:li"J 6,
-~ ﬂ -
{ﬁil‘lj]{m = ajhﬂl’j*. , denmn [Eﬂ. "a]' ist ein kovarianter Funktor

im die Mategorie der abelsthen Gruppesn ued Gruppenhososorphismen.)

-13 « (Letzteres weil
3

zulivelg fiir [l:lﬂ'l', ) Lfetyenomde
J

11a51ich felge sesammenfaassend:

(GPF ) -

oF ) = . 4% e,)
L0} A B an E ]

= ¢?_-‘T. "ﬁ."!‘?i .
(3 gat,eeesm < 4

- ::’__ >, d {f'sj:.‘ {al-ﬂ} =
ts) " e g

?r}] 4 (a 1"‘1’53?.;: "EJ‘“"'J .

= dg-teg ]{r.rﬁi-dn{a.aj
{raJ

{e) urd (d) folgt daracs Sstz (0-4).

Lt.ple D),

¥V die {gndliche] Menge der Zusammenhsngskompozenten wom U, doren
Durcaschnitt mit ™ '({p}) nicat leer ist,

L gibt es 23 Jedea Be T ein £:8° —5 27 atrlrg,ple D(22)

B T 2§ g

se¥ BEV  roR

A=33{3) und (1-%(%) gile:

iy(typ) =577 d (0,50 .

' ¥ e I

_ am . el P.=#2—$:E‘ sletige Fortsetzang won h"ﬂ:ﬂl‘l-f
® Ulgup) sullisaig st Saire R, oo, dab 7€ 23(0).

dea 27 sed dann

4 0T — & vernige Fnlzllahﬂi'nOf‘t:l definiert.

1 - - - - -~

- ;-::3\5 tst daa & Yade 8* e oty 17 @ 0 wae Fyon i )
B t dunn I.::'ll'll (=idp . Andecerceiis ist Tiir x¢

L Fladanor o™ () amon Yo renon (xiarix) .
A1=3008) folge:
.‘3{1’1,1 L "ﬂtr‘.:l = ds [G}{?ﬂ'p} .

7 . [ r .
Iﬁ"’!{"{'” flr Sedes B¢V , so folgt avs der Remorikung
L an EH] dim hmp:ll.h‘.

(B}




cdrgiinzungen Und Bemerkungen

Yerwandete Zaichomi

E p-dimsnsicnnler baw. 1-dimessicnaler reeller Zahlen-
razs mit matiérlicher Topologie und euklidischem
abstand

l.,!...':{,lﬁ} Hengen der natiirlichen,ganzen,kosplexesn Zshlen mit
catiirlizher Topologie {.:quI.,.i ay

g Menge der beschriakten,offepen und nichtleeren Teil-
sengen voam R

a,8u topologlsche abgeschlossens Blle baw.topologischer
sand von 1

I'l““ Sora der gleichsifigen Koavergenz auf & {(max-Nors)

[p=al +f .| euklidischer Abatand zwischen p und g bzw.p und X

id idenotinzhe Abbildung von X in sick

ro,11.3¢,1[ azgeschlossenes bzw. affenes Sinheitsiatervall voe R

det I[{x) Fuaktionaldeterninante won f an der Stelle x

JI{t] Funkzionalzatrix voo £ an der Stelles x

A
E’g{:l

Menge der positiven reellea Zahlen
offene Kugel wom Radius r um x in metriscken Baum M

£°-8"(0) offene Eimaeitekugel im BV
s”=8"(0) Sinheitsspaire im A0
DU B {0),2,(U) siehe &1 (1=1) baw.{1-6)

VT o

g (T,#)) Raum der &uf (winer Umgebung von) T stetigen

(stetig differenzierbaren) Abbildungen in B™ mit
der Topologie der gleichmdligen Konvergenz auf T

eoaliic (f,p) zuliissig ... siche § 5 (5-6]

h

-4 -
™ ’[Eq‘ug|.‘ e 2

" edahe § 5 (5-5)
) siche Anfang vom 55

FIOP Katagorie dor Paamre tapologischer Riome

Fullmoten

1 -

}'2] siehe Beizkonsahlizsel aben. Wit F:[0,1]x0—sH" 18t auch
jede der Abbildungen I“:-rﬂjt:i—biﬂ |tttik. wooel :t:i-—t[ﬂ,‘lh.ﬁ
vermige j,(x)i-(t,x} (€&(d,17) defimiert ist.

) i affioer Isomorphismus F:R"—eR™ hat die Form Flxz)=P.-x+F,

wobei P sine nichtsingulire (r,n)-Matrix und FCR® aind. Dabei
ist domn det F = det F.

 Barger-targer E'al"'

ttiven resllen Lablen
die Mange dor pos-t
_m-llw‘

iber Bamisdoforsalionent
a™, Berlim, 1963, s.7e-

dieke £.B. Greub,d.:"Linear

5.438: "The existence and unlqueress Of ... satis-
fying the above copditicns can be verilled, 1 we use alsplizis
for approximations of £ (eweleBut I may refar to [:s]
Il??iﬂl'ht Sl Eﬂ']} in whick the existence of ... is givern,
:::::’: infinitesimal poanlysis bul lree froe the potisn of

pizplizial mapping.”

waguno 037,

eorem &-5: "Let f be a contimuves nappling
of the bounded dcmain SC ®" iato f". suppose Clxldp for x£40,
whers p istapeint io 2", and let 4{f,p,2} be the degree delined
by homology Eroups ard dif,p,0} bo the degroe detzrmiosd by
the apalytic definition (...). Thea af{,p,0}=di{ L p.D).

The proaf of this result rnq'i:..rn‘ o sertain smosct of
algobraic topology gad will be omitied Rere ps Lt will met
be used in the seguel.(See [6].)"

(oie hier zitierte Juelle [6] encaprich: der ﬂille'[i] im
Lizeraturverzeicknis und eatbilt - asiaes dinseas - keinem
maleken Sats.)

Ich habe 4o der Literatur weder flir die Bebsuptung won
Hagumo roch fiir die von Berger-Berger eizen Bewels geluodenm.
Beide Sekauptupgen ergoten sich aber acs Sasz (1-8), wobed
eimpliziale Methoden vGlliz wermieden sird.

Die willige Abwesenheit simplizialer oder kcebinatorischer
Methodea trig: uobedizgt zur Kirae uni Ubersisktiloakeit
der in dieser Arbeit enteiskellen Thesrie beij man wargleiche |
die irbeiten von Krssmcsel'skii["2], Alexaniroff-dop? [ 1]
oder cromin [5] . AuBerden konnte ich sc vielleicht sher
'Flausisilititebetrachturgen’ wormeidem {vergl. die Bewsise
in Bars,[3],Kep.XIV).

In Gegersatz =m den in (1-3) und {%-8) gegebearm Jhuarak-
terisierungen des Avblldungegrades hat die ia ['=7} gegebene
den Vorzug, aush in lokal-kcnvexsn H&usen sinavall za aein,
wern man dort noch geelgrete Definizionsvereicae benllmmt
(485 tut Nagumo in [13] 3.p. leidor al:kt). Ambaltspunkte
fir elze - nosh zu entwickelndo - allgemeins “aaemdlick-
dimensionale” Theorie findet man in [23,[32.0[173.214], 18]
wnd ﬁﬂ‘iﬁlbli-iluu 241) sowle in:

F.E.Browder-#.7.Patryshin:"The Ispulogical Degres sad
Jalerkin Approximations pr Noncompa:l Ugeratars in
dxnach Spuces"



10!

1"

12

15]
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Die grioBle Schelerigkelii bel einemr solcher Versuczk wire es wer~
matlich, geeignete Topologiem auf dem Jefinitionsbereichen zu
findsn, ue einen dbnlichen Satz wie (1-%) zu erhaltemn.

Zipe KlEirung der Tragweite der Nmgunoeixiomatik dirfte
in jedem Falle datw niitzlich sein. Diese Klirung ist wohl das
wesentliche frgebole meiner Untersuchapngen.

vergis dwa=Teplitz:"Homology =nd Feynman Integrals",New Tork,
1963, Kap III,3=5.

N
dx, A AL A LA rl::j.q,...-.ﬁ. d:lnﬂ fdr kfj.

a& gilt der folgemde Satz wom Jazobi:
Sei 1€ 22(U,8%), ¥ offeneund nichtleere Teilmenge des B, dann
gllt fiir jedes i=1,...,m

Z 3—;:&-;51 =0 auf ¥, wobei -luixl din Adjunikte

J=1eaun

I
van lu{:hst%:;"ﬂ} in Jix]} ist.
Man kamn diesen Satz sinfack nachrechner, indes man die linke
Seite der Gleichung mit Hilfe der Formel

Y e .
lu{‘]'{-."ldz: lill:"noni'i!---in}.‘hth."‘ .’J"'“'lih
- s O

"P"n:h“q?i'--‘}
barezkaet( und dabel die Schwarz'sche Vertausshungsgegel fiir
die zeiten Ableitungen beschtst).

Ll
Divergenztaeorem: Sishe a.H.Fleming:"Functions of Several
Variables", Reading, 1955,Kap.¥IL,5.
Dichtheitssatz: Siehe E.Berz:"Veraligemeinerte Funktivaen und
Cperatoran”, Mannbheim, 1367, §.19.

dy{g.a) Lst hier definiert, weil fiir jedes xeJ¥ gilt:
letx)-of 'ﬂﬂ:!-ﬂ =] gix)-£(=x} -I-i'_u-q"l % -{!‘.ﬂnﬁ e -Yg-rff ) =0.

Interessante inwendungen dieser Daretellungsweisan findet man in

[1].EI;.III -t?'] wnd des schom sltierten dush von Hwe=Teplitz
{siche 7)).

fis stimsern dans odelich die stetiges Abblldungen gy, und ey
aal der dishien Toilmenge D,(E®) voa D(:2) lberein,siod also gleich.

» oussureshaen, findet man in dem sshon zitiertesd
'i-h:n:felﬂ-r g der Sbene™ (s.hnfemg & 4). Die Jdtze
und [G=5) sind - meincs Mlssens - aeu.
dor Dewsisskizse auf S.224 voo L3) entoisst man, dab
it dem lempa suf 8.223 das Lemma (5-3) meinie und
4 die Dafimition suf 5.224 verstanden wissen
T 1achern Bewsisskizzen benutzen wesentlich die sizpliziale
arie und aind hliufig mekr "Plassibllitdtsbetrashtucges’.
: habe mich in 3 5 uzd § 5 bemiibc, beides zu verseiden.

(5 "re (8™ 11,100/ o wobed (x,t)~ (y.8) gemau
gel senn t=s==1 oder t=8=1 oder (x.tl=(y,s) gilt.

- { 1‘31115’-
Bi3"—rsasp(s™"") vernége Ri=pron'on delintert, wobei

[ 1 i _[ (e, ,1), falla x=0
B® —»5" ‘xf=141] versiige n'(x):= l:t1.4a\h11: K=o

é, -i- arc tn!ml'}. sonat

d priyli=f y] - definiert sind. ¥ ist dass offembar ein
leber Hombomorphismus swischen S° und susp(s® ).
8 B 'cansplg)oh mnomotop su 7 ist, sieht man ein, indes man

recgraphische Frojektionen
Zugewsndte bzw. abgewandceYHalisphire) von &° wornimmt,
n Bildréicmen deformiert und die zurickprojizierten
zosammenklebt™.

o [ 161,12,2.5 haben g und susplg) gleizhen topologischen

gl l-;l Definizion des Kromecker-Iniex bei Awa-Teplitz
- ) )

{ stetiy ist, aul I"I'.[:il eine kompakte Tellmenge wan U
Dless Teilmenge ist aber mach dem Satz iber implinite
onen diskret, also endlich.

- 49 =

{g) ist duon durch susp (g}([ {x,tf] b:=D(gix),t]] definiort

- Bﬂ-u" tzw. "unteren HElfte"
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