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Vorwort

Ich habe bemerkt, sagte Herr K., dass wir viele
abschrecken von unserer Lehre dadurch, dass wir auf
alles eine Antwort wissen. Kénnten wir nicht im
Interesse der Propaganda eine Liste der Fragen
aufstellen, die uns ganz ungeldst erscheinen?

B. Brecht, Geschichten vom Herrn Keuner; gefunden
bei [37]

Funktionalanalysis kann in ihrer linearen Theorie als Zusammenfiihrung von Analysis (in
mehreren Variablen), Linearer Algebra und topologischen Aspekten angesehen werden. Wesent-
lich ist, dass die Theorie insbesondere die unendlichdimensionalen Vektorrdume im Auge hat.
Daraus ergeben sich etwa folgende Fragen:

e Was ist Vollstandigkeit?

e Was wird aus dem Satz von Heine-Borel?

e Wann kann man (Folgen-)Kompaktheit haben?

e Welche Basen stehen hier zur Verfiigung?

e Wie ist eine Dimensionsformel zu interpretieren?

e Wie ordnen sich Eigenwerte ein?

e Wie sieht eine brauchbare Definition der Stetigkeit aus?
e Wo kann man Orthogonalitét definieren?

e Was sind Hyperebenen?

e Wie ordnet sich das Konzept , Konvexitat* ein?

Wir beginnen mit den topologischen Strukturen und grundlegenden funktionalanalytischen
Begriffen, die fiir die Verwendung von Funktionenrdumen essentiell sind. Wir beginnen dabei
mit zundchst mit sehr wenig Struktur, ndmlich mit ,,Topologischen Rdumen* und stetigen Abbil-
dungen in diesen Rdumen. Betrachtet man Topologien auf Vektorrdumen, gelangt man zu den
topologischen Vektorrdumen, wenn man die Stetigkeit der Addition und skalaren Multiplikation
fordert. Anschlieftend betrachten wir spezielle Topologien, die sich aus Metriken ergeben. Erste
wichtige Resultate sind hier der Kontraktionssatz und der Satz von Baire.

Normierte Raume sind Vektorrdume, in den den Vektoren eine Lange zugewiesen wird. Hier
ordnen sich auch die endlichdimensionalen euklidischen Vektorrdaume R" ein. Wir stellen die
wichtigsten Ergebnisse fiir die normierten Rdume zusammen, wobei wir insbesondere auf die
vollsténdigen normierten Réume (Banachrdume) eingehen. In diesem Rahmen diskutieren wir
dann die Abbildungen, die zur Analysis (Stetigkeit) und Linearer Algebra (Linearitit) passen:
Stetige lineare Operatoren.

Dualitatsiiberlegungen sind ein wichtiges Handlungsprinzip in der Mathematik. In der Funk-
tionalanalysis kommt es hauptséichlich beim Studium der Dualrdume zum Tragen. Das Haupter-
gebnis ist der Satz von Hahn-Banach, der etwas aussagt tiber die Reichhaltigkeit der Dualrdume.



Daran schlieffen sich Moglichkeiten an, zusétzlich Topologien einzufiihren, die sich in Anwendun-
gen niitzen lassen, insbesondere, was Kompaktheitsfragen betrifft.

Im Kabpitel iiber Konvexitat betrachten wir geometrische Interpretation des Satzes von Hahn-
Banach. Hier ordnen sich geometrische und algorithmische Aspekte ein. Von grofser Bedeutung
in Anwendungen ist die Interpretation der Ergebnisse der linearen Funktionalanalysis im Hilber-
traum, insbesondere in der Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen.

Nun folgt das Kapitel mit der Uberschrift ,Prinzipien der (linearen) Funktionalanalysis".
Hier werden wichtige Abbildungseigenschaften stetiger Abbildungen zusammengestellt. Hierher
gehoren eigentlich auch der Satz von Baire und der Satz von Hahn-Banach. Wir hielten es aber
flir zweckméfig, sie schon frither aufzufiihren.

Die Uberlegungen zu den Spektren von linearen Operatoren verallgemeinern die Eigenwert-
theorie der Linearen Algebra. Besonders einsichtig werden Spektralaussagen bei kompakten Ope-
ratoren, Operatoren, die bei Integralgleichungen ,das Feld beherrschen“. Hier fithren wir auch
unbeschréankte Operatoren und deren Spektren ein.

Abschliefsend gehen wir auf die Fixpunkttheorie und die Anwendung der linearen Theorie fiir
nichtlineare Gleichungen ein.

In unseren Betrachtungen — die oben gestellten Fragen finden darin auch ihre Antworten —
wollen wir stets versuchen, den konstruktiven/angewandten Standpunkt einzunehmen. An vielen
Stellen deuten wir Anwendungen der Ergebnisse an. Meist beziehen sie sich auf Differential- und
Integralgleichungen. Dabei tut sich das Problem auf, dass dazu geeignete Funktionenrdume notig
sind, deren Einfiihrung und Nutzung intensiv den Lebesgueschen Integralbegriff nutzen. Darum
werden wir uns ,herummogeln, da nicht sicher gestellt ist, dass dieser Integralbegriff allgemein
bekannt (und verstanden) ist.

Der Ursprung der Funktionalanalysis liegt am Anfang dieses Jahrhunderts, initiert durch Ar-
beiten von Fredholm, Lebesgue und Hilbert. Spéater wurde sie durch Banach und von Neumann,
die die heute geldufigen Begriffe des normierten Raums und des Hilbertraums préagten, kanoni-
siert. IThre Beitrdage sind eng verbunden mit der Begriindung der heutigen Form der Funktional-
analysis. Besonders hervorzuheben ist hier die Lemberger Schule, zu der u. a. Banach, Kacmarz,
Mazur, Orlicz, Saks, Schauder, Steinhaus, Ulam gehdrten; von einigen werden wir noch horen.

Die geschichtliche Entwicklung rund um die ,reine* Funktionalanalysis stellt sich etwa so dar:?
e Fredholms Artikel iiber Integral Gleichungen (1900)

e Lebesgues Dissertation iiber Integration (1902)

e Hilberts Aufsatz iiber Spektraltheorie (1906)

e Frechets Dissertation iiber metrische Radume (1906)

e Rieszs Artikel iiber Cla,b] and L, (1910,1911)

e Hellys Aufsatz (1912,1921)

e Banachs Dissertation {iber normierte Raume (1922)

e Hahns Artikel (1927) und Banachs Aufsatz iber Dualitat (1929)

e Banachs und Steinhaus’ Artikel (1927)

e Frechets Buch ,Les espaces abstrait* (1928) and Banachs ,,Theorie des operations lineaires*
(1932)

e Grothendiecks Formulierung des Approximationsproblems (1955)

e Beantwortung des Approxiamtionsproblems durch Enflo (1973)

"Mehr zur Geschichte findet man bei J. Lindstrém; siehe [26].

ii



Die Geschichte der ,angewandten Funktionalanalysis ist eng mit der Entwicklung der Theo-
rie der (partiellen) Differentialgleichungen, insbesondere auch innerhalb der Quantenmechanik,
verkniipft:

e Fixpunkttheorie und gewohnliche Differentialgleichungen im 18. und 19. Jahrhundert

e Untersuchungen zu klassischen Losungen der Gleichungen der mathematischen Physik, be-
gonnen durch D’Alembert und L. Euler im 18. Jahrhundert.

e Fourier Analysis zur Losung der Gleichungen der mathematischen Physik um 1800

e Verkniipfung der partiellen Differentialgleichungen mit Integralgleichungen; Cauchy, Di-
richlet und andere

e Entwicklung der Potentialtheorie durch Legendre, Laplace, Green und andere
e Formulierung der Fredholm Alternative fiir Integralgleichungen

e Entwicklung der Integrationstheorie durch Lebesgue

e Studium der kompakten Operatoren und ihrer Spektraldarstellung

e Spektraltheorie bei unbeschrankten Operatoren

Nicht alles Wiinschenswerte hat aus Zeitgriinden und auf Grund der Vorlieben des Dozenten
Platz gefunden in der Vorlesung und im Skript. Darunter sind:

e L,(©2)-Rédume und Sobolevraume

e Fouriertransformation

e Kompakte Operatoren

e Anfinge der Theorie linearer partieller Differentialgleichungen

Das Fundament fiir ein (Eigen-)Studium dieser Themen sollte allerdings gelegt sein.

Funktionalanalytische Kenntnisse sind mittlerweile in vielen Disziplinen der Mathematik wie
Differentialgleichungen, Numerik, Wahrscheinlichkeitstheorie oder Approximationstheorie sowie
in der theoretischen Physik unabdingbar. Lehrbiicher zur Funktionalanalysis sind meist ausge-
richtet auf solche spezielle Anwendungen (Struktur von Banachrdumen, Partielle Differential-
gleichungen, Halbgruppentheorie, Fixpunkttheorie, Integralgleichungen, Numerische Mathema-
tik, ...). Wir listen als Beispiele auf: [1, 2, 3, 4, 5, 10, 20, 19, 22, 23, 25, 35, 37, 39]. Speziellere
Literatur fithren wir an geeigneten Stellen der Betrachtungen an.

Bei der Erstellung des Skriptums wurde vielfaltige Literatur verwendet. Lehrbuchliteratur
und Originalartikel sind im Allgemeinen zitiert. Fiir allgemeine zusétzliche Erkenntnisse aus
dem Internet sind meist die Quellen nicht angeben.

Frankfurt, im Februar 2013 JOHANN BAUMEISTER
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Kapitel 1

Topologische Aspekte: Eine kurze
Zusammenfassung

Wer das erste Knopfloch verfehlt, kommt mit dem
Zuknopfen nicht zu Rande

J. W. Goethe

In diesem Kapitel bringen wir die Begriffe ,Umgebung, Konvergenz, Grenzwert, Kompaktheit*
zusammen. Die ,Struktur®, die dies moglich macht, ist die des topologischen Raumes. Fiir die
Betrachtungen wesentlich ist, dass wir mit den topologischen Begriffen nicht nur Nachbarschaften
zwischen Punkten, sondern auch zwischen abstrakten Objekten, u.a. auch von Abbildungen
erkldaren konnen. Eine ausfiihrliche Monographie zum Thema ist [30].

1.1 Topologische Raume

Bei der Analysis von Funktionen einer Variablen haben wir immer wieder mit offenen Intervallen
(a,b) hantiert. Dabei fallt auf, dass diese Intervalle gerade als Nachbarschaften all ihrer Punkte
aufgefasst werden kénnen. Diese Eigenschaft geht auch nicht verloren, wenn wir beliebige Verei-
nigungen solcher Intervalle betrachten. Davon ldsst sich das, was in der (mengentheoretischen)
Topologie geschieht, leiten.

Definition 1.1 Sei X eine Menge, X # (. Eine Topologie T auf X ist eine Familie von
Teilmengen von X mit den folgenden Eigenschaften

a) Ve T, X eT,;
b) X1, X0eT = XiNXeeT,;
c) XieT,icl (I Indermenge) = J;e; Xi € T.

Die Elemente in einer Topologie T auf X heiflen offene Mengen, das Tupel (X,T) heifst
topologischer Raum. Die Elemente v € X bezeichnen wir hier meist als Punkte. O

Definition 1.2 Sind 71,72 Topologien auf X, so heifst T1 feiner als Ty oder To gréber als T1
wenn To C Ty gilt. O

Klar, die Relation ,feiner” induziert auf der Familie der Topologien auf X eine Halbordnung
wie schon ein fliichtiger Blick lehrt.



Sei X eine Menge, X # (). Die grobste Topologie auf X ist durch 7 := {0, X} gegeben.
Die feinste Topologie auf X erhdlt man durch 7 := POT(X); sie heikt diskrete Topologie.
Aussagekriftigere Beispiele topologischer Rdume lernen wir in den néchsten Abschnitten kennen.

Definition 1.3 Sei (X,7) ein topologischer Raum. Dann heifst A C X abgeschlossen, wenn
das Komplement X\ A offen ist. (Il

Klar, in einem topologischen Raum (X, 7) sind X und 0 stets offen und abgeschlossen.

Definition 1.4 Sei (X,T) ein topologischer Raum, x € X . Fine Teilmenge U von X heifit
Umgebung von x, wenn es V € T gibt mit x € V C U. Mit U(x) bezeichnen wir die Familie
aller Umgebungen von x . O

Klar, Obermengen von Umgebungen sind selbst wieder Umgebungen. Ebenso folgt mit b) aus
Definition 1.1, dass der Schnitt von zwei Umgebungen eines Punktes selbst wieder eine Umgebung
dieses Punktes ist.

Satz 1.5 Sei (X,T) ein topologischer Raum, sei A C X . Dann sind dquivalent:
a) A ist offen, d.h. A€ T.
b) Fiir alle x € A ist A € U(x).

Beweis:

Zu a) = b). Klar nach Definition der Umgebung.

Zub) = a).Zuzx e A gibtes V; € T mit x € V; C A. In dieser Bezeichnung haben wir also
UzeaVy = A. Nach ¢) in Definition 1.1 ist Uy 4V offen, also auch A. |

Ist nun der schon uns vertraute ,,Raum* R auch als topologischer Raum zu verstehen? Ja, der
Satz 1.5 sagt uns, wie das unter Verwendung der offenen Intervalle (a,b) gehen kann:

ACRoffen : <= Ve e AIr>0((z—r,a+7r)CA).

Man iiberzeugt sich leicht, dass damit eine Familie offener Mengen erklért wird, die eine Topologie
auf R ist. Wir wollen sie die ,euklidische Topologie“ nennen, denn wir werden sie spéter in
Beziehung zur ,euklidischen Vorstellung” des Raumes R! setzen.

Definition 1.6 Unter der Produkttopologie auf dem Produkt X XY zweier topologischer Riu-
me (X, Tx) und (Y, Ty) versteht man die grobste Topologie Tx xy, die alle Mengen A x B offener
Mengen A € Tx und B € Ty enthdlt, also

Txxy = ﬂ{T’!T’ Topologie auf X x Y mit Ax B € T' fiir alle A€ Tx,B € Ty} .
O

Damit sind in offensichtlicher Weise Topologie auf R> = R x R,R? = R x R? ..., R" erklirt.
Spéater werden wir auch eine Produkttopologie auf einem unendlichen Produkt betrachten.

Definition 1.7 Sei (X, T) ein topologischer Raum und sei Y C X, Y # (0. Dann ist
Ty ={BCY|JAeT mit B=Y NA}

eine Topologie auf Y, die durch T aufY induzierte Topologie. O



Der Nachweis, dass in der Tat eine Topologie vorliegt, ist einfach.

Wir wissen, dass ein topologischer Raum (X, 7x) in jedem Fall offene und abgeschlossene
Mengen enthalt, namlich X und (). Damit wird die folgende Begriffsbildung moglich:

A= ﬂ{B C X|A C B, B abgeschlossen}, A° := U{C C X|C C A,C offen} .
A heift die abgeschlossene Hiille oder Abschluss von A und A° der offene Kern von A.

Folgerung 1.8 Sei (X,T) ein topologischer Raum, A C X . Dann gilt:

a) A ist abgeschlossen, (A) = A.
b) A° ist offen, (A°)° = A°.

Beweis:
Die erste Behauptung in a) folgt aus der Beobachtung

X\A = U{X\B|A C B, B abgeschlossen} .
Die zweite Aussage folgt so. Da A abgeschlossen ist und A C Aist , gilt nach Definition von ﬁ
schlieRlich (A) C A. Die Inklusion A C (A) gilt offensichtlich.
Die erste Aussage in b) folgt aus der Tatsache, dass A° Vereinigung offener Mengen ist, den
Beweis der zweiten Behauptung iiberlassen wir dem Leser. |

Bei der Hiillenbildung, um aus A den Abschluss A zu bekommen, kommen im Allgemeinen
Punkte zu A dazu. Wir werden sehen, dass der Abschluss auch als Menge der Beriihrungspunkte
definiert werden konnte.

Definition 1.9 Sei (X,7) ein topologischer Raum, A C X . x € X heifst Bertihrungspunkt
von A, wenn gilt:

VU eU@)(UNA#0D).

Lemma 1.10 Sei (X,T) ein topologischer Raum, A C X . Dann gilt
A = {x € X|z Beriihrungspunkt von A} .

Beweis:

Sei A := {z € X|x Beriihrungspunkt von A}. Wir haben also A = A zu zeigen.

Sei € A. Annahme z ¢ A. Dann gibt es U € U(x) mit UN A = (. O.E. U ist offen. Dann
gilt A ¢ X\U und X\U ist abgeschlossen. Da wir € A haben, gilt nach der Definition des
Abschlusses © € X\U, was ein Widerspruch ist.

Sei z € A. Sei B C X, B abgeschlossen und A C B. Dann ist X\B offen, X\B C X\A.
Annahme z € B. Dann ist X\B N A # (), was ein Widerspruch ist. Also gilt x € B. Da B mit
den obigen Eigenschaften beliebig war, gilt € A. |

Satz 1.11 Sei (X,T) ein topologischer Raum, A C X . Dann gilt:

(a) A ist abgeschlossen genau dann, wenn A = A gilt.
(b) A ist offen genau dann, wenn A = A° gilt.



Zu a). Die Riickrichtung ist klar, da A abgeschlossen ist. Die Hinrichtung folgt so. Offenbar ist
A C A.Da A C A gilt und A abgeschlossen ist, folgt aus der Definition des Abschlusses A C A.
Zu b). Die Riickrichtung ist klar, da A° offen ist. Die Hinrichtung folgt so. Offenbar ist A° C A.
Da A C A gilt und A offen ist, folgt aus der Definition des offenen Kerns A C A°.

Definition 1.12 Sei (X, T) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A von X heifit dicht (in
X ), wenn A= X gilt.
Enthdlt X eine abzdhlbare dichte Teilmenge A, so heifst der Raum (X,T) separabel’ O

Beispielsweise sind die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen.

Definition 1.13 Sei (X, T) ein topologischer Raum, sei A C X. x heiffit Hiufungspunkt von
A, wenn es fir alleU € U(zx) gilt: U\{z}NA # 0. Wir setzen A" .= {z € X |z Hdiufungspunkt von A} .
U

Es ist klar, dass A’ C A gilt. Ohne Beweis geben wir an:
A=AUA. (1.1)

Definition 1.14 Sei (X,7) ein topologischer Raum, sei A C X. x heifit Randpunkt von A,
wenn es ein U € U(x) gibt mit UNA # 0 und UN X\A # 0. Die Menge 0A := {x €
X |z Randpunkt von A} heifit Rand von A. O

Klar, der Rand einer Menge ist stets abgeschlossen und es ist leicht einzusehen, dass eine Menge
A genau dann abgeschlossen ist, wenn 0A C A gilt.

1.2 Folgen in topologischen Raumen

Die Definition einer Folge in einem topologischen Raum (X, 7) ist analog zur Definition in R
bzw. R™ : eine Folge (zy)nen in X ist eine Abbildung von N in X geméfs

Non +— z,€ X.
Eine Teilfolge (xy, )ken einer solchen Folge kommt zustande durch eine injektive Abbildung
N>k — ni €N.

Definition 1.15 Sei (X,T) ein topologischer Raum. Eine Folge (zp)nen in X konvergiert
gegen ein x (Grenzwert) in X genau dann, wenn gilt:

VU e U(x)IN e NV n > N(z, €U).

O

Wir wissen aus der Analysis, dass die Abgeschlossenheit einer Menge reeller Zahlen iiber eine
Folgeneigenschaft definierbar ist: Eine Teilmenge A in R ist abgeschlossen genau dann, wenn jede
konvergente Folge in A einen Grenzwert in A besitzt. Dies ist in allgemeinen topologischen Rau-
men so nicht richtig, genauer gesagt, die Folgeneigenschaft ist nur notwendig. Im allgemeinen Fall
benotigt man als Ersatz fiir die Folge den Begriff des Netzes. Wir gehen nicht darauf ein, sondern
benennen topologische Rdume, in denen man mit der Folgeneigenschaft wieder auskommt; fiir
unsere Zwecke reicht dies aus.



Definition 1.16 Sei (X,7T) ein topologischer Raum. (X, T) erfillt das 1. Abzdhlbarkeitsaxi-
om, wenn es fir alle x € X eine Mengenfamilie (Uy, z)nen gibt mit

(a) Upnga €U(x) fir alle n € N,
(b) z2uU eU(z) gibt esneNmitx € Uy, CU.

Man nennt die Familie (Up g )nen eine abzdhlbare Umgebungsbasis von x. O
Satz 1.17 Sei (X,T) ein topologischer Raum, der das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom erfillt. Dann gilt:

A={z € X|3(zn)nen mit z, € A,n € Nz =limx,}.

Beweis:

Sei A:= {z € X|3(n)nen mit z, € A,n € N,z = lim,, x,,} . Wir haben zu zeigen A C A.

Sei x € A. Da nach Lemma 1.10 z ein Beriihrungspunkt ist, gilt UpgN--NUpzNA# 0. Wihle
xp € Uiz N---NUp,e N A Damit erhalten wir eine Folge (z,)nen in A. Wir zeigen x = lim,, z,.
Sei dazu U € U(zx). Dann gibt es N € N mit Uy, C U. Also z,, € Uy, C U fiir alle n € N.

Sei z € A,z = lim, z,,, 7, € A fiir alle n € N. Annahme: z ¢ A. Dann ist z € X\ A und da X\ A
offen ist, gibt es N € N mit z,, € X\ A fiir alle n > N. [ |

In der Analysis haben wir benutzt, dass der Grenzwert einer Folge eindeutig bestimmt ist.
Dies ist die Konsequenz aus der Tatsache, dass Punkte in R durch Intervalle ,,getrennt” werden
kénnen. Dazu die Begrifflichkeit in einem topologischen Raum.

Definition 1.18 Ein topologischer Raum (X,T) heifft Hausdorffraum oder hausdorffsch,
wenn gilt:

Ve,ye X :x#£y3U elU(x)IV eld(y) (UNV =0)
([

Es ist nun sofort klar, dass der Grenzwert einer Folge eindeutig bestimmt ist, wenn der zugrun-
deliegende topologische Raum hausdorffsch ist.

Beispiel 1.19 Ein topologischer Raum (X,T) ist sicher dann nicht hausdorfsch, wenn T =
{0, X} ist mit #X > 2. O

1.3 Kompaktheit

Kompaktheit ist (zusammen mit der Stetigkeit) ein iiberaus wichtiges Konzept der Topologie und
damit auch der Funktionalanalysis.

Definition 1.20 Der topologische Raum (X, T) heifst kompakt, wenn (X, T) hausdorffsch ist
und wenn jede offene Uberdeckung von X eine endliche Uberdeckung enthdlt, d.h. wenn aus
X = Uier X, X; € T fir alle i € 1, folgt, dass es i1,...,4 € I gibt mit X = Uéleij (endliche
Teiliberdeckung). O

Diese Definition kommt etwas ,umsténdlich“ daher, aber bei genauer Betrachtung sieht man die
Idee, die dahinter steckt: Ubergang von unendlich vielen Objekten X;,i € I, zu endlich vielen
Objekten X;,,...,X;, . Beachte: Eine endliche offene Uberdeckung eines topologischen Raumes
existiert immer, die Aussage in Definition 1.20 besagt, dass aus jeder offenen Uberdeckung eine
endliche Teiliiberdeckung ausgew&hlt werden kann.

n der Literatur wird ein Hausdorff-Raum (X, 7) auch so angesprochen: (X, 7T) erfiillt das Trennungsaxiom
Ts.



Beispiel 1.21 Sei R mit der diblichen Topologie ausgestattet. Offensichtlich ist R nicht kompakt.

Betrachte nun das abgeschlossene Intervall A := [0, 1] in R. Dieses Intervall ist kompakt. Der
Beweis, der nur die Eigenschaften von R und die Resultate, die wir bisher zur Verfiigung haben,
benutzt, ist nicht ganz trivial. Sei O = (U;)ier eine offene Uberdeckung von A: A C UieUs, U;
offen in R fiir allei € I. Sei

L :={x € [0,1]|[0, 2] besitzt eine endliche Uberdeckung von O} .

Wegen 0 € L ist L nicht-leer, und offenbar ist 1 eine obere Schranke fiir L. Also existiert auf
Grund der Vollstindigkeit von R die kleinste obere Schranke s := sup,cp x; wenn wir s =1¢€ L
zeigen konnen, sind wir fertig. Zundchst wissen wir aber nur, dass 0 < s < 1. Da es eine offene
Menge U := U; in O geben muss, die 0 enthdlt, gibt es ein € > 0 mit [0,0 +¢] C U. Das heifst
aber, dass das Intervall [0,0 + €] bereits von einer einzigen Menge in O iberdeckt wird. Daher
ist0+eccU, also 0+¢ <5,0<s. Esmuss s €V :=U, fir ein Uj in O gelten. Dann gibt es
emz eV mit0<x<s,[z,s] CV,undx € L. Also besitzt [0, z] eine endliche Teiliberdeckung
von O. Da zusdtzlich [x, s] von V dberdeckt wird, besitzt auch [0, s] eine endliche Teiliiberdeckung
von O, also ist s € L.
Wir nehmen jetzt an, dass s < 1 gilt und fiihren dies zum Widerspruch. Wir finden eine Menge
W = Uy in O mit s € W, also ein Intervall [s,s +¢] C W fir ein e > 0; damit ist s +e < 1.
Da [s,s + €] von W und das Intervall [0, s] von endlich vielen Mengen in O tberdeckt wird, gilt
dies auch fir das Intervall [0, s+ €], also ist s+¢& € L, und damit ist s keine obere Schranke von
L. Widerspruch!

Betrachte nun das halboffenen Intervall A := (0,1] C R. A besitzt die offene Uberdeckung
Unen(1/n,141/n)N(0, 1], aber offenbar gibt es davon keine endliche Teiliberdeckung von A. O

Definition 1.22 Sei (X, T) ein Hausdorff-Raum, sei A C X .

a) A heifst kompakt, wenn (A, Ta) kompakt ist, wobei Ty die durch T auf A induzierte
Topologie 1ist.

b) A heifit relativ kompakt, wenn A kompakt ist.

Beachte, dass die Spurtopologie die Eigenschaft, Hausdorff-Raum zu sein, erbt.

Satz 1.23 Sei (X, T) ein Hausdorffraum. Dann gilt:
a) Ist (X, T) kompakt und A C X abgeschlossen, dann ist A kompakt.

b) Ist A C X kompakt, dann ist A abgeschlossen.

Beweis:

Zu a). B := X\A ist also offen. Ist nun A = U;c;(U; N A) eine offene Uberdeckung von A (in der
induzierten Topologie), so wird X = U;e;U; U B eine offene Uberdeckung von X . Also gibt es
i1,...,0 € I mit X = Uéleij U B. Dann ist aber A = Ué-zl(Uij N A) eine endliche Uberdeckung
von A.

Zu b). Sei A C X kompakt. Setze U := X\ A. Wir wollen mit Satz 1.5 zeigen, dass U offen ist.
Seix € U. Sei y € A. Da X ein Hausdorffraum ist, gibt es offene Mengen V,, W, mit

zeV,,yeW,, V,nW, =10.

Wenn wir nun die Mengen Wy, , y € A, betrachten, so bilden sie eine offene Uberdeckung von A,
da ja y € W, fiir jedes y € A gilt. Also enthalt diese Uberdeckung eine endliche Uberdeckung
Wy oo, Wy,



Also gilt nun
zeV:i=nNLV,, ACW, VnW=>0.

Da V offen ist und V € X\W C X\A = U gilt, ist U eine Umgebung von x . |

Satz 1.24 (Cantorscher Durchschnittsatz) Se: (X,7) ein kompakter topologischer Raum
und sei (A;)icr eine Familie nicht-leerer abgeschlossener Teilmengen von X . Gilt dann

A, N---NA; #0 fiir jede Teilmenge {i1,...,in} von I,

so ist

mAz'#@.

el

Beweis:

Annahme: N;jcrA; = (). Dann gilt X = U;er X\ 4; und wir haben eine offene Uberdeckung von
X. Da X kompakt ist, gibt es i1,...,%, € I mit X = U}n:1 X\Aij, also ) = U;”ZIAij, was ein
Widerspruch zur Voraussetzung ist. |

Auf die Voraussetzung ,, X kompakt* in Satz 1.24 kann nicht verzichtet werden, wie nachfol-
gendes Beispiel lehrt.

Beispiel 1.25 Sei R ausgestattet mit der iblichen Topologie. Betrachte die Mengenfamilie (A;);en,
definiert als A; := [i,00),1 € N. Offenbar ist jede Menge A; abgeschlossen und je endlich viele
Mengen A, ..., A;, haben einen nicht-leeren Schnitt. Aber: NienyA; = 0. O

1.4 Stetigkeit

Die Abbildungen, die zusammen mit den topologischen Rdumen eine interessante Struktur aus-
machen, sind die stetigen Abbildungen. Die Definition der Stetigkeit, die wir nun liefern werden,
wird nicht sehr iiberraschen, wenn wir uns daran erinneren, wie die Stetigkeit in x bei einer
Funktion f : R — R eingefithrt wird: zu vorgegebenem e—Intervall I := (f(x — ¢, f(z) + ¢€)
gibt es ein d—Intervall J := (x — d,2 + 0) mit f(J) C I.

Definition 1.26 Seien (X, Tx), (Y, Ty) topologische Riume und sei f : X — Y.
a) f heifit stetig in z € X, wenn gilt: YV e U(f(x))3U e U(z) (f(U) C V).
b) f heifit stetig, wenn f stetig ist in jedem x € X .

O

Ist f: X — Y eine Abbildung, so ist das Urbild von B C Y unter dieser Abbildung
~1
bezeichnet durch f (B). Also

f(B) ={z e X|f(x) € B}
Satz 1.27 Seien (X, Tx), (Y, Ty) topologische Riume und sei f : X — Y . Es sind dquivalent:

a) f ist stetig

b) Fiir alle 3 € X gilt: f (V) € U(x) fir alle V € U(f(z).



c) f(V)eTx firaleV eTy.

~1
d) f (A) ist abgeschlossen fiir alle abgeschlossenen Teilmengen von Y .

Beweis:
a) und b) sind definitionsgemé&s dquivalent; siche Definition 1.26.

Zua) = ¢).SeiV €Ty.Seix € }1(‘/). Dann ist f(z) € V,V € U(f(x)), und da f stetig
ist in z, gibt es U’ € U(x) mit f(z) € f(U') CV,also U C }1(V). Dazu gibt es U € Tx mit
xeUcCU . Also ist }1(V) € U(x). Mit Satz 1.5 folgt b) .

Zu c) = d). Sei A C Y abgeschlossen, also V := Y\ A offen. Also ist }1(V) € Tx, d.h.

-1
[ (A) =X\ f (V) ist abgeschlossen.
Zud) = a).Seix € X undsei V € U(f(x)); 0. E. V offen. Dann ist A := Y'\V abgeschlossen

~1
und daher U := X\ f (A) offen; ferner x € U und f(U) C V. Dies zeigt, dass f stetig in x ist.
|

Bemerkung 1.28 Sei (X, T) ein topologischer Raum. Offensichtlich ist eine Topologie Ty auf X
genau dann feiner als T, wenn die Identitdit id : X — X stetig ist, wobei im Definitionsbereich
die Topologie T und im Wertebereich die Topologie T gewdhlt ist.

Die von Tx induzierte Topologie Ty auf Y C X ist die grobste Topologie, fiir die die Einbettung
Jjy 1Y 2y — y € X stetig ist. ([

Satz 1.29 Seien (X, Tx), (Y, Ty) Hausdorffraume und sei f : X — Y . Es gilt:

a) Ist X kompakt und f stetig, dann ist f(X) kompakt.

b) Ist X kompakt und ist f bijektiv und stetig, dann ist auch die Umkehrabbildung f~ stetig.

Beweis:

Zu a). Ist Uje;Y; eine offene Uberdeckung von f(X), dann ist Ujesf~1(Y;) eine offene Uber-
deckung von X, da f stetig ist; siche Satz 1.27. Da X kompakt ist, gibt es eine endliche Uber-
deckung U™, f~1(Y},) von X . Daraus resultiert die endliche Uberdeckung U, Y;, von f(X).
Zub). Sei g := f~1. Sei A C X abgeschlossen. Dann ist A kompakt (nach Satz 1.23 a)) und

f(A) kompakt nach a), also abgeschlossen nach Satz 1.23. Da ?(A) = f(A) gilt, ist also L_ql(A)
abgeschlossen. Damit ist mit Satz 1.23 b) die Aussage aus b) gezeigt. ]

Sei (X, Ti)ier eine (nicht-leere) Familie topologischer Rdume. Wir bilden damit das Mengen—
Produkt X in folgendem Sinne:

reX ::HXi t= v = (2)iex, mit z; € X;,0 € I}.
i€l

Dann sind die kanonischen Projektionen
i X dx=(zi)icr — z;€X;,j€1,

gegeben. Damit gelingt es nun ganz naheliegend eine Topologie auf X anzugeben, die ,dazu
passt‘:

T := ][ 7 sei die grébste Topologie auf X, so dass alle 7;, j € I, stetig sind.
i€l



Das Paar ([[,c; Xi,[I;c; 7:) heift das topologische Produkt der gegebenen Familie topologi-
scher Raume.

Fiir zwei Faktoren (X, 7x, (Y, 7y) haben wir in Definition 1.6 schon eine Produkttopologie
bereitgestellt: (X xY, Tx«xy ). Wie passen diese Konstruktionen zusammen? Sie fallen zusammen,
wie wir nun zeigen wollen. Sei 7 die Produkttopologie auf X x Y, die wir eben eingefiihrt haben.

Sei U € TxTx,V € Ty . Dann sind wegen der Stetigkeit f)%(U) =UxY eT, f;(V) =
X xV eT,alsoauch U x V € T, da T stabil gegeniiber Durchschnittbildung ist. Dies zeigt,
dass Txxy) C T gilt.

Die Projektionen mx,my sind stetig, wenn in X x Y die Topologie Txxy gewéhlt ist. Dies sieht

man so ein. Ist U € Tx, so ist 7r_)§(U) =U XY € Txxy. Analog zeigt man dies fiir 7y . Damit
erhdlt man 7 C Txxy .

Satz 1.30 Sei (X;,T;)ier eine Familie topologischer Raume. Sind alle Riume X; kompakt, so
ist das Produkt [[,c; X; in der Produkttopologie kompakt.

Beweis:
Den Beweis wollen wir hier nicht erbringen; siehe etwa [30].

Wenn wir einen Vektorraum X mit Skalarkorper K € {R, C} betrachten, auf dem eine Topo-
logie 7 geben ist, so kénnen wir X x X und X x K geméf Definition 1.6 auch als topologische
Réume betrachten, da ja R und C in bekannter Weise Topologien tragen. Also kdnnen wir nach
der Stetigkeit der Addition und skalaren Multiplikation als Abbildungen

+ : XxX3(x,y) — x4+yeX,
XxK> (z,0) — a-ze€X

fragen. Sind diese Abbildungen stetig, so nennen wir (X, 7) einen topologischen Vektorraum.

1.5 Ubungen

1.)  Sei (X, 7T) ein topologischer Raum und sei A C X. Zeige:
(a) X\0A=A°U(X\A)°.
(by A=AU0JA.
(c) A°=A\0A.
2.) Sei (X, T) ein topologischer Raum. Zeige fiir A, B C X.
(a) ACB = A°C B°.
(b AUB=AUB.
(c) 0(0A) C O(A).
3.) Seien (X, Tx), (Y, Ty) topologische Riume und sei f : X — Y. Zeige die Aquivalenz
von
(a) f ist stetig.
—1

() f(B)C f(B) firalle BCY.

4.) Sind in R die folgenden Familien i}, offene Uberdeckungen von A := {%|n € N}7? Falls
ja, haben sie eine endliche Teiliiberdeckung?

Uy = {K,(2x)|z > 0,2z € R}, Us :={( )n € N},

1
n+2'n



10.)

11.)

12.)

13.)

Uz = {(—oo,n]|n € N}, Uy == {Ki(x),z € R}.
Sei R™ versehen mit der {iblichen Topologie. Sind Z", Q™, R™\Q" offen bzw. abgeschlossen
in R*?
Sei (X, 7T) ein topologischer sei A C X kompakt und sei x € X\ A. Zeige: Es gibt offene
Mengen U, V mit

xeUACV,UNV =0.

Sei M := {x € Rlz = §,m € Z,n € N} . Zeige:
(a) Weder M noch R\M ist offen.
(b) Ist O C R offen und O € M, dann gilt O = 0.
() M° =0, M=R.
Sei X :={z €Rlz =21 +1 m neN}. Zeige:
(a) X ist nicht offen und nicht abgeschlossen.
(b) Bestimme die Haufungspunkte von X .
Sei (X, T;)icr eine Familie topologischer Rdume und sei (X, 7) die Produkttopologie. Ist
A; C X, fiir jedes i € I, so schreiben wir A := [[,.; A; und sagen = = {z;} € A genau

dann, wenn z; € A; gilt fiir jedes i € I. Zeige: Eine Menge A := [];.; A; ist offen, wenn
jedes A; offen in 7; ist und A; = X; gilt bis auf endlich viele Ausnahmen.

Sei (X, Ti)icr eine Familie topologischer Rdume und sei (X,7) die Produkttopologie.
Zeige: Jede Projektion 7 @ X = [[;c; Xi 2 (®i)ien +— o € X} ist eine offene
Abbildung, d.h. das Bild einer offenen Menge ist offen.

Sei (X, Ti)ier eine Familie topologischer Rdume und sei (X,7) die Produkttopologie.
Sei A; C Xy,i € 1. Zeige: [[;c; Ai = [ 1ien Ai -

Sei (X, T;)icr eine Familie topologischer Raume und sei (X,7) die Produkttopologie.
Sei  := (2i)ien € X = [[;en Xi - Zeige: U € U(x) genau dann, wenn es fiir jedes j € I
ein O; € T; gibt mit O; # X; nur fiir endlich viele j und x € Hjel 0O;CU.

Seien (X, Tx), (X, Tx) topologische Rdume und sei f : X — Y .

Zeige: Gy = {(z, f(x) € X x Y|z € X} (Graph von f) ist abgeschlossen in der Produkt-
topologie auf X x Y, falls f stetig ist.
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Kapitel 2

Metrische Raume

Manche Menschen haben einen Gesichtskreis vom
Radius Null und nennen ihn ihren Standpunkt

D. Hilbert

Wir lernen metrische Rdume kennen, die die Grundlage fiir viele Betrachtungen im Folgenden
bilden. Es wird manches aus der Analysis schon Bekanntes in neuem Lichte erscheinen lassen.
Insbesondere wird der Begriff yollstdndig* auf eine abstrakte Ebene gehoben. Die Niitzlichkeit
dieses Vorgehens erweist sich hilfreich beim Kontraktionssatz und beim Baireschen Kategorien-
satz. Der Kompaktheitsbegriff wird der speziellen Situation angepasst. Die Approximationssétze
von Stone und Weierstraf schliefsen das Kapitel ab. Insgesamt sind nach diesem Kapitel mehr
oder minder alle Befriffe, die fiir die Funktionalanalysis wichtig sind, diskutiert, was in den fol-
genden Kapiteln hinzukommt, ist die lineare Struktur der metrischen Rdume.

2.1 Metrische Raume

Definition 2.1 Sei X eine nichtleere Menge. Eine Abbildung d: X x X — R heifit Metrik,
wenn folgende drei Bedingungen erfillt sind:

a) d(z,y) =0 genau dann, wenn x =1y gilt; (Definitheit)
b) d(z,y) = d(y, z) fir alle v,y € X ; (Symmetrie)
c) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) fir alle x,y,z € X . (Dreiecksungleichung)

Die Zahl d(x,y) heifst Abstand von z,y .
Eine Menge X zusammen mit einer Metrik d wird als metrischer Raum (X,d) bezeichnet. O

Entsprechend der Bezeichnungsweise, dass d(z,y) fiir den Abstand von x,y steht, sollte man
erwarten, dass d(x,y) stets nichtnegativ ist. Dies ist aber schon in der Definition 2.1 enthalten,
wie folgende Zeile zeigt:

0=d(z,x) <d(z,y) +d(y,x) = 2d(z,y) d.h. d(z,y) > 0.

Beispiel 2.2 Jede nichtleere Teilmenge A von R ist zusammen mit dem Abstand d(x,y) = |x—y|
ein metrischer Raum. Die definierenden Eigenschaften sind ohne Miihe nachzuweisen. (I

Beispiel 2.3 Sei X eine nichtleere Menge. Dann wird durch

1, fallsz #y
0 ,falsxz=y

d:XxXB(x,y)»—>{ eR

11



eine Metrik definiert. Nachrechnen! Interpretiert man den Abstand d(x,y) als Kosten fir eine
Strafsenbahnfahrt in dem Haltestellennetz X, so bedeutet die Wahl der Metrik gerade, dass fiir
jede Fahrt der Einheitspreis 1 (in der gewdhiten Wihrung) zu entrichten ist. O

Beispiel 2.4 Der Raum C" ist uns als Vektorraum (tiber dem Skalarkérper C) wohlvertraut. Wir
kénnen C™ in vielfiltiger Weise zu einem metrischen Raum machen; hier sind drei Moglichkeiten.
Definiere

doo(w,y) = max |z; —yi|, @ = (21, 20),y = (Y1, -, yn) € C".

doo ist eine Metrik, denn: a),b) in Definition 2.1 sind offensichtlich, zu c) wdhle man j mit
doo(,y) = |xj — y;| und betrachte die Zeile

doo(z,y) = |zj — y5| <lzj — 2] + |25 —y;] < 121%@@- —z| + gia%lzz‘ —yil,1<j<n.

Definiere

n
di(z,y) ::Z\xi—yi|,az: (1, oy xn), ¥y = (Y1,.-.,yn) € C".
i=1

dy ist eine Metrik, denn: a),b) in Definition 2.1 sind offensichtlich, c) liest man aus der Zeile

n n n
Z|xi*yi| < Z|xi*2’i|+2|zz‘*yi|
i=1 i=1 i=1
ab.

Definiere

1
n 2
da(z,y) = (Z |z —yi|2> , &= (21, Z0), Y = (Y1, Y0) €CT
=1

Auf den Nachweis, dass eine Metrik vorliegt, verzichten wir hier, wir gehen darauf in Abschnitt
3.1 ein. U

Bemerkung 2.5 Die Metrik di heifft Manhattan-Metrik, Cityblock-Metrik oder Taxidriver-
Metrik. An der Karte von Manhattan kann ndmlich illustriert werden, dass die Luftlinie in
den meisten Fallen nicht geeignet ist, um physisch wirklich tiberwindbare Distanzen anzugeben.
Die Manhattan-Metrik folgt derselben Logik wie die Fahrt mit einem Taxi in Manhattan: Das
Taxi fihrt zum Beispiel zwei Blocks nach Norden und anschlieffend drei Blocks nach Osten. Es
sind also nur Fahrten entlang der vier Haupthimmelsrichtungen méglich, diagonale Fortbewegung
durch Hduser ist nicht erlaubt.

Man beachte, dass dieser Abstand nicht invariant gegeniber Drehungen des Koordinatensy-
stems ist. Bei der Metrik do werden wir diese Invarianz spdater vorfihren. O

Aus der Dreicksungleichung einer Metrik d auf X leitet sich die so genannte Vierecksun-
gleichung ab:
|d($,y) - d(u’ U)| < d(ZL‘,U) + d(y,v) » Y, U,V € X. (21)

Der Beweis dieser Ungleichung liegt auf der Hand.

Bezeichnungen: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir definieren Kugeln:

B.(z) :=={y € X|d(z,y) <r}, By(z) :={y € X|d(z,y) <r} (x € X,r>0).
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Damit haben wir unter Verwendung der Dreiecksungleichung fiir alle x € X, > 0 :

x € E% (x) C By(x) (2.2)

Ein metrischer (X,d) Raum kann in naheliegender Weise zu einem topologischen Raum ge-
macht werden. Dazu betrachten wir die d—offenen Mengen: A C X nennen wir d—offen, wenn
gilt:

Ve e Adr > 0(By(z) C A)

Damit setzen wir 7 := {A C X|A d-offen}. Nun ist es wirklich einfach nachzurechnen, dass 73
eine Topologie auf X ist.

Definition 2.6 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Familie
T :=T4:={AC X|Ad-offen}
heifit die durch d erzeugte Topologie. O

Alle Kugeln B, () in einem metrischen Raum sind offen. Die Kugeln B,.(x) sind abgeschlossen,
wie folgende Uberlegung zeigt. Sei A := X\B,(z). Wir zeigen A ist offen. Sei also y € A. Nun
ist p := d(z,y) > r und wir wihlen 0 < s < p — r. Dann ist Bs(y) C A, wie folgende Zeile fiir
z € Bs(y) zeigt:

p=d(y,z) <d(y,z)+d(zx) <s+d(zx) <p—r+dzzx)

Damit ist nun klar, dass B.(x) = B,(z) gilt und wir stellen fest, dass die Bezeichnung B, (z)
passend gewahlt ist.

Zu jeder Umgebung U € U(x) konnen wir eine Kugel B, (z) finden mit = € B,(z) C U . O.E.
kann man den Radius r als 1/n mit n € N wihlen. Diese Beobachtung zeigt uns, dass jeder
metrische Raum das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt: eine abzéhlbare Umgebungsbasis ist fiir x:
(B1/n(Z))nen - Halten wir dies noch fest:

Lemma 2.7 In jedem metrischen Raum gilt das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom.
Definition 2.8 Sei X eine Menge und seien d,d Metriken auf X . Diese Metriken heifien Aqui-

valent, wenn sie dieselben Topologien erzeugen, d. h. wenn Tg = T; gilt. (I

Klar, Aquivalenz von Metriken ist eine Aquivalenzrelation. Etwa sind alle Metriken dy, da, dso,
die wir in Beispiel 2.4 kennen gelernt haben, dquivalent. Wir gehen spéter darauf ein.
Ist A eine Teilmenge eines metrischen Raumes X, so heifst

Ue(A) :={y € X|y € Be(x) fur ein x € A}

eine e-Umgebung von A. Diese Begriffsbildung stimmt iiberein mit der Definition der Umge-
bung eines Punktes, wie wir sie in topologischen Rdumen gegeben haben.

Folgerung 2.9 Jeder metrische Raum (X,d) ist in der durch d induzierten Topologie Ty haus-
dorffsch.
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Beweis:
Seien z,y € X,x # y. Dann ist ¢t := d(z,y) > 0 und mit r := ¢/2 folgt B,(z) N B,(y) = 0 auf
Grund der Dreiecksungleichung. |

Der Abstandsbegriff, der durch eine Metrik eingefiihrt wird, macht es moglich, die wesentlichen
Begriffe der Analysis im Zusammenhang mit Folgen sofort auf metrische Rdume zu iibertragen.
Dies soll nun geschehen.

Definition 2.10 Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei (zy)nen eine Folge in X .
a) Die Folge (zy)nen heifit Cauchyfolge, wenn gilt:

Ve> 03N € NVm,n > N (d(xn, Tm) < €).

a) Die Folge (xp)nen heifst konvergent, wenn es x € X gibt mit
Ve>03dIN € NVn > N (d(zn, ) <€);
x heiffit dann Grenzwert oder Limes der Folge und wir schreiben x = lim x,, .
n

O

Die Tatsache, dass die Topologie, die durch die Metrik eines metrischen Raumes induziert
wird, hausdorffsch ist, hat als Konsequenz, dass der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig
bestimmt ist, was wir natiirlich auch direkt sehen kénnten. Ebenso einfach sieht man ein, dass
eine konvergente Folge stets eine Cauchyfolge ist. Die Umkehrung davon gilt nicht immer, wie
uns das Beispiel Q zusammen mit der Abstandsfunktion in R als Metrik zeigt. Wir kommen auf
die damit zusammenhéngenden Fragestellungen im néchsten Abschnitt zuriick.

Satz 2.11 Sei (X, d) ein metrischer Raum, A C X . Es sind dquivalent:
a) A ist abgeschlossen.

b) Fiir jede konvergente Folge (zy)neny mit x, € A, n € N, gilt: limz, € A.
n

c) Ve € AVr > 0(By(z)NA#0).
Ist A abgeschlossen, dann gilt

A= {z € X|3(zn)neny mit x, € A fiir allen € N und limz, = z}.

Beweis:

Eigentlich kénnten wir uns beim Beweis mehr oder minder auf die Tatsache berufen, dass das 1.
Abzdhlbarkeitsaxiom gilt. Wir ziehen es aber vor, unabhéngig davon den Beweis zu formulieren.
Zu a) = b). Sei A abgeschlossen. Dann ist X\ A offen. Sei (25, )nen ein konvergente Folge mit
T, € A fiir alle n € N und sei z := lim,, z,, .

Annahme: z € X\ A. Da X\A offen ist, gibt es ¢ > 0 mit B.(x) C X\A. Dazu gibt es N € N
mit x,, € Bs(x) fiir alle n > N. Dies ist im Widerspruch zu z,, € A fiir alle n € N.

Zub) = a). Annahme: A sei nicht abgeschlossen, d. h. X'\ A nicht offen. Dann gibt es z € X\ A
derart, dass zu jedem n € N ein z,, € A existiert mit d(z,z,) < % Dann ist aber (x,)nen eine
Folge in A mit lim,, z,, = z. Dies ist ein Widerspruch.

Zu a) <= c). Ist unmittelbar klar.

Die Darstellung von A ergibt sich aus der Aquivalenz a) <= b). |

14



2.2 Stetigkeit

Wir schreiben , Stetigkeit neu auf, wobei wir nur die Definition, die wir in Abschnitt 1.1 gegeben
haben, an die Situation anpassen. Man vergleiche mit der Definition von Stetigkeit in R.

Definition 2.12 Seien (X,dx),(Y,dy) zwei metrische Riume und sei f : X — Y eine
Abbildung. f heifst stetig in x € X genau dann, wenn gilt:

Ve>030>0Vy e X (dx(z,y) <6 = dy(f(z), f(y)) <e).
Ist die Abbildung f stetig in jedem Punkt x € X, so heifit f stetig. U

Da ein metrischer Raum stets das 1. Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt, kann Stetigkeit einer Ab-
bildung f : X — Y in einem Punkt z stets auch mit Folgen iiberpriift werden: f ist stetig in z
genau dann, wenn aus z = lim, x,, in X folgt f(z) = lim,, f(z,) in Y (Folgenstetigkeit). Man
sieht dies wie in der Analysis von Funktionen auf R ein.

Definition 2.13 Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume. Eine Abbildung f : X — Y heifit
gleichmaflig stetig, wenn gilt:

Ve > 036 > 0Vz,2’ € X (dx(z,a2) <§ = dy(f(z), f(z') <e) .

Beispiel 2.14 Sei (X, d) metrischer Raum und sei 2° € X. Dann ist die Abbildung
f: X322 — da®z)eR
gleichmdjig stetig, insbesondere stetig, wie man an
|d(°, 2) — d(2°,y)| < d(z,y), z,y € X,
abliest. Dabei wird in R die ibliche euklidische Metrik, d. h. die Betragsfunktion, verwendet. [

Bemerkung 2.15 Wihrend die Stetigkeit einer Abbildung f : X — Y ((X,dx),(Y,dy)
metrische Raume) nur von den jeweiligen Topologien in X,Y abhdingt, sind fir die gleichmdfige
Stetigkeit die Metriken entscheidend, d. h. wir brauchen sie zur Formulierung. Auf der Ebene der
topologischen Rdume kann gleichmdfige Stetigkeit in uniformen Rdumen formuliert werden.

O

Beispiel 2.16 Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume und sei T : X — Y eine Abbildung
mit
dy (T(z), T(z")) < ld(z,2") fiir alle z,2" € X,

wobei | € [0,00) ist. Dann ist T offenbar stetig, ja sogar gleichmdfig stetig. Man nennt solche
Abbildungen Lipschitzstetig und die Zahl | eine Lipschitzkonstante. Wir werden uns mit
solchen Abbildungen noch mehrmals beschiftigen und ihre grofle Bedeutung kennen lernen. [

Sei D eine nichtleere Teilmenge von C und seien f, : D — C, n € N, gegebene Funktionen.
Wann diirfen wir die Konvergenz von (f,,(x))nen gegen f(z) fiir alle z € D mit einer Funktion
(Grenzfunktion) f: D — C erwarten? Beispiele fiir diese Situation sind die Monome

my,:C>2 — 2"eC,neNg.
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Beispiel 2.17 Fir die Folge der Monome (mpy)nen, betrachtet auf D = [—1,1], haben wir of-
fenbar

. [0, falls|z| <1
hén mn(2) _{ 1, fallsz=1 "

und limy, m,(x) existiert nicht fir v = —1. Selbst, wenn wir die Folge etwa nur auf D := [0, 1]
betrachten, sehen wir, dass die ,,Grenzfunktion®

f:00,1] 3z — lim my(z) € R
n
nicht stetig ist, obwohl alle Monome stetig sind. [l
Die zu dieser Frage passende Begriffsbildung ist die der gleichméfigen Konvergenz. Wir for-
mulieren sie im Kontext metrischer Rdume.

Definition 2.18 Sei (Y,d) ein metrischer Raum und sei D eine Menge. Eine Funktionenfolge
(fn)nen mit gemeinsamem Definitionsbereich D konvergiert gleichméflig gegen die Funktion
f:D — Y, wenn gilt:

Ve>03IN eNVn>NVzeD(dfu(z), f(2) <e€)
Wir nennen f dann den (gleichmdfige) Grenzwert der Funktionenfolge (fy,)nen - O
Klar, der Grenzwert f einer Funktionenfolge (f,)nen ist eindeutig bestimmt, da der Grenz-

wert von Folgen in metrischen Rdumen eindeutig bestimmt ist. Die gleichméfige Konvergenz ist
offenbar eine Verschirfung der punktweisen Konvergenz lim,, f,,(z) = f(z) fiir alle z € D.

Satz 2.19 Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume, sei D C X, und seien f, : D — Y,n € N,
stetig in z € D . Ist die Folge (fn)nen gleichmdfig konvergent gegen f, dann ist f stetig in z.

Beweis:
Sei € > 0. Dazu gibt es N € N mit

dy (ful@). f(@)) < G.x € Din = N.

Da [y stetig in z ist, gibt es 6 > 0 mit

dy (fn (@) fw(2)) < 5, @ € D Bs(2).
Sei nun z € D N Bj(z). Dann haben wir
dy (f(@), £(2)) < dy (f(@), f (@) + dy (I (@), f(2) +dy (), f2) < 5 + 5+ 5 =€
Damit ist die Stetigkeit von f in z gezeigt. [ ]

Den Inhalt von Satz 2.19 kann man sich auch als Vertauschungsregel merken: Ist (f,,)nen eine
gleichméfig konvergente Folge von stetigen Funktionen mit Grenzwert f, so gilt fiir eine Folge
(2K ) ken mit lilgn 2 =2

lim lim () = lig £ () = £(2) = lim fu(2) = lim lim fo ().
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2.3 Vollstandigkeit und der Kontraktionssatz

Definition 2.20 Ein metrischer Raum (X, d) heifst wvollstdndig, wenn jede Cauchyfolge in X
konvergiert. [l

Wir verzichten hier auf Beispiele vollstdndiger metrischer Rdume, da wir im néchsten Ab-
schnitt in einer spezielleren Situation Beispiele diskutieren werden. Von den metrischen Rédumen
R,R?, C,C? wissen wir das aber schon.

Zu jedem metrischen Raum (X,d) kann ein vollstéindiger metrischer Raum (X,d) so kon-
struiert werden, dass gilt:

XcX,j: X3z — ze X Isometrie, j(X) dicht in X . (2.3)

Dabei ist eine Isometrie eine Abbildung, die abstandserhaltend ist. Ein solcher Raum (X ,d)
heisst vollstdndige Hiille von X . Wir wissen auch aus der Analysis im wesentlichen schon,
wie eine solche Hiille zu konstruieren ist: Man fasse die Cauchyfolgen (z,)neny in X zu neuen
Objekten — jedes z € X kann als konstante Folge in X als eine Cauchyfolge aufgefasst werden —
zu X' zusammen, erklire eine Aquivalenzrelation auf X’ durch

(Tn)nen ~ (l';")neN L lizn(xn - xgm) =0,

definiere X als die Menge der Aquivalenzklassen [(,)nen] beziiglich dieser Relation und erklire
die Metrik in X auf folgende Weise:

d([(zn)nenl, (2 nen]) = lim d(an, z7,) .

Nun hat man zu verifizieren:

—_

. limy, d(z, z,) existiert.

2. d([(zn)nen], [(2),)nen]) ist unabhiingig von den Reprisentanten der Aquivalenzklassen.
3. d ist eine Metrik.

4. Die oben angefiihrten Eigenschaften sind erfiillt.

Dies gelingt auf vorgezeichnetem Wege. Wir verfolgen dies nicht weiter, sieche etwa [37].

Definition 2.21 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A von X heifit beschrankt,
wenn der Durchmesser
diam(A) := sup{d(y, z)|y, z € A}

von A endlich ist. O

Man sieht sehr schnell, dass die Beschrianktheit von A zur Tatsache dquivalent ist, dass es ein
r>0und ein y € Y gibt mit A C B,(y).

Satz 2.22 (Schachtelungssatz) Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Ist (Ap)nen
etne Folge abgeschlossener Teilmengen von X mit

An#0, Apy1 C Ay, n €N, lim diam(A,) =0,

dann gibt es ein x € X mit

() An = {2}
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Beweis:
Wiéhle z,, € A,,n € N. Fir alle m,n, N € N mit m,n > N gilt d(zm,x,) < diam(Ay). Also

ist (zp,)nen eine Cauchyfolge, und daher konvergent. Fir x := lim, z, gilt dann = € A, fir
alle n, da x,, € A, fir alle m > n und A, abgeschlossen ist. Also gilt =z € N,enAn. Wegen
lim,, diam(A4,,) = 0 kann N,enA, hochstens ein Element enthalten. [ |

In Anwendungen werden Iterationen benutzt, um Folgen zu konstruieren, die einen erwiinsch-
ten Grenzwert besitzen. Meist interessiert man sich fiir Punkte, die sich unter einer Abbildung
nicht verdndern, sogenannten Fixpunkten.

Definition 2.23 Seien (X, d) ein metrischer Raum und set T : X — X eine Abbildung. Ein
Punkt T € X heisst Fizpunkt von T, wenn T(T) =T gilt. O

Hier kommt ein Satz, der {iber die Existenz von Fixpunkten einer Abbildung T': X — X
und ihrer Berechnung Aufschluss gibt. Er hat ausgeprigte konstruktive Aspekte und er kann
bestens zur Berechnung eines Fixpunktes herangezogen werden. Im néchsten Kapitel werden
wir im Kontext von normierten Rdumen den Satz wieder formulieren und die Anwendung bei
gewOhnlichen Differentialgleichungen betrachten. Zentral ist die Fixpunktiteration:

Gegeben Startwert © € X ;x0 : =, Tpy1 =T (zp),n € N. (2.4)

Satz 2.24 (Kontraktionssatz) Sei(X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und sei T : X —
X eine Kontraktion, d. h.

JLe€[0,1)Vz,2" € X (d(T(x),T(2")) < Ld(z,y)) - (2.5)
Dann gilt:
a) T besitzt einen eindeutig bestimmten Fixpunkt T .

b) Fiir alle Startwerte x = xg € X konvergiert die gemaf$ (2.4) erzeugte Folge (xp)nen gegen
T und wir haben

¢) d(n,7) < L7 d(T(x),2), n €N,

d) d(n41,7) < 7L d@n1,70), n EN.

Beweis:

Wir zeigen, dass T hochstens einen Fixpunkt besitzt. Seien T,z € X Fixpunkte von 7. Dann
folgt aus der Ungleichung

mit der Tatsache 0 < L < 1 sofort T = 2.

Sei x = xg € X . Die Iterationsfolge (zy,)nen ist geméf (2.4) wohl definiert. Es gilt:

d(zpy1,zr) < LF(T(x),x) = LFd(zy,20), k €N; (2.6)
LTL
1-L

d(xp, Tm) < d(x1,29), n,m € Nym > n. (2.7)

Die Aussage in (2.6) beweist man mit Hilfe der Voraussetzung (2.5) durch Induktion tiber k.
(2.7) folgt mit (2.6) so:

d(Tp, xm) < d(Tn,Tn+1) + d(@nt1, Tug2) + - + d(Tm—1, Tm)
< (L"+ L™ o L™ Yd(x, x0)

LTL

— L

= L"(1+4-+ L™ "™)d(21,20) < 1, m0)
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Aus (2.7) folgt, dass in (zy,)men eine Cauchyfolge vorliegt. Nach Voraussetzung gibt es T € X
mit T = lim,en 2, . Da T stetig ist, siehe Beispiel 2.16, folgt T'(Z) = . Damit ist die Existenz
eines Fixpunktes gezeigt. Da der Fixpunkt eindeutig bestimmt ist, konvergiert jede geméfs (2.4)
konstruierte Folge unabhingig vom gewéhlten Startwert © = xp gegen T. Damit sind a),b)
gezeigt.

Aus (2.7) folgt durch Grenziibergang m — oo die Aussage c¢) . d) folgt aus der Zeile

d(zp41,7) < Ld(xp,Z) < Ld(xp, xpi1) + Ld(Tp41,7T) -
[ ]

Hier sind drei Anmerkungen, die die Qualitit des Kontraktionssatzes hinsichtlich der Bere-
chenbarkeit des Fixpunktes aufzeigen. Die Aussage b) zeigt, dass die Fixpunktiteration (2.4)
beliebig gestartet werden kann. ¢) ist eine a priori-Abschitzung: ohne die Iterationsfolge be-
rechnet zu haben, kann nach Kenntnis von z1 := Tz schon die Anzahl der Iterationsschritte
n abgeschitzt werden (mit Hilfe der rechten Seite), die benotigt werden, um eine vorgegebene
Genauigkeit von x,,, gemessen in d(x,,T) zu erreichen. d) ist eine a posteriori-Abschéitzung:
wiahrend der Berechnung der Iterationsfolge kann (mit Hilfe der rechten Seite) entschieden wer-
den, ob z,, schon die gewiinschte Genauigkeit, gemessen in d(x,+1,), besitzt.

2.4 Kompaktheit

Wir kommen zur Kompaktheit in metrischen Raumen. Die Tatsache, dass in metrischen Radumen
stets das 1. Abzahlbarkeitsaxiom gilt, hat Konsequenzen fiir die Beschreibung von Kompaktheit.

Definition 2.25 Sei (X,d) ein metrischer Raum.

a) (X,d) heifit folgenkompakt, wenn jede Folge (xy)nen in X eine konvergente Teilfolge
enthdlt.

b) (X,d) heifst prakompakt, wenn gilt:

Vr>03m € Nzy,... 2y € X (X C | Br(xy))
j=1

Lemma 2.26 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Betrachte die folgenden Eigenschaften:
a) X ist prakompakt.
b) X enthdlt eine abzdhlbare dichte Teilmenge.
c) Jede offene Uberdeckung von X enthdlt eine abzihlbare Uberdeckunyg.

Dann gilt die Implikationskette a) = b) = «c).

Beweis:
Zua) = b). Fir allen € Ngibt es z7,...,2)), € X mit

R 107

X = U§”:”1B% (z7) fiir allen € N.

Offenbar ist nun M := {21 < j < my,n € N} abzihlbar und dicht.
Zub) = c¢). Sei M = {z;|j € N} eine dichte Teilmenge von X . Sei U C X offen. Da
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(B1/n(7))nen eine abzihlbare Umgebungsbasis ist fiir alle 7 € X, gibt es zu x € U ein n € N mit
Byp(r) CU. Da M dicht in X ist, gibt es ein j € N mit x; € By, (x) . Daher gilt

T € Byjp(xj) C Byp(x) CU.

Daraus folgt, dass die offene Menge U Vereinigung von abzéhlbar vielen Kugeln ist, ndmlich
von (B /y(2;))nen,jen - Hat man nun eine offene Uberdeckung von U;enU; von X, so werden zur

Uberdeckung aller U; nur die abzéhlbar vielen Kugeln B; m(zj),n €N,j €N, bendtigt. |

Definition 2.27 FEin topologischerﬂRaum heifst abzdhlbar kompakt, wenn jede offene abzdihlbare
Uberdeckung von X eine endliche Uberdeckung enthiilt. ([

Satz 2.28 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Es sind dquivalent:
a) X ist kompakt.

b) X ist abzihlbar kompakt.

¢) Ist (An)nen eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen von X mit ) # Apy1 C A, fiir alle

n € N. so gilt
() An #0.
neN

d) X ist folgenkompakt.
e) X ist vollstandig und prakompakt.

Beweis:

Zu a) = b). Klar.

Zub) = c). Ist NpenAy # 0 nicht erfiillt, erhédlt man durch Komplementbildung eine offene
Uberdeckung von X und damit auch eine endliche Uberdeckung von X, was nach Komplement-
bildung sofort einen Widerspruch zur Eigenschaft, dass endliche viele Schnitte der Mengen A,
nicht leer sind.

Zuc) = d). Sei (zp)nen eine Folge. Setze A, := {zx|k > n}, n € N. Man folgert mit ¢), dass
es ¢ € NpenAy, gibt. Ein solches x ist Beriihrungspunkt jeder Menge {xi|k > n}. Also gibt es zu
jedem I € N ein @y, in By (z) N {xx|k > n}. Die Teilfolge (n,)ien konvergiert offenbar gegen x .
Zu d) = e). Ist (zp)nen eine Cauchyfolge, dann besitzt sie eine wegen d) eine konvergente
Teilfolge mit einem Grenzwert x € X . Dann konvergiert aber die ganze Folge gegen x . Also ist
die Vollstandigkeit gezeigt.

Annahme: X ist nicht prakompakt. Dann gilt:

Vr >0V, ...,xn3xp1 € XVi=1,...,n(d(x;, xpy1) > 1)

Klar, (x,)nen besitzt sicher keine konvergente Teilfolge. Widerspruch!

Zue) = a). Sei X = U U; eine offene Uberdeckung von X . Wegen Lemma 2.26 a) = c)
kénnen wir I = N annehmen.

Annahme: Vi, := UfLZIUn C X fiir alle k € N. Dann ist X\V; # 0 fiir alle & € N. Wéhle fiir
jedes k € N ein z3, € X\ Vj . Betrachte die so entstandene Folge (zx)ken . Da X priakompakt ist,
gibt es ein & € X, so dass By-1(&1) unendlich viele Folgenglieder enthélt. Indukti