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Einleitung

Wie eine Vorlesung iiber Differentialgleichungen anfangen 7

Natiirlich bei Newton’s Massenanziehungsgesetz | Damit gelang es NEWTON (1642-
1727), Hypothesen fiir die Planetenbewegungen (EUDOXOS, ARISTARCHOS, PTO-
LEMAUS, KOPERNIKUS, KEPLER) und Beobachtungen (Chinesen, Mayas, Araber)
und Aufzeichnungen eines Tycho BRAHE (1546-1601) ein giiltiges Modell zur Seite zu
stellen. Alexander POPE dichtete im 18. Jahrhundert:

Nature and Nature’s law lay hid in night!
God said: Let Newton be! and all was light.

Der Titel von Newton’s Hauptwerk (Philosophae Naturalis Principia Mathematica (1687)
verrit: Es geht nicht darum, die Aussenwelt zu beschreiben; es gilt zu verstehen, was sie
“im Innersten* zusammenhalt. Das Gravitationsgesetz von Newton erlaubt es, die Bewe-
gungen der Planeten innerhalb gewisser Fehlergrenzen vorauszusagen, aber weder Kepler
(1571-1630) noch Newton kann die Frage beantworten, warum die Planeten “herumrennen*.
Newton begriindet eine neue Wissenschaft, zu der bisher die groften Mathematiker ihren
Beitrag leisteten:

Euler, Lagrange, Laplace Poincaré, Birkhoff
Siegel, Kolmogorov, Arnold, Moser, Smale.

Das klassische Werkzeug, seit Newton ausgefeilt und vervollkommnet, ist die Differential-
gleichung. Sie ist die mathematische Sprache, in der sich der Determinismus ausdriickt:
Wenn ein System von einer Differentialgleichung beherrscht wird, ist seine Entwicklung
vollstindig in seinem gegenwiértigen Zustand enthalten. POINCARE (1854-1912) war es,
der erkannte, dass die quantitativen Methoden, die Ausdruck dieses Determinismus wa-
ren, nur begrenzt in der Lage waren, zuverldssige Vorhersagen fiir die Zukunft zu treffen.
Er begriindete die qualitative Theorie von Differentialgleichungen, die in unserer Zeit, in
der Computersimulation ,;so einfach* ist, eindrucksvolle Erfolge feiert.

Wir wollen nicht anfangen mit einer Definition

,Eine Differentialgleichung ist gegeben durch ... mit einer Abbildung ...“
sondern zunéchst in unserem Kontext nur festhalten:

Eine Differentialgleichung ist eine in jedem einzelnen Augenblick giiltige Rela-
tion zwischen der Position eines beweglichen Kérpers, seiner Beschleunigung
und seiner Geschwindigkeit. Die Differentialgleichung integrieren oder 16sen
bedeutet, die Bahn des Korpers und seine Bewegung aus ihr abzuleiten.



Kapitel 1

Differentialgleichungen 1. Ordnung

In diesem Kapitel entwickeln wir keine gréflere Theorie, sondern geben nur einige Rezepte
fiir die Losung spezieller Typen von Daten. Es dient dazu, die Vielfalt der moglichen Falle
zu erkennen, einige Typen von DGL kennenzulernen und einige klassische DGL zu 16sen.
Spater greifen wir gelegentlich auf Ergebnisse zuriick, wenn wir konkretes Beispielmaterial
behandeln.

1.1 Das Richtungsfeld expliziter Differentialgleichun-
gen 1. Ordnung

Die allgemeine DGL 1. Ordnung hat die Form

F(t,y,y)=0 (1.1)

wobei F': D — R(D C R®) eine gegebene Abbildung ist. In der Form (1.1) nennt
man die DGL eine implizite DGL. Wir betrachten zunéchst nur explizite DGLen 1.
Ordnung, d.h. DGLen von der Form

y' = fty) (1.2)

wobei f: D — R,D C R?.

Sie heisst explizit, da y’ als Funktion der Variablen t,y explizit dargestellt ist. Bei der
Umwandlung von impliziten DGLen in explizite DGLen ist der Satz {iber implizite Funk-
tionen niitzlich. Die Funktion f in (1.2) heisst rechte Seite der DGL (1.2).
Vereinbarung: Ein Intervall I ist stets eine zusammenhéngende Teilmenge in R, deren
Inneres nicht leer ist.

Wir wiederholen:

Definition 1.1
Sei I ein Intervall in R und y : I — R eine Funktion. y heisst Losung von (1.2) in I,
wenn fiir alle ¢ € I gilt:

(t,y(t)) € D, y ist differenzierbar in ¢, y'(t) = f(t,y(t)).
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Das Intervall I in Definition (1.1) kann offen, halboffen oder abgeschlossen sein und ins
Unendliche reichen oder nicht. Es ist klar, dass eine Losung im Intervall I auch eine
Losung in jedem Intervall J mit J C I ist.

Das Aufsuchen der Losungen von (1.2) kann man graphisch angehen. Dieses Vorgehen
geht aus von der Beobachtung, dass durch (1.2) die Steigung p in einem Losungspunkt
(t,y) € D gegeben ist.

Definition 1.2
a) Ein Zahlentripel (t,y,p) € D x R mit p = f(¢,y) heisst Linienelement der DGL
(1.2)

b) Die Gesamtheit der Linienelemente bildet das Richtungsfeld der DGL (1.2)
0J

Graphisches Losen der DGL (1.2) bedeutet, das
Richtungsfeld von (1.2) zu zeichnen, in dem man
an ,jeden“ Vektor (¢,y) € D eine Richtung p
anheftet und ,alle* Kurven aufsucht, die auf
das Richtungsfeld passen, d.h. deren Steigung
mit der Richtung des Richtungsfeldes iiberein-
stimmt.

Abbildung 1.1: Ein Richtungsfeld

Beispiel 1.3 Betrachte die DGL v = y — t + 1. Die aus der Wertetabelle

t[-1]-1] 0]JO]1]1
vyII-1] 0]-1]0]0]1
pl[ 1] 2] 0[1]0]1

abgeleitete Skizze 1.1 gibt schon einen guten Uberblick iiber die Losungsgesamtheit. [

Dieses ,,graphische Verfahren“ sieht auf den ersten Blick unsicher und ungenau aus. Man
muss sich aber vor Augen halten, dass man bei der Losung von (1.2) mit Rechenmaschi-
nen — wir kommen darauf zuriick — auch nicht mehr Information hat und trotzdem die
Losungen sehr genau berechnen kann.

Satz 1.4

Sei y eine Losung von (1.2) in I und sei (to,y0) € D mit y(to) = yo. Ist f n—mal stetig
differenzierbar in (to, o), so ist y (n + 1)-mal stetig differenzierbar in to. (Fiir n = 0 ist
gemeint: f stetig in (to,yo) impliziert y stetig in (to, yo).)

Beweis:

Sei h: 1>t — f(t,y(t)) € R. Wir beweisen durch vollstdndige Induktion nach n die
Aussage “y ist n—mal stetig differenzierbar*.

n = 0 : y ist stetig, da differenzierbar. Also ist auch h stetig in (¢9, 3o), und daher auch
y',day'(t) = h(t),t € 1.

n : Aus der Induktionsvoraussetzung wissen wir, dass y n—mal stetig differenzierbar in
(to, yo) ist. Dann ist aber auch h in (to, o) n— mal stetig differenzierbar ist, also auch ¥/’
Dies bedeutet: y ist (n + 1)—-mal stetig differenzierbar. |
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Satz 1.4 ist ein typischer Regularititssatz: Aus einer bestimmten Regularitiat (hier:
n—mal differenzierbar) gegebener Groflen (hier: f) wird auf die Regularitit gesuchter
Grofen geschlossen (hier: y). Bei der Behandlung partieller Differentialgleichungen gehort
die Frage der Regularitit der Losung mit zu den schwierigsten Problemen.

In vielen Fillen ist man nicht an allen Losungen (allgemeine Losung) interessiert, sondern
nur an einer Losung, die durch einen bestimmten Punkt (¢g,y0) € D verlduft (siehe
Abschnitt 1.2). Man bezeichnet diese Aufgabe als Anfangswertaufgabe (kurz AWA),
denn (9, yo) entspricht in der Praxis dem Ausgangspunkt eines Prozesses, einer Messung,
.... Die zugehorige AWA lautet also

y/ = f(t7y) 7y(t0) =% (13)

wobei f: D — R, (to,y0) € D.
Fiir einen ersten Uberblick tiber die Losung(en) von (1.3) geniigt eine lokale Betrachtung.

Definition 1.5
Eine lokale Lésung von (1.3) ist eine Losung y von y' = f(¢,y), die in einem Intervall
I:=(to —a,to+a),a > 0, definiert ist und y(ty) = yo erfiillt. O

Beispiel 1.6
y'=f(t), y(to) = yo; (1.4)

hierbei ist f: D —— R stetig, wobei D ein Intervall in R ist.
Die (einzige) Losung ist

y<t>—y0+/f<s>ds,tep,

wie uns der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung lehrt. Das Richtungsfeld
ist unabhéngig von y . O
Beispiel 1.7

y' =1yl ylte) =vo. (1.5)

Das Richtungsfeld ist offenbar unabhéngig von t. Wir betrachten den Fall t) = 0,39 = 0.
Sicherlich ist y = 0 eine Losung (triviale Losung). Losungen neben dieser trivialen Losung

sind
1.0 1,0
L2 1>0 2 t>0
t:: 4 ’Y = s t::
y1(t) { 0 ,t<0 Y2(t) {_%Ltg <0
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1.2 Losungsrezept: Getrennte Variablen

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt mit folgendem Spezialfall von (1.3):

Y = f(t)g(y) , y(to) = vo (1.6)

dabei sind f, g geeignet definierte Funktionen. In heuristischer Weise kénnen wir wie folgt
rechnen: Ist y eine Losung, dann gilt

t

VO _ ) dn /

to

y(s) , / \ds
g(y(s))dsto/ fls)ds,

und mit der Variablensubstitution r = y(s) folgt unter Einbeziehung des Anfangswertes:

/y ol / (s)ds (17)

Yo

Das Rezept zur Losung von (1.6) sieht so aus:
e Rechne die ,,Gleichung® (1.7) aus.
e Lose in (1.7) nach y auf (Satz tiber implizite Funktionen !7).
e Bestitige, dass auf diesem Weg eine Losung erhalten wurde.

Man beachte, dass die Formel (1.7) im konkreten Fall stets einer Rechtfertigung bedarf.
Im Sonderfall ,g(yo) = 0“ ist eine Losung sicherlich gegeben durch

y(t) = vo-

Beispiel 1.8
y'=1+y*,y(0)=1. (1.8)

(1.7) lautet hier:
t

i 1
/ 2dr—/ds
147
0

1

Daraus erhélt man arctan(y) =t + % oder aufgelost

y(t) = tan(t + %) (1.9)

3

Man verifiziert, dass durch Formel (1.9) eine Losung der vorgelegten AWA in (=3, 1)

gegeben ist. O
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Beispiel 1.9 Auf Verhulst (siehe Abschnitt 1.3) geht das folgende Populationsmodell
zuriick:

y' = (a—by)y,y(0) =yo;
hierbei sind — entsprechend zum angewandten Hintergrund — o, a, b > 0. Die Formel (1.7)

lautet: .

[od

/77“_/61;3
(a —br)r

Yo 0

Mit Partialbruchzerlegung erhélt man daraus

Y

Yy d Y b 1

- b 1

R S —— ag
/(a—br)r /(a—br) T+/r "

Y0 Y0 Y0
1 1 1 1
= ——1In(a —by) + —In(a — byy) + —Iny — — Inyo
a a a a
1 —-b
— Iln (a Yo)y

a (a—by)yo

Daraus ergibt sich
(@ = b))y _

(@ — by)yo
und schliefflich als ,,Losungsdarstellung”

a
v = e (1.10
Man stellt fest:
e In (1.10) ist eine Losung fiir die AWA gegeben.
e Die Population , konvergiert* gegen % d.h. tliglo yt)=¢.

O

Wir wollen nun einige Typen von DGL behandeln, die sich durch eine geeignete Sub-
stitution auf den eben behandelten Fall zuriickfithren lassen. Die Transformation der
Anfangswerte lassen wir weg.

y = flat+by+c) ;a,b,ceER. (1.11)

Substitution: w:=at+ by +c
Daraus: W =a+by =a+0bf(u)
DGL firu: o' =a+bf(u)

Loésung nach (1.7)!
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)
v =10 (112)
Substitution: w:= %
Daraus: y=tu,y =tu' +u
DGL fiir w : u’:%(f(u)—u)
Loésung nach (1.7)!
, at + by +c
_ 1.13
y f(aHﬁer,y) (1.13)
Fall A : det ( Z g ) =0, d.h. etwa (a,b) = A, §) fiir ein A € R.
Substitution: w = at + Sy
Daraus: u=a+ 6y
.. ) - Au+c
DGL fiir w : u’foz—l-ﬁf(u_py)

Loésung nach (1.7)!

Fall B det ( Z Z ) # 0, d.h. es gibt genau eine Losung ¢, 9 von

at+bj+c=0,at+pj+v=0 (1.14)
Substitution: w:=y—7,s:=t—1
) +bu+g)+c as + bu
Daraus: W =y = f(US T ] — f(asrou
Y f(oz(s—l—t)—i-ﬁ(u—i—y)—i-’y) Fas ¥ )
u
DGL fiir u: o = f(22%5)
Oé+ﬁ§

Loésung nach Spezialfall (1.12).

Beispiel 1.10 Lose die AWA

/

_ 3t—y-5
A

y(2)=0.

Hier liegt der Spezialfall (1.13) vor. Da

3 -1
det(_l ; )9—187&0,
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gilt, liegt Fall B vor und wir haben dort ¢t = 1,9 = —2.
Substitution: s : =1t — 1,u := y + 2. Die AWA fiir u lautet:

3-3
=5 1)=2.
W= S )
Substitution: v := %
AWA fiir v : )
3 1—-w
= — 1) =2
T s 31 v(l)
Losung mit (1.7):
-1
/3T sdr =3 d—U:lns?’
1—r o
2 1
Partialbruchzerlegung ergibt:
f dr f dr 9 9
lnsg—/ —2/ =In ,(v=D(1+v)? ==,
1—r 1+7r (v—1)(v+1)° ( ) ) s°
2 2
Riicktransformation:
v=" (u—s)(u+s)3?=9
s
u=y+2,s=t—1: (y—t+3)(y+t+1>=9
Also erhalten wir in
(y—t+3)(y+t+1P2=9 (1.15)
eine Formel fiir die Losung in impliziter Form. 0

Abschlielend noch eine historische Anmerkung: Die Methode ,, Trennung der Variablen“wurde

von G.W. Leibniz 1691 benutzt und von Johann Bernoulli (1667-1748) systematisch for-

muliert. Da ungefidhr gleichzeitig bekannt wurde, dass In¢ die Stammfunktion von % ist,

lielen sich schnell eine Vielzahl von DGLen 16sen.

1.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Wir betrachten hier DGLen in der Form

y' + a(t)y = b(t) (1.16)

dabei seinen a,b: I — R stetig, [ ein Intervall.
DGLen vom Typ (1.16) heilen linear, da die abhéngigen Variablen 3/, y linear auftreten.

'Eine Schlamperei! Int fir t — In t,% fir t — %
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Definition 1.11

Die DGL (1.16) heisst homogen, falls b(t) = 0 fiir alle ¢t € I, anderenfalls inhomogen.

Die AWA fiir die homogene DGL lautet:

Y +a(t)y=0,y(t) =yo,to € 1.

Wir konnen sie durch die Trennung der Variablen sofort losen:

t

Y t
d
i —/a(s)ds dh. ¥ = —/a(s)ds,
r Yo

Yo to to

also aufgelost

t

y(t) = yo exp(—/a(s)ds), tel.

to

Satz 1.12
Sei a: 1 — R stetig. Dann ist

t

y(t) = yo oxp(— / a(s)ds),t € T,

to
die einzige Losung von (1.17).

Beweis:

(1) Man stellt sofort fest, dass in (1.19) in der Tat eine Losung vorliegt.
t

O

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(2) Sei A(t) := [ a(s)ds. Sei § eine beliebige Losung von (1.17) in I. Fiir ¢ € I erhalten

to

wir
d, _ _ _ _ _
E(y(t)eA(t)) =7 )" +g(t)at)e’™ = A OF () + a(t)y(t) = 0
Dies bedeutet: Es gibt ¢ € R mit 7(t)e*® = c fiir alle t € I. Wegen T(to) = o gilt ¢ = yo
und daher:
g(t) =yoe ¥t eI
Satz 1.13 ‘

Seien a,b: I — R stetig und sei A(t) := [ a(s)ds,t € I. Dann ist

to

t
y(t) = yoe A + /e‘A(t)’LA(S)b(s)ds,t el,

to

die einzige Losung der Gleichung (1.16) mit Anfangswert y(to) = yo ..

(1.20)
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Beweis:

(1) In (1.20) liegt eine Losung vor. Nachrechnen!

(2) Sei y eine Losung von (1.16) mit Anfangswert y(to) = yo. Dann ist z := y — 7 eine
Losung der homogenen Aufgabe

24 a(t)z=0,z(t) =0.
(Dies ist die wichtige Konsequenz der Linearitét.) Nach Satz 1.12: z(t) = 0 ,t € I, d.h.
y=y. |

Bemerkung 1.14
(1) Es ist nicht notig, sich die Formel (1.20) zu merken. Man kann sie rekonstruieren aus
der Tatsache, dass fiir jede Losung y von (1.16)

t
(y(t)er®) = eAWp(t) | y(t)e® — y(to)et) = /eA(S)b(s)ds,t el,

to

a
dt

gelten muss.
(2) Man beachte die Parallelitéit zur linearen Algebra: Die Losung der inhomogenen
Aufgabe (1.16) setzt sich additiv aus der allgemeinen Losung der homogenen Aufgabe

Yy +a(t)y=0
und einer speziellen Losung (y(ty) = 0!) der inhomogenen Aufgabe
Y +alt)y = b(t)
zusammen. O

Bestimmte (nichtlineare) DGLen lassen sich auf lineare DGLen zuriickfithren. Als erstes
behandeln wir die Bernoullische DGL:

v +gt)y+h(t)y*=0 (1.21)

dabei seien g,h : I — R stetige Funktionen und a@ € R. Da wir lineare DGLen 1.
Ordnung bereits beherrschen, kénnen wir O.E. a # 0, @ # 1 annehmen. Ist y eine Losung
von (1.21), so gilt in formaler Rechnung

W' = (1—a)y Yy,

1—a)y (' +9t)y+h(t)y") = 0
')+ (1 -a)g)y' ™+ (1 -a)h(t) = 0
Wenn wir also z := y!=% setzen, so 16st z die lineare DGL
24+ (1—a)g(t)z = (a—1)h(t) (1.22)

Ein Rezept zur Losung davon (1.21) ist daher:

e Lose (1.22) gemiB Satz 1.13: Losung z
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1
e Setze y := zT-«

1
e Priife nach, wo durch y eine Losung von (1.21) definiert ist ( zT-o definiert ?)

Beispiel 1.15 Lose

1 t
/ 4
y+3y+3y ;y(0)

Es ist: a = 4,g(t) = 5, () := 5,1 :=R.
(1.22) lautet hier (mit Anfangswerten)

Mit (1.20) folgt:
/ 1 / 9
2(t) = e'2(0) + /set_sds = get — e sy + /et_sds = get —(t+1)
0 0

Also gilt y(t) = z(t)_% = (Ze' — (t+ 1))_%. Die Losung ist definiert, solange der Klam-
merausdruck von Null verschieden ist. U

Eine weitere nichtlineare DGL, die wir hier behandeln kénnen, ist die Riccatische DGL:

y +b(t)y + c(t)y? = a(t) (1.23)

dabei seien a,b,c: I — R stetige Funktionen.

Beachte: Der Fall a = 0 ist in (1.21) enthalten.

Es ist i.a. nicht moglich, die allgemeine Losung von (1.23) anzugeben. Kennt man jedoch
eine Losung von (1.23), so kann man die , iibrigen“ Losungen berechnen. Der folgende
Satz gibt an, wie man vorzugehen hat.

Satz 1.16
Seien y, y; Losungen von (1.23) im Intervall I. Dann ist u := y —y; Losung der Bernoulli—
DGL

u' 4 (b(t) 4 2¢(t)y1(t))u + c(t)u® = 0 (1.24)
Beweis:

U=y == bty — c(t)y? + a(t) + bty + c(t)y? — alt)
=b(t)(y —y1) —c(t)(y —y1)(y +v1)
= —b(t)u+c(t)u(u + 2y1)

|
Es ist aus den obigen Betrachtungen unmittelbar klar, dafl y; + u eine Losung von (1.23)
ist, wenn y; eine Losung von (1.23) und u eine LOsung von (1.24) ist. Ein Rezept zur
Losung von (1.23) ist daher:

e Rate eine Losung y; von (1.23).
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e Lose die Bernoulli-DGL (1.24) (Rezept siehe oben): Losung u .
e Setze y :=y; + u. Man erhélt so eine weitere Losung von (1.23).

Wie kann man sich eine ,spezielle“ Losung y; von (1.23) verschaffen ? In vielen Féllen
kommt man mit folgender Faustregel aus:

,Man mache einen Losungsansatz von dem Typ von Funktionen, dem die
Koeffizienten a, b, ¢ der DGL (1.23) angehoren (Typen: Polynome, Potenzrei-
hen,trigonometrische Funktionen,...).

Beispiel 1.17
v+t -1y -y =1—t+¢

Die Koeffizienten der DGL sind Polynome 2. Grades. Man macht daher den Ansatz —
beachte, daf y? vorkommt —
yl(t) ‘= ag + alt

und versucht die ,,Parameter” ag, a; so zu bestimmen, dass y; eine Losung wird:
ay + (2t — 1)(ag + ait) — (ap + ait)? = 1 —t + ¢
Koeffizientenvergleich bedeutet:

ag—ag—ai—1 = 0
2a1—af—1 =0

2a0—a1—2a0a1+1 =0

Eine Losung ist
ag = 0, a; = 1.

Also ist y(t) :=t eine Losung. Die Bernoulli-DGL (1.24) lautet
u —u—ut=0
und die zugehorige lineare DGL (1.22) lautet:
24+ z2=-1.
Die allgemeine Losung davon ist

2(t)=—1+ce ' (c=2(0)+1)

und es folgt u(t) = ce‘t%l . Also lautet die allgemeine Losung der gegebenen DGL
1
) =1t+
y( ) Ce—t _ 1

Man beachte das Problem des Definitionsbereiches! |
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1.4 Exakte Differentialgleichungen

Den folgenden Uberlegungen liegt folgende Beobachtung zugrunde: Wenn eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion G auf einem Gebiet D C R? gegeben ist, dann hat die Differenti-
algleichung

% % g
ot oyt T
oder kurz
Gi+Gyy' =0 (1.25)

eine sehr anschauliche geometrische Bedeutung: Nach der Kettenregel gilt ndmlich, dass
jede Losung y von (1.25) auf einer Hohenlinie

G(t,y) =c (c€R) (1.26)
verlauft.

Die Hohenlinien von G liefern also di-
rekt die Losungskurven und man muf
bei der genaueren Diskussion und
praktischen Auswertung eines kon-
kreten Falles nur daran denken, dass
eine Hohenlinie im allgemeinen nicht
eine fiir alle ¢ erklarte Funktion defi-
niert (Satz tiber implizite Funktionen!).

Abbildung 1.2: Hohenlinien

Wir betrachten nun allgemein DGLen der folgenden Bauart

M(t,y) + N(t,y)y' =0 (1.27)

dabei seien M, N : D — R, D C R? offen.

Definition 1.18
Die DGL (1.27) heisst exakt, wenn es G : D — R gibt mit G; := 9G _ M,G, =

oG _
o =N O

Nach unserer Voriiberlegung ist die Frage nach Losungen der DGL (1.27) gekldrt, wenn
man folgende Fragen positiv beantworten kann:

e Ist die DGL (1.27) exakt ?

e Ist eine ,Stammfunktion® G von M, N angebbar, d.h. gibt es G : D — R mit
G,=M,G,=N7?

e Ist die Gleichung G(t,y) = ¢ nach y auflésbar 7

Der folgende Satz ist hilfreich fiir die ersten beiden Fragen, die letzte Frage lédsst sich
kldren mit dem Satz iiber implizite Funktionen.
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Satz 1.19
Sei D = (a,b) x (¢,d) C R® und seien M, N : D — R stetig partiell differenzierbar.
Dann sind &dquivalent:

(a) Es gibt G : D — R mit stetigen partiellen Ableitungen Gy, Gy, Gy, Gy, so dass
gilt:
Gt = M, Gy = N

(b) Es gilt das sogenannte Integrabilitéitskriterium:
My — Nt
Beweis:
(a) = (b) Aus der Analysis wissen wir: Gy = Gy,. Also My, = G, = G,s = N

(b) = (a) Sei (to,y0) € D beliebig und definiere eine ,Stammfunktion® von M, N
durch

t Yy
G(t,y) == /M(s,y)ds—l—/N(tO,r)dr (1.28)
to
Man rechnet nach : Gy = M,G, = N. [

Hinter der Formel (1.28) im Beweis zu Satz 1.19 verbirgt sich das Kurvenintegral

/vd'y

T

wobei v das Vektorfeld (M, N) und ~ eine Kurve von ¢y nach t parallel zur ¢~Achse und
von yo nach y parallel zur y—Achse ist. Diesem Vektorfeld wird also mittels (1.28) ein
skalares Feld G zugeordnet. Dies ist sinnvoll, da wegen des Integrabilitdtskriteriums das
Integral wegunabhéngig ist.

Beispiel 1.20 Gegeben sei die AWA
3y+e'+ (3t +cosy)y =0,y(0)=m
Die DGL ist exakt in D := R X R, denn:

M(t,y) = 3y+e', My(t,y)=3;
N(t,y) = 3t+cosy,Ni(t,y)=3;
Wihle (to,yo) = (0, 7). Mit (1.28):

Y

/By—l—e ds—l—/cosrdr—?)yt—iret—l—siny
0

™

Also hat man nun Auflésungen von

G(t,y) =c d.h. 3yt +e' +siny=c
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aufzusuchen. Da eine Losung y mit y(0) = 7 gesucht wird, hat man dies fiir ¢ = 0 zu tun.
Also wird eine Losung der AWA implizit gegeben durch:

3yt +siny = —¢' (1.29)

Setzt man F'(t,y) := 3yt + siny, so gilt F,(0,7) = —1. Dies zeigt, dass (1.29) auflosbar
ist in einer Umgebung von (0, 7). (Satz iiber implizite Funktionen.) O

Aus dem Integrabilitédtskriterium erkennt man, dass exakte DGLen wohl nicht sehr héufig
unmittelbar vorliegen. Die Kunst wére nun, eine nichtexakte DGL in eine dquivalente
exakte DGL zu verwandeln. In vielen Féllen ist dies in der Tat moglich.

Beispiel 1.21 Betrachte erneut das Populationsmodell
y —(a—byy=0
Diese DGL ist nicht exakt, denn
M(t,y)=—(a—by)y, My Z0, N(t,y) =1, N, =0

Die ,,dquivalente“ DGL
1

l— ———vy
(a—by)y

/:0

ist jedoch exakt !

Definition 1.22
Eine Funktion m : D — R heisst integrierender Faktor der DGL (1.27), wenn gilt:

m(t,y) # 0 fir alle (t,y) € D, (1.30)

und
m(t,y)M(t,y) +m(t,y)N(t,y)y' =0 (1.31)
ist exakt. O

Das Integrabilitatskriterium fiir die DGL (1.31) lautet
myM +mM, = mN +mN; in D. (1.32)

Um fiir den allgemeinen Fall einen integrierenden Faktor zu finden, miissten wir bei Ver-
wendung von Satz 1.19 die partielle DGL (1.32) 16sen. Dies ist jedoch i.a. nicht einfacher
als (1.2) selbst zu 16sen.
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Beispiel 1.23
y+ 2ty =0

Die obige DGL ist nicht exakt, jedoch die mit y multiplizierte Gleichung
v 4 2tyy =0
ist es, denn:
M(t,y) =y, My(t.y) =2y, N(t,y) = 2ty, Ni(t,y) =2y.

Dies bedeutet, dass m(t, y) := y ein integrierender Faktor ist, wenn man y = 0 ausschliefit.
Wihlt man (to,y0) = (1, 1), so erhdlt man (siehe (1.28))

G(t,y) =ty* —1

und als eine Losung

() == t>0
Y N
O
1.5 Implizite Differentialgleichungen 1. Ordnung
Wir betrachten nun einige Spezialfille der allgemeinen impliziten DGL 1. Ordnung:?
F(t,y,y) =0 (1.33)

dabei ist F': D — R eine Funktion, D C R3.
Sei I C R ein Intervall und sei y eine Losung von (1.33) in I . Dazu ist eine Kurve C in
R? mit der Parameterdarstellung

C:I5t —s (ty(t) €R (1.34)

gegeben. Wir wollen nun zu einer Parameterdarstelung von C mit p := ¢/(t) als Parameter
iibergehen. Der Zusammenhang wird hergestellt durch

y(p) = p- i(p); (1.35)
. . _dy o dt . ..
dabei bedeutet y(p) = i (p), t(p) = dp (p). Dies erhélt man formal aus

dy _dydr
dp dtdp

2Nicht vorgetragen
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Beispiel 1.24 Betrachte
(¥) —1+y*=0.

Eine Losung in [0, 7] ist y(¢) := sint¢. Die Darstellung (1.34) lautet:

2
0,7] 5t — (t,sint) € R

Aus p = y/(t) = cost folgt

t =arccosp,y=+1—p*,—1<p<1,

und daraus
—1 -2

1—p? B 1—p2.
O

Der Ubergang von der kanonischen Parameterdarstellung (1.34) zur Darstellung mit dem
Parameter p ist moglich, wenn die Gleichung

p=y(t)
nach ¢ auflésbar ist. Eine hinreichende Bedingung ist
y zweimal stetig differenzierbar, y'(t) 0, t € I .

Dies bedeutet, dass ,,Geradenstiicke“ wohl ein Problem darstellen.
Nach dem Wechsel der Parameterdarstellung schreibt sich (1.1) so:

F(t(p),y(p),p) =0 (1.36)

Unser Vorgehen besteht nun darin, aus den Gleichungen (1.35) und (1.36) die Kurve C in
der Parameterdarstellung

p — (t(p),y(p))

zu ermitteln. Dieses Vorgehen demonstrieren wir an ausgewihlten Beispielen.

Beispiel 1.25 Betrachte
9(y") —t=0;
dabei sei g : R — R stetig differenzierbar. Wir haben
t(p) = 9(p),9(p) = pg' (),

und erhalten daraus
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Beispiel 1.26 Als néchstes Beispiel betrachten wir
9(y) —y =0;

dabei sei y : R — R stetig differenzierbar. Wir haben

dr +c

) = gl t(p) = [ L

Ppo

Im Spezialfall
y—y=0
haben wir
y(p) =p,t(p) =Inp+c.

Daraus erhélt man dann
t(p) = Iny(p) +c,y(t) = ce'

17

O

Beispiel 1.27 Als weiteres Beispiel betrachten wir die sogenannte Clairautsche DGL:

y=ty'+9();
dabei sei g : R — R stetig differenzierbar. Wir haben
y(p) = tp+ g(p), 9(p) = pt(p)

und erhalten daraus

Man beachte, dass fiir jedes ¢ € R
ye(t) :=tc+ g(c),t € R,
eine Losung ist.

Beispiel 1.28
/

y =1ty
(1.38) lautet

t(p) = —€"y(p) = e*(1 - p)
und dies impliziert
y(t) =t(ln(—t) — 1) ,t < 0.

Die Schar (1.39) ist hier:
yo(t) = ct + et € R;c € R.

Die Losung (1.40) stellt also die Einhiillende (Enveloppe) der Schar (1.41) dar.

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

O
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Beispiel 1.29 Unser letztes Beispiel ist die d’Alembertsche DGL:

y=tf(y)+9);

dabei seien f,g: R — R stetig differenzierbar. Wir haben

y(p) = t(p)f(p) + 9(p), y(p) = pi(p)

und erhalten daraus

y(p) = tp)f(p) +t)f () +9 )

i) - mtw’(pwg(p) falls p— f(p) £0.

18

(1.42)



Kapitel 2

Existenzsatze

In diesem Paragraphen behandeln wir AWAen fiir Systeme von gewohnlichen DGLen 1.
Ordnung in quantitativer Hinsicht: Existenz, Eindeutigkeit, Abhéngigkeit der Losung von
Daten. Das Hilfsmittel ist der Banachsche Fixpunktsatz.

2.1 Aufgabenstellung und Beispiele

Im Kapitel 1 haben wir hauptsédchlich DGLen der Form

M:f@wqucﬁ—%R

betrachtet. Am Populationsmodell 1.9 sehen wir, dass diese Allgemeinheit nicht ausreicht:

{vz 2

Da beide gesuchten Funktionen y, z in beiden rechten Seiten auftreten, kann man nicht
erwarten, dass die beiden DGLen unabhéngig voneinander gel6st werden kénnen.
Wir betrachten nun:

y' = fty) (2.2)
Dabei ist f : D = R%D C R""!. Die Koordinatenfunktionen von f seien stets
fi,-.., fn. Wir bezeichnen (3.1) als ein System von gew6hnlichen Differentialglei-

chungen 1.0rdnung, hiufig schreiben wir kurz DGL dafiir.

Definition 2.1
Eine Abbildung y : I ~— R", I Intervall, mit Koordinatenfunktionen vy, ..., %, heisst
Losung auf I, falls gilt:

i) (¢t,y(t)) € D und y ist differenzierbar in ¢ € I;

i) y'(t) = ft,y)) .t € I.

19
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In Komponenten aufgeschrieben bedeutet ,,y/(t) = f(¢,y(t))“ :

yi = fl(t’yl(t)’ S ’yn(t))

y;z = fn(t’yl(t)? s ’yn(t))

Unmittelbar aus der Definition der Differenzierbarkeit folgt, dass y : I — R”" genau
dann differenzierbar ist, wenn alle Komponentenfunktionen y; : I — R differenzierbar
sind.

Beispiel 2.2 Die explizite DGL n—ter Ordnung

n+1

™ =gt,y,y,..., 4" V),g: DC R — R,

Y

lésst sich in ein System 1. Ordnung umschreiben:

Y=Y, Yo =Ys, s Un1 =Yn, Yo =9 Y1, -, Yn) - (2.3)

Beispiel 2.3 Eine Losung des Systems

v\ _ (v

Ya 2
ist gegeben durch y : R 3t —— (t2,2t) € R. Eigentlich haben wir es urspriinglich mit
der DGL 2. Ordnung y” = 2 zu tun, die geméfl Beispiel 2.2 umgeschrieben ist. 0

Beispiel 2.4 Der Flug eines Raumgleiters (space shuttle) wird durch folgendes System
von DGLen beschrieben:?

R .
v = —crePM? — CQ(T n h)2 sin 7y
h' = wsiny
R? v
= csePrycosp — (—2 - cos

K ’ me e T RER
X = 036_’6%:;/; T REh cosy cos x tan A
N o= cos 7y sin

R+h
g - v COSYCOS)

~ R+h cosA

Dabei sind: v : Geschwindigkeit; h : Hohe; v : Neigungswinkel der Flugbahn; x, A, ¢ :
weitere Winkel; p : Steuervariable; R Erdradius; c¢1, ¢, c3, § positive Konstanten. 0]

INum. Math. 26 (1976), 327-343
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Kommt die unabhéngige Variable ¢ (,,Zeit“) in der rechten Seite des Systems (2.2) nicht
vor, so heisst das System autonom. Formal sind autonome Systeme kein Spezialfall, denn
durch Hinzufiigen einer DGL zu einem System der Form (2.2) kann man dieses System in
ein autonomes System umschreiben. Wir fithren die ,,Zeit* t als eine abhéngige Varaible
Yna1 ein; die DGL dafiir lautet:

y;H—l =1
Das resultierende System
7 filynr1, 91, Yn)
’ = : (2.4)
Yn fo(Uns1, Y15+, Yn)
Yni1 1

ist autonom. Ein Zusammenhang der Losungen von (2.4) und (2.2) 148t sich leicht finden.

(2>_(§>ﬂmMgM0—wﬂ)

Das zugehorige autonome System lautet:

Beispiel 2.5

Y 2t
v, | =1 2 |; Losung: y(t) = (%, 2t,1)
Y3 1

Die zum System (2.2) gehorende Anfangswertaufgabe (AWA) lautet:

y/ = f(t7y) 7y(t0) = Yo; (25)

dabei sind f: D — R", D C R™™, (to,y0) € D.
Die Bedingung y(to) = yo bedeutet, dass zum (Anfangs—)Zeitpunkt ¢y das System sich im
Zustand yo befindet.

An ein mathematisches Modell, das einen in Wirklichkeit ablaufenden kontinuierlichen
Vorgang beschreiben soll, stellt man in der Regel die folgenden drei Forderungen:

1. Existenz: Das mathematische Modell soll eine Lésung besitzen.
2. Eindeutigkeit: Die Losung soll eindeutig sein.

3. Stetige Abhéngigkeit: Die Losung soll stetig von ,Daten“ (z.B. Anfangswerte,
Parameter der rechten Seite) abhéngen.

Sind 1,23 erfiillt, so spricht man von einem sachgerecht gestellten (,well-posed® )
Problem (Hadamard 1902)
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2.2 Die Anfangswertaufgabe als Integralgleichung

Um die AWA (2.5) zu l6sen, schreiben wir sie in eine Integralgleichung (IGL) um:

Lemma 2.6
Sei f stetigin D. Dann sind fiir eine stetige Funktiony : I — R", I Intervall, dquivalent:

a) y ist in I Losung der AWA (2.5):
y' = ft,9):y(to) = o

b) y ist Losung der IGL

y(t) = yo + /f(s,y(s))ds ,tel. (2.6)

Beweis:
Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung.
a) = b) Firl <i<nund s € [ gilt:

yi(s) = fi(s,y(s)) (2.7)

Da die rechte Seite in (2.7) eine stetige Funktion in s ist, diirfen wir integrieren und
erhalten:

vi(t) = yi(to) —l—/fi(s,y(s))ds,t el

b) = a) Aus (3.4) folgt zunichst y(ty) = yo,

yi(t) = yi(to) + /fi(s,y(s))ds, tel,1<i<n.

y; ist als Stammfunktion einer stetigen Funktion differenzierbar, und es gilt:
yi(t) = filt,y(t)) ,te I,1 <i<n.
[

Der Hauptgrund, weshalb man die Behandlung der IGL (4.10) der direkten Behandlung
der AWA (2.5) vorzieht, ist, dass fiir stetige Funktionen y die rechte Seite von (4.10)
wieder eine stetige Funktion definiert, d.h. man kann durch

IO =0+ [ Fs.9(5)ds 23)
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einen , Integraloperator T definieren, der stetige in stetige (sogar stetig differenzierbare
Funktionen) abbildet; das Integral ist natiirlich komponentenweise zu bilden. Das Losen
der AWA (2.5) ist dann mit Lemma 2.6 zuriickgefithrt auf das Losen von

y =Ty, (2.9)

d.h. der Bestimmung eines Fixpunktes von T'. Dies ist der Ansatzpunkt fiir die umfang-
reiche Theorie iiber Fixpunkte, die den iiberwiegenden Teil der nichtlinearen Funkti-
onsanalysis ausmacht.

Beispiel 2.7 Betrachte ' = y? ,4(0) =0
Die Fixpunktgleichung (4.10) bzw. (2.9) hat die Form

t

y(t) = (Ty)(t) == / y(s)ds te I

0

Wiéhlt man etwa I = [0, 1], yo(t) :=t,t € I, so liefert die naheliegende Iteration

Yni1:=Tyn ,m EN.

folgende Folge:

1 11
t)=t,ya(t) = =t* ya(t) = = - =t",. ...
ni(t) =ty2(t) = 3% 4s(t) = 5 - =t
Man beachte, dass die Folge ,,sehr schnell“ gegen die Losung y = 0 in [0, 1) konvergiert.

O

2.3 Der Fixpunktsatz von Banach

Wir begniigen uns damit, Existenzsétze fiir die Fixpunktgleichung (2.9) zu formulieren,
die mit dem Fixpunktsatz von Banach beweisbar sind. Zunéchst eine kurze Wiederholung
von Begriffen, die wir zu seiner Formulierung benétigen:

Definition 2.8
Sei X ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung || || : X — R heisst Norm auf X,
wenn

i) ||z]| =0 <= x =6 (6 Nullvektor in X)
i) [[wz]| = |xlllz]| & € R,z € X .
i) ||z +yll < [lzf| + [lyll s 2,y € X

gilt. X heisst dann zusammen mit || - || ein normierter Raum

Bekanntlich hat man auf R™ folgende Schar von Normen (p-Normen):

|2||, = (;Ix#’) falls p € [1,00)

maxi<i<p || ,falls p=o0
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Im folgenden schreiben wir fiir ||z||, z € R", stets |x|.

In unserem Zusammenhang interessieren spezielle Normen im Vektorraum der stetigen
Funktionen:
Sei G C R™ kompakt (abgeschlossen und beschriankt); wir setzen:

CGR") ={v:G — R |v stetig in G}
Definiert man Addition und Skalarmultiplikation punktweise
(f+9)(x) = [flx)+g(x),zeq,
(kf)(x) = kKf(x),z€q,

so ist C(G; R™) offensichtlich ein reeller Vektorraum.

Fiir die Behandlung der IGL (4.10) bendtigen wir eine Norm in C'(G; R"™). Diese definieren
wir in einer Weise, die Spielraum laft, den wir spéter nutzen werden:

Sei w € C(G;R)gegeben; wir setzen fir f € C(G;R") :

11 = max () £ (2) (2.10)

Lemma 2.9
Sei G C R™ kompakt, sei w € C(G;R) und es gelte: w(z) > 0 ,x € G. Dann wird in
(2.10) eine Norm || - ||, auf C(G;R") definiert.

Beweis:
Die Definition (2.10) ist sinnvoll, da G kompakt ist (Existenz von max!). Wir zeigen nur
die Dreiecksgleichung: Seien f, g € C(G;R"); fir x € G gilt

w(@)|f(x) + g(z)] < w(@)|f(2)] +w(@)|g@)] < [[fllo + gl

Daraus folgt:
1f =+ gllo < 1 flle + Mgl
[

Eine Funktion w, wie sie zur Beschreibung von || ||, in Lemma 2.9 verwendet wurde, heisst
Gewichtsfunktion. Beispiele sind etwa:

w(z) :=exp(—|z|), w(z) =1+ |z|.

Die aus der Analysis in R und R™ bekannten topologischen Begriffe Konvergenz, Stetigkeit
usw. lassen sich wortlich auf normierte Rdume iibertragen:
Sei (X, || ||) normierter Raum. Wir wiederholen:

i) Eine Folge (z,)ncy konvergiert gegen z (z = limz,,), wenn lim ||x,, — z|| = 0 gilt.

ii) Eine Folge (z,)ney heisst Cauchyfolge, wenn Ve > 03N € NVm,n > N(||z, —
x| <€) gilt.

iii) X heisst vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X gegen ein z € X konvergiert.
Ein vollstdndiger normierter Raum heisst Banachraum.
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iv) Eine Teilmenge A von X heisst abgeschlossen, wenn aus z,, € A,n € N, limz, =
schon = z € A folgt.

Lemma 2.10
Sei G C R™ kompakt, sei w € C(G;R) und es gelte w(z) > 0,z € G. Dann ist
(C(G;R™), || - ||lw) ein Banachraum.

Beweis:
Wegen Lemma 2.9 ist nur die Vollstédndigkeit zu zeigen. Das Ergebnis ist wohlbekannt im
Spezialfall w = w; mit wi(z) =1, 2z € G. Seil a := ingw(:c) , 8 =:supw(z). Dann gilt

z€ zeG

af flloy < [[fllo < Bl flles € (GR).
Also folgt die Behauptung aus dem Spezialfall. |

Definition 2.11
Sei (X, || - ||) normierter Raum, U C X . Eine Abbildung 7': U — X heisst Lipschitz—
stetig mit Lipschitz—Konstante L, wenn

| Tx —Ty|| < L||z —y|| fur allez,y € U

gilt. U

Nun sind wir in der Lage, den Banachschen Fixpunktsatz aufzuschreiben und zu beweisen:

Satz 2.12
Sei (X, | - ||) Banachraum, U C X abgeschlossen und sei T : U — U Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante L < 1. Dann gilt:

1) Es gibt genau ein z € U mit Tx = x
2) Fiir die Fixpunktiteration
"t = Ta" 2° € U beliebig (2.11)

gilt:

— 2 <
o -2 < ———

|z — 2%, 7 € N, und z = limz". (2.12)

Beweis:
Eindeutigkeit: Seien z,z € U mit Te = z,Tz = z.
|z —z[| = [Tz — Tz|| < L[|z — z]|

Wegen L < 1 folgt daraus x = z.
Existenz: Es gilt

la™* —a"| = [|T2" = Ta" || < L||a" — 2" || < -+ < L7[Ja" — 27
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und daraus
k—1 k-1
||xn+k _ xn” _ || Z(xn—l—k—j _ xn—i—k—j—l)” < Z ||xn+k—j _ xn—l—k—j—l”
Jj=0 7=0
k—1 k-1
< ZLn-l—k—j—lel _x0|| < L"||x1 _ x0|| ZLk—j—l
=0 =0
Ln
< o

Nun folgt, dass (z™)ney eine Cauchyfolge ist. Da X Banachraum ist, gibt es z € X mit
x = limz, . Da U abgeschlossen ist, gilt x € U. Wir zeigen T'x = x . Fiir n € N gilt:

lz = Ta|| = [l — 2" + 2" = Ta|| < o — 2" + & — T|| < [lz — 2™ + L]|2" — 2.

Da z = limz, ist, folgt ||x — T'z|| = 0.
Die Abschétzung in (2.12) folgt nun aus der erhaltenen Abschétzung mit k — oo . |

2.4 Der Satz von Picard—Lindeloff

Wir beziehen uns auf die AWA (2.5) und die zugehérige IGL (4.10).

Satz 2.13
Sei D' := [to,to +a] x R" C D,a > 0. Es gelte:

i) f ist stetig in D).
i) 3L > 0V(t,y), (t,y) € D' (|f(t,y) — f(£,9)] < Lly —yl)
Dann besitzt die Anfangswertaufgabe (2.5)
y' = f(t,y),y(to) = yo
genau eine Losung in I := [to,to + al.

Beweis:
Wir beniitzen den Banachschen Fixpunktsatz 2.12 und zeigen damit, dass die zugehdrige
IGL (4.10)

y(t) = yo + /f(S,y(s))ds tel

genau eine Losung y € C'(I;R") besitzt. Wir wéhlen:
Banachraum: X := C(I;R"), || - || := || - ||lo , wobei w(t) :=e 2 t € I.
Abbildung T : U := C(I;R"), T : U — U definiert durch

(Ty)(t) == yo + /f(s,y(s))ds,t el

to
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Zu iiberpriifen ist die Lipschitz—Stetigkeit von T' :

(Tx)(t) — (Ty) ()| —|/#@w@»k—/f@ﬂ@ﬂﬂ
S!/V@w@D—f@w@m%

< /L|x(s) —y(s)le *e*5ds
to
t

t
s!/am—yw%ws—am—yw/¥“$
to

to

1
< o —yllye™

Also 1
(T2)(t) = (Ty)(B)]e™ < S|z —y]]
und daher .
1Tz =Tyl < 5lle —yll.
T ist also L—stetig mit L-Konstante % .

Nach Satz 2.12 gibt es genau ein y € C(I[;R"), mit y = T'y. Aus Lemma 2.6 folgt: y ist
die einzige Losung der AWA. |

Bemerkung 2.14
Eine entscheidende Voraussetzung in Satz 2.26 ist die Bedingung

3L > 0V(t,y), (t,9) € D' (|f(t,y) — f(£,9)| < Lly — 7).

In Worten : f ist L—stetig beziiglich y gleichmaflig beziiglich ¢ . OJ

Bemerkung 2.15
Der Fixpunktsatz 2.12 ist konstruktiv. Auf Satz 2.26 iibertragen bedeutet dies, dass die
Iteration

t
20 € C(I;Iré), 2" (E) = yo + /f(s,x”(s))ds,t el,
to

beziiglich der Norm || - ||, gegen eine Losung konvergiert. Als Startfunktion wahlt man
ia. 2% :=1y,. O

Beispiel 2.16 Betrachte die Anfangswertaufgabe y' = y,4(0) = 1 mit Losung y(t) =
eteR .
Hier ist D = RXR, f(t,y) = y,y0 = 1, und wegen |f(t,y) — f(t,§)| = |y — 7| ist f
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L—stetig in y gleichméBig beziiglich ¢ . Als ,,Picard—Iterierte“ ergeben sich ausgehend von

20 .=

t t
2 n 1

xl(t)—l—i-/xo(s)ds—l—l—t, xQ(t)—1+/(1+8)ds—1+t+%,...,x”(t)—2—t”

|
0 0 =0 7°

Also stellt 2" gerade die n—te Partialsumme der Reihenentwicklung der Losung ¢ — et
dar. OJ

Beispiel 2.17 Betrachte die Anfangswertaufgabe y' = y2, y(0) = 1.
Hier ist Satz 2.26 nicht anwendbar, da

[f(ty) = F& D) = ly =9l ly + 7l
gilt. Die Losung y(t) = (1 — ¢)~* hat einen Pol in ¢ = 1. O

Bei differenzierbarer rechter Seite f kann man eine einfache hinreichende Bedingung fiir
die L—Stetigkeit von f formulieren:

Lemma 2.18 ~ ~
Sei D' C D konvex (d.h. Ad+ (1 —X)d € D' falls d,d € D', \ € [0,1]) und seien die
partiellen Ableitungen

afi

B ,1<14,5 <n, (f; Koordinaten von f)
ZUJ

stetig und beschrédnkt in D'. Dann gilt:

3L > 0V(t,y), (t,7) € D' (|f(t,y) — f(t, )] < Lly —7])

Beweis:
Sei M € R mit |—yi(t y)| < M ,(t,y) € D',1 < 4,5 < n. Der Mittelwertsatz der

Differentialrechnung lzlefert firl <i<n:

8fz

f( fz t y +Z t y+79 Yy— y))(yj _y_j)’ﬁi € (0’ 1)’(t’y)’(t’§) eD.

Daraus folgt fur (¢,y), (t,7) € D’ :
filt,y) — it < M |y; — 5] < Mnly —7].
j=0
Dies bedeutet mit L := Mn
|f1(t7y) - fl(t7§)| < L|y - §| >(t>y)> (t>§) € D/
[ |

Der Satz 2.26 behandelt den Fall, dass D einen Streifen [to,to + a] X R" enthélt, d.h. die
rechte Seite ist in einem Streifen des R"*! definiert ist. Wir wollen nun den schwierigeren
Fall betrachten, dass D nur ein Rechteck enthélt.
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Satz 2.19
Sei D' := [tg,to + a] x B C D, wobei a > 0 und B :={y € R" ||y — yo| < r} mitr > 0.
Es gelte

i) f ist stetig in D';
i) 3L > 0V(t,y), (¢,y) € D' (|f(t,y) — f(£,y)| < Lly — ).

Dann besitzt die AWA
Y = f(t,y) y(to) = yo

genau eine Losung in I := [tg,to + o, wobei o := min(a, ﬁ), M = (m)aXD |f(t,y)]| ist.
t,y)e

Beweis:
Wir wenden erneut den Banachschen Fixpunktsatz 2.12 an. Dazu setzen wir:

X :=C(LR");
||| =1 - |lo wobei w(t) :=e 2 t € I;
U:={z e X||z(t) —yo| < M|t —to|,t € I}

und

T)E) =y + [ fls,y()ds teT.

to

Wir wissen schon, da8 (X, || -||) ein Banachraum ist. Ferner ist offenbar U abgeschlossen,
denn es gilt ja die Abschéitzung

eQL(tg—i—a)Hwa > ||z]|oo 1= max |z(t)|
tel

fiir jedes x € X.
Ist x € U, so gilt (t,z(t)) € D' ,t € I, denn:

2 (t) — yo| < M|t —to| < Ma gM% —

Wir haben T'(U) C U, denn fiir z € U erhalten wir
t t
|Tx(t) — yo| = |/f(s,x(s))ds| < M/ds = M(t —to),t € 1.
to to

Wie im Beweis zu Satz 2.26 folgt, daf§ T L—stetig ist mit Lipschitzkonstante L = % .
Die Anwendung von Satz 2.12 ergibt zusammen mit Lemma 2.6 die Behauptung. [

Bemerkung 2.20
Die Sitze 2.26 und 2.19 gelten auch riickwérts in der Zeit. Man kehre die Zeit um und

betrachte y' = f(t,y),y(to) = yo, mit f(t,y) == —f (2t — t,9)). O

Wir verwenden folgende Bezeichnung: B,(z) :={w € R"||lw —z| <r};r >0.
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Definition 2.21
Die Abbildung f : D — R" heisst lokal L—stetig bzgl. y gleichméifig in ¢, wenn
gilt:

V(t,y) € DIr >0V (4,79),(t,9) € DN B.(t,y) (If(E7) — f(t,9)] < LIy —g)
0

Definition 2.22
Wir sagen, dass die AWA (2.5) eine lokale Losung besitzt oder lokal 16sbar ist, wenn
es a > 0 gibt, so dass 2.5 eine Losung in [ty — «, to + «] besitzt. O

Aus Satz 2.19 kénnen wir nun als wichtigstes Ergebnis dieses Abschnitts den folgenden
lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz ableiten.

Satz 2.23
Sei D offen?, f stetig in D und sei f lokal L—stetig beziiglich y gleichméfig in t. Dann
ist die AWA

y = f(t,y) ,y(to) = vo , (to, %) € D,

lokal eindeutig I6sbar.

Beweis:
Da D offen ist, gibt es ein Rechteck

[to — a,to + a] x B.(yo) C D,r > 0,0 < a,

in dem f L-stetig bzgl. y gleichméfigin ¢ ist. Anwendung von Satz 2.19 (sieche Bemerkung
2.20) liefert eine eindeutige Losung in einem Intervall I = [ty — a, to + af.
[

Beispiel 2.24 Betrachte die AWA ' = 32, y(to) = yo. Da die rechte Seite der DGL stetig
differenzierbar ist, liegt lokale L—Stetigkeit vor. Also besitzt die AWA eine lokale Losung,
die eindeutig ist. Man beachte aber, dass die rechte Seite nicht (global) L-stetig bzgl. y
gleichméfig in ¢ ist; siehe Beispiel 2.17. U

Beispiel 2.25 Fiir das Populationsmodell
y'=(az—b)y, 2 = (c—dy)z

folgt, dass eine zugehorige AWA eine lokal eindeutige Losungen besitzt. OJ

Man kann jeden der Satze 2.26,2.19,2.23 als Satz vom Typ “Picard-Lindel6ff* bezeich-
nen. Der Beweis geht auf Picard (1893) zuriick. Die Fixpunktiteration findet sich bereits

bei Liouville (1838) in Zusammenhang mit linearen DGLen 2. Ordnung,.
Wir beziehen uns auf die AWA (2.5) und die zugehérige IGL (4.10).

Satz 2.26
Sei D' := [to,to + a] x R" C D,a > 0. Es gelte:

2D ist offen, wenn R™ "1\ D abgeschlossen ist.



Baumeister: Differentialgleichungen / Stand: 25. Oktober 1999 31

i) f ist stetig in D'.

i) 3L>0V(t,y), (1, y) € D' (|f(t,y) = f(,9)| < Lly = 7l)

Dann besitzt die Anfangswertaufgabe (2.5)

Y = f(t,y),y(to) = yo

genau eine Losung in I := [ty to + al.

Hier ist noch ein Satz 2.26 entsprechender Existenzsatz, der allerdings nur Existenz einer
Losung bereitstellt. Er stiitzt sich zur Losung der zugehdrigen Integralgleichung 4.10 auf
den Schauderschen Fixpunktsatz.?

Satz 2.27 (Existenzsatz von Peano)
Sei f :[a,b] x R" — R" stetig und beschrédnkt. Dann gibt es zu ty € (a,b),yo € R"
eine Losung y : (tog — 7,tg +7) — R", 7 > 0 geeignet, der Anfangswertaufgabe (2.5):

y = f(t,y),y(to) = yo

Beweis:
Wir stecken den Rahmen ab:

C([a,b];R") :={h: [a,b] — R"|h stetig};
fiir 7o € Cla, bl R"): ||Pl]oe := max [(1)]
€la,

T:C([a,b;R") 32 — o+ bff(s,x(s))ds € C([a,b: R") .

Damit wird C([a,b]; R") mit || - ||cc zu einem vollstdndigen normierten Raum und wir
haben nun mit M :=  sup  |f(¢,§)]:
(t,6)€la,b] xR
o [(Tz)(t)] < |yo| + (b—a)M,t € [a,b], fur z € C([a,b]; R"). Also ist das Bild von T
beschrénkt.

e Aus
|T:c(t1) — Tx(t2)| < |t2 — t1|M, t1,to € [a,b],

fir alle z € C([a, b]; R™), folgt, dass das Bild von T gleichgradig stetig ist.

Also liegt das Bild von T in einer kompakten Teilmenge von C([a,b]; R") (Satz von Ar-
zela/Ascoli). Nach dem Fixpunktsatz von Schauder besitzt T einen Fixpunkt. |

Bemerkung 2.28

In Satz 2.27 haben wir nun einen Existenzsatz, der keine Eindeutigkeitsaussage macht.
Man kann Eindeutigkeit einer (lokalen) Losung der AWA 2.5 mit dem Kriterium von
Bompiani/Perron (1925) nachweisen: Es herrscht Eindeutigkeit, falls gilt:

|f(tz) = f(t,y)] S w(lz —yl) Yo,y € R mit [ — yo| <7, [y —yo| <7; (2.13)
w:[0,00) — R stetig,w > 0,w(0) = 0; (2.14)
¢ = w(p),(0) =0 hat nur die triviale Losung. (2.15)

3Siehe:
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Eine Bedingung der Art (2.13) ist sicherlich erfiillt, wenn
|f(t,33') - f(t7y)| < L|£13' - y| vx>y € K>
fiir jede Kugel K C R™ gilt. Dass die Anfangswertaufgabe

¢ =w(p),(0)=0

in dieser Situation (¢(r) := Lr) nur die triviale Losung hat, ist dann klar. O

2.5 Fortsetzung von LOsungen

In diesem Abschnitt wollen wir klidren, wann sich lokale Losungen auf groflere Intervalle
forsetzen lassen und wie weit dies moglich ist.

Satz 2.29
Sei D C R*™! offen, f : D — R" stetig und lokal L—stetig in y gleichméfig in t. Fiir
(to,y0) € D betrachte die AWA

y = f(ty),yto) = o (2.16)
i) Sind y*, y? Losungen von (2.16) im Intervall I mit ¢y € I, so gilt y'(t) = y?(t),t € 1.

ii) Es gibt ein offenes Intervall I* und eine Losung y von (2.16) in I*, so dass fiir jede
Losung z : I — R",to € I, von (2.16) gilt: I C I*,y|; = z.

Beweis:
Sei I = [a, b]; andere Fille behandelt man analog.
Wir zeigen nur y*|(,.5 = y?|to,5), analog beweist man y*|jq.t] = y?|[a,to] - Setze

t* :=sup{t € [tg,b]|y1(s) = yQ(S),to <s <t}

Annahme: t* < b.
Da y!,y? stetig sind, gilt y'(t*) = y2(¢*) =: y*. Mit Satz (2.23) erhalten wir ein t; > t*,
so dass die AWA
y =ty yt) =y
eindeutig losbar in [t*,¢1] ist. Also muss

yl(t) = y2(t) te [t*?tl]’

gelten. Dies ist im Widerspruch zur Definition von t*.
Setze

F .= {I|I Intervall,t; € I,3 Losung y’ von (2.16) in I}, I* := Ujcrl .
a) Offensichtlich ist I* wieder ein Intervall mit ¢y € I*.

B) Wegen Satz (2.23) muss [* offen sein, denn in einem Randpunkt von I*, der zu I*
gehort, kann man Losungen fortsetzen.
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v) Wir definieren y : I* — R" durch

y(t) :=vy'(t), fallst € I mit I € F.

Wegen der Eindeutigkeit von Losungen ist diese Definition sinnvoll. Fiir jedes t € [
geniigt y offensichtlich der IGL

y(t) _’yo—i-/f(s,y(s))ds.

y ist daher Lésung von (2.16) und nach Konstruktion ist I* maximal. |

I* aus Satz 2.29 heisst maximales Existenzintervall. Das maximale Existenzintervall
kann die Form
(—00,b), (a,b),(a,o0), (—00,00)

haben.

Beispiel 2.30 Wir betrachten

Differentialgleichung;: y =1+ y = y? Y =y>—-1
Anfangswerte: y(0) =0 y(0) =1 y(0) =
Losung: y(t) = tant y(t) = %—t y(t) = tanht
Maximales Existenzintervall I* : (—%, %) (—o0,1 (—00, 00)

In allen Fallen ist die rechte Seite der DGL stetig differenzierbar (also lokal L-stetig),
aber nicht L-stetigin D =1 X R. OJ

Beispiel 2.31 Betrachte die AWA

mit Losung y(t) := /2t + 1 und maximalem Existenzintervall I = (—%, 00).

Hier ist D = {(t,y) € R?|y # 0} und

1
lim (¢,y(t)) = (—5, 0) € 0D (0D Rand von D).

t_>_§

O

Aus den Beispielen 2.30 lassen sich drei verschiedene Félle fiir das Verhalten der Losung
y im maximalen Existenzintervall erkennen:
1. Die Losung existiert fiir alle ¢ > ¢.
2. Es gibt b > t( mit 11/1};|y(t)| =00
3. Es gibt b > t( mit 11}1; dist(0D, (t,y(t))) = 0; dabei ist 9D der Rand von D und dist
die Abstandsfunktion, d.h. dist (0D, z) = inf{|w — z| |w € 0D}
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Aus dem néchsten Satz kann man schlielen, dass damit schon alle moglichen Félle be-
schrieben sind.

Satz 2.32
Sei D C R"! offen, f : D — R" stetig und lokal L—stetig beziiglich y gleichméfig in
t. Sei y Losung der AWA

y = f(t,y) ,yto) = vo ((to,%0) € D),

im maximalen Existenzintervall I. Dann gilt: Keine kompakte Teilmenge von D enthélt
den Graphen {(t,y(t))|t € I} von y.

Beweis:

Sei I = (a,b) (siehe Satz 2.29).

Annahme: K C D kompakt mit {(¢,y(¢))|[t € I} C K.

Da K beschrénkt ist, gilt co < a < b < 00.

Da f stetig ist, existiert M := (%n)aéXK |f(t,y)| und fir beliebige t, T € [to, b) gilt:
Y

ly(t) —y(7)| = |/f(8’y(8))d8| < Mt —|. (2.17)

Es existiert vy := }tl/ggy(t), denn:
Ist (tn)nen eine Folge mit lim¢, = b, so ist (y(t,))ney Wegen Abschitzung (2.17) eine
Cauchyfolge, d.h. y;, := limy(t,) existiert. Ist (s, )nen ebenfalls eine Folge mit lims,, = b,
so gilt wegen (2.17) limyr(zsn) =y (limy(t,) — y(sn) =01). !
Setzt man y zu y in fglgender Weise !

s = { U0 <l

Yp ,t =b
fort, so gilt

gw—%+/}@mww¢emﬂ.

Da K abgeschlossen ist, ist (b,y,) € K, also (b,y,) € D. Nach Satz 2.23 gibt es eine
Losung der AWA

y/ = f(t7y)7y(b) = Yb

in einem Intervall [b,b+ ], > 0. Dies ist jedoch im Widerspruch zur Definition von b.
|

2.6 Diskussion eines Populationsmodells

Wir betrachten hier die AWA fiir ein Populationsmodell fiir zwei Spezies (Modell von
Volterra-Lotka):

y = (az=0b)y ,y(0)=1yo
{Z' — (e—dy)z 2(0) =z (@Ed>0).
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Aus Beispiel 3.20 wissen wir, dass lokal eindeutige Losbarkeit vorliegt. Wir erledigen
zunichst Spezialfille:

A) yo < 0 und/oder zy < 0: Uninteressant (Biologie !)
B) yo=0,20=0:Losung : y = z = 6.

C) yozg,zozg:Lésung:yzg,zzg

D) yo > 0,20 = 0: Losung : z = 0, y(t) = yo exp(—bt),t > 0.
E) y0=0,20 > 0: Losung : y = 6, 2(t) = zp exp(ct),t > 0.
In den Féllen B) bis E) existiert also stets eine Losung in [0, 00). Wir wenden uns nun

dem verbliebenen interessantesten Fall zu:

c b
Yo > 0,50 # E’Zo>0,2’07’é—
a

Sei I das maximale Losungsintervall und sei (y, z) die zugehérige (maximale) Losung.
Da I offen ist (siche Satz 2.29), ist I := I N [0,00) von der Form [0,),0 < a < oc.
Naheliegende Fragen sind:

o = 007 e Stirbt eine Spezies aus 7 e Liegt periodisches ,, Wachstum® vor ?

Wir kénnen sie vollstédndig beantworten.

Die Vorzeichenstruktur von ¢/, 2’ teilt den 1. Quadranten der y— z—Ebene in vier Sektoren
auf:

Es gilt: y(t) > 0,2(t) > 0,t € I.

Annahme:

2(1) = 0,y(t) > 0,2(t) > 0,t € [0,7);7 € I. Abbildung 2.1: “Vorzeichenstruktur im Mo-
dell

Wegen 2/(1) = 2"(1) = 0 (folgt aus den DGLen)
hat man fiir die AWA
y' = (az = by y(to) = To, 2’ = (c — dy)z , 2(to) = 0

mit §o = y(7),to = 7 zwei lokale Losungen (siehe D)). Dies ist im Widerspruch zur lokalen
Eindeutigkeit. Den Fall

y(1) =0,2(t) > 0,y(t) > 0,t €[0,7), 7€ I

diskutiert man analog.
Sei 7 € I mit y(7) # % In einer Umgebung V' = (7 — €, 7 + €) von 7 gilt dann 2/(¢) #
0,t € V. Also ist t —— 2(t) umkehrbar in V. Wir kénnen daher die Kurve

Vst — (y(t),2(t) €R

durch eine Parameterdarstellung mit dem Parameter z (- bedeutet Ableitung beziiglich
z)darstellen:

(az=bly=(c—dy)zy,y =2y, (az —b)y = (¢ — dy)zy .
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Damit folgt
(@2~ (= dy=0
a——-)—(—— =0.
z Y 4
Dies ist eine DGL mit der unabhéngigen Variablen z und der abhéngigen Variablen y. Da
sie exakt ist, erhdlt man nach (1.19) als ,, Stammfunktion®

Glzy) = j@—%ﬂ&iié—er

= a(z = 20) + d(y — yo) — In(2"y") + In(zgy;)
Es gilt: Die Losung (y, z) daher ist in I implizit gegeben durch
c b c b

Y z . Y 20
Y 2 K wobei Ky = W 219

Dies folgt aus den Voriiberlegungen, da lokal immer 2’ # 0 oder 3y’ # 0 gilt.

Die Kurve I 3¢t — (y(t),2(t)) € R? bewegt sich im 1. Quadranten. Wir wollen nun
sehen, dass sie im Uhrzeigersinn die Sektoren ILILIIT, IV, I, ... durchliuft.

Sei 0 < yo < g,g < 20 ((yo,20) € Sektor I), seien u := (azg — b) > 0,v := (¢ — dyg) > 0
und sei 7 € I maximal mit der Eigenschaft

b
mw<§4w>a¢eh:mﬁy

Da die Losungskomponenten y und z in I; monoton wachsend sind, gilt fiir ¢t € I3

d y'(t) d (1)
G0 =20 = ax(t) bz, Ginsl) = = oyl < v,
und daher
ut C vt b
yoe Sy(t) < S teh, we” 2 2(t) 2 — te

Es gilt: I = [0, 00) und die Losung wechselt in endlicher Zeit im Uhrzeigersinn von einem
Sektor zum benachbarten.

Aus (2.6) folgt, dass die Losung, wenn sie im Sektor I startet, nach endlicher Zeit in den
Sektor IT laufen muss. Dabei ist beriicksichtigt, dass das Losungsintervall so grof3 sei, dass
dieser Zeitpunkt eintritt. Analoge Betrachtungen angewendet in jedem Sektor implizieren
I =0,00).

Wir setzen: f(y) := ye ¥, g(z) := 2% %,y > 0,z > 0. Man sieht sofort, dass f und g
durch folgende Skizzen qualitativ richtig dargestellt sind:

Abbildung 2.2: Hilfsfunktionen

Wir setzen M, = f(

2lo
N—
=
I
Q
—
SISs
N—
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Es gilt: Die Kurve I > ¢

(y(t), z(t)) ist geschlossen.

Wir wissen, dass die Kurve I 5t ——
(y(t), z(t)) € R? auf der Kurve liegt,
die durch (2.18) dargestellt wird. Wir
zeigen, dass die Kurve, die impliziert durch (2.18) beschrieben wird, geschlossen ist:
Ko > M,M, : Kein (y, 2) € R? erfiillt (2.18).

Ko=M,M, : (y,2) = (%, g) ist die eindeutige Losung von (2.18).

Ko < MyM,, d.h. Ky = kM, mit k € (0, M,). Die Skizzen in Abbildung 2.2 zeigen:

Abbildung 2.3: Eine Losung im Populationsmodell

Flyn) = Fly2) = rmit gy < 5 <y, 9(2) = KM.F(y)"!

hat keine Losung fiir y < y1,y > v, genau eine Losung fiir y = 41,y = y2, genau zwei
Losungen fiir y € (y1,y2); die Losungen héngen stetig von y ab.

Den bisher dargestellten Sachverhalt haben wir in Abbildung 2.3 festgehalten. Weiterhin
haben wir:

Es gilt: Es gibt (T" > 0 Periode T') mit

y(t+T)=y(t),2(t+T) = z2(t),t € [0,00).



Kapitel 3

Abhangigkeit von Anfangswerten
und Parametern

Wir wollen hier Resultate bereitstellen, die es uns ermoglichen, auch die dritte Forderung
fiir ein sachgemiBes (korrekt) gestelltes Problem (siehe Abschnitt 2.1) zu diskutieren.

3.1 Das Lemma von Gronwall

Beispiel 3.1 Die AWA
y' =0by,y(0) =a
hat die Losung y(t) := ae®,t € R. ,,Storen” wir die AWA zu

y =by,y0)=a+e
so erhalten wir die Losung y.(t) := (a + €)y”,t € R, und damit
[ye(t) —y(t)] = lele”, t € R.

Die Storung pflanzt sich also exponentiell fort. Auf jedem kompakten Intervall konvergiert
ye fiir e — 0 gleichméfig gegen y. O

In diesem Abschnitt wollen wir ein Hilfsmittel bereitstellen, das uns die Abschétzung von
Storungen in den Anfangswerten in den Losungen fiir bestimmte rechte Seiten ermoglicht.
Dies ordnet sich einem allgemeinen Problem unter:

Aus Ungleichung fiir die Daten (Anfangswerte) soll auf Ungleichungen fiir die
Losung geschlossen werden.

Die Abschétzungen nehmen wir an der einer AWA zugeordneten IGL vor.

Lemma 3.2
Sei I := [to, t1], seien a,b,x,w : I — R stetig und sei b(t) > 0 fiir alle t € I. Dann folgt

aus
t t

z(t) < a(t) + /b(s)x(s)ds, w(t) = al(t) + /b(s)w(s)ds el
die Abschétzung O O
z(t) <w(t),tel.

38
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Beweis:
Setze t* := sup{7 € I|z(t) < w(t) fiir alle t € [to,7)}. Da b(t) > 0 und z(t) < w(t),t €
[to, t*) gilt, folgt

z(t*) < a(t*) + /b(s)x(s)ds <a(t) + /b(s)w(s)ds = w(t").

Annahme: t* < t;.
Da z : I — R stetig und z(t*) < w(t*) ist, gibt es 6 > 0, so dass z(t) < w(t),t €
[t*,t* 4 ¢) . Dies ist im Widerspruch zur Definition von ¢*. |

Satz 3.3
Sei I := [to, t1], seien a, b,z : I — R stetig, sei b(t) > 0,t € I, und es gelte

t

z(t) < a(t) + /b(s)x(s)ds, tel.

Dann gilt:
2(t) < a(t) + / a(5)b(s) exp(B(t) — B(s))ds mit B(t) = / bs)ds,te . (3.1)
Beweis:

Sei € > 0. Setze a.(t) := a(t) + ¢€,t € I. Dann gilt nach Voraussetzung

t

z(t) < ae(t) + /b(s)x(s)ds,t el

to

t

Setze we(t) := ac(t) + [ ac(s)b(s)exp(B(t) — B(s))ds,t € I. Es gilt:

% ac(s)b(s)exp(B(t) — B(s))ds = b(t) /ae(s)b(s) exp(B(t) — B(s))ds + a.(t)b(t)
= b(t)w(t) = %/b(s)we(s)ds, tel.

Daraus folgt
t

we(t) = ac(t) + /b(s)we(s)ds, tel.

to
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Nun folgt mit Lemma 3.2

t

we(t) = ac(t) —i—/ae(s)b(s) exp(B(t) — B(s))ds

to
t

= a(t)+ /a(s)b(s) exp(B(t) — B(s))ds

to
t

+e(1 + /b(s) exp(B(t) — B(s))ds, t € I.

Da z(t) < we(t) fiir alle t € I ist, folgt die Behauptung des Satz durch Grenziibergang
e — 0. |

Folgerung 3.4
Sei I := [to, t1], sei ¢ € R, seien b,x : I — R stetig und sei b(t) > 0,t € I . Es gelte

z(t) <c+ /b(s)x(s)ds, tel.

to

Dann gilt
¢

2(t) < cexp(B(t)) mit B(t) i /b(s)ds, tel.
to
Beweis:
Aus Satz 3.3 folgt:

t

z(t) le c—i—/cb(s)exp(B(t)—B(s))ds

= {1+ exp(B(1) [ b(s)expl~B(s))ds

= c(1+exp(B(t))(—exp(=B(s))[;,)

= ¢(1 —exp(B(t)) exp(—B(t)) + exp(B(t)) exp(—B(ty)))
= cexp(B(t)),t el

Satz 3.3 oder Folgerung 3.4 oder Varianten davon werden als Lemma von GRONWALL
bezeichnet.! Hier ist ein eigenstiindig bewiesener Spezialfall:

!Folgerung 3.4 mit b = const wurde von Gronwall 1918 bewiesen.



Baumeister: Differentialgleichungen / Stand: 25. Oktober 1999 41

Lemma 3.5 (Lemma von Gronwall)
Sei x : [0,a] — R stetig, und es gelte

o) < e+ / b(s)z(s)ds , t € [0, a], (3.2)

wobei ¢ € R und b stetig und nichtnegativ ist. Dann ist

t

z(t) < cexp(/ b(s)ds), t €[0,a]. (3.3)

Beweis:
Sei € > 0 und sei ¥ : [0,a] — R definiert durch

t

P(t) == (c+e€) exp(/ b(s)ds), , t €[0,a],

0
was bedeutet, dafl ¢ die AWA o' = b(t)y, ¥(0) = ¢ + € 16st; also

t

Y({t)=c+e+ /b(s)w(s)ds, t€[0,a].

0

Es gilt z(0) < ¢(0).
Annahme: Jty € [0, a] mit x(tg) = ¥(ty), x(t) < ¥(t) fiir alle t € [0, o) .

to 0
Dann ist z(tg) < ¢+ [b(s)¢(s)ds < ¢+ e+ [b(s)Y(s)ds = (to), was ein Widerspruch
0 0

ist.
Also gilt z(t) < ¢(t) fur alle ¢t € [0,a]. Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. W

3.2 Stetige Abhingigkeit von den Anfangswerten

Satz 3.6
SeiD C R*™, f: D — R"stetig und L-stetig bzgl. y gleichméfBig in t mit L-Konstante
L. Seieny,z: 1 — R", I := [to,t1], Losungen von

y' = f(t,y) mit y(to) = yo bzw. z(to) = 20 ((to, Y0), (to, 20) € D).

Dann gilt:
[y(t) = 2(8)] < lyo — zo[e™ )t € L.
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Beweis:
Unter Verwendung der IGL, die der DGL ' = f(t,y) zugeordnet ist, folgt fiir t € [

t

ly(t) =2 = lvo —Zo+/(f(8’y(8)) — f(s,2(s)))ds]

to

< oozl + [ 1f(s.3(5) ~ 5, 2(5))lds

t
< oozl + L [ lu(s) ~ 2(s)lds.
to

Anwendung von Folgerung 3.4 mit x(t) := |y(t) — 2(¢)|,b(t) := L,t € I, und ¢ := |yo — 20|
liefert die Behauptung. |

Der Satz 3.6 zeigt, dass stetige Abhingigkeit von den Anfangswerten vorliegt.

Beispiel 3.7

y Losung von ¢ =by ,y(0)=a

ye Losung von ¢ =by ,y(0) =a+e€ein I =10,

Satz 3.6 liefert
ly(t) — ye(t)| < |elexp(bt) ,t € I,

und wir sehen im Vergleich mit Beispiel 3.1, dafl Satz 3.6 eine ziemlich scharfe Aussage
macht. 0

3.3 Stetige Abhingigkeit von Parametern

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Fragestellung, wie es um die Abhéngigkeit der
Losung von Verdnderungen in der rechten Seite der DGL steht. Wir beschreiben solche
Verdnderungen parametrisch.

Beispiel 3.8 Betrachte das Populationsmodell

y' = (a—by)y,y(0) =yo (a>0,b>0).
Die zugehorige IGL lautet:

t

y(t) = yo + / (a— by(s))y(s)ds t € I.

to

Fasst man den Term —by? als Stérterm auf, so hat man also die Losung von

t

y(t) = yo + / ay(s)ds t € I,

to
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mit der Losung von
t

Mﬂ—ym+/w—ﬁM$w@M&t€L

zu vergleichen. 0

Wir betrachten nun zum Studium der anstehenden Fragen eine hinreichend allgemeine
Anfangswertaufgabe:

Y = f(t,y; k), y(te) = g(k); (3.4)
dabei sind »
DCR,KCR,f:DxK — R,g: K — R

Die Menge K heisst Parametermenge.
Fiir jedes k € K konnen wir (4.1) wieder in eine DGL umschreiben

Mﬂ—ﬂ@+/f@wﬁmwa (3.5)

deren Losung in C'(I;R") fiir ein geeignetes Intervall liegen soll.

Satz 3.9

Sei K C R™ kompakt, D = I xR", I = [ty,to+al,g: K — R"stetig, f : DxK — R"
stetig und L—stetig bzgl. y gleichméfig in t, k. Dann gibt es genau ein x € C(I x K,R")
mit

z(t; k) = g(k) + /f(s,x(s; K);k)ds ,t € I,k € K.

Beweis::
Wir schlieflen wie zu Satz 2.26 mit dem Fixpunktsatz 2.12. Dazu wéhlen wir:

U:=X:=C( x K,R");

||u]] = ( n)rla}XKe_QLﬂu(t; k)|, wobei L Lipschitzkonstante von f ist;
t,k)elx

(Tz)(t; k) == g(k) —i—jf(s,x(s; K);k)ds, (t,k) € I x K .

to

Es gilt T: X — X . Wir iiberpriifen die L-Stetigkeit von T". Aus
t
(Tu)(t; k) = (To)(t; k)| = I/(f(s,U(S; k); k) — f(s,v(s;k); K))ds|
to
t

< L/e‘2L8|u(s; k) —v(s; k)|e*ds

to

1 1
< Ljfu—vllgze®™ = e |
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schlieBen wir || T'(u) — T'(v)|| < 3]lu — v||. Die Behauptung des Satzes folgt nun durch
Anwendung von Satz 2.12. |

Auf die Frage, ob die Anfangswertaufgaben sachgerecht gestellt sind, konnen wir nun eine
Antwort geben:

Folgerung 3.10
Seien die Voraussetzungen von Satz 3.9 erfiillt. Dann hingen die eindeutig bestimmten
Losungen y(-; K);: [to, to +a] — R"™ von

Y = f(t,y;5) ,w0(to) = g(k)

stetig von k ab, d.h.
lim y(¢; ) = y(t; k) gleichméBig in I .
U—K

Beweis:
Nach Satz 3.9 existiert eine eindeutige Losung y € C(I x K) der IGL

y(t ) = () + / F(s,y(s;R);m)ds te Tk e K |

to

und fiir jedes (feste) k € K ist y(-; k) wegen Lemma 2.6 eine eindeutig bestimmte Losung
der AWA

y' = f(t,y;5) y(to) = g(k).
Da I x K kompakt ist, ist y : I x K — R" gleichméfig stetig. Also

Ve> 036 >0(|(s,v) — (t, k)| <0 = |y(s;v) —y(t; k)| <€)
und daher insbesondere

Ve>030>0(lv — k| <d = |y(t;v) —y(t; k)| < efurallet € I).

3.4 Differenzierbare Abhingigkeit

Wir beziehen uns wieder auf die Aufgabenstellung (3.4), beschranken uns aber auf m = 1,
d.h. R ist Parameterraum.

Sei y(+; k) ,k € K, die Losungsschar der AWA (3.4). Fiir jeden Zeitpunkt ¢ wollen wir
nach der Existenz von
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fragen. Nehmen wir an, dass z(t;k) fiir jedes ¢t € I existiert und setzen wir u :=
2(+;k),v :=y(+; k), so erhalten wir in formaler Rechnung:

ulto) = it m) = o)

0 0 0
() = Fo(tR) = 55 y(tin)
0 0
= &ay(@/ﬁ)
0 0 0
= o f R R ZL 6w + S et m)in)
o7

of
- 8_y(t’ y(ta K)a H)U(t) + &(t’ y(ta K)a FL)
Dies legt nahe, dass z(+; k) Losung der AWA

7 = g—g(t,y(t; K); k) + %(t,y(t; K); k), 2(to) = g'(K) (3.6)

ist. Die DGL in (3.6) heifit Variations- oder Sensitivitidtsgleichung. In deren rechten
Seite geht die Losung y(-; k) der AWA (3.4) bei festem x € K ein. Man kann (3.4) und
(3.6) zu einem System zusammenfassen:

£ty ) y(to) = g(x) .
f—f< W)+ It yin) L 2(t0) = g(r) (37)

Aus den obigen Rechnungen ist schon ersichtlich, dass eine Rechtfertigung dafiir, dass fiir
die Losungsschar (y(-;k),2(-;k)) ,x € K , die Gleichheit

Jy (-
ok’
gilt, nicht allzu einfach sein kann. Wir wollen dies hier gar nicht versuchen, ein Hinweis
auf den Hauptgedanken sei jedoch gegeben: Man wendet wieder einen Fixpunktsatz vom

Kontraktionstyp in C(I x K;R") x C(I x K;R") an. Die Fixpunktiteration wird dabei
so durchgefiihrt, dass auf jeder Iterationstufe n € N

FL) = Z('; 5)75 €K,

Oyn,
_(.’ ) = Zn('; )
gilt. Das beweisbare Resultat lautet:?

Satz 3.11

Sei K C R kompakt, D = I x R",I = [to,to +a],9g: K — R",f:DxK — R"
stetig differenzierbar, f zweimal stetig differenzierbar, L—stetig bzgl. y gleichméfBig in
t, k. Dann hat die AWA

Yy = flt,y;k), y(to) = g(k)

d = Zﬁ;“ viR)z 4 9Lty m), (1) = ¢/ ()

2Siehe: Walter,W., Gewthnliche Differentialgleichungen, Springer-Verlag,1978
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eine eindeutige Losung (y,z) € C(I x K;R") x C(I x K;R™). Ferner existiert %(t; K)
fiir jedes (t; k) € I x K und es gilt

%(t; k)= z(t;k),(t,k) € I x K.

Beispiel 3.12 Wir betrachten ein Beispiel aus der Parameterschitzung. Wir gehen aus
von

y = (a—by)y,y(0) = yo. (3.8)

Die Konstante a sei bekannt, b soll geschitzt werden, Dazu beobachtet man die Population
in einem Zeitraum [0, 7] und erhélt als Ergebnis eine Funktion m € C[0, 7|. Die Aufgabe
lautet nun:

Finde b € [0, B], so dass ~
E(b) = min E(b),

b€[0,B]
T
wobei E(b) := %f ly(t; ) — m(t)|2dt, y(-; b) Losung von (3.8) und B > 0 ist.
0

Zur Losung dieses Optimierungsproblems: Da E : [0, B] — R stetig ist (Anwendung
von Folgerung 3.10, besitzt es eine Losung b. E' ist in b differenzierbar wegen Satz 3.11.
Gilt b € (0, B), so folgt : E'(b) =0.
Berechnung mit dem , Gradientenverfahren“, welches auf
E'b)=0 = b=0b— E'(b)

basiert. Iteration:

bo € [0, B], byt = by — E'(by).
Die Berechnung von E'(b) b € [0, B], kann iiber das System

y = (a—"by)y,y(0) =1yo
Z = (a—2by)z—y?2(0)=0

erfolgen. Man hat damit:

E'(b) = / (y(t) — m(t))=(t)dt .



Kapitel 4

Lineare Systeme

Wir stellen die Resultate bereit, die wir fiir die Diskussion linearer Systeme bend&tigen.
Spater werden wir, wenn wir lineare Systeme als Approximationen fiir nichtlineare Sy-
steme nutzen, intensiv darauf zuriickgreifen. Das Hilfsmittel “Laplace—Transformation*
gestattet eine Algebraisierung der linearen Systeme.

4.1 Das Exponential einer Matrix

Wenn wir eine skalare Differentialgleichung

7 =az

mit einem Skalar @ € R oder a € C betrachten, haben wir die allgemeine Losung gegeben
durch
2(t) = zpe™ ,t € R (20 Konstante).

Dies wollen nun auf den Fall iibertragen, daf fiir a eine reelle Matrix steht.

Bezeichnungen und Vereinbarungen:
In R™ bzw. C" sei || . || irgendeine Norm; spezielle Normen sind die p-Normen

I-llp1<p <oo,

die so erklart sind:

2]lp == { i lalP)P 1< p< oo

maXlS,LSn|Z,L| 7p:OO 722(21,...’,2”).

Wir verwenden die unterschiedlichen Normen in R”™ bzw. C" je nach Praktibilitét.
Da R™™ bzw. C™™ mit dem Raum R™™ bzw. C™" identifiziert werden kann, haben wir

'Wir wissen, daf in einem endlichdimensionalen Raum alle Normen #quivalent sind. Ein Beweis dazu:
Sei 2 = (21,...,2,). Wir haben mit der kanonischen Basis e!, ... e":
n

o 3 ) callh, wobe e, = ma '
1=
Da die Norm || . || bzgl. der Norm || . ||; stetig ist, ist
ey = inf{[z | flz]l =1}

all

positiv. Daraus folgt sofort co~![|z||; < ||z||. Damit ist die Aquivalenz der Normen klar.

47
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schon Normen in R™™ bzw. C™™ . Ein Konstruktionsprinzip fiir Normen in R™™ bzw.
C™™ ist das der Funktionalanalysis: Fiir A € R™™ bzw. A € C™™ ist

| A := max{||Az||]| ||z]ls < 1}, wobei ||.||a,] - ||» zwei Normen R bzw. C sind,

die Operatornorm. Die Raume R", C", R™™,C™™ sind, wie man zeigt, vollstdndige
normierte Rdume, egal welche Norm nun gerade verwendet wird, und wir kénnen von
Konvergenz von Folgen, Cauchyfolgen,. .. reden.

Definition 4.1
Sei A € C™". Das Exponential e von A ist durch die Reihe erklirt:

k!
=0
O

Man beachte, dafl die Reihe in der Definition 4.1 fiir jedes A € C™" wegen

=1

lef <> HHAH’“ < el

=0

konvergent ist. Dabei haben wir folgende Vereinbarung unterstellt: Die Norm || . || auf

C™" ist stets eine Matrixnorm, d.h. sie hat die Eigenschaft

IABJ|| < || A|l ||B]| fiix alle A,B € ¢ .

Dies trifft zum Beispiel stets fiir eine als Operatornorm konstruierte Norm zu.
Weiterhin vereinbaren wir, daf§ die Matrixnorm mit der in R™ bzw. C" gewihlten Norm
vertraglich ist, d.h. dafl

n

|Az| < ||Al||z| fiir alle z € R bzw. C

gilt. Es gilt — der Beweis ist vollig trivial —, daf§ die Operatornorm stets mit der bei der
Definition in R"™ bzw. C" verwendeten Norm vertréglich ist.

Beispiel 4.2 Die Norm

1<j<n £

B == max >~ |b]
=1

heifit Zeilensummennorm. Sie ist in Tat eine Matrixnorm und mit der Maximumnorm
| - |oo vertréglich. O

Fiir das Exponential gelten nun die folgenden Rechenregeln:?

e® = I; (4.1)
eTB = efeP falls AB = BA; (4.2)
eM = M fir alle A € C; (4.3)

e = (eM7? (4.4)
eMAM™ — AeAM~'| falls M invertierbar ist. (4.5)

2Mit ©, I bezeichnen wir die Null- bzw. Einheitsmatrix
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Zu (4.2):
m m m 2m m
1 1 1 i 1 K\ ok
Z—‘ Zk— :ZE(AJFB) + o > (Z>AB,
k=0 k=0 k=0 k=m+1 " l=k-m
also
2m 1 m k 2m 1 i
5 X ()ass X g0+
k=m+1 I=k—m k=m+1
Zu (4.5):
i l(M—lAM)’f — M‘l(i lA’f)M
k! B k! '
k=0 k=0
4.2 Autonome Systeme
Wir betrachten mit A € R™" das lineare System
7= Az (4.6)

Aus
h_l(e(t+h)A . etA) _ etAh—l(ehA . I)

lesen wir ab, dal die Abbildung
Rt ehe R
differenzierbar ist; die Ableitung ist
RSt Aed =4 e R (4.7)

Satz 4.3
Die Anfangswertaufgabe

Z=Az, 2(0) = 2o (4.8)

hat die eindeutige Losung
Rot— ez eR

Beweis:

Sicherlich ist ¢ — ez wegen (4.7) eine Losung. Die Eindeutigkeit folgt so: Ist ¢
v(t) irgendeine Léjsung, so verschwindet die Ableitung von w(t) := e *v(t); also ist w
konstant, d.h. v(t) = e*w(0). Wegen v(0) = 2 ist w(0) = 2. |

Bemerkung 4.4
Wir hétten uns im Beweis von Satz 4.3 auch auf einen Satz vom Typ Picard-Lindeloff
berufen konnen; siehe Satz 4.9. O

Folgerung 4.5
Die Spalten der Matrix Z(t) := e' stellen n linear unabhéingige Losungen des Differenti-
algleichungssystems (4.6) dar.
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Beweis:

Fiir jedes zp € R" ist t — Z(t)zy eine Losung von (4.6) mit Anfangswert zp; die Wahl
2o = €' zeigt, dafl die Spalten von Z(t) Losungen sind. Die lineare Unabhéingigkeit (im
Raum der stetigen Funktionen in R) folgt aus der Tatsache, dafi die Einheitsvektoren

el,...,e" linear unabhingig sind. |

Die Matrix(—Funktion)

Da(t,to) =Tt ty €R
nennen wir die Ubergangsmatrix, denn sie beschreibt den Ubergang von Zustand z
zur Zeit ty zum Zustand z(t) zur Zeit ¢ entlang der Dynamik des Systems (4.6); beachte,

daf3
t— (I)A(t, t())Z()

Losung der Anfangswertaufgabe
2'=Az ;| 2(ty) = 2o

ist.

Es bleibt die Aufgabe, !4 auszurechnen. Aus der Linearen Algebra wissen wir, daf8 jede
Matrix auf eine Normalform, die sogenannte Jordansche Normalform transformiert
werden kann. Wichtig ist dabei, da8 es sich um eine Ahnlichkeitstransformation handelt.
Das Resultat der Jordanschen Normalform ist:

Es gibt eine invertierbare Matrix M € C™" und Matrizen Ji,... , Jp, so da§
damit gilt:3

A=MJIM™ | J = diag(J,...,J,), Ji=AI+N; ,1<i<p,

0 1 0
N, = R 1<i<np.
o
0 0
Wegen
etA _ MetM_ AMM—l _ MetJM—l _ Mdz'ag(et‘]l,. . ’etJP)M_l
und

etJi — et(>\il+Ni) — et}xietNi

geniigt es eV |1 <4 < p, auszurechnen. Jedes NN; ist aber eine nilpotente Matrix (Nik =0
fiir ein k); die Exponentialreihe fiir N; bricht also ab.
Beachte, e* ist wieder reell, wenn wir mit A € R™" starten.

Beispiel 4.6 Sei A = ( _01 (1) ) . Wir rechnen mit der Reihe. Es gilt:
o _ (D" 0 k1 _ [0 (=1
A ( 0 (1) A = (= 0 ,keEN.
J1 0

3diag(Jr, ..., Jp) = .
0 J,
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Also
2k—1

SV SR oy

t2k—1

Zﬁl(—l)km Z/Zio(—l)km

‘A cost sint
et = .
—sint cost

Nun rechnen wir e4? iiber die Jordansche Normalform aus. Die Eigenwerte von A sind
+i, die zugehorigen Eigenvektoren sind (—i,1), (+4,1). Daraus berechnet sich die Trans-

formationsmatrix M aus o
-1 _ -7 1
M= ( A ) |
Wir erhalten daher
—1 - 'l 0 tM_lAM o eit 0
MAM(O—i)’e (0 e—it>’

oA P fetMTAM p -1 ( cost sint ) .

und dies zeigt

also

—sint cost
Daraus lesen wir nun zwei linear unabhéngige Losungen von 2/ = Az ab.

Satz 4.7
Sei A € R™". Dann gibt es zu jedem € > 0 eine Konstante ¢ = c(¢, A), so dafi mit

v := max{Re(\) | \ Eigenwert von A}
gilt:
4] < cel*9t fiir allet > 0.

Beweis:
Wir arbeiten mit der Jordanschen Normalform (siehe oben) und wéhlen etwa als Ma-
trixnorm die Zeilensummennorm.

tAH2 _ HMetM_lAMM_lHQ < CQHet‘M_lAMH2 _ CQHetJH2

p p p
< AN =DM < e Y e
=1 =1 =1

Die Konstante c ist in jeder Zeile jeweils neu angepaBt.) Da jeder Ausdruck ||e!™i|| nur
J J g J

polynomial in ¢ ist, lassen sich alle diese Ausdriicke durch ée*® mit einer geeigneten Kon-

stante ¢ abschétzen. [ ]

le

Abschlieflend halten wir noch die Losungsdarstellung fiir eine inhomogene Anfangswert-
aufgabenstellung fest. Betrachte

2 =Az+ f(t), z(to) = 20 (4.9)
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mit A € R™" und* f € Li([to, t1]; R™) . Als Losung von (4.9) akzeptieren wir eine Losung
z € C([to, t1]; R™) der Integralgleichung

2(t) = 20 + /tt(AZ(S) + f(s))ds ,t € [to, t1] (4.10)

Satz 4.8
Die Anfangswertaufgabe (4.9) besitzt genau eine Lésung. Sie hat die Darstellung

t
2(t) = etz 4 / DAL (s)ds |t € [to, t1], (4.11)
to

Beweis:

Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, dafl eine homogene Anfangswertaufgabe (f = 0)
fiir zp = 0 nur die triviale Losung besitzt. Aus der Darstellung (4.11) folgt offenbar sofort,
daf} eine Losung vorliegt. |

4.3 Der vollstindige Uberblick im ebenen Fall

Wir betrachten nun ein lineares autonomes System der Ordnung zwei. Hier konnen wir das
Losungsverhalten dank der Tatsache, dafl wir die Eigenwertsituation einer 2 x 2-Matrix
iiberschauen, qualitativ vollstdndig charakterisieren.

4.4 Nichtautonome Systeme
Wir betrachten zunéchst ein homogenes System:
2 =At)z . (4.12)

Satz 4.9
Sei A € C([tg,t1]; R™"). Dann hat die Anfangswertaufgabe

2 =A(t)z , z(ty) = 20 (4.13)

genau eine Lésung z € C*([to, t1]; R™).

Beweis:
Notwendig fiir die Losbarkeit der Aufgabe ist offenbar, daf§ die Integralgleichung

z(t) = (T2)(t) == 2o —i—/t A(s)z(s)ds ,t € [to, 1] (4.14)

eine Losung z € X := C([t, t1]; R") besitzt.
Wir normieren X mit der zur iiblichen Norm &quivalenten Norm

]| = max{|z(t)|e ") | £ € [to, 1]} 5

4Mit Ly([to,t1];R™),1 < p < 00, € N, bezeichnen wir den Raum aller Funktionen, die p-Lebesgue—
integrabel auf [to, t;] mit Werten in R™ sind. Offenbar ist C([to, t1]; R™) C L1 ([to, t1]; R™) .
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der Parameter r wird noch passend gewé#hlt werden. Wir rechnen nach, dal F' auf X
Lipschitzstetig ist. Fiir z,2z € X und ¢ € [to, t;] haben wir:

T2(t) = Tx(t)] = |/ A(s)(2(s) — 2(s))ds|

IN

[ 1A 16) - a(o)a

IN

o) [ e L) afsas

t
< c(A)Hz—xH/ ers=to) s

< c(A)rterts to) |z — z||
wobei ¢(A) = max{||A(t)]| | t € [to,t1]} ist. Wahlt man nun
r > 2c(A),

so erhilt man

1
|1Tz =Tzl < llz 2]

Dies bedeutet nun, da F' auf dem vollstdndigen Raum X eine Kontraktion ist. Nach dem
Banachschen Fixpunktsatz hat F' einen Fixpunkt z € C([to,t1]; R™). Aus der Definition
von F und der Fixpunkteigenschaft folgt, dafi z sogar in C*([to,#1]; R") liegt und eine
Losung von (4.13) ist. Die Eindeutigkeit haben wir damit schon mitbewiesen. |

Bemerkung 4.10

Es ist aus dem Beweis zu Satz 4.9 ersichtlich, daf§ die Voraussetzung “A € C([to, t1]; R™)“

auf Kosten des Losungsbegriffs abgeschwicht werden kann zu “A € Ly ([to, t1]; R™)“. Dies

deutlich zu machen, haben wir den Beweis zu Satz 4.9 so angefithrt. Wir hdtten uns unter

der Voraussetzung “A € C([to, t1]; R™)* ja sofort auf den Existenz— und Eindeutigkeitssatz

2.26 berufen konnen, denn (¢,y) —— A(t)y ist sicherlich L—stetig in y gleichméfig in ¢ .
|

Bemerkung 4.11

Das Existenz— und Eindeutigkeitsresultat des letzten Satzes hétten wir auch auf die Idee
des “Einfrierens® der Zeit stiitzen kénnen. Dazu schreibt man die Aufgabe mit dem Ziel,
“in die Ndhe“ eines inhomogenen autonomen Systems zu kommen, um:

2 = Alto)z + (A1) = Alto) , 2(to) =

Fiir jedes z € C([to, t1]; R™) ist t — (A(t) — A(to))z(t) sicherlich L;—integrierbar. Also ist
nach Satz 4.8 die Losung als Losung der Integralgleichung

t
2(t) = (Fz)(t) 1= el 0)Al0) 5 4 / eI (A(s) — A(to))z(s)ds ,t € [to,t1]  (4.15)
to
zu suchen. Wir normieren (siehe oben) X := C([to,?1]; R") mit der zur tiblichen Norm
dquivalenten Norm
]l == max{|z(t)]e """ | £ € [to, ]} ;
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der Parameter r wird noch passend gewahlt werden. Wir rechnen nach, daf§ F auf X
Lipschitzstetig ist. Fiir z,2 € X und ¢ € [to, t1] haben wir:

|F2(t) — Fa(t)] —|Z6“W“WM@%wﬂmﬂdﬂ—ﬂ$Mﬂ

IN

1HJ“WNWMM@%<M%WV@%—M$WS

IN

t
c(A)/ e Tl er(s710) | 5 (5) — x(s)|ds

o(4)

< ez — g

wobei c(A) = max{|| A(t) — A(to)|| et~ IACI | ¢ € [ty,¢,]} ist. Wihlt man nun 7 > 2C(A)
so erhdlt man

1
|Fz = Fz|| = 5=~z

Nun vollendet man wie oben. [l

Bemerkung 4.12

Ohne den Trick, den Raum X := C([to, t1]; R™) mit einer zur {iblichen Norm &quivalenten
Norm zu normieren, erhielte man unter den Voraussetzungen des Satzes 4.9 nur eine
Losung z in einen Intervall [to, 7] mit einem 7, dafl von A abhéngt, und es ist nicht
sichergestellt, dal 7 = t; erreicht werden kann. Diesen Mangel kann man beheben durch
Fortsetzen dieser lokalen Losung; man erreicht so auch wieder eine globale Lésung. W

Satz 4.13
Sei A € C([to,t1]; R™"). Dann ist der Losungsraum des Systems

2= A(t)z (4.16)

ein n—dimensionaler Teilraum von C'([to, t1]; R")

Beweis:

Wihlt man in (4.13) 29 = €', erhélt man eine Losung z°. Auf diese Weise erhélt man
n Losungen z!,..., 2" Diese Losungen sind linear unabhingig, da die Einheitsvektoren
el,...,e" linear unabhingig sind.

Seien y!,... ,y"™ Losungen. Dann sind y'(tg),...,y" ! (¢o) linear unabhingig in R".
Also gibt es ag, ... ,q,11 € R mit

n+1 n+1

ZC\{Z‘Q 7£ 0 s Zazyz(tg) =0.
i=1 i=1

Aus der Eindeutigkeit der Losung der Anfangswertaufgabe 2’ = A(t)z, z(ty) = 0 folgt
n+1 )

damit > a;y° = 6, also die lineare Abhiingigkeit von ¢!, ... y™™! in C([to, t1] R"). |
i=1
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Definition 4.14
Sei A € C([to, t1]; R™"). Dann heiit eine Basis 2!, ... | 2™ des Losungsraums des Systems

2= A(t)z (4.17)
ein Fundamentalsystem. Die zugehorige Matrix
Z(t) = (Z1(t)]...12"(t)) ,t € [to, 1],

heifit eine Fundamentalmatrix. O

Beachte, dal die Aussage von Satz 4.13 natiirlich auch im autonomen Fall gilt. Dort
hatten wir nur festgehalten, dafl die Spalten des Exponentials einer Matrix A n linear
unabhéngige Losungen von 2z’ = Az darstellen. Nun wissen wir, dafl sie sogar eine Basis
des Losungsraumes darstellen.

Beispiel 4.15 Betrachte das System

1 1
)0 %)
! 1 1
Yo 5 o7

Eine Fundamentalmatrix ist gegeben durch

1 1
Z(t):—( t 1152>,te[1,2],

wie man sofort bestétigt. O

Hat man eine Fundamentalmatrix Z von (4.17), so kann man (in naheliegender Interpre-
tation) schreiben:

Z'=At)Z . (4.18)
Wiederum aus Eindeutigkeitsgriinden gilt:
det Z(t) # 0 fur alle t € [to, 1] .
Damit ist klar, daf§ die eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe
Z=At)z , z(s) = 2 (4.19)
fiir jedes s € [to, 1] gegeben ist durch
2(t) = Z(t)Z(s) 2y , t € [to, t1].
Aus Eindeutigkeitsgriinden ist die Matrixfunktion
[to, 1] % [to,t1] D (¢, 8) = Z(t)Z(s)™ € R

nicht von der Wahl der Fundamentalmatrix Z abhéngt, denn eine Fundamentalmatrix
unterscheidet sich von einer anderen nur durch eine regulidre konstante Matrix . Dies
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folgt in folgender Weise: }
Seien Z und Z Fundamentalmatrizen. Dann gibt es C' € R™", det(C) # 0, mit Z(to) =
Z(to)C'. Setze Y (t) := Z(t)C'. Dann gilt mit (4.18)

Y'(t) = Z'(t)C =A({t)Z(t)C = A@})Y (¢),
Y(t)) = Z(t)C = Z(ty),
und aus Eindeutigkeitsgriinden
Y(t) = Z(t), dh. Z(t)C = Z(t), t € [to,t1].
Es ist daher folgende Definition sinnvoll:

Definition 4.16
Ist Z eine Fundamentalmatrix von (4.17), dann heifit die Matrixfunktion

n,n

[to, t1] X [to, t1] D (t,5) — ®a(t,s):=Z(t)Z(s) € R
Ubergangsmatrix des Systems (4.17). O
Wir halten folgende Rechenregeln fest:

Dy(t,t) = I (4.20)
Da(t,s)™h = Du(s,t) (4.21)
Dy(t,s) = Pa(t,r)Pa(r,s) fir allet,s,r € [to,t1]; (4.22)
0P
8—;‘(15, s) = A@)®a(t,s) fiir alle ¢ € [to,t1] und s € [to, t1] . (4.23)
Die Eigenschaft (4.22) heisst aus naheliegenden Griinden Halbgruppeneigenschaft.
Wir betrachten nun eine inhomogene Anfangswertaufgabe:
2 =A(t)z+ f(t), 2(to) = z0. (4.24)

Hierbei sei A € C([to, t1];R"), f € Li([to, t1]; R™). Als Losung akkzeptieren wir ein z €
C([to, t1]; R™), das die Integralgleichung

2(t) = 2o —i—/t (A(s)z(s) + f(s))ds ,t € [to, t1],

16st.

Satz 4.17
Sei A € C([to,t1];R™), f € L1([to, t1];R™), 20 € R™. Dann hat die Anfangswertaufgabe

2 =At)z+ f(t) ,z(to) = 20 (4.25)

eine eindeutig bestimmte Ldsung; sie ist gegeben durch

2(t) = Dal(t, to)zo + /t D(t,s)f(s)ds ,t € [to, t1]. (4.26)

to
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Beweis:
Man verifiziert dies mit den Rechenregeln fiir @ 4. |

Man findet die Losungsformel (4.26) nach der Methode Variation der Konstanten. Sei
dazu Z eine Fundamentalmatrix zu (4.25). Mit dem Ansatz

2(t) = Z()e(t)

— beachte, dafl hier eine konstante Funktion ¢ nur zu einer Losung der homogenen Glei-
chung fithren kann, da in Z die Spalten Losungen der homogenen Aufgabe stehen — ergibt
sich als Bestimmungsgleichung fiir ¢

d(t)=Z(t)"f(t),

t

c(t) =co+ /Z(s)_lf(s) ds.

Einsetzen in den Ansatz ergibt unter Beachtung von z(ty) = zo die Formel (4.26).

Beispiel 4.18 Betrachte

v\ _ (-1 1 v sin(t) _ _
Eine Fundamentalmatrix Z ist das Exponential, d.h.
et tet
o= (5 ).
Die DGL fiir ¢ (Variation der Konstanten) lautet
¢} +tcy, = e'sin(t), ¢y = e'sin(t).

Integration unter Beachtung der Anfangswerte ergibt
1 ) 3 1, .
c(t) =2+ 5((1 — t)(sin(t) — cos(t)) — cos(t)), c2(t) = 5 T3¢ (sin(t) — cos(t)) .

O

Man bemerkt wieder, dafl sich die Losung von 2’ = A(t)z+ f(¢) als allgemeine Losung der
homogenen Gleichung 2’ = A(t)z und einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung
darstellt.

Bemerkung 4.19
Spéter werden wir uns noch fiir das zu (4.17) adjungierte System interessieren. Es ist
gegeben durch

w' = —A(t)w . (4.27)
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Dabei ist A(t)* die zu A(t) transponierte Matrix.
Sei Z eine Fundamentalmatrix zur Gleichung (4.27). Aus

I = (I)A(t,t) fir alle t € [t(),tl]

folgt durch Differentiation dieser Identitét nach ¢

_0Z() 0Z()"' .\ 0Z(-)""
0 = 20 + 20) 75— (1) = AW®A(L ) + Z() (1)
und man erhélt
92()”"

g (t) = —Z(t)LA(t).

Daraus schlieft man, daf$ (Z (t)7')* eine Fundamentalmatrix des adjungierten Systems
ist. Also ist die Ubergangsmatrix W4 des adjungierten Systems (4.27) gegeben durch

Ua(t,s) = (Da(t,s)"1)" = Du(s, )" .

4.5 Lineare Differentialgleichungen n—ter Ordnung

Wir betrachten DGLen der Form

ai(t)y® =b(t). (4.28)
i=0
Dabei sind: a; : I — Rstetig,1 < i <mn,b:I — R stetigund a,(t) # 0,t €
I, I Intervall .
Dieser DGL (4.28) entspricht folgendes System:

yi 0 1 0 [ 0 n 0

: — : . .. . .. | E + E 4.29
s 0 0 1 Y1 0 ( )
" —ao(t) L Za(t) y b(t)

n an(t) an(t) "

Die DGL heifit (4.28) homogen, wenn b(t) = 0 fiir alle ¢t € I, anderenfalls inhomogen.
Bezeichnung: C"(I) := {v: I — R|v n-mal differenzierbar, v(™ stetig} .
Unmittelbar klar ist:

y € C™(I) ist eine Losung von (4.28) genau dann, wenn (y,y/,...,y™ ) €
C(I;R"™) eine Losung von (4.29) ist.

Im folgenden nehmen wir o.E. an, dass in der DGL (4.28) schon a,(t) = 1,t € I, gelte
und betrachten daher:

y™ 3 a;(t)y D =b(t), tel. (4.30)
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Satz 4.20
Seiena; : I — R,1<i<n-—1,b:1 — R stetig, to € [. Dann gilt:
a) Die AWA
n—1
v+ ait)y® = b(t), y(to) = yoo, -,y (te) = yom1
=0

ist eindeutig l6sbar fiir alle (yo,0, - .-, Yon—-1) € R™ .

b) Die Losungen der homogenen Gleichung
Y™+ a )y =0 (4.31)

bilden einen n—dimensionalen Teilraum von C(I).

c¢) Eine Menge {y1,...,yn} von Losungen von (4.31) ist linear unabhéngig genau dann,
wenn det Y (t) # 0 gilt fiir alle t € I, wobei
(o) ()
v | 4@ (1)
W) e
Beweis:

a) Wende einen Existenz— und Eindeutigkeitssatz an auf das zugehorige System .
b) Satz 4.13 angewendet auf das zugehorige System (4.29) .
c) Dies folgt direkt aus der Eindeutigkeit der Losungen von (4.31) .

Bei der Losung der DGL n—ter Ordnung gilt prinzipiell dasselbe wie fiir Systeme 1. Ord-
nung:

e Die inhomogene DGL kann auf die homogene DGL zuriickgefithrt werden (Variation
der Konstanten)

e Fiir konstante Koeffizienten a; (1 < i < n—1) kann man eine Basis des Losungsraums
der homogenen DGL angeben.

Sind die Koeffizienten a; (1 < i < n — 1) in der homogenen DGL (4.31) nicht konstant,
so gibt es keine allgemeine Formel zur Bestimmung des Losungsraums, wohl aber ei-

ne Reihe spezieller Losungstechniken. Eine davon ist das Reduktionsverfahren von
d’ALEMBERT. Wir gehen aus von der DGL

n

> ai(t)y™ =0 (4.32)

=0

Sei g eine (spezielle) Losung von (4.32). Fiir eine weitere Losung machen wir den Ansatz

y(t) == (t)=(t) (4.33)
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und leiten eine DGL fiir z wie folgt her: Einsetzen in (4.32) ergibt

=0 i=0 dt'
— Z a;(t) » i (;) 20 (1)gi=D(t) = Z 20)(t) Z ai ()09 (t)

Setzt man

so ergibt sich wegen 3~ ({)a;(t)§?(t) = 0 (¢ ist Losung von (4.32)) bo(t) =0 ,t € I, und
i=0
damit fiir z die DGL

PRTGERE (4.34)
j=1

die eine DGL der Ordnung n — 1 fiir 2’ ist. (Reduktion der Ordnung).

Man beachte, dass b, Nullstellen haben kann (auch wenn a, keine Nullstellen hat), so
dass die Gleichung (4.34) sich nicht notwendigerweise auf ein System umschreiben 1483t
(Rezept !).

Das obige Vorgehen kann man also benutzen, um die Berechnung von n linear un-
abhéngiger Losungen von (4.32) auf die Berechnung von jeweils einer speziellen Losung
von n DGLen zuriickzufithren. Allerdings kann man sofort erkennen, dass die Gleichun-
gen niedriger Ordnung nach wenigen Schritten schon sehr kompliziert sein kénnen. Die
Hauptanwendung des Reduktionsprinzips liegt daher bei den Gleichungen 2. Ordnung.

Beispiel 4.21 Wir betrachten die LEGENDRE’sche DGL:
(1—t3)y" — 2ty +2y =0 (4.35)
Eine spezielle Losung von (4.35) kann man mit dem Ansatz
§(t) == at* + bt +c
gewinnen. Man erhélt damit etwa die Losung
glt) =t tER.
Die Formeln fiir b; lauten hier
bhi(t) = a()§(t) + 2a2()7'(t) , b2(t) = a2(2)3(t)

also
bi(t) = =2t +2(1 — %), ba(t) = (1 — t)t.

Die DGL fiir z lautet also

(1 —2)t2" + (2 —4t*)2 =0, d.h (1 — t*)tw' + (2 — 4*)w = 0, wobei w := 2.
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Fiir w erhélt man (etwa Trennung der Variablen):

1+1 1 +1 1
2 21+t 21—t

w(t) = t+1,-1,0.

Eine Stammfunktion von w ist:
1 1. 14t

t)=——+-In—— ,t#1,-1,0.
Z() t+2n1—t’#’ Y

Damit ergibt sich als eine zweite Losung von (4.35)

1. 1+¢
y(t) = t2(t) = —1+ =In "t e[, +1¢ 1
2 1-t
(Man beachte, dass 1 Nullstellen von as(t) := (1 — ¢?) sind.) O

Betrachten wir nun den Spezialfall, dass die Koeffizienten in (4.32) nicht von der ,,Zeit“ abhéngen,
d.h. daf} der autonome Fall vorliegt. Sei eine DGL der Form

Zaiy(i):O,aO,...,anER, (4.36)
i=0

vorgegeben. Wir versuchen zunéchst, eine Losung mit dem Ansatz
y(t) :=eM (A € Q) (4.37)
zu bestimmen. Es ergibt sich

n
g aNeM =0,
=0

und wir lesen ab: y aus (4.37) ist Losung von (4.36) genau dann, wenn
p(A) =0 gilt mit p(A) := Y a:\'. (4.38)
i=0

Man beachte, dass dieses Polynom p gerade das charakteristische Polynom der Systemma-
trix ist, die man erhélt, wenn man (4.36) in ein System umschreibt. Mehrfache Nullstellen
von p fiihren i.a. dazu, dass man nicht n linear unabhéngige Losungen mit dem Ansatz
(4.37) erhalten kann. Ohne Beweis halten wir fest:

Satz 4.22
Jede Losung der DGL (4.36) ist eine Linearkombination der Funktionen

t*e™ sin bt, tPe™ cos bt;

dabei ist a + ib eine Nullstelle des Polynom p in (4.38) der Vielfachheit v und 0 < k,p <
v — 1.
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4.6 Potenzreihenlésungen

Wir beschéftigen uns mit DGLen der Form
t2y" +tp1(t)y + po(t)y =0 (4.39)

Generelle Annahmen sind: po, p; besitzen in (—p, p) eine Potenzreihendarstellung um
to = 0. Sie lauten:

pO(t) = Za,,t” ?pl(t) = Zﬁ,,t”; ay, B, €ER.
v=0 v=0

DGLen vom Typ (4.39) spielen in der theoretischen Mechanik und in der Quantenmecha-
nik eine Rolle. Die Losungsmethode ,,Potenzreihenansatz* ist dort eine héufig verwendete
Methode.

Die bisher bereitgestellten Existenzséitze machen Aussagen iiber die Existenz einer Losung
in Intervallen I mit 0 ¢ I. Der Vorteil der Potenzreihenmethode besteht nun darin, dass
sich das Verhalten der Losungen in (0, p) bei Anndherung an ¢t = 0 studieren lafit und
sich dann auf ganz (—p, p) verstehen 148t.

Beispiel 4.23 Die EULER’sche DGL hat die Form
2" +tpy +ay =0

Man kann hier etwa p = oo wihlen.

6=2,a=0:

Losungen in (0,00) : y1(t) = 1,92(t) = %
6=1La=0:

Losungen in (0,a) : y1(t) = 1,y2(t) = logt.
b=—-1La=1:

Losungen in (0,00) : y1(t) = t,y2(t) = tlogt. Man beachte das Verhalten fiir t — 0. O
Wir machen fiir die Losung von (4.39) einen Potenzreihenansatz:
y(t) = mt™™ A mn € Ct > 0; (4.40)
n=0
dabei ist ¢t* fiir komplexes o = u + v folgendermaflen erklért:
Y = 9" = e = ¢*(cos(vInt) + isin(vint))

Durch Ubergang zu Real- und Imaginirteil von 3 kommen wir zu (zwei) reellen Losungen
zuriick.
Einsetzen von (4.40) in (4.39) liefert:

£y (1) + tp1(8)y'(8) +po(t)y(t) = mox (N + Y Sa(AE"

n=1

X(N) = AA = 1)+ fod + a0, 8a(N) = 1ax(A+1) + D g {(A+n— ) + a5}, n €N .

J=1
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Das Polynom yx heifit Indexgleichung der DGL (4.39). Da dieses Polynom quadratisch
ist, gibt es A* € C mit

X(A) =0; x(A*+n) #0 fir allen € N .
(Man nehme etwa die “grofiere” der beiden Nullstellen.)

Dann kann man bei Vorgabe von 7y sukzessive 7, so berechnen, daf§ 6,(\) = 0, n € N
gilt. Damit haben wir gezeigt:

Satz 4.24

Sei 19 # 0 vorgegeben und seien \* € C und 1, € C, v € N, so bestimmt, daf§ gilt
X(A)=0; x(\*+n)#0, 0, =0 fiir allen € N . (4.41)

Ist dann die Reihe

Z Nut!
n=0

konvergent in (—p, p), so stellt

y(t) =t nt", t € (0,p) (4.42)

u=0

eine Losung von (4.39) in (0, p) dar.

Bemerkung 4.25 o

Die Konvergenz der Reihe ) n,t* kann in (—p, p) stets gezeigt werden. Wegen des Faktors
pn=0
t»" kann im allgemeinen nichts iiber die Definiertheit von y in t = 0 gesagt werden. [

Beispiel 4.26 Betrachte
t2y" —ty=0.
Indexgleichung: x(A) = A(A —1).
Wurzeln: Ay =0, Ay = 1; wéhle A* := )\,
Man erhélt nach Satz (4.24) als Losung

1
D=ty — 4 t>0.
vt Zu!(wrl)! -
n=0
(no := 1; Konvergenz mit dem Quotientenkriterium) O

Beispiel 4.27 Betrachte die BESSELsche DGL?
2y +ty + (2 — )y =0.

Indexgleichung: x(A) = AA—1)+ X —a?.
Wurzeln: A\ = a, s = —«.
Man erhélt nach Satz (4.24) im Fall o = 0 als Losung

y(t)—i(_il)“Qt“,tEO.

o 22...(2]')

(no := 1; Konvergenz mit dem Quotientenkriterium) O

®Gewisse Losungen dieser DGL werden als Besselfunktionen J, bezeichnet. Die DGL tritt auf, wenn
man die Laplacegleichung mit einem Separationssatz 16st.
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Zur Gewinnung der allgemeinen Losung von (4.39) bendtigen wir eine zweite linear un-
abhéngige Losung. Fiir die Félle

A doppelte Nullstelle , A1, Ay Nullstellen von x, Ay = A\; +n fiir ein n € N,

gibt es ein Konstruktionsverfahren. Man erhélt linear unabhéngige Losungen der Form

Z nutu—l—)\ ’ y2 y lnt 4 Zg tu—i—)\

4.7 Laplace—Transformation

Sei f : [0,00) — R. Wir schreiben die Laplace—Transformierte f von f hin:

flo) == /e_”tf(t)dt ,o0€C. (4.43)

0

Die Laplace—Transformierte f existiert, d.h. das Integral in (4.43) konvergiert, fiir eine
weite Klasse von Funktionen f, wenn man das Argument o auf Teilbereiche der komplexen
Ebene einschrankt. Eine typische Situation liegt vor, wenn f von Exponentialtyp ist,
d.h., wenn

[f(0)] < ce® , € [0,00)

ist mit Konstanten c,a € R . Dann gilt
e fOI < e[| f(B)] < ce™ e 1 € [0, 00),

und f(o) existiert fiir alle ¢ € C mit Re(c) > a. Dort ist f sogar analytisch.
Der Definitionsbereich und Bildbereich der Laplace—Transformation

L:frf
ist nicht einfach anzugeben. Dementsprechend ist die Inverse

L7 :gr—g
— L7! heifit inverse Laplace—Transformation — nicht einfach anzugeben. Formal ist
eine Inversionsformel gegeben durch

a+1i00

1
e’ g(o)do

L7 g)(t) =5

271
a—100

wobei a so zu withlen ist, da§ Existenz des Integrals gesichert ist.
Wir geben Rechenregeln fiir den Umgang mit der Laplace-Transformation an. Damit

erfassen wir den im weiteren Verlauf wichtigen Spezialfall der Behandlung von rationalen
Funktionen.”

a-+ioc0
J bedeutet, daf8 entlang des Weges 7 : (—00,00) 5 ¢ — a + it € C zu integrieren ist).
a—100
"Zur Theorie der Laplace-Transformation siehe etwa: Doetsch: Einfiihrung in die Theorie und An-
wendung der Laplace-Transformation, Teubner-Verlag, 1976
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(1) =L(f)(-+a); a €R,L(f) existiert.
oL(f)(o) — f(0), falls f differenzierbar ist und L(f’) existiert.

s
S
I

o L(f™) (o) =o"L(f)(0) —nil o™= £0(0), falls die n—te Ableitung von f und L£(f")
i=0

existiert.

o L(f*g)=L()L(9); t
hierbei ist die Faltung f g definiert durch f * g(t) :== [ f(s)g(t — s)ds.
0
. tliglo f(t) = ILII(I) L(f)(o), falls L(f) und tli}m f(t) existieren.

Hat man eine Tabelle von Laplace—Transformierten, so kann man sich mit Hilfe der Re-
chenregeln daraus weitere Transformierte ausrechnen. Hier ist ein kleine Tabelle:

f(t) f(o)

1 !

t -

t" Uﬂq
e o —11— a
e oy

sin wt 2 :i 2
coswt 2 j_ 2
e~ sin wt o a“;g oy
e~ cos wt C +Ua—)l—263_ 2
sinh at ﬁ

Beispiel 4.28 Betrachte die Anfangswertaufgabe
" — 32 +2x =¥ 2(0) =1,2’(0) = 0.

Ist = eine Losung, so gilt mit & = £(z) nach obigen Regeln

o’#(0) — 2'(0) — oz(0) — 30d(c) + 3x(0) + 22(0) =

c—3’
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d.h. .
(o) = = —
0?—30c+2 2c-1) o-2 2(c-23)
Inversion ergibt
5
z(t) = §et — 2% + 563t, teER.
Nun kann man verifizieren, dal wir in der Tat eine Losung gefunden haben. U

Die Laplace-Transformation fiir vektorwertige Funktionen wird komponentenweise er-
klart:

L(f) = (L(fr), -, £(fn)) fiir f = (fr,. fn).

Wir betrachten
2= Az + f(t)

mit A € R™ und f € C([0,00); R™). Mit den Bezeichnungen

~

z2:=L(2), f:=L(f)

ergibt sich mit den Rechenregeln

also

A

2(0) = G(o)(f(o) + 2(0)) mit G(o) := (6l — A, ceC. (4.44)

Die Definition in (4.44) ist nicht rigoros, da wir nicht Riicksicht auf die Wohldefiniertheit
der Inversen von I — A genommen haben.

Definition 4.29
Die Matrixfunktion

G:C\sp(A) >0 —s (cI—A)Le'C
heiBt (spektrale) Ubertragungsfunktion zum System. Hierbei ist
sp(A) :={\ € C |\ Eigenwert von A}

das Spektrum von A. O

Die (spektrale) Ubertragungsfunktion G ist eine Matrixfunktion mit rationalen Eintréigen.
Die Eigenwerte von A sind Pole der Abbildung. Dies folgt aus der Cramerschen Regel.
Genauer: G hat die Darstellung

G(0) = pa(0)~'Q(0)

wobei ps das Minimalpolynom von A ist und ) eine Matrixfunktion ist, die als Eintrage
Polynome vom Héchstgrad n — 1 hat. Daraus erklért sich der Begriff “Polvorgabe“ (pole
assignment, pole placement) bei der Entwicklung eines gewiinschten Ubertragungsverhaltens
in der Steuerungstheorie.
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Beispiel 4.30 Betrachte ein geddmpftes System

2"+ 32+ 2z = u(t) .

(4 )00 ()

ol A = (; o—_+13>’
oA = ey (7R )

Die Pole 0 = —1,0 = —2 spiegeln die Eigenwerte von A wieder. U

Dies ist ein System mit

Also haben wir




Kapitel 5

Stabilitidt bel autonomen Systemen

Wir diskutieren hier die Frage nach dem Langzeitverhalten von Losungen autonomer
Differentialgleichungen. Zwei Methoden sind zu besprechen: Linearisierungstechnik und
die direkte Methode von Ljapunov. Eingangs stellen wir zunéchst einige Begriffe be-
reit.Die abschliefende algebraische Charakterisierung von Stabilitdtsmatrizen ist vor al-
lem in der Regelungstheorie von Interesse.

5.1 Autonome Systeme und Trajektorien
Wir betrachten hier die DGL

Y = f(y) (5.1)
und nehmen stets
f:D —» R lokal L-stetig, D C R offen (5.2)

an. Da die rechte Seite f — wir sprechen bei f nun oft auch von einem Vektorfeld —
nicht explizit von der unabhéngigen Variablen ¢ abhéngt, nennen wir die DGL autonom.
Diese Tatsache hat Konsequenzen fiir die Eigenschaften, die wir schon untersucht haben:
Es treten einige Besonderheiten auf. Eine erste solche Besonderheit ist, dafl wir o.E. stets
annehmen koénnen, dass eine Anfangsbedingung mit der Anfangszeit g = 0 formuliert
wird; eine Zeitverschiebung macht dies moglich: Ist y eine Losung der DGL mit y(¢y) = &,
dann ist z(-) := y(- + to) eine Losung der DGL mit 2(0) = £.

Eine maximale Losung y der AWA
v =), y0)=¢ (5:3)
ist nach Satz 2.29 eine Abbildung y(-;€) : I*(§) — R™ mit folgenden Eigenschaften:
1. I*(€) ist ein offenes Intervall;
2. y(t;€) € D fiir alle t € I*(£);
3. y(+; &) differenzierbar und y'(¢; &) = f(y(t;€)) fir alle t € I*(€).

4. y(+;€) ist nicht mehr fortsetzbar (auf ein grofieres Intervall).

68
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Wir schreiben das maximale Existenzintervall I*(€) stets als Intervall so: I*(§) = (17(£), I7(€)) -

Die gewéahlten Voraussetzungen gestatten es nun, zu t € I*(£) die Abbildung
&/ :=®,:D>5¢ — y(t;6)e D

einzufithren. Wir halten damit fest:

Satz 5.1
Es gelten die folgenden Aussagen:

a) I*(®) = (I* (&) — t, I*(€) —t) fiir alle t € I*(¢),£ € D;

b) ®of = ¢ fiir alle & € D

€) Bypsl = (B, 0 D,)E fiir alle s, ¢ mit 5,5+t € I*(€) fiir alle £ € D ;
d) (B_0®,)¢ =¢ fiirallet € I*(€),£ € D;

e) fiir jedes & € D und fiir jedes t € I*(£) ist die Abbildung (s,n) —— ®n stetig in
(1)

Beweis:

a),b) sind trivial.

Zu c). Betrachte die Losungen u(-) := y(-+s;&) und 2(+) := y(-; ®,€) . Da u(0) = y(s
2(0) gilt, folgt aus Eindeutigkeitsgriinden u(t) = z(t), d.h. y(t + s;&) = y(t; &)
zulédssigen ¢ .

d) folgt aus c).

Zu e). Folgt aus dem Sachverhalt, dafl Losungen stetig vom Anfangswert abhingen; siehe
Satz 3.6. [

Definition 5.2
Eine Familie {®;} von Abbildungen mit den Eigenschaften b), c), d), e) aus Satz 5.1 heisst
eine C°—Gruppe (von Bewegungen) auf D oder ein Fluss auf D. O

(;6) =
fiir alle

C°-Gruppe soll ausdriicken, dass Gruppeneigenschaften gegeben sind und daf8 die topo-
logische Eigenschaft “Stetigkeit® (siehe e)) vorliegt.

Bemerkung 5.3

Bei partiellen Differentialgleichungen (parabolisch, hyperbolisch, ... ) ist i.a. keine C°—
Gruppe von Bewegungen zu erreichen, sondern nur eine C°—Halbgruppe. Dies ist eine
Familie, bei der d) nicht vorliegt und die Losungsintervalle I*(§) nur als [0, I (£)) vorliegen
und dies in ¢),e) zu beriicksichtigen ist. O

Bemerkung 5.4
Hat man eine C°~Gruppe {®;} auf D, so kann man ein Vektorfeld

f:D—>I§

zuordnen geméf

f(2) = lim ™ (@i — €).
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Man nennt f die Phasengeschwindigkeit des Flusses {®;}. Sind die Abbildungen ®; linear
(D ist also ein Vektorraum), so wird die Phasengeschwindigkeit selbst linear operieren.
Diese Anmerkung verweist auf die umfangreichen Theorie der C°-Halbgruppen in nor-
mierten Raumen. 0

Definition 5.5
Eine Teilmenge T von D heisst Trajektorie oder Orbit, falls es eine maximale Losung
y = y(;¢) gibt mit
T ={yt: 9t e I"(€)}-
Fiir jedes £ € D bezeichne
0(&) =={y(t; Ot € I"(©)}

die Trajektorie (den Orbit) durch £. Ferner nennen wir

07 (&) =A{y(t: It € [0, T2 ()}, O™ (§) = {y(t; It € (I"(£), 0]}

die positive bzw. negative Halbtrajektorie. (]

Eine Trajektorie ist also stets eine Kurve in R", die zusétzlich durch die “Zeit“ ¢ eine
Orientierung erhélt; wir verdeutlichen dies in Abbildungen durch Anbringen einer Pfeil-
spitze.

Beispiel 5.6 Betrachte das System

Yi="Y2, Yo =—U1.

Wir haben y(t;&1,&) = (& cost + &sint, o cost — & sint) und wegen |y(t; &1, &) =
|(£1,&2)| sind sémtliche Trajektorien konzentrische Kreise um den Koordinatenursprung.
O

Satz 5.7
Betrachte die Differentialgleichung (5.1). Sei £ € D und sei O(§) der zugehérige Orbit.
Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

a) I*(§) = (—o00,00) und O(§) = {¢}.

b) I*(§) = (—o00,00) und O(§) ist eine geschlossenen Kurve und O(§) = O (§) =
0~(&) #{¢}-

c) O(§) ist injektives Bild von I*(§) (beziiglich der maximalen Lésung y(-;§)) .

Beweis:

Voriiberlegung: Ist y(+; £) nicht injektiv, dann gibt es o, 7 € I*(£) mit o # 7 und y(0; &) =
y(r;€); 0E. 7 > 0. Setze 2(t) == y(t+7—0;§),t € ([*(§) —T7+0,I{(§) —T+0).
Dann sind y(+;¢) und z Losungen von (5.1) mit z(0) = y(7;€) = y(o;&) . Also sind aus
Eindeutigkeitsgriinden z und y(-;§) identisch, insbesondere I* (§) =7 +0 = I*(§), I (§) —
T+0 = I} (§) . Daraus folgt I*(§) = —oo, I (§) = co. Ferner y(t;§) = y(t+717—0;§), t €
R . Also ist 7 — o # 0 eine Periode.

Die Voriiberlegung zeigt, dafl jede nicht-injektive Losung y(-;€) auf ganz R erkldrt und
dort periodisch ist. Somit ist sie entweder konstant, d.h. es gilt O(§) = O (&) = O~ (&) =
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{£}, oder sie ist periodisch und nicht konstant, also gilt O(¢) # {¢}. Ist w > 0 eine
Periode von y(+; &), so erhalten wir die Beziehung

0(&) = {y(t: &)t € [0,w]} = {y(t; [t € [0,00)},
und dies bedeutet, dafl O(&) = O* (&) gilt. Entsprechend ergibt sich die Beziehung O(§) =
0~ (¢). =

Ein System, bei dem alle drei Typen von Trajektorien vorhanden sind, ist in Beispiel
5.9 dargestellt. Ein solches Beispiel mufl; wenn wir es in der Dimension n = 2 suchen,
sicherlich nichtlinear sein, wie der Blick auf die moglichen Trajektorien im linearen Fall,
siehe Kapitel 4, zeigt. Zunéchst aber der skalare Fall:

Beispiel 5.8 Ist (5.1) eine skalare DGL (n = 1), so treten nur Punkte und offene In-
tervalle als Trajektorien auf, denn: Jede periodische Lésung mufl konstant sein, da eine
nichtkonstante periodische Losung offenbar Maxima und Minima annimmt und in diesen
Extrema y'(t;£) = 0 gelten muss, was y(-; ) identisch £ nach sich zieht. O

Beispiel 5.9 Betrachte
r=y+a(l-2>—yH),y =—2z+y(l—2*—y?). (5.4)
Hier sind die Losungen gegeben durch

1
Ve rprr(1-& e

Hieraus liest man alle drei Typen von Trajektorien aus Satz 5.7 ab.

Wie sind wir auf die obigen Loésungen gekommen? Der Term 1—22—y? in der rechten Seite
des Systems legt nahe, trigonometrische Funktionen fiir einen Losungsansatz zu versuchen,
oder genauer, Polarkoordinaten zu verwenden. Also machen wir den Ansatz:

x(t) :==r(t)coso(t), y(t) :=r(t)sino(t).

Man erhélt in formaler Rechnung

2(t;€,m)

2t({cost—i—nsint,ncost—ﬁs.int), teER;ENER.

' =1"cosgp—rsing ¢,y =r'sing+rcoso ¢,

7' cos —rsing ¢ = —rcosd+rsing(l—r*), r'sing+rcos¢ ¢ =rsind+rcosg(l—r?),

und einfache Manipulationen (Multiplikation und Addition/Subtraktion der Gleichungen)
fithrt zu den DGLen
¢ =—1,7"=r(1-r%.

Wir erhalten (Trennung der Variablen bei r) dann

To
Jrd+ (e

Einsetzen in den Ansatz ergibt die obigen Losungsformeln. U

¢(t) = —t+ o, r(t) =

,tER.
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Folgerung 5.10
Durch

E~onies= AT (&) (n=y(1;¢))

wird auf D eine Aquivalenzrelation erzeugt.

Beweis:
Dies ist einfach zu verifizieren. Klar, die Trajektorie O(&) ist Représentant der von &
erzeugten Aquivalenzklasse. |

Bezeichnung: Das Phasenportrait ist die Zerlegung von D in Aquivalenzklassen gem&f
Folgerung 5.10.

Das Phasenportrait ebener Systeme kénnen wir unter Umstédnden als Losungsgesamtheit
einer skalaren DGL verstehen. Dazu:

Lemma 5.11
Gegeben sei das System

o' = f(z,y), ¥ = g(z,y)
mit f,g: D — R lokal L—stetig, D C R? offen.

Gilt dann f(z,y) # 0 fiir alle (x,y) € D, so ist die Trajektorie O(§,n) identisch mit der
maximalen Losungskurve von

dy _ g(z,y)
dz  f(z,y)

, y(&) =mn. (5.5)

Beweis:
Sei I*(£,n) das maximale Losungsintervall der Losung x := z(;€,n),y := y(;§,n)), die
den Orbit O(&,n) beschreibt. Wir haben

2'(t) = f(z(t),y(t)) # 0 fiir alle t € T*(&,7).

Also ist x streng monoton und besitzt daher eine auf R := x(I*(£,n)) erklirte Umkehr-
funktion w : R — I*(&,7n) mit w(§) = 0. Damit haben wir

O, = {(z@),y@®)ft e I"(€n)} = {(z(ulr), y(u(r)|r € B} = {(r,y(u(r))|r € R}.
Zu zeigen bleibt: p : 7 — y(u(r)) ist maximale Losung der AWA (5.5). Dies ergibt sich

SO:

Wiy = Yl r) = o/ ()

und
1(€) = y(u(§)) = y(0) =1n.

Die Maximalitét schliefit man daraus, dal jeweils Fortsetzung auf der einen Ebene Fort-
setzung auf der anderen Ebene nach sich zieht. |
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Beispiel 5.12 Betrachte das System
o =y(l—a?)?, y = —2(1-y*)°.
Daraus ergibt sich entsprechend Lemma 5.11 die skalare DGL

dy  z(1-y*?

de  y(1—2z%)*
Diese DGL kann nun nach der Methode Trennung der Variablen gelost werden. 0

Nicht immer kann man das Vorgehen von Lemma 5.11 im gesamten Gebiet D anwenden.
Aber man kann dann eventuell ein entsprechendes Vorgehen im Austausch von x gegen y
versuchen.

5.2 Stabilitidtsbegriffe

Wir betrachten

y' = fy) (5.6)
und iiber das Vektorfeld f setzen generell voraus:
f:D—R,DCR offen. (5.7)
yeD, f(y)=0. (5.8)
f lokal L-stetig in D. (5.9)

Da das System autonom ist — das Vektorfeld f héngt nicht (explizit) von der Zeit ab — |
konnen wir o.E. die Losungen bei tyo = 0 “starten”; siehe oben.
Die Voraussetzung (5.9) sichert, daf zu vorgegebenem ¢ € D die Anfangswertaufgabe

Y =fy), y(0) =¢ (5.10)

stets eine Losung y(-; &) auf einem maximalen Existenzintervall 1*(§) besitzt; wir setzen,
da wir uns nur fiir die “Zukunft” interessieren, J(§) := [0,w(£)) := 0,00) N [*(£) ; diese
Losung ist eindeutig bestimmt (siehe Satz 2.23).

Die Voraussetzung (5.8) besagt, dafl g ein Gleichgewichtspunkt des Systems ist, denn
zum Anfangswert £ = 3 gehort dann als Losung die Ruhelage y(-, £), die konstant gleich
Y ist.

Wir erinnern an die Bezeichnungen

By(z) = {veR||z—v| <7}, B.(z) = {v e R||z—v| <7}, B, = B.(8), B, = B,(6) , r > 0.

Definition 5.13
Der Gleichgewichtspunkt ¢ heifit stabil, wenn

Ve>030>0V¢e Bs(y)(J(§) =10,00), y(t,§) € Be(y) Vi = 0)

gilt.
Der Gleichgewichtspunkt ¢ heifit attraktiv, wenn

35> 09 ¢ € Bsg) (J(€) = [0,00), Jim y(t,€) = 7)
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gilt.
Der Gleichgewichtspunkt y heifit asymptotisch stabil, wenn 7 stabil und attraktiv ist.
O

Beispiel 5.14 Wir betrachten die nichtlineare Pendelgleichung
T+sinz=0.
Als System haben wir

v = s s = (%)

—siny;

(2)-(5)

™

0
auch im Sinne von Definition 5.13 untersucht werden. Anschaulich ist klar, daf} die

Gleichgewichtspunkte ( 8 ) , ( 7(; ) ganz unterschiedliche Qualitdt haben. Ohne hier

und Gleichgewichtspunkte sind

Durch Verschieben wird der Gleichgewichtspunkt ( zum Nullpunkt und kann damit

schon auf die Begriindung einzugehen, sei angemerkt, daf3 ( 8 ) stabil und ( 7(; ) nicht

stabil ist.

Beispiel 5.15 Wir betrachten das Lorenz—System:

SY2 — Syl)
y' = f(y) mit f(y) = | ry1 — v2 — Y13 (5.11)
Y1Y2 — bys

Dabei sind s, r, b positive Konstanten.
Dieses System diente Lorenz als endlich-dimensionales Modell der Rayleigh-Bénard-Kon-
vektion. Es zeigt fiir die Parameterwerte

3:10,7’:28,b:§
3

einen numerisch beobachteten und inzwischen intensiv studierten seltsamen Attraktor.!
Fiir r > 1 hat das System drei Gleichgewichtspunkte:

0 b(r —1) —/b(r —1)
z=|01],z= b(r —1) 2= —/b(r—1)
0 r—1 r—1

Das Stabilitdtsverhalten dieser Gleichgewichtspunkte konnen wir studieren, wenn wir et-
was iiber die Linearisierungstechnik wissen. Es klart die instabile Natur dieses Systems
ziemlich gut auf. U

1Siehe etwa: Jeschke, G.: Mathematik der Selbstorganisation, Vieweg-Verlag, 1989.
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Bemerkung 5.16

Die Begriffe “stabil,attraktiv® haben wir mit Kugelumgebungen von 7 eingefiihrt. Klar,
an ihre Stelle kénnen beliebige Umgebungen von y treten, etwa:

g ist attraktiv genau dann, wenn es eine Umgebung W von g gibt mit: y(-; &) existiert in
[0,00) und lim; o y(t; &) = g fiir alle E € W, O

Die Begriffe “stabil“ und “attraktiv sind unabhéngige Begriffe. Schon bei linearen Sy-
stemen sieht man, daf§ ein stabiler Gleichgewichtspunkt nicht attraktiv sein mufl. Man
wéhle etwa ein ebenes System mit den Eigenwerten +i; beachte b) in Satz 5.18.

Man beachte auch, dal im allgemeinen aus der Eigenschaft “attraktiv® nicht die Eigen-
schaft “asymptotisch stabil® folgt. Dazu folgendes Beispiel.

Beispiel 5.17 Betrachte

r=r(l-r), ¢’—sin2§.
Das Phasenportrait ist vollstiindig zu ermitteln, da die Lésungen angebbar sind:?
7o 2sin ¢
r(t) := , @(t) := 2arctan - .
() ro+ (1 —1mo)e”" o(t) (2005¢0—tsm¢0+2)

In der Interpretation von r,¢ als Polarkoordinaten von kartesischen Koordinaten x,y
erhalten wir ein DGl-System fiir x,y. Der Einheitskreis besteht aus der Ruhelage (1,0)
und einer Trajektorie, die im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird. Man sieht, daf§ (1,0)
nicht stabil aber attraktiv ist. 0

5.3 Stabilitéit bei linearen Systemen

Wir betrachten hier einen linearen Spezialfall von (5.6))

y=Ay (AeR) (5.12)
und klaren die Stabilitdt des Gleichgewichtspunktes 4 = 6 mit folgendem Satz.

Satz 5.18
Es sind dquivalent:

a) Der Gleichgewichtspunkt § = 6 ist asymptotisch stabil.
b) Der Gleichgewichtspunkt y = 0 ist attraktiv.
¢) max{Re(\)|\ Eigenwert von A} < 0.

Beweis:

a) = b) Definition 5.13.

b) = ¢) Annahme: Es gibt einen Eigenwert A = a+ i von A mit a > 0. Ist dann v ein
zugehoriger Eigenvektor, so wird durch

2(s) := Re(e™v), s >0

2Die Wahl des Zweiges der arctan—Funktion ist jeweils dem Anfangswert ¢ anzupassen.
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eine Losung definiert, fiir die offenbar nicht gilt: tlim z(t) = 6.
—00
¢) = a) Nach Satz 4.7 gilt

le]| < ce™t, ¢ >0,

mit Konstanten ¢ > 0,w > 0. Daraus folgt die Behauptung unter Beachtung der Losungs-
darstellung y(t : ) = €. [

Bemerkung 5.19

Ist der Gleichgewichtspunkt § = 6 asymptotisch stabil, so wissen wir wegen c) in Satz
5.18, daf alle Losungen fiir ¢ — oo exponentiell gegen Null gehen. Diese Eigenschaft
bezeichnet man als exponentielle Stabilitdt. Wir halten also fest, dal asymptotische

Stabilitdt und exponentielle Stabilitdt bei linearen autonomen Systemen iibereinstimmt.
O

Bemerkung 5.20
Ist der Gleichgewichtspunkt y = 6 asymptotisch stabil, so ist das System (5.12) BIBO—
stabil (BIBO: bounded input — bounded output), d.h. ist b € L ([0, 00);R"), so ist auch
jede Losung von

y'=Ay+b(t), t =20,

in Ly([0,00); R™). Man sieht dies mit der Losungsdarstellung fiir die inhomogene Aufgabe
sofort. Diese Eigenschaft geht verloren, wenn der Gleichgewichtspunkt y = 6 nur stabil
ist; siehe nachfolgendes Beispiel. O

Beispiel 5.21 Betrachte den harmonischen Oszillator

i+ wir = b(t)

yll . 0 1 U1 + 0
Yz —wg 0 Y2 b(t)
Der Gleichgewichtspunkt ¢y = 6 von
yll _ 0 1 Y1
ys —wi 0 )\ 2
ist stabil, da eine Fundamentalmatrix gegeben ist durch

sin wot cos wyt
0 0 > 0.
Wo COS wpt  —wyp sin wyt

oder als System

Betrachten wir als Inhomogenitdt (Input) die beschrankte Funktion b(t) := coswt, so
lautet eine zugehorige Losung

o(t) = D SIl wopt , fiir w = wy
5 1 5(coswt — coswpt) , fiir w # wy

Fiir w # wy ist die Losung eine Uberlagerung von Schwingungen mit den Frequenzen %

(Eigenfrequenz des Systems) und % (Erregerfrequenz). Fiir den Resonanzfall wy = w
ergibt sich die sogenannte Resonanzkatastrophe: “Aufschauckeln®“ der Schwingung bis
zur “Zerstorung“ des Systems. 0
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Bemerkung 5.22

Ist max{Re(\)|\ Eigenwert von A} = 0, so liegt Stabilitdt des Gleichgewichtspunktes
Z = 0 genau dann vor, wenn alle Jordan—-Blocke zu Eigenwerten A mit Re(A) = 0 Diago-
nalgestalt haben. Dies liest man an der Jordanschen Normalform von A. ab. 0

Definition 5.23
Eine Matrix A € R™" heifit Stabilitdtsmatrix, wenn

max{Re(\)|\ Eigenwert von A} < 0
gilt. U

5.4 Das Routh—Hurwitz—Kriterium

Die Eigenwerte der Matrix A € R™" aus (5.12) sind Wurzeln des charakteristischen Po-
lynoms p4 von A. Sei ps (bis auf das Vorzeichen) von der Form

pa(r) =1"+ Y ax" .
i=1

Wir wissen, dafl A eine Stabilitdtsmatrix ist, wenn alle Wurzeln von p4 in der offenen
linken Halbebene C liegen. Das folgende Kriterium von Routh-Hurwitz erlaubt es, auf
Stabilitét zu testen.

Lemma 5.24
Ist A eine Stabilitdtsmatrix, so sind alle Koeffizienten a1, ... ,a, von pa positiv.

Beweis:
Seien die reellen Eigenwerte mit \; und die imagindren Eigenwerte mit ); bezeichnet.
Dann gilt:

pa(r) = TJ(r = M) H(?‘2 — 2Re(Nj)r +[\])
Da
—Xi > 0,—2Re();) >0

nach Voraussetzung gilt, ergeben sich nur positive Koeffizienten. [

Das obige Kriterium hat den Nachteil, dal man das charakteristische Polynom kennen
mufl. Ferner ist das Kriterium nicht hinreichend, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 5.25 Betrachte die DGL 3. Ordnung
23 4+ 2@ 42O L —0.
Das charakteristische Polynom (des zugehorigen Systems) ist
p(r)=r"+r*+r+1

und hat die Wurzeln
1,43 .

Also ist Gleichgewichtspunkt z = 6 (des zugehorigen Systems) zwar stabil, aber nicht
asymptotisch stabil. O
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Den Fall von Polynomen mit einem Grad nicht grofler als 4, kann man hinreichende Be-
dingungen unter auschlieBlicher Benutzung des Fundamentalsatzes der Algebra angeben.

Satz 5.26
Die Polynome

i) r+a

it) r*+ar+b

i) 3 4ar*+br+c

i) r*+ar*+br+cer+d
mit reellen Koefizienten haben nur Wurzeln mit negativen Realteil genau dann, wenn die
entsprechend zugeordnete Bedingung gilt:

i) a>0

i))* a>0,b>0

iii)* a>0,b>0,c>0 und ab>c

ivw)* a>0,b>0,c>0,d>0 und abc > ¢ + a*d

Beweis:
i) <= 1i)* Trivial.
i1) <= 14i)* Folgt aus der Beobachtung, dafi ein Polynom mit den Wurzeln
)\:I: =—a+t Zﬁ
die Koeffizienten
a=—(Ay A1), b= A\
hat.
ii1) <= 411)* Ein Polynom p dritten Grades 148t sich iiber R folgendermaflen zerlegen:
p(ry=r*+ar* +br+c=(r+a)r*+pr+v),rER,
mit o € R . Also hat man dann
a=a+B,b=y+aB,c=ay,a—c=B(*+v+ap) = B(c*+b).

i11) = i11)* Wir lesen 8 > 0 an der letzten Identitét ab und aus ab = ay+af = c+a?f3
folgt @ > 0. Dann sieht man auch v > 0.

iii)* == 4ii)* Wir haben mit der Aquivalenz von 4) mit 4)* und 44) mit 4)* sofort
a>0,0>0,v>0,alsoa>0,b>0und c> 0.

iv) <= 1v)* Ein Polynom p vierten Grades 148t sich iiber R folgendermaflen zerlegen:

p(ry=r*+ar® +br* +cer+d=(r*+ar+B8)(r*+yr+6),rcC.
Also hat man dann
a=a+v,b=ay+pB+d,c=ad+ pv,d= 00

und

abc — ¢ — a’d = ay((B — 6)* + ac).
Ist iv) erfiillt, folgt a,b, c,d > 0 mit Lemma 5.24 und oy > 0. Also abc — ¢® — a*d > 0.
Sei iv)* erfillt. Dann ist avy > 0 und «,« haben gleiches Vorzeichen. Da a = a + 7 gilt,
folgt a,v > 0. Aus d = 36 > 0 folgt, daBl 3,6 gleiches Vorzeichen haben. Dann folgt aus
¢ = ad + [ schlieBlich §, 8 > 0. Aus i) <= ii)* folgt dann, dafl iv) gilt. |
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Beispiel 5.27 Ein elektrischer Filter mit einem Kondensator (Kapazitit C'), einem Wi-
derstand (Widerstand R) und zwei Spulen (Induktivitit jeweils L) wird modelliert durch
die skalare Differentialgleichung

L20z® + RLO2® + 2Lz + Ry = 0.

Dabei steht z fiir die Stromstérke.
Mit dem obigen Kriterium folgt, dal der Filter asymptotisch stabil ist. U

Nun kommen wir zum hinreichenden Kriterium fiir den allgemeinen Fall. Es wurde von
E.J. Routh 1877 angegeben. Sei

p(r) =r"+ Z a;r"
i=1

ein gegebenes Polynom mit reellen positiven Koeffizienten. Seien die Polynome U, V' mit
reellen Koeffizienten definiert durch

U(r)+iV(r)=p(ir), r €R.
Wir haben:

Grad von U = n, Grad von V =n — 1, falls n gerade ist,
Grad von U =n — 1, Grad von V' = n, falls n ungerade ist.

Rechenschema:

e Setze q1 := U, g2 :=V, falls n gerade ist,
setze q1 1=V, gz := U, falls n ungerade ist.

e Seien nun die Polynome gs, ... , ¢, erhalten durch den Euklidischen Algorithmus,
angewendet auf das Paar ¢, ¢qo. Also:

Qk—1 — Reqr — qk+1 ]{}:2’ ,m—l’ Qm—-1 = KmQm
® ¢, ist bis auf eine Konstante der groite gemeinsame Teiler von ¢y, go.

Das von Routh angegebene Ergebnis ist

Satz 5.28
Es sind dquivalent:

1. Das Polynom p hat nur Wurzeln A mit Re()\) < 0.
2. m = n+1 und die Vorzeichen der héchsten Koeffizienten von q, . . . , q,11 alternieren.

Wir geben keinen Beweis fiir dieses Resultat.® Ein Beweis kann auf ein Resultat der
komplexen Analysis gestiitzt werden. Es lautet:

3Man findet einen Beweis in Gantmacher, F.R., Applications of the Theory of Matrices, Intersciences
Publishers, New York, 1959.
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Ist p ein Polynom, das keine Nullstelle auf der Kurve I', hat und ist D, die
Anzahl der Nullstellen innerhalb der Kurve I',, gezdhlt mit Vielfachheiten,

dann gilt
/
i 7{ P 4 — on,
r, p(r)

Dabei ist I', die Kurve, die sich aus dem Segment [—ip,ip] und dem Halb-
kreisbogen pe®, —7m/2 < ¢ < 7/2 zusammensetzt; die Orientierung ist im
Gegenuhrzeigersinn gewéhlt.

5.5 Ein Storungsresultat
Wir betrachten nun

Y = Ay+9(y) (5.13)

wobei A € R™™, g : R" — R". Wir nehmen an, daf} die Voraussetzungen (5.8), (5.9) fiir

fly) =Ay+g(y),ye D:=R
erfiillt seien.

Satz 5.29

Es gelte: A ist Stabilitdtsmatrix, |l}m0 |g|i'7)
2|—

= 0. Dann ist der Gleichgewichtspunkt i = 6
asymptotisch stabil.

Beweis:
Wir wissen aus Satz 4.7 bzw. aus der Voraussetzung

J¢>0,>0Vt>0 (HeAtH < ce‘zﬁt), d6>0Vye Bs (lgly)] < c_lﬁ|y|).

Seizué € Bs z:=y(+;¢€) :[0,T) — R™ eine Losung von

Yy = Ay +9g(y), y(0) = ¢,

mit z(t) € Bs fir alle ¢ € [0,7"). (Die Existenz dieser Losung ist auf Grund von Voraus-
setzung (5.9) sichergestellt.) Dann gilt fiir ¢ € [0, 7)) :

t

z(t) = eAtz(O)—i—/eA(t_S)g(z(s))ds,

HeAt!HZ(O)I+/H6A(t_S)H|9(Z(S))IdS

™
—
~
et
IA

t
< ce 2P 2(0)) +ﬁ/e‘2’6(t_8)|z(s)|ds.
0



Baumeister: Differentialgleichungen / Stand: 25. Oktober 1999 81

Wir setzen w(t) := €2?|2(t)|, t € [0, 7). Dann gilt also

w(t) < c|z(0)] + ﬁ/w(s)ds, te|0,7).

Mit dem Lemma von Gronwall folgt
w(t) < ¢|z(0)]e’, t € [0,T), d.h. z(t) < c|2(0)[e P < se™P', t € ]0,T). (5.14)

Daraus folgt: Diese lokale Losung kann fortgesetzt werden auf [0, co) und die Abschétzung
(5.14) gilt auch fiir 7" = co. Die Behauptung der Stabilitdt und Attraktivitat liest man
dann aus (5.14) ab. |

Die Bedeutung von Satz 5.29 liegt darin, daff er sich auch auf Systeme der Form (5.6)
anwenden 1a8t:

e Entwickle das Vektorfeld f um den Gleichgewichtspunkt 7. Resultat ist ein System
der Form (5.13) mit A = df(y), g(z) = f(z) —df(y)z. (Die Voraussetzung, daf g auf
ganz R" definiert sein muf, ist keine Einschrinkung, da wir g sowieso nur in einer
Umgebung von gy bendtigen.)

e Priife nach, ob A = df(y) eine Stabilitdtsmatrix ist.

l9(2)|

e Die Voraussetzung |l}m BER = 0 ist erfiillt, wenn f differenzierbar in ¥ ist.
z|—0
Allerdings beachte man, dafl diese Linearisierungsmethode nur hinreichende Bedingungen
bereitstellt, sie sind weit davon entfernt, auch notwendig zu sein. Dies belegen wir mit
ganz einfachen Beispielen.

Beispiel 5.30 Betrachte die skalare DGL

Yy =0-y+g(y); (5.15)

je nach Wahl von g ergeben sich unterschiedliche Verhaltensmuster. Beachte, da} der
einzige “Eigenwert“ der Matrix (0) Realteil 0 hat.

g(y) = 0 Hier sind offensichtlich alle Punkte von R stabile Gleichgewichtspunkte und
insbesondere ¢ := 0 ist stabil.

g(y) =y? 7 := 0 ist kein stabiler Gleichgewichtspunkt, da zwar lim; .. y(¢;£) = 0 fiir

¢ < 0 gilt, aber lim;_,o y(¢; &) = oo fiir & > 0 gilt.

g(y) = —y? ¥ := 0 ist kein stabiler Gleichgewichtspunkt, da zwar lim; ., y(¢;£) = 0 fiir
€ > 0 gilt, aber lim;,o y(t; &) = —oo fiir £ < 0 gilt.

g(y) =y 7:= 0 ist kein stabiler Gleichgewichtspunkt, da lim; ., y(t; £) = oo fiir £ > 0

und limy o y(t; &) = —oo fiir € < 0 gilt.

g(y) = —y® ¥ := 0ist ein stabiler Gleichgewichtspunkt, da fiir jedes £ € R limy_,00 y(£;€) =
0 in monotoner Weise gilt.
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O

Beispiel 5.31 Wir erldutern die Linearisierungsmethode am nichtlinearen Oszillator mit
Démpfung (d > 0):
I+ 2dz +sinz =0

Als System haben wir

y' = f(y) mit f(yi,y0) = ( _gdygyi siny; ) '

Die Linearisierung im Gleichgewichtspunkt z = 6 ist gegeben mit

A—df(&)—(_ol _12d>.

Da die Eigenwerte von A gegeben sind durch
Ay =—d+tvVd> -1,

liegt eine Stabilitdtsmatrix vor und wir wissen, dafl der Gleichgewichtspunkt § = 6 asym-
ptotisch stabil ist.

Es liegt ein weiterer Gleichgewichtspunkt vor, ndmlich § = ( 7(; ) . Die Linearisierung in
diesem Gleichgewichtspunkt fithrt auf die Matrix

A—df(?))—((l) _gd)

und wir stellen fest, dafl diese Matrix einen Eigenwert A besitzt mit Re(A) > 0. Der obige
Satz ist nicht anwendbar, Stabilitét liegt offenbar nicht vor. OJ

Beispiel 5.32 Wir greifen das Lorenz—System wieder auf (siehe Beispiel 5.15). Es lautet:

' S (yz - y1)
y' = f(y) mit f(y) = | ry1 — v2 — Y13 (5.16)
Y1Y2 — bys

Dabei sind s, r,b positive Konstanten und s = 10,r = 28,6 = % Wir wissen, dafl fiir

r > 1 — wir setzen dies nun voraus — drei Gleichgewichtspunkte vorliegen:

0 b(r —1) —y/b(r —1)
y=101],9= bir—1) | ,y=| —/b(r—1)
0 r—1 r—1
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—5 S 0
A=df(y) = 1 -1 —y/b(r—1) ,
Vo(r—1) /b(r—1) —b
—5 S 0
1 -1 b(r —1)
—/b(r—1) —/b(r—1) —b

Fiir den Gleichgewichtspunkt y erhalten wir als charakteristisches Polynom

p(A) = A+ b)(N + (s + DA —s(r—1)),

welches offenbar zwei negative und eine positive Nullstelle besitzt; Stabilitdt in der Um-
gebung von ¢ ist nicht zu erwarten. Zu den Gleichgewichtspunkten Z und Z gehort das
charakteristische Polynom

p(A) =X+ (s + 14+ b)A* +b(s +7)XA + 2bs(r — 1).
Das Routh-Hurwitz—Kriterium ist anwendbar, wenn
(s +1+b)b(s+r)—2bs(r—1)
positiv ist. Dies ist der Fall, wenn etwa

s+3+b

>b+1,r<r.i=s———
S + r<r Ss—b—l

gilt. Es besagt dann, dafl die Gleichgewichtspunkte y und 4 asymptotisch stabil sind. Fiir
die Zahlenwerte s = 10,r = 28,b = % ist r > r. &~ 24.74; die Gleichgewichtspunkte ¥,y
und ¢ sind hier nicht mehr stabil. Allerdings hat noch eine Nullstelle fiir § und gy jeweils

negativ Realteil, was u.a. zur “chaotischen“ Bewegung, die zu beobachten ist, beitragt.
O

5.6 Die Methode von Ljapunov

Eine bedeutende Methode zum Nachweis der Stabilitdt stammt von Ljapunov (1893).
Sie ist fiir nichtlineare Systeme der Form (5.1) entwickelt und stiitzt sich nicht auf die
Berechnung von Eigenwerten. Sie hat ihren Ursprung in energetischen Betrachtungen.
Wir beginnen mit einem Beispiel, das ein Bindeglied zwischen dem letzten Abschnitt und
den folgenden Uberlegungen sein soll.

Beispiel 5.33 Betrachte das System

. —3y2 — y15
I — t , =
y = Flo) mit S ) = (o
Die Eigenwerte der Matrix A = df(6) sind 0 und —2. Sie ist daher keine Stabilitdtsmatrix
und die Stabilitdt des Gleichgewichtspunktes 6 ist daher offen.
Setze V(y1,42) =y + 9y, y = (y1,y2) € R?. Sei y eine Losung des Systems. Dann gilt
d

Ev(yl(t)’w(t)) = —6y1(t)10 _ 36y2(t)2 <0
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und es folgt

0 < V(y1(t), 42(t)) = V(51(0),52(0)) — /(Gyl(S)m +36ya(s)*)ds , t > 0.

Daraus folgt sofort die Stabilitdt des Gleichgewichtspunktes 6. Ferner folgt tlim y(t) =40,
—00

denn:
Da t — V(y1(t),y2(t)) monoton nicht wachsend ist, existiert a := tlim V(ya(t), ya(t)).
—00

Annahme: a > 0. Dann gilt:

0 <a<V(y(t),y2(t) < V(:(0),52(0)), ¢ > 0.

Sei m := inf{6y,'° + 36yla < V(y1,y2) < V(1(0),72(0))}. Da V stetig ist, gilt m > 0
und es folgt fiir ¢t > 0 :

t

0 < V(yi(t), y2(t)) < V(1(0), 92(0)) — m/dt = V(51(0),52(0)) — mt.

Also ist V(y1(t),y2(t)) < 0, wenn ¢ geniigend grofi gewdhlt wird. Damit ist ein Wider-
spruch erreicht. O

Definition 5.34
Eine Funktion V : U — R, U Umgebung des Gleichgewichtspunktes §y € D, heift
Ljapunov—Funktion, wenn gilt:

i) V ist stetig in U und stetig differenzierbar in U\{y} .
i) V() =0,V(z) >0firallex e Uz #7.
i) < VV(z), f(z) >< Ofirallex e U.
V heifit strikte Ljapunov-Funktion, wenn statt iii) gilt:
i) < VV(z), f(z) > < 0 fir alle z € U\{y} .

Satz 5.35
Sei V : U — R,U Umgebung von y, eine Ljapunov—Funktion. Dann gilt:

a) y ist stabiler Gleichgewichtspunkt.

b) y ist attraktiver Gleichgewichtspunkt genau dann, wenn es eine Umgebung W von
y derart gibt, daf3 die Ruhelage die einzige Losung y : [0,00) — U von y' = f(y) ist

mit y(0) € W, LV (y(t)) = 0, € [0, 00).
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Beweis:
OE. g=40.
Sei 7 > 0 mit By, C U. Sei 8 := min{V (z)||z| = r} und sei Us := {z € U|V (x) < B} N B,.
Es gilt: 8> 0,Us # 0, Ug Nullumgebung (V' ist stetig!).
Sei y eine Losung von
Yy =f(y), y(0) =& €Us.

Dann gilt
V) <0, V) <0, te0,6().
Wire
ly(t2)] = 7 fiir ein 1, € (0,w(¢)),
ergibe

V(y(0)) <8 <V(y(tr)) , V(y(tr)) <V (&),
einen Widerspruch. Also gilt y(t) € B, fiir alle t € [0,w(§)). Daraus folgt

w(§) = o0, y(t) € B, fur alle t € [0, c0).

Damit wissen wir, dafl § = 6 ein stabiler Gleichgewichtspunkt ist und a) ist bewiesen.
Wir zeigen b). Wiederum o.E. = 6.
Sei g attraktiv. Also gibt es eine Nullumgebung W', so da8 fiir alle £ € W' lim; o, y(t; &) =
g gilt. Sei W :=UgNW'. Seiy : [0,00) — W eine Losung mit %V(y(t)) =0,te[0,00).
Dann gilt

V() = lim V(y(t)) = V(lim y(1)) = V(6) = 0.

da g attraktiv ist; also £ = 0, y(t) =0, t € [0, 00). Damit ist eine Richtung von b) gezeigt.
Sei Wy := W N Ug. Sei y eine Losung von ¢’ = f(y) mit y(0) € Wy. Dann wissen wir aus
dem Beweis zu a) y : [0,00) — B,. Also enthilt jede Folge (y(t,))ney mit lig\llt” = 00

eine konvergente Teilfolge; sei diese Teilfolge wieder mit (y(t,))nen bezeichnet. Wir haben
zu zeigen, dafl dann henl\ll y(t,) = 0 gilt.

Sei eine solche Folge gegeben. Also

tw)nen mit limt, = oo, limy(t,) = 4.
(tn)nen mit limt, = oo, limy(tn) =9

Annahme: y # 6.
Die Folge (V (y(t5)))nen ist monoton nicht wachsend und es gilt liEHI\ll V(y(t,)) = V(9); also

V(g) < . Betrachten wir die Losung ¢ von
v =rw),y0) =9,
so wissen wir aus dem Beweis zu a)
g:10,00) — B, V(g(t)) <V(§) , t € [0,00).

Da ¢ # 6 mufl es nach Voraussetzung ein 7 > 0 geben mit V(g(7)) < V(7). Da die
Differentialgleichung autonom ist, ist jedes y,, : [0,00) — D mit y,(t) := y(t, + t) eine
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Losung von y' = f(y) mit Anfangswert y,(0) = y(¢,). Da ligl\lI y(t,) = gy gilt, folgt mit
Lemma 3.6

li =i = .
limy, () = limy(tn + 1) = §(t) , t € [0,7]

Also ist
ImV(y(ta + 7)) = V(5(7)) < V(9).

Dies ist ein Widerspruch, da zu jedem n € N ein m € N existiert mit

V(y(tn +7)) = V(y(tm)) = V(9).
|

Folgerung 5.36
Sei V' strikte Ljapunov—Funktion auf der Umgebung U des Gleichgewichtspunktes 7 .
Dann ist i ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.

Beweis:
Da nach iii)* t — V(y(t)) eine Ableitung besitzt, die kleiner Null ist fiir alle ¢ mit y(t) # y
fiir jede Losung y, die in der Nullumgebung U bleibt, ist die einzige Losung vy, fiir die

%V(y(t)) =0, t >0, gilt, die Ruhelage. Anwendung von b) aus Satz 5.35 ergibt die die
ehauptung. |

Beispiel 5.37 Betrachte

;L : o “Bya—yf
= fomit Sl = ( 200

In Beispiel 5.33 hatten wir dazu die strikte Ljapunov—Funktion

2
V(yi,y2) =y’ + 995, (y1.92) €R
eingefithrt. Wir wissen nun nach Folgerung 5.36, dafl y = 6 asymptotisch stabil ist. [J

Beispiel 5.38 Betrachte

v =t mit S = (e g ) (%)

wobei C, L, R positive Konstanten sind. (Die Bezeichnungen C, L, R sind in Anlehnung
an Bezeichnungen bei elektrischen Schwingkreisen gewéhlt.) Eine Ljapunov—Funktion ist

gegeben durch
2

V(y1,y2) := Ly + C 'y, (y1,92) € R,
und es gilt
2
< VV(y1,y2), f(y1,92) >= —2Rys" , (y1,42) € R.

V ist also eine nicht strikte Ljapunov—Funktion, aber Satz 5.35 ist anwendbar. Aus
—2Ry,(t)* = 0 fiir alle ¢ folgt zusammen mit der Differentialgleichung g, () = ya(t) = 0
fiir alle t. Also ist ¥ = 6 asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt. Dies wissen wir
natiirlich schon aus den Stabilitdtsaussagen fiir lineare Systeme. O
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Beispiel 5.39 Betrachte

v = fmit o = ° 5 ) (%)

Eine Ljapunov—Funktion ist gegeben durch V(yi,y2) = y® + yo*. § = 0 ist ein stabiler,
aber kein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt (Argumentiere mit Satz 5.35). O

Bemerkung 5.40
Ist V' eine Ljapunov-Funktion bzgl. ¢, so ist fiir jedes ¢ > 0 die -Umgebung (Niveau-
menge von V')

Ue:={y e UV(y) < c}
invariant, d.h., ist y(-;&) Losung mit £ € U,, dann gilt y(¢;€) € U, fir alle t > 0. Ist V
sogar strikt, so gilt sogar lim;_,o, y(t;§) = ¢ fir alle £ € U, ; U, ist also ein Attraktions-
gebiet fiir 7. O

Wir haben nun einige Beispiel fiir die Existenz von Ljapunov-Funktion kennengelernt.
Doch wie findet man in einer allgemeinen Situation eine Ljapunov—Funktion. Hierzu
gibt es theoretische Ansétze, in der Praxis kommt man aber in der Regel nicht ohne ein
Hintergrundwissen iiber den Sachverhalt, der mit dem DGL-System modelliert wird, aus.
Lediglich bei skalaren DGLen ist die Frage leicht zu iiberschauen. Ist ndmlich die skalare
DGL

y' = fy)
mit Gleichgewichtspunkt 3 gegeben, so ist

V(y) = —/yf(S)dS

wegen
<VV(y), fly) >= —f(y)?

offenbar ein erfolgversprechender Ansatz fiir eine Ljapunov—Funktion.

Bei Aufgaben der Mechanik kommt man héufig mit einer Art “Gesamtenergie“ als Ljapunov—
Funktion weiter. Wir kommen darauf zuriick, hier ein kleines Beispiel.

Bemerkung 5.41
Betrachte die DGL 2. Ordnung

&+ g(z) +sin(z) = 0;
hier ist g(&) ein geschwindigkeitsabhédngiger Reibungsterm. Die Annahmen
g(0) =0, ¢'(y) <0 und yg(y) >0 fiir alle y € R,

scheinen also gerechtfertigt. Als System haben wir dann

/ /

' =y,y =—g(y) —sin(z).
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Wir setzen )

2
Viw,y) =7 +1-cos(a), (a,9) € R,

und stellen fest, daf§ eine Ljapunov—Funktion vorliegt. Sie ist strikt, wenn sogar yg(y) < 0
gilt fiir alle y # 0.

2
Diese Ljapunov—Funktion 1&8t sich unmittelbar als Summe der kinetischen Energie %
und der potentiellen Energie 1 — cos(z) ~ = deuten; Masse m und Gravitationskonstante
g sind auf Eins gesetzt. OJ

Bei Anwendungen auflerhalb der Mechanik ist die Situation fiir das Auffinden einer
Ljapunov—Funktion nicht so einfach, aber auch nicht aussichtslos.

Beispiel 5.42 Wir nehmen das Populationssystem aus Sektion 2.6 wieder auf:

y = (az=0bly
{ Y= (e—dy): (a,b,c,d > 0). (5.17)
Die dortigen Ergebnisse lassen sich so deuten, dal der biologisch interessante Gleichge-
wichtspunkt

o c b

(y,Z) T (d’ CL)

in unserer nun entwickelten Begriffsbildung stabil, aber nicht asymptotisch stabil ist. Mit
der Linearisierungstechnik sieht man diese Tatsache sofort ein. Es ist ja die Linearisierung
im Gleichgewichtspunkt gegeben durch die Matrix

0 %>
d

db )
(‘7 0

die offenbar zwei verschiedene rein imaginére Eigenwerte besitzt; die zugehorige Jordan-
sche Normalform ist diagonal und Stabilitat folgt (siche Bemerkung 5.22). Dies folgt
aber nun auch leicht aus der Tatsache, dal wir sogar eine Ljapunov—Funktion zu diesem
Gleichgewichtspunkt V' haben:

V(y, z) : dy—c—cln(yg) —i—az—b—bln(z%), y>0,2>0.
Man rechnet leicht nach, da eine (nicht strikte) Ljapunov-Funktion vorliegt. (Man fin-
det sie mit einem Ansatz V(y, z) := F(y) + G(z).) Gegeniiber der Linearisierungstechnik
haben wir nun den Vorteil, zu wissen, daf eine Niveaumenge {(y,z) € R?|V(y,2) < c}
eine invariante Menge ist.

Das obige Modell hat den Mangel, dal bei Abwesenheit von Réubern (y) die Beutepo-
pulation (z) exponentiell wiachst. Wir helfen dieser Tatsache ab durch Einfiihrung eines
sogenannten sozialen Reibungsterms bei beiden Populationen. Wir betrachten daher:

{ LTI @hedes>0). (5.18)

Wir stellen fest, daf fiir 0 < f < % der biologisch interessante Gleichgewichtspunkt

ac—bf bd—+ ce
ad+ef’ ad+ef

(9,2) = (

)
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vorliegt. Dieser Gleichgewichtspunkt ist asymptotisch stabil, denn es ist ja die Lineari-
sierung im Gleichgewichtspunkt gegeben durch die Matrix

ey ay
—dz —fz )’

die offenbar zwei Eigenwerte mit negativen Realteil besitzt; man kann dies etwa mit dem
Routh-Hurwitz—Kriterium einsehen. (Analysiere die “biologisch“ weniger interessanten
Gleichgewichtspunkte.) O

5.7 Ljapunov’s Matrixgleichung

Zur Erinnerung:
Eine symmetrische Matrix M € R™" heifit positiv semidefinit, falls

< x,Mx >2> 0 ist fiir allexefé.

Eine symmetrische Matrix M € R™" heifit positiv definit, falls

< x,Mx >> 0ist fir allexef@é,x#ﬁ.

Lemma 5.43
Seien U € R™"™, V € R™™ W € R™™.
Sind U,V Stabilitdtsmatrizen, so ist die eindeutige Losung der Matrixgleichung

UX+XV4+W=6 (XeR)

gegeben durch

o0

X = /etUWetth.
0

Beweis:
Nach Satz 4.7 gibt es ¢ > 0,3 > 0 derart, daf gilt:

HetUH < ce Pt Heth <ce Pt t>0.

Esist mit T >0

VWelV — W = (eWetV)dt

SR

(Ue"We 4+ WVe)dt

(Ue"We + WeVV)dt

|
Tt — s T — s T
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und Grenziibergang T' — oo ergibt

o0

UX +XV =-Wfir X = /etUWetth .

0

Damit ist die Existenz einer Losung klar. Die Eindeutigkeit folgt so:
Sei X € R™™ eine Losung von

UX+ XV =0.
Dann ist p
(X)) =P (UX + XV)e" =0,
also
eV XeV =W X" = X .
Grenziibergang t — oo liefert X = © . |
Satz 5.44

Es sind dquivalent fiir A € R™":
a) A ist Stabilitdtsmatrix.

b) Es gibt eine positiv definite Matrix P € R™" mit

A*P+PA=—I (5.19)

Beweis:

Lemma 5.43 besagt, dafl aus der Stabilitdt von A die Existenz von P mit der gewiinschten
Eigenschaft folgt.

Erfiille nun P € R™" die Gleichung (5.19). Definiere

V(z) :=<uz,Pz >, z€R.
Dann ist V(0) = 0,V (z) > 0 fiir alle z # 6, und V ist differenzierbar; es gilt:

<VV(z),Az > = Pzx+ Pz, Az >
= < A'Px,x >+ <z,PAx >
= < (A"P+ PA)x,xz >
= —<z,x>

Also ist V eine strikte Ljapunov—Funktion. Wende nun Folgerung 5.36 und Satz 5.18 an.
[



Kapitel 6

Periodische Losungen

In diesem Paragraphen diskutieren wir das Auftreten von periodischen Lésungen und das
Verhalten von Losungen in der Umgebung von periodischen Losungen.

6.1 Periodische Punkte

Wir betrachten
y=fly) (f:D — R,DCR) (6.1)
und vereinbaren: D C R" offen, f lokal L—stetig.

Wir erinnern an die Bezeichnungen:

I*(¢) maximales Existenzintervall einer Losung y(+; ) von (6.1) mit y(0; &) = ¢
und &£ = y(t;¢) fir t € I*(€).

Definition 6.1
Ein Punkt x € D heifit periodisch, wenn es T' > 0 gibt mit

y(t+T;x) = y(t; x) fir alle t € I*(z).
Jedes T mit dieser Eigenschaft heifit eine Periode von z und die zugehorige Losung y(-, x)

heifit T'— periodisch. O

Offensichtlich ist jeder Gleichgewichtspunkt periodisch. Eine Klassifikation von periodi-
schen Punkten ist von Interesse.

Folgerung 6.2
a) Ist x € D periodisch, so gilt [0,00) C I*(x).

b) x € D ist periodisch genau dann, wenn es T' > 0 gibt mit y(T;x) = x .

Beweis:

Zu a). Es gibt T > 0 mit y(T;z) = y(0;z), d.h. T € I*(z). Sukzessive erhélt man
kT € I*(z),k € N. Da I*(z) ein offenes Intervall ist, gilt [0,k7") C [*(z) fir alle k € N .
Zu b). Ist x periodisch, so gilt nach Definition y(T;x) = y(0;z) = x. Sei nun ¢t € I*(x).
Wegen y(t + T;x) = y(t; y(T; x)) folgt aus y(T;z) = x auch, dafl = periodisch ist. |

91
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Lemma 6.3
Sei x € D periodisch. Dann sind dquivalent:

a) z ist Gleichgewichtspunkt.

b) inf{T > 0|y(t + T;z) = x fiir allet € I*(z)} = 0.

Beweis:
Zu a) = b) Offensichtlich, da y(t;x) = z fiir alle t € R.
Zu b) = a) Es gibt also eine Folge (7},)nen mit

UmT, =0,7, > 0,y(t + T,,x) = y(t,x) fir alle t € [*(z),n € N.
Fiir t € [0,00) C I*(x) gilt dann mit y(t) := y(¢t;z),t € I*(x) :
y'(t) =hm T, (y(t + Tn) — y(t)) = 0.

Also gilt y(t) = y(0) =z, f(x) = f(y(t)) = y'(t) = 0 fiir alle t € [0,00) d.h. f(z)=0. WA

Wir wissen also nun, dass ein periodischer Punkt z € D genau dann kein Gleichgewichts-
punkt ist,wenn x eine minimale positive Periode T™ besitzt, d.h.

T :=inf{T >0 y(t+T;x) =y(t),t € [0,00)} >0.

Beachte: T ist stets wieder Periode. Damit gewinnen wir die Klassifizierung aus Satz
5.1 erneut:

Folgerung 6.4
Sei x € D . Dann tritt genau eine der folgenden Aussagen ein:

a) z ist Gleichgewichtspunkt.
b) z ist periodisch mit minimaler positiver Periode.

c) y(t;z) # x fir allet € I'*(x).

Beweis:
Offenbar tritt ¢) genau dann nicht ein, wenn a) oder b) erfiillt ist. Lemma 6.3 besagt,
dass dann genau eine der Aussagen a),b) eintritt. |

6.2 Periodische Losungen bei linearen Systemen

Wir betrachten das lineare System

y = Aty + a(t (6.2)

mit A: R — R™",a: R — R" stetig. Wir setzen voraus, dass (6.2) T—periodisch
ist, d.h.

At +T)=A(t),a(t+T)=a(t) fir allet € R. (6.3)
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mit 7" > 0. Diese Voraussetzung scheint angebracht, wenn man nach periodischen Losungen
fiir (6.2) sucht. Die Differentialgleichung

y =1

zeigt, dass das Problem der Existenz von periodischen Losungen nicht trivial ist, denn die
Gleichung ist T—periodisch fiir jedes T" > 0, besitzt aber keine nichttriviale periodische
Lésung.

Bemerkung 6.5

Das System (6.2) ist nichtautonom. Wir bendtigen Aussagen fiir nichtautonome lineare
Systeme, wenn wir autonome nichtlineare Systeme auf periodische Losungen mit Hilfe der
Linearisierungstechnik untersuchen wollen. U

Wir wissen, dass zu jedem 7 € R Losungen

T T < C(R,f@é)
von
y' = Alt)y (6.4)
existieren mit y'(7) = €', €' i—ter Einheitsvektor; 1 < i < n. Wir setzen
Ut,7) = (' @)]...|y"()) ,t € R, (6.5)

und wissen aus Satz 5.11, dass jede Losung y von (6.2) sich folgendermafen schreiben
lasst:

t

y(t) = U(t,0)y(0) + /\If(t, s)a(s)ds ,t ER. (6.6)

Satz 6.6
Es sind dquivalent

a) Das System (6.2) besitzt eine T—periodische Lésung.
b) Das System (6.2) besitzt eine beschriankte Losung.

Beweis:
a) = b) Ist y := (-;z),z € R", eine T—periodische Losung, so gilt:

ly(t)] < max{|y(7)| | 7 € [0,T]} < oo fiir alle t € [0, 00) .

Beachte dabei die Stetigkeit von y in [0, 7]).
b) = a) Wegen (6.6) besitzt (6.2) eine T—periodische Losung genau dann, wenn es
x € R" gibt mit

x=U(T)z +n, (6.7)
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T
wobei ) := [W(T, s)a(s)ds und U(T) = ¥(T,0) ist.
0

Es ist also zu zeigen, dass jede Losung von (6.2) beschriankt ist, falls (6.7) nicht losbar
ist. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass (6.7) genau dann nicht lésbar ist, wenn ein
u € R™ existiert mit!

u=UT)u,<un>#0. (6.8)
Ist nun y(-; z) eine Losung von (6.2), so gilt nach (6.6) mit einem = € R™ :
y(Tiz) = U)o +7 (6.9)
und
Y (t+kT;z) = At + kT)y(t+ kT;z) + a(t + kT) = A(t)y(t + kT;2) + a(t)  (6.10)

fiir alle £ € N und ¢ > 0. Aufgrund der Eindeutigkeit ist somit

yr iR — R, yi(t) = y(t + kT;2) ¢ >0,k €N,

Losung der AWA
y'=At)y +a(t) , y(0) = y(kT; ).
Mit (6.6) folgt yx(T) = y((k+1)T) = U(T)y(kT)+n und somit mit vollstandiger Induktion

k—1
y(T) = U(T)*z + > U(T)n k€ N.
7=0
Aus (6.8) erhalten wir
k—1 A
<u,yp(T) >=< U(T)*u,z > +Z <UT)u,n>=<u,z>+k <u,n> (6.11)
7=0

Wegen < u,n > # 0 folgt hieraus
lim | <, 4(T) > | = lim | < u,y(KT) >| = oo.
Also ist die Losung y unbeschrénkt. [
Im Beweis haben wir die Abbildung
U:0,00)3T — U(T,0)€ R

definiert und verwendet. Diese Abbildung heifit Monodromie-Operator zum gegebe-
nem System y' = A(t)y. Wir konnen damit die Existenz von periodischen Losungen fiir
das homogene Teilsystem von (6.2) so charakterisieren:

Satz 6.7
Sei T > 0. Das homogene System y' = A(t)y besitzt genau dann eine nichttriviale T—
periodische Losung, wenn k = 1 ein Eigenwert von U(T) ist.

l< .;. > euklidisches Skalarprodukt in R™ und “*“ Transposition
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Beweis:
Wir wissen aus (6.7), dass z € R" Fixpunkt von U(7) genau dann ist, wenn ¢ (-, z) eine
T—periodische Losung von y' = A(t)y ist. Also existiert genau dann eine nichttriviale

T—periodische Losung, wenn es ein z € R™\{6} gibt mit
UT)x =z,
d.h., wenn x Eigenvektor von U(T") zum Eigenwert 1 ist. |

Die Schwierigkeit in der Anwendung von Satz 6.7 liegt darin, dass zur Bestimmung von
U(T) die Losungen von y = A(t)y vollstandig bekannt sein miissen.

Beispiel 6.8 Ist k = ia mit a = 2k7 /T ein Eigenwert von A € R™", so ist 1 ein Eigenwert
von eT4, denn fiir einen Eigenvektor z zu & gilt

Ty = TARE) i By — o T T(A=RE) 3 — oh Ty — cos(2kmz) = . (6.12)

Dies bedeutet, dass das zugehorige System
y = Ay
eine nichttriviale Losung T-periodische Losung besitzt, da hier
U(T) = e

gilt. Wir wissen dies allerdings schon aus Abschnitt 6. U

6.3 Floquetdarstellung
Wir betrachten
' =At)z, (6.13)

wobei A: R — C™" stetigist und A(t +T) = A(t) fiir alle t € R gilt. T > 0 ist also
eine Periode von A.

Wir gehen hier von einem System mit einer komplexen Matrix aus, da spater wieder
ein Riickgriff auf die komplexe Form der Jordanschen Normalform nétig sein wird. Der
Ubergang zu reellen Losungen, wenn A reell ist, erfolgt wieder iiber Realteil- und Ima-
ginérteilbildung. Die Losungen von (6.13) miissen nicht notwendigerweise periodisch sein,
etwa:

t
' =z : Losung z(t) = €', 2’ = (sin®t)z : Losung z(t) = exp(/ sin? sds)
0
In beiden Féllen haben wir sogar unbeschréankte Losungen.
Die Losungen von (6.13) sind auf ganz R definiert (sieche Abschnitt 2.5 und jede Losung

fithrt bei Verschiebung der Zeit um eine Periode wieder zu einer Losung.
Das Hauptergebnis hier ist:
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Satz 6.9
Zu jeder Fundamentalmatrix ¥ von (6.13) gibt es P: R — C™" und R € C™" mit

i) U(t) = P(t)exp(Rt) ,t € R;

ii) P(t+T) = P(t) fiir allet € R .

Beweis:
Sei ¥ eine Fundamentalmatrix. Nach unserer Vorbemerkung ist auch

U(-+1T)
eine Fundamentalmatix. Also gibt es nach Lemma 2.6 C' € R™" mit
U(t+T)="¥(t)CVteR.

Im Vorgriff auf das nachfolgende Lemma ?? erhalten wir:
Es existiert R € C™" mit
C =ef'T,

Wir setzen P(t) := U(t) exp(—Rt),t € R, und erhalten
Pt+T) = VY(t+T)exp(—R(t+T))

= U(t)exp(RT)exp(—R(t+T))
= U(t)exp|—Rt) = P(t),t € R.

Die Matrix e heisst Monodromie—Matrix von Gleichung (6.13). Wegen
U(0) (T =T

folgt mit Lemma 2.16, dass die Eigenwerte von e®? nicht von der Wahl der Funda-
mentalmatrix abhidngen. Diese Eigenwerte heiflen charakteristische Multiplikato-
ren (Floquet—Multiplikatoren). Offenbar ist e #7 gerade die Abbildung, die jedem
Anfangswer x° den Wert der Losung zu 2° zur Zeit T zuordnet, d.h. e fT ist die
Riickkehrabbildung.

Folgerung 6.10
Sei X € . Dann gibt es eine nichttriviale Lésung von z von (6.13) mit

z(t+T) = Xx(t) Vt € R,
wenn Ao charakteristischer Multiplkator von (6.13) ist.

Beweis:
Sei A charakteristischer Multiplikator und sei 2° € C ein Eigenvektor von e®?. Dann gilt:

z(t) = P(t)ef'2’ € R,
ist nichttriviale Losung und
z(t+T) = P(t + T)eF 0= P(t)efefTe? = Noz(t) t € R.

Die Umkehrung folgt genauso einfach.
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Folgerung 6.11
a) Genau dann besitzt die DGL (6.13) eine nichttriviale periodische Losung mit Pe-
riode T, wenn Ay = 1 charakterischer Multiplikator von (6.13) ist, es sind dies die
Losungen, deren Anfangswert x° Eigenvektor von efT.

b) Genau dann besitzt die DGL (6.13) periodische Lisungen mit der kleinsten Periode
2T, wenn \g = —1 charakteristischer Multiplikator von (6.13) ist.

Beweis:Folge 6.14 OJ [ |

Die Darstellung der Fundamentalmatrix in Satz 6.9 zeigt, dass das asymptotische Verhal-
ten der Losungen von (6.13) fiir ¢ — =41 vollstéindig durch die Matrix e beschrieben
wird. Die Matrix R wiederum lasst sich aus der Monodromiematrix auf rein algebraische
Weise (siehe Lemma 2.23) berechnen. Jedoch ist es im allgemeinen nicht méglich, die Mon-
odromiematrix bzw. ihre Eigenwerte direkt zu berechnen, ohne eine Fundamentalmatrix
auf einem Intervall der Lénge T zu berechnen. Direkt mit der Matrix A(t),t € [0,7],
kann man nur das Produkt der Eigenwerte der Monodromiematrix erhalten:

Lemma 6.12
Sei C' = ef*T" die Monodromiematrix von (6.13) und seien py, ..., i, die Eigenwerte von
C. Dann gilt

T
H'“i = exp(/ spurA(s)ds)
i=1 J

Beweis:Sei ¥ eine Fundamentalmatrix mit ¥(0) = . Eine zum Beweis von Satz 2.10
analoge Uberlegung liefert

t
det U(t) = exp(/ spurA(s)ds) ,t € R.
0

Andererseits
det U(T') = det(¥(0)C) = det C.

Ist p ein charakteristischer Multiplikator und A ein zugehoriger charakteristischer Expo-

nent, d.h.

AT
e =K,

so gilt nach Lemma 2.21: Ist

S| =

T
2me

A(s d —

/ spur mod — )
0

positiv, so gibt es in jeder Nullumgebung einen Anfangswert fiir eine Losung = mit

lim |z(8)] = oo.
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Beispiel 6.13 Betrachte (6.13) mit
—1+3cos?t 1-— Ssint
o 2 4
A(t) == 5 2
—1—ysin®t —1+ gsin®t

Wir haben fiir die charakteristischen Multiplikatoren puq, us bzw. ihre charakteristischen
Exponenten A, s :

2

1 3 3 1

)\1—1-)\2—%/(—2+§C0828+58in28)d8——5
0

Die Eigenwerte von A(t) sind zeitunabhéngig und gegeben durch

A o= (—1+iV7)/4
P)

Dies verleitet mit Satz 4.8 zur Annahme, dass fiir alle Losungen gilt

Jim |z(8)] = 0
Aber offenbar ist
t —cost
x(t) =e2
sint

eine Losung, fiir die tlim |z(t)| = oo gilt. Hat man diese Losung, kann man eine weitere
—00

linear unabhéngige Losung berechnen und man erhélt schlieflich die chakrakteristischen
Exponenten:

Lemma 6.14
Sei M € R™"™,det M # 0. Dann gibt es L € C"™" mit

M =exp(L).

Beweis:
Man sieht sofort, dass es ausreicht, die Aufgabe zu l6sen im Spezialfall, dass M in Form
eines Jordanblockes vorliegt. Sei also

M =M\ + N mit N* =0 fiirein k € N.

Da det M # 0 ist, folgt A # 0. Ist dann L € C™" mit

1
exp(L) = I+ TN (6.14)

so erhalt man

exp((In M\ + L) = Aexp(L) = MI + %N) ~ M
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Also reicht es (6.14) zu losen.
1

Laft man sich von der Analogie leiten, dass L der Logarithmus von [ + X, X := )\N , sein
soll, so wird man zu der aus der Analyis bekannten Reihendarstellung

In(1+2z)= Z (l—i— )1 2 (o) < 1)
1=0

gefithrt. Wir machen daher den Ansatz

[e’e) k—2 1
(_1)l 1 1+1 (_1) 1 1+1
L= —N = —N 6.15
lz;l—l—l()\ ) lOl—l—l()\ ) ( )
Es gilt
LP=0,s>k
Also

0 k-1
1 1
L) = IS5 = B 6.16
exp(L) 2; i 2; i (6.16)
Setzt man nun L aus (6.15) in (6.16) ein, so bestétigt man wie im reellen Fall die Identitét

1
exp(L) =1+ XN.
|

Beispiel 6.15 Der Logarithmus einer reellen Matrix ist nicht notwendigerweise reell.

Dazu betrachte
-1 0
(9.

Ist R € C™" eine Matrix mit C' = exp(R), so hat R komplexe Eigenwerte, die nicht
komplex konjugiert zueinander sind. Also kann R nicht reell sein.

6.4 Existenz periodischer Lésungen: Ein Storungsresultat
Wir betrachten hier

y' = Alt)y +g(t,y) (6.17)

wobei A: R — R™",g: RXR" — R" gegebene Funktionen sind.
Wie in Abschnitt 6.2 sei ¥(-,7) eine Fundamentalmatrix mit

U(r,7)=E ,7 €R;
siehe (6.6). Wir setzen wieder:

U(t) = U(t,0), t €R.
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Satz 6.16
Es seien A, g stetig und g lokal L—stetig gleichméfig in t. Ferner seien A, g T—periodisch
beziiglich t, d.h.

At +T) = A(t), g(t + T, y) = g(t, y) fiir alle t € R,y € R
Ist dann (6.17) asymptotisch linear in t, d.h.

lim lg(t, )|

lyl—oo |y

= 0 gleichméfig in t, (6.18)

so besitzt die Gleichung (6.17) eine T—periodische Losung, falls k = 1 kein Eigenwert von
U(T) ist.

Beweis:
Sei € € (0,1). Wegen (6.18) existiert M > 0 mit
lg(t;y)| < ely| fiir alle t € R und |y| > M

beachte: g(t,y) ist periodisch beziiglich ¢.
Beriicksichtigt man, dass g stetig ist, erhdlt man 8 > 0 mit

lg(t,y)| < B+ ¢€ly| fir allet € R,y € R . (6.19)

Ist y(-,-x) eine Losung von (6.17) mit y(0;z) = z, so gilt [0,00) C I*(z), denn:

y(t o) < o+ / A()y(r; 2) + glr; 7)) dr

< Jol+ [(1AW@Ily(r,a)| + 6 + y(ria)l}ar

t

< Jol+ B+ / aly(r;2)ldr, t € I(z),
0

wobei a 1= rr1[6a>;1{|A(T)| + €} ist. Das Lemma von Gronwall 3.3 ergibt:
T7€|0,

t
ly(t; )| <|z|+ Bt + /(|x| + Bs)aet)ds , t € I(x).
0

Daraus folgt [0, 00) C I*(x), da sonst die Losung in einem Kompaktum bliebe (Satz 2.32).
Sei nun y(-; ) wiederum eine Losung von (6.17) mit y(0;x) = z,z € R"™. Aus der Formel
,, Variation der Konstanten“ folgt:

t

y(t;z) = V(t,0)z + /\If(t, s)g(s,y(s;x))ds,t > 0. (6.20)
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Sei a := max{|V(t, s)||t,s € [0,7]}. Dann folgt aus (6.20) fiir ¢ € [0, 7]
t t

y(t0)| < alel + [ al8 +ely(si o) }ds < ala] + T +ac [ ly(s)lds.
0 0

Aus dem Lemma von Gronwall 3.3 folgt |y(t; z)| < y|z|+d, t € [0,T], mit v := ae®T,§ :=
afTe*”. Wir erhalten nun aus (6.19)

1y(t,2) — U(t)z] < aT(B+ e+ erlal) , ¢ € 0, ],
also
|l|im ly(t;z) — U)z||z| ™ < eanT
T|—00

gleichméfig in [0,7]. Da € € (0,1) beliebig war, folgt

lim |y(t;z) — U(t)z||z|™" = 0 gleichmiBig in ¢ € [0, o0] . (6.21)

|z]—o00

Da k = 1 kein Eigenwert von U(T) ist, ist die Abbildung
F:R>z — (E—U(T) \(y(T;z) — U(T)x)

stetig; beachte: Losungen hédngen stetig von den Anfangswerten ab. Dabei ist wieder
y(+; x) Losung von (6.17) mit y(0;2) = = . Aus (6.21) folgt

lim |F(z)||z]™ = 0.

|z]—00
Also gibt es r > 0 mit
1 1

Dies zeigt, dass F : B, — B,. Aus dem Brouwerschen Fixpunktsatz, den wir im
folgenden Abschnitt beweisen werden, folgt:

F hat einen Fixpunkt, d.h. es gibt z* € B, mit F(z*) = z*. (6.22)
Dies bedeutet y(T, z*) = z*, d.h. y(-; 2*) ist T—periodische Losung. |

Folgerung 6.17
Sei A € R™ und sei g : RXR" — R" lokal L-stetig gleichméfig in t. Es gelte mit
T7>0:

i) A besitzt keinen Eigenwert der Form %k keZ.

ii) g(t+T,y) = g(t,y) fiir allet € R,y € R™.
iii) |l|im lg(t,v)||y|~* = 0 gleichméiBig in t.
y|—o0

Dann besitzt das System

Yy =Ay+g(t,y) (6.23)

mindestens eine T'—periodische Losung.
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Beweis:

Wegen U(T) = €T und Satz 6.16 geniigt es nachzupriifen, dass aus i) folgt, dass k = 1
kein Eigenwert von e’ ist.

Annahme: k = 1 ist Eigenwert von e’ mit Eigenvektor z # 6.

Ist A= QDQ™! die Jordansche Normalform von A, so gilt e?Pz = 2 , 2z = Q 'z # 0. Wir
wissen:

D = diag(Dy,...,Dn),D; € R, Dy =B+ N, NJ" =0,1<j<m, mit Y n;=n.
j=1
(6.24)
Wir zerlegen z geméfl z = (21,. .., z,,) und erhalten die Gleichungen:
#;T TN;

e e Mz =2;,1<j<m.

Wegen z # 0 gibt es j mit z; # 6. Wegen N = 0 gibt es [; < n; mit Nliz; # 0, Nitly; =
0. Dann N'iz; = s NlieTNiy; = eriT Nliz;, also

o
eT =1, dhk; =k keZ.
T
Dies ist im Widerspruch zu i). |

Beispiel 6.18 Betrachte die DGL y” 4+ y + +/]y|sinwt = 1. Als System lautet sie:

()= (5 0) G+ (oo )
(1)

1
sind k12 = 44. Fiir g(t,y) :=1 — |y|2 sinwt gilt

Die Eigenwerte von

2 : -
g((t+=—=y) =g(t,y), t € R, lim [g(t,y)|ly|"" =0.
w ly| =00

6.5 Der Brouwer’sche Fixpunktsatz

Bezeichnungen:
2= (Y 2D)3, 2 €R; S, = {z € R|z] =}, r > 0.
=1

Der Fixpunktsatz ist
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Satz 6.19
Seir >0 und F : B, — B, stetig. Dann besitzt F einen Fixpunkt, d.h. es gibt € B,
mit

F(z)==x.

Den Beweis dieses Satzes fithren wir auf zwei Lemmata zuriick.

Lemma 6.20 o
Es gibt keine stetig differenzierbare Abbildung f : B, — S, mit f(z) =2,z € S,.

Beweis:

Annahme: Es gibt eine stetig differenzierbare Abbildung f : B, — S, und z € S, mit
f(z) ==.

Wir setzen

g(2) = f(2) — 2z fi(z) = 2 +tg(z) = (1 —t)z + tf(2),2 € B,,t €]0,1].
f+, g sind stetig differenzierbar und es gibt ¢ > 0 mit

lg(z) — 9@l < clz —yll, 2,y € B: .

fi ist injektiv fiir ¢ € |0, %), denn:

Seien z,y, € B, und fi(x) = fi(y). Dann ist

lz = yll = lltg(y) — tg(x)|| < tellz —yll,

d.h. z =y wegen tc < 1.
Fiir die Funktionalmatrizen Df;, Dg von f; bzw. g gilt

Df,(x) = Et +tDg(x), x € B,,t € [0,1],
und es gibt ¢ € (0, %), so dass
det Df;(x) # 0 fiir alle x € B,,t € [0,t).

Dies folgt aus der Tatsache, das g stetig differenzierbar ist.

Sei Gy := {z € B,|3z € B, mit z = fi(x)},t € [0,t0]. G; ist offen fiir alle ¢t € [0,¢,). Dies
folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen unter Zuhilfenahme der kenntnise iiber die
Funktionalmatrizen.

B, C G, t €10,tp), denn:

Sei z ¢ Gy. Wihle einen Punkt w € G; und einen Punkt u auf der Verbindung von z,w
mit u € G;\G;. Da das Bild von B, unter f; kompakt ist, gibt es € B, mit u = f;(z).
Da u ¢ G; gilt € B,\B, d.h. ||z|| = 1. Nach Voraussetzung haben wir

u=filz)=1—-t)e+tf(z)=1—-t)x+te=1.

Also u = z, |jul| = ||z|| = 1,||2]| = 1, da [jw|| < 1 wegen w € Gy, Gy offen. Dies zeigt
z ¢ B,.
Da f; die Sphére S, auf S, abbildet, t € [0, ty), folgt aus den obigen Vorbereitungen

f;: B, — B, bijektiv,0 <t < to.
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Wir setzen
() = /det Dfy(x)dz, t € [0,1],
B,
und erhalten aus der Substitutionsregel fiir Bereichsintegrale

1I(t)] =v,0<t<tp,

wobei v fiir das Volumen von B, steht. Es folgt, dass I ein Polynom ist. Da es in [0, %)
konstant ist, ist I konstant in [0, 1], d.h.

I(t)|=v,0<t<1.

Aus der Voraussetzung B
f(z) € S, fiir alle x € B,

folgt < fi(x), fi(z) >= 1 fiir alle € B,. Daraus erhalten wir

0 _
< fl(x),fl(x) >=0,z€B,,1<i<n,
8:@
also B
det Dfi(x) = 0 fir alle x € B,..
Dies bedeutet I(1) = 0 im Widerspruch zu v > 0. |
Lemma 6.21

Es gibt keine stetige Abbildung f : B, — S, mit f(z) = 2,2 € S,.

Beweis:
Annahme: Es gibt eine stetige Abbildung f : B, — S, mit f(2) =2,z € S,.
Es gilt:

flx)—x=0,z€8,,|flx)—z|<2,2€B,.

Da f stetig ist, gibt es also r € (%, 1) mit
1
If (@) — 2] < 7 firr < ] <1.

Der Approximationssatz von Weierstraf} liefert reelle Polynome Py, ..., P, mit
n 1 .
1> P@)ei = (f(x) — )| < 7,2 € Br.
i=1
Sei P(z) := >_ Py(x)e;, x € B, . Nun koénnen wir ein Polynom @ wiihlen mit
i=1

3
ZgQ(tQ)glﬁirOStgr,|Q(t2)|glﬁirrgtgl,Q(l):O.

Wir setzen g(x) := z + Q(|| = ||*)P(x) und erhalten fiir 0 <|| z ||< r

lg@)ll = llz+Qlz]*) P(x)]
= (@) + QUzI"){P(x) — f(2) + =} +{QI=[*) — LHf(z) — 2}

< @I =lQUzl*) [ 1P(z) — f(z) + 2l | 1= Q(ll|* | [If(z) — |
11,1

IN
—_
|
—_
|
|
|
)
|
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Fir r < ||z|| <1 erhalten wir

lg@)l = o+ QUlzI){P(z) — f(=) + 2} + Qlz*){f (=) — 2}
< lel=1 QU= | {IP(z) - f(=) + Il + I (=) — =[I}

<l dy !
VIR U
Also haben wir .
lg(@)|| > 1 t€B,,glx)=zz€S,.

Jede Komponente von g ist ein Polynom, also stetig differenzierbar. Daher ist auch h
definiert durch

h(z) = g(=)g(x)|| ", = € By,

stetig differenzierbar. Da h(z) = x, 2 € S,, und h(z) € S,, v € B,, gilt, haben wir mit
Lemma 6.20 einen Widerspruch. |

Beweis des Satzes 6.19 Annahme: F(z) # z fiir alle x € B,.
Wir definieren f : B, — S, durch folgende Vorschrift:

f(x) sei der Punkt in s,, der auf der durch z und F(x) gehenden Geraden
liegt, und zwar so, dass = zwischen f(z) und F(z) liegt.

Offensichtlich: f ist wohldefiniert, da stets F'(x) # x, f ist stetig, und
| f(z) ||=1,2 € B,; f(z) =z,2 € S,.
Lemma 6.21 ergibt den gewiinschten Widerspruch. |

Bemerkung 6.22

Eng verwandt mit den Brouwerschen Fixpunktsatz ist der Satz vom gekdmmten Igel:
Es gibt keine stetig differenzierbare Abbildung T : S; —— 57 mit der Eigenschaft
<u,T(u) >=0,u € S;. Allerdings ist dies nur richtig in R™ mit n ungerade. O

Bemerkung 6.23
Fiir n = 1 ist der Brouwer’sche Fixpunktsatz eine einfache Folge des Zwischenwertsatzes.
Fir F:[-1,1] — [—1,1] gilt ndmlich

(Id — F)(—1) <0, (Id — F)(1) > 0.

Also gibt es z € [—1,1] mit F(z) = x. O



Kapitel 7

Differentialgleichungen und
Mechanik

7.1 Die Keplerschen Gesetze und Newton’s Gravita-
tionsgesetz

Kepler formulierte folgende Aussagen:
1. Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

2. Die (gedachte) Linie, die die Sonne mit den Planeten verbindet, iiberstreicht in
gleichen Zeiten gleiche Fléachen.

3. Das Verhéltnis zwischen dem Quadrat der Umlaufzeit und dem Kubus der groflen
Achse (der Bahnellipse) ist fiir alle Planeten des Sonnensystems konstant.

Abbildung 7.1: Die Keplerschen Gesetze

Nimmt man die Beobachtung hinzu, dass die Bahnen der neun Planeten praktisch in
ein und derselben Ebene liegen, erhilt man daraus eine vollstdndige Beschreibung der
Planetenbewegung; siehe unten.

Die Schwierigkeiten, die Planetenbewegungen zu entrétseln, kann man in einem Plane-
tarium erkennen. Das Liniengewirr ihrer Bahnen nimmt sich aus wie die verhedderte
Angelschnur eines Anglers. Zur Illustration siehe Abbildung 7.3.

Eine Bewegung eines Objektes in R? ist eine Abbildung

d
z:I — R

106
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Abbildung 7.2: Die Bahndistanzen

Abbildung 7.3: Die Bahn des Saturn

wobei [ ein (Zeit—)Intervall in R ist; d nennt man den Freiheitsgrad der Bewegung.
Hinreichene Glattheit der Bewegung vorausgesetzt, vereinbaren wir: Die Ableitung

i(to) := lim A~ (z(to + h) — 2(to))
h—0
(“*¢ ist ,,Physiker—Notation“) ist der Geschwindigkeitsvektor in ¢,
Die zweite Ableitung
#(t) = lim h= (& (to + h) — 2(to))
—

heisst der Beschleunigungsvektor in ¢y. Hat man etwa n Objekte im Anschauungsraum
R?, so kann man mit einer Abbildung

d
r: I — R,d:=3n

ihre Bewegung beschreiben.
Die Ergebnisse, die Newton in der Schrift , Principia“ vorstellt, sind u.a.:

e Einfithrung der Begriffe Kraft, (Trégheits—)Masse, Beschleunigung
(Kraft: Einwirkung auf einen Korper, die Bewegung oder Bewegungsédnderung her-
vorruft; Kraft ist Ursache fiir Beschleunigung)

e Zusammenfiithrung im Aktionsprinzip
K =mb=mz (7.1)

x: Bewegung ; K : Kraft ; m: Masse ; b = % : Beschleunigung .
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e Formulierung des allgemeinen Massenanziehungsgesetzes: Zwischen zwei Kérpern
mit Masse mbzw.M, deren Abstand r betrdagt, wirkt eine Anziehungskraft vom

Betrage
mM
Y— (7.2)
r
Dabei ist vy die Gravitationskonstante, die messbar ist; v ~ 6,679 — 8 [%]

e Ableitung der Keplerschen Gesetze aus dem Massenanziehungsgesetz.

7.2 Das ZweikOrperproblem

Seien z,, z, die Bewegungen von zwei Kérpern mit Masse m bzw. M. Wir haben nach
(7.1) und (7.2):

y mM
mp = _W’M(xp — ) (7.3)
y mM
Mig = — 3(s — 1) (7.4)
|2 — T4

Uns interessiert die Ableitung der Bewegungen z,, z. Fiir die Bewegung des Schwerpunkts
R ergibt sich
R = (m+ M) *(mz, + Mz,)

und seine Bewegung verlauft nach
R = (m+ M) (mg, + Md,) =0
Also vollfithrt der Schwerpunkt eine gleichférmige Bewegung:
Rt)y=vt+2°, teR.
Wir setzen
T =Ty — Ts

und erhalten

T =

G

x
Fiir jeden Planeten gilt m/M < 1, so dass hier G im wesentlichen vom jeweiligen Plane-
ten unabhéngig ist und der Schwerpunkt des Zweikorpersystems in der Sonne liegt.

Wir legen den Bezugspunkt nun in die Masse M und beschreiben die Bewegung der Masse
m um M. (Die Diskussion von (bewegten) Bezugssystemen ist wesentlicher Bestandteil
des Fundaments der Mechanik.)

Die durch (1.5) beschriebene Bewegung verlduft in einer festen Ebene in R® . Dazu be-
trachten wir das Kreuzprodukt z := x A 2, haben nach einer Rechenregel iiber Kreuzpro-
dukte z = 2 Az+xAZ = 0, und daher 2 = . z ist also eine Bewegung mit Geschwindigkeit
0, d.h. die Bewegung = verlduft in der Ebene, die senkrecht zu

2(0) := z(0) A &(0)
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ist. Wir ziehen uns auf diese Ebene zuriick und fithren ebene Koordinaten z,y ein. (7.5)
lautet dann:

P Sy P (7.6)

Va2 4 y? Y \/:c2+y2y

Mit Polarkoordinaten

erhalten wir

i =7rcosd —rdsind,§ = 7sind + rd cosd,

F=7cosé —2rdsind — r02cosd — rdsinéd

§j = Zsind 4 2rcos cos d + r62sin & + b cos 8 (7.9)
Dies ergibt mit (7.6):
7cosd — 2rdsind — ré2cosd — résind = —— cosé (7.10)
T
7sind + 270 cosd —rdsind +rdcosd = —— siné (7.11)
T

Multiplikation von (7.10) mit cos d, (7.11) mit sin§ und Addition der resultierenden Glei-
chungen ergibt

’f;—Té.QZ——Q. (712)
T
Multiplikation von (7.10) mit sind, (7.11) mit cosd und Subtraktion der resultierenden

Gleichungen ergibt
20 + 10 =0. (7.13)

Die Relationen (7.12), (7.13) gelten solange r nicht verschwindet. Wir nehmen dies nun
an und analysieren weiter. Wegen

2 4+ 10 = %%(ﬁé) (7.14)
erhalten wir mit (7.13)
r(t)%0(t) = r(0)26(0) =: H fir allet € R . (7.15)
Aus (7.13) und (7.15) folgt
Po= ij—; — % (7.16)
o = 52 (7.17)
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Aus (7.17) leiten wir ab, dass die Winkelkoordinate eine monotone Funktion (keine ,,Um-
kehr“!) ist. Dies bedeutet, dass ¢t —— §(t) eine Umkehrfunktion hat. Wir kénnen daher
r als eine Funktion der Winkelvariablen ¢ darstellen; » = r(§). Differentiation bzgl. §
notieren wir durch 7. Mit der Kettenregel

F=7r0,i =1r"6% 418

und mit (7.13)

2H . 2H?
5 = ——37’/5 = ——57’/
r r
erhalten wir:
H? H? H?
R (7.18)

Dies ist eine nichtlineare Differentialgleichung 2. Ordnung (zweimalige Differentia-
tion, die abhéngigen Variablen r, /', " kommen nichtlinear vor !)
Nun kommt ein Trick ! Durch die Einfithrung der neuen Variablen

1
U= —
r

gelingt eine bemerkenswerte Vereinfachung, denn wir erhalten fiir u die lineare Differen-

tialgleichung

G
v+ u= ek (7.19)

die sogenannte Binetsche Differentialgleichung. Fiir lineare Differentialgleichungen
iiberlegen wir uns spéter ein allgemeineres Losungskonzept. Hier l6sen wir ad hoc; man
vergleiche mit der Losung linearer Gleichungssysteme in der Linearen Algebra. Eine
spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (7.19) ist

ROE JER.

=5
Eine Losung der homogenen Gleichung
u'+u=40 (7.20)
ist fiir jedes a € R und ¢ € R gegeben durch
u"(8) :=acos(d +¢), 6 €R;

hierbei heiffit a Amplitude, ¢ Phasenverschiebung. Also haben wir eine Schar von
Losungen

u(9) := % +acos(d +¢),0 €R. (7.21)

Die Parameter a und ¢ ergeben sich aus Anfangswerten «(0), v/(0). Damit ist die Existenz
von Losungen u € C?(R) := {f : R — R|f zweimal stetig differenzierbar} geklédrt. Die
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Eindeutigkeit der Losung von (7.19) bei vorgegebenen Anfangswerten u(0),u’(0) ergibt
sich aus der Beobachtung, dass aus (7.19) folgt:

u € C%(R),u*(0) = (~1)*u(0),u™(0) = (=1)*u(0)

Ein Reihenansatz fithrt dann auf die Losung (1.15). Damit haben wir die Differentialglei-
chung (1.12) gelost:
p H? H?
r@) 1+ ecosd’ ¢ %a (7.22)
Dabei haben wir o.E. die Phasenverschiebung ¢ auf 0 gesetzt. Aus der analytischen
Geometrie ist bekannt, dass durch (7.22) ein Kegelschnitt K beschrieben wird.

Der Fall |e| <1 K ist eine Ellipse, in derem einem Brennpunkt die Sonne steht. Dies
ist das 1. Keplersche Gesetz. Wir haben die folgenden Beziehungen:

2 2 2
P = %, 0 kleine Halbachse, o grofle Halbachse, e := @ _25 numerische Exzentrizitét.

o
Kometen und Asteroiden bewegen sich auf elliptischen Bahnen !

Der Fall |e| =1 K ist eine Parabel.
Der Fall |e] > 1 K ist eine Hyperbel.

Die drei Losungstypen zeigen, dass kein Sturz auf die Sonne moglich ist. Also vermissen
wir einen Losungstyp. Wir haben ihn durch die Annahme

H#0
verloren. Er ergibt sich aus H = 0, d.h. § = 0.

Das 2. Keplersche Gesetz ist eine Konsequenz aus der Tatsache, dass eine Bewegung
in einem Zentralfeld vorliegt. Wir erhalten es aus der Losungsdarstellung (1.15) sehr
einfach. Es korrespondiert zu folgender Uberlegung: Fiir kleines h gilt fiir die Fliche
eines iiberstrichenen Segments

F(5+h) — F(h) ~ %«(5)? sin(h) ~ %7’(5)2}1,

also haben wir

Zum 3. Keplerschen Gesetz:
Der Flacheninhalt einer Planetenbahn ist

F =maf , a groe Halbachse, § kleine Halbachse.

Aus dem 2. Keplerschen Gesetz folgt
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und daher
2man/a

T = .
vGM

Fiir zwei unterschiedliche Bahnen folgt:

2 3
T—12 = 04_13 , T}, a; zur Bahn 4 gehorend !
13 (25
In neuerer Zeit wurde angezweifelt, ob Newton gezeigt hat, dass die Keplerschen Gesetze
aus dem Gravitationsgesetz folgen. Wir haben die Losungen produziert, die die Kep-
lerschen Gesetze bestétigen, und dabei auch die Eindeutigkeitsfrage geklért. Der Zweifel
ergibt sich daraus, dass man unterstellt, dass Newton keine Eindeutigkeit gezeigt hat, eine
Unterstellung, die irrig ist, denn zu Newtons Zeit dachte man an Losungen, die unendlich
oft differenzierbar und (lokal) durch eine Taylorreihe dargestellt werden. So hatten wir
gerade den Eindeutigkeitsbeweis gefiithrt, Newton kannte diesen Weg.

Die obigen Herleitungen scheinen gerade auf den Spezialfall zugeschnitten zu sein. Eine
Studium der qualitativen Eigenschaften an der Losung selbst ist nicht zufriedenstellend;
man mochte qualitative Eigenschaften direkt aus der Differentialgleichung ablesen. Dies
wollen wir nun vorfiihren.

Setze:

Fu) = —u+ — (7.23)

Dann lautet (7.13):
u" = F(u). (7.24)

Sei V' eine Stammfunktion von F, d.h. V' = F, und sei E definiert durch

12

E(u,u’) := % + V(u).

E ist also eine Funktion auf dem sogenannten Phasenraum R X R, der eine Orts— und eine
2

Geschwindigkeitskomponente hat. E steht fiir Energie, %- ist die kinetische Energie,
V(u) die potentielle Energie. Entlang einer Losung u von (7.13) bzw. (7.24) gilt

d%E(u((S),u’(é)) =u"(0)u'(8) + V' (u(0))u'(§)) =0 fiir alle 6 € R .

Also bleibt die Energie entlang einer Losung konstant O.E. konnen wir dann die Stamm-

funktion V von F' so . G
V(u) = §u2 ~

ansetzen. Jede Losung ist dann ein Teil einer Niveaulinie von E:

E(u,u') =e.
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Abbildung 7.4: Niveaulinien

Der Fall e =e_ Wegen e = E(u,u’) > V(u) > e_ kommt nach Definition von V" als
Bewegung auf diesem Energieniveau nur eine Kreisbewegung in Frage; also u'6 = 0.

Der Fall e =e; € (e_,0) Ause = E(u(d),u'(0)) > V(u(d)) folgt u(d) € [uq,us] fiir alle
d, wobei V(u1) = V(uz) = ey ist.
Aus v/ (6) # 0 fiir u(9) € (uy, uz) liest man ab: Das Energieniveau e; gehort zu einer
elliptischen Bahn.

Der Fall e =e3; >0 Ause = E(u(d),u(0)) > V(u(0)) folgt u(d) € [0,us] (u(d) > 0!).
Dieses Energieniveau ey gehort zu einer hyperbolischen Bahn.

Der Fall e = e3 = 0 Dieses Energieniveau es gehort zu einer Parabelbahn.

7.3 Eine relativistische Losung

A. Einstein formulierte 1916 die allgemeine Relativitatstheorie. Ziemlich verkiirzt schrei-
ben wir sie so auf:

Die Korper ziehen sich nicht im leeren Raum an, sondern Massen kriimmen
den Orts-/Zeit-Raum; Bewegung findet entlang von Geodétischen in diesem
Raum statt. Die Gesamtenergie, die einem Korper ,,innewohnt*, ist

E =mc*, ¢ Lichtgeschwindigkeit .

Dies muss auch Konsequenzen fiir die Planetenbahnen haben, es muss Abweichungen
von den Keplerschen Bahnen geben. Am stérksten sollte diese Abweichung bei dem
Planeten Merkur feststellbar sein, da er im Sonnensystem die innerste Bahn verfolgt und
damit die groBte Bahngeschwindigkeit aufweist. In der Tat wurde von J. Le Verrier 1859
eine , Unstimmigkeit* in den Bahndaten des Merkur beobachtet: Das Perihel (Punkt
grosster Sonnennihe) wird in einem Jahrhundert von 43 Bogensekunden verschieden von
dem berechneten Wert beobachtet: Die Einsteinsche Theorie sagt 42, 98 Bogensekunden
voraus. Diese Theorie schlégt sich in der Binetschen DGL (7.19) durch einen Zusatzterm
nieder:

" G 3G ,

v =—u+ e + Vorks (7.25)
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Dies ist nun eine nichtlineare Differentialgleichung 2. Ordnung, der Term %—%uQ kann als
(kleine) Storung aufgefasst werden. Wir setzen (siehe oben):
1 G G
V(u) : §u2 ~ gl Eug
Dann lautet (7.25)
u' = =V'(u) (7.26)

und mit der Energiefunktion

1
E(u,u') := gu'Q + V(u)

erhilt man wieder den Satz, dass entlang einer Losung von (7.25)die Energie erhalten

bleibt: ]
B (u(9),/(6)) = 0.

Seien A := %,B = %—Cg,e := AB. Wir haben uy = %(1 + /1 —4B). Wegen

V1—4e~1—-2¢e=1—-2AB
korrespondiert u_ mit u_ aus der Newtonschen Skizze (¢ << 1).

Der Fall e >e; Dae = %U’Q + V(u) > V(u) gilt, folgt ' # 0 entlang einer solchen
Bahn. Zwei Fille sind zu unterscheiden

e u/(0) <0. Es gilt dann lim 7(§) = lim L — 0 und der Korper entkommt
d—00 d—00 U(é)
der Sonne !
e u/(d) > 0. Es gilt dann lim r(d) = lim —L_— 0 und der Korper stiirzt auf
d—00 d—00 U(é)

die Sonne. Nicht—Newtonscher Crash !
Der Fall e € (e_,e;) Wir haben drei Moglichkeiten fiir die Bahn.

e u; < 0und u(d) € [0, us]. Wir haben eine Hyperbelbahn.
e u; > 0 und u(d) € [ug,usz]. Wir haben eine elliptische Bahn.

e u(d) € [ug, 00]. Der Kérper entkommt!

Der Fall e = e_ Eine kreisformige Bahn ist moglich: u(d) = u_ fiir alle §. Diese ist
stabil gegen Storungen!

Der Fall e = e, FEine kreisformige Bahn ist moglich. Sie kann bei geringfiigiger Storung
des Energieniveaus zu einer Sturzbahn auf die Sonne werden. (Instabilitét!)

Wir wollen nun die Perihel-Anomalie in der Bahn des Merkur aufdecken. Die Newtonsche
Bahn ist 0.E. gegeben durch

u(d) =A+acoséd,d €R, (7.27)
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G

mit |a| < 7z = A (H,a bekannt aus Beobachtungen!)

Die Anfangswerte sind:

u(0) = A+ a ,u'(0) = 0 Perihel !).

Wir transformieren (7.19) (7.25) durch den Ansatz

w:=A"1u

und erhalten fiir w = wy, w = wg die Anfangswertaufgaben

Wir haben offenbar mit d :=

_A+ta

wy = —wy+1,wy(0)= 1 wi(0) =0
A
why = —wp+ 1+ ewh, we(0) = %, wi(0) =0

a
A
wn(0) =1+dcosd, d ER,

und machen fiir wg den folgenden Ansatz:

wg(d) = wy(5) + ev

Fiir v erhalten wir die DGL

5 &’
V' +ou=1+ 5+2dc055+ 5(3082(54‘0(6)

mit Anfangsbedingungen

v(0) =0,v'(0) =0.

115

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)

Wir vernachlédssigen den Term O(e) und lésen die resultierende lineare Differentialglei-
chung 2. Ordnung geméf

wobei

UV = V1 + Vg + V3 + Up

d? d?
vy v = 1—1—7, v1(0) = 17
vy 4+ vg = 2dcos d, v2(§) = disin
2 2

vy 4 vg = 500525, v3(d) = s cos 20

2
v+, =0, v(0) = (=1 — g)cosé

Also erhalten wir fiir wg die Approximation

2 2 2

d d d
w(d) :=1+dcosd +e(—1— 30055—1-6(14- 7) —l—edésiné—egcos%.
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Da
cos(0 — €d) = cosd cos(ed) + sind sin(ed) ~ cosd + €d sind

ist, erhalten wir schliefflich fiir wg die Approximation
w(6) =14 F(0 —ed) +€f(9)
wobei F'(§) := cos€ und f und 27w—periodisch ist. Die Funktion
§ — 14+ F(0—e€d)
nimmt ihre Maxima in
6p :=2mn(l—€e) ' ~2mn(l +e¢),n €7,

an; die Maxima bestimen die Perihel-Positionen. Die folgende Ubung zeigt, dass der
Beitrag von Term § —— €f (0) nur quadratische Beitrédge bzgl. € zur Abédnderung von 4,
bringt. Also ist die Anderung aufgrund der relativistischen Stérung in erster Ordnung.

G2
Ad = 2me = 67TH2—02 ~ 0,103518 Bogensekunden je Umlauf

Da der Merkur in einem Jahrhundert 415, 2 mal umléuft, erhélt man 42, 98 Bogensekunden
Anomalie. Man hat sich noch zu vergewissern, dass die getitigten Approximationen das
Ergebnis nicht dramatisch verdndern !

Ubung: Seien F, f zweimal stetig differenzierbar, 2r — periodisch, G(8) := F(§ — €8) +
ef(9),6 € R. Es gelte: G(d9) = 0, F'(d9 — €dp) # 0, € geniigend klein.
Dann gilt fiir Ad mit G(dg + 27 + Ad) =0 :

AS = 27me + O(€?)

7.4 Konservative Systeme
Wir kniipfen an die Abschnitte 1.2, 1.3 an und betrachten eine DGL der folgenden Form:
2" =F(z), (F:R —— R differenzierbar). (7.36)
Die Gleichung (1.19) ist mit dem System
Ty =19, 7% = F(z1) (7.37)
in naheliegender Weise dquivalent. In der Mechanik wird folgende Terminologie benutzt:

T (Orts-)Koordinate
T2 Geschwindigkeit
Ty Beschleunigung
x5 = z” Konfigurationsraum
C xR Phasenraum

x)

F( Kraft
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Von grofler Bedeutung sind folgende Funktionen auf dem Phasenraum:

T(x1,22) = %x% Kinetische Energie
U(z1) = [F(§)d¢ Potentielle Energie
E = T+U Gesamte mechanische Energie

Eine Losung ist eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
x:I — R, offenes Intervall

mit:
2"(t) = F(x(t')) fiir alle t € I.

Man nennt ein System, das durch eine DGL der Form (7.36) beherrscht wird, ein Kon-
servatives System, denn:

Satz 7.1 (Energieerhaltungssatz)
Ist  : I — R Ldésung von (7.36), so gilt:

d o
S B(a(t), /(1) = vt € 1.

Beweis:
Trivial. [ |

Satz 7.1 besagt, dass die gesamte mechanische Energie ein erstes Integral ist. Dieser
Satz erlaubt es, Gleichungen der Gestalt (7.36) zu 16sen. Dazu studiere man die Energie-
niveaulinien.

Satz 7.2
Die Energieniveaumenge

2
X
N, = {(l‘bl’z) ERXR |E(-7517x2) = ?2 + U(xl) = 6}

ist eine zweimal stetig differenzierbare Kurve in der Umgebung eines Punktes (z9,29) €
N, falls

(1, F(x1)) # 0
gilt.

Beweis:
Satz iiber implizierte Funktionen ist anwendbar, denn

oF oF
gz, @ @2) = F(21), 5 (a1, 23) = 2.

|
Die in Satz 1.2 ausgeschlossenen Punkte sind die Gleichgewichtspunkte (oder stationiren
Punkte) des Systems: Jede Losung, die in einem solchen Punkt startet, bleibt konstant
(Hier ist natiirlich wieder ein Eindeutigkeitssatz vonnéten!)
Um die Energieniveaulinie zu zeichnen, ist es zweckméfig, sich ein Kiigelchen vorzustel-
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len, das in der ,Potentialmulde® von U hin- und herrollt. Da die kinetische Energie nicht
negativ ist, kann die potentielle Energie nicht grofler als die Gesamtenergie sein. Ferner
ist die Geschwindigkeit dem Betrage nach um so gréfer, je kleiner die potentielle Energie

ist: |zo| = /2(E — U(x1)) :

Das Kiigelchen rollt rauf und runter !

Beispiel 7.3 ,Ein Stein fillt auf die Erde“ oder die Entdeckung von G. Gallilei.
In unmittelbarer Umgebung der Erdoberfliche kann man die Gravitationskraft als kon-
stant annehmen. Also

' =—g

wobei g := % die Gravitationskonstante (Mg Erdmasse, Rg Erdradius) ist und Storkrifte
E

wie Luftwiderstand, Corioliskraft,... unberiicksichtigt sind. Das Potential U und die me-

chanische Energie F sind gegeben durch

12
U(x) =gz ,E(z,2) = % + g(x)
Offenbar ist die Bewegung x durch zweimalige Integration zu erhalten:

2

t
x(t):—g§+vt—|—x0,t€R.

Beispiel 7.4 Fall eines Korpers aus groffer Hohe. Ohne Berticksichtigung von Storkréften
(siche oben) ist

R2
F=—9g—
g 2
die das Geschehen steuernde Differentialfleichung. Mit dem Potential U(r) := —%, wobei

. 12
k := gR? ist, ist die Gesamtenergie gegeben durch E(r,r’) := % + U(r). Wir betrachten
nur Bahnen mit negativer Energie. Als Anfangssituation:

k
ro > 0,75 =0;e:= ——.
To
Aus dem Energieerhaltungssatz folgt
2k
r'=—/2e+ g (7.38)

und Trennung der Variablen fiithrt zu

T d t
[ [
To 2e + — 0
r
Sy N
—t = —_— = [ — —dr;
/ [ 2k 2k 2k To—T
o —+ — o
To T

d.h.
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also

[ro — 7 [T
Vr(ro — 1) + ro arctan 4/ — = t i (7.39)

Wir wollen ermitteln , mit welcher Geschwindigkeit ein Kérper von der Erde hochgeschos-
sen werden muss, damit er dem Schwerefeld der Erde gerade entkommt. Diese Geschwin-
digkeit ist die Geschwindigkeit, mit der ein Korper auf der Erdoberfliache aufschléigt, der
zur Zeit t = 0 in ro = oo die Geschwindigekeit rj, = 0 hat. Die Energie, die ja konstant
ist, verschwindet. Also gilt fiir die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢, des Aufschlages:

2k km
"(t, =1\ 5 =V?2 R~11,2—
r'(t) R g sec

Wir fithren die neue Variable ¢ durch

To—7T
p := 2arctan OT,0§90<7T,

ein; also
T T
p=—2 o= To COS? £_ —0(1 + cos )
1+ tan2(§) 22
Ferner skalieren wir die Zeit neu:
2k
T =4/ —t= T—O(go + sin )
0 2
Die Kurve
To

o — (1,7) = (5(go+singo),r0(1+cosg0))

beschreibt eine sogenannte Zykloide:

Es handelt sich um die Kurve, die ein Punkt P auf der Peripherie eines Kreises mit dem
Durchmesser ry beschreibt, der auf der 7 — Achse abrollt und fiir ¢ = 0 seine hochste
Lage erreicht.

Beispiel 7.5 Ebenes Pendel
Der Kreisbogen z zum Winkel ¢ ist lz, die Riickfithrkraft ist gegeben durch F' = —mgsinx .
Also ergibt das Newtonsche Gesetz

—mgsinx = mlz
d.h.

F+wisine =0 (7.40)
wobel wp 1= \/g ist.

Fiir kleine Auslenkungen (kleine Energie !), kénnen wir sin « durch x ersetzen und erhalten
als Approximation fiir die DGL

F+wiz=0 (7.41)
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Diese Gleichung hat die allgemeine Losung (vergleiche mit der linearen Algebra)

x(t) = acos(wot + ¢) , wobei a,p € R freie Parameter sind. (7.42)

Wo
durch [ einstellen (Pendeluhrgenauigkeit!).
Sind grofle Auslenkungen zugelassen (Uberschlagschaukel, ..) haben wir es mit der nicht-
linearen DGL (7.40) zu tun. Die potentielle Energie wird durch das Potential U(z) :=

Dies ist eine 27 — periodische Funktion. Da wy = \/g ist, konnen wir also die Periode

12
wi(1—cos ) gegeben und die Gesamtenergie ist dementsprechend E(z, z') := % +U(x).
Wir haben Fallunterscheidung je nach Energieniveau e zu machen:

Der Fall e = w? Die Bewegung entspricht der Ruhelage z(0) = 0,2/(0) = 0.

Der Fall e = e; x(t) € [z1,25) und wir haben eine periodische Bewegung ohne Uber-
schlag

Der Fall e = e, Periodische Bewegung mit Uberschlag

In der Phasenebene (z,2’) — Ebene ergeben die Energieniveaulinien folgendes Bild:
Schreiben wir die DGL (7.40) als System

x'l = T2 (743)

Ty = —wj sin x; (7.44)
so korrespondiert das unterschiedliche qualitative Verhalten in
(1, 22) = (2km,0) bzw. (z1,22) = ((2k + 1)7m,0), k € 7,
mit der unterschiedlichen Lage der Eigenwerte der Linearisierung des Vektorfeldes
Vi(x1,22) — (29, —wg sin )
in diesen Punkten: Wir haben:
(a)

8’Uz‘ 0 1
(8%(2/@7@0))19,3‘32 = (_wg 0)

8’Uz‘
ox j

(Geh((2k + Dm Ohsisz: = (3 o)

Wo

Eigenwerte im Falle (a): Ay = Fiw

Sie liegen also auf der imaginédren Achse. Diese Punkte im Phasenportrit heiflen ellipti-
sche Punkte oder Zentren.

Eigenwerte im Falle (b): Ay = fwy

Die Realteile haben unterschiedliche Vorzeichen. Solche Punkte im Phasenportrat heiflien
hyperbolische Punkte.
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Die obige Darstellung im Phasenraum R X R ist nicht sehr zufriedenstellend, da nur zwei
ausgezeichnete Positionen (z = 0,z = 7) von Interesse sind. Es ist eine Darstellung im
Phasenraum

S'x R (S':=7/2rk7)

anzustreben. Dies ist ein unendlich langer Zylinder.

Kehren wir zur allgemeinen Situation der Gleichung (7.40) zuriick. Wir werden sehen,
dass Volumina im Phasenraum unter den Bewegungen erhalten bleiben. Die entscheidende
Tatsache dafiir ist, dass die Divergenz Vv des Vektorfeldes

v:RXR 3 (21,22) —> (22, F(21))

verschwindet. Allerdings treten Verzerrungen auf:

7.5 Dissipative Systeme

Die Energieerhaltung ist eine charakteristische Eigenschaft einer Bewegung in einem Zen-
tralfeld; das Gravitationsgesetz von Newton beschreibt ein solches. Systemen, die diese
Eigenschaften haben — Hamiltonsche Systeme gehoren dazu — stehen die dissipativen
System gegeniiber!. Solche Systeme werden gefithrt von Gesetzen, in denen sich jede Be-
wegung im Laufe der Zeit abschwécht und schlieflich einen Zustand der Ruhe anstrebt;
die moglichen Ruhezustinde (Ruhelagen) nennt man Gleichgewichtspuntke. Die Dyna-
mik solcher Systeme ist i.a. einfacher zu durchschauen, zeigt aber trotzdem in vielen
interessanten konkreten Beispielen grofle Vielfalt.

Beispiel 7.6 Pendel mit Reibung (Man stelle sich etwa eine Pendeluhr in einem Olbad
vor).

Wir betrachten nur kleine Auslenkungen (relativ zur Pendelldnge ! !) und damit auch
nur betragsmaflig kleine Geschwindigkeiten. Dann ist die Annahme, dass die Reibungs-
kraft proportional zur Geschwindgkeit ist, gerechtfertigt. Wir erhalten dann aus dem
Aktionsgesetz mb = K statt (7.40):

"

" = —wir — 2da’ (7.45)
Entlang einer Losung nimmt die Energie

1
E(z,2') := 5:6'2 + wiz?

wegen
dE

— (@), 2'(t)) = —dz'(t)’

ab; es wird also aufgrund von Reibung Energie verbraucht. Stellt man sich wieder ein

Kiigelchen in der Potentialmulde U(z) := wgz? ,z € R vor, so bedeutet dies, dass die

dissipare (lat.) = zerstreuen, verteilen
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Kugel schliefflich im Minimum der Potentialmulde zur Ruhe kommt.
Wir versuchen fiir (7.45), exponentielle Abschwichung vermutend, folgenden Ansatz

z(t) = e'zy, t €ER (7.46)
und erhalten als notwendige Bedingung fiir den Parameter p :

p? 4 2pd 4+ Wi =0 (7.47)

pe = —d =+ /d? — w?

Ungediampfter Fall: d =0 Einsetzen von ui = +iwy ergibt

Die Wurzeln sind nun:

x(t) = zycoswot bzw. z2(t) = xfsinwyt
und wir sehen die bereits im letzten Abschnitt erhaltene Losung.
Starke Dampfung: d? > w2 Losungen:
xl(t) = e“ltx(l) , xz(t) = e“2tx(2)

Man beachte, dass p+ negative reelle Zahlen sind. Eine Uberlagerung der Losungen
ergibt qualitativ folgendes Bild:

Grenzfall: d = wy Nun liefert uns der Ansatz offenbar nur eine Losung:
rH(t) = e ¥ x} t €R.
Eine weitere Losung ist (Rezept spéter):
23 (t) =te M2l tER.

Die Losungen sehen qualtitativ (Langzeitverhalten!) wie in Fall b) aus dem letzten
Abschnitt aus.

Schwache Dampfung: 0 < d® < w?. Einsetzen von py = —d=+i4/w? — d? in (7.46) und
Aufspaltung in Real- und Imaginérteil fithrt uns auf Losungen, die als geddmpfte
Schwingungen wahrzunehmen sind:

2 (t) = zje ¥ coswot bzw. 2°(t) = zie " sinwyt,

O

Aus dem obigen Beispiel erkennnt man, dass nun Volumina im Phasenraum sicher nicht
erhalten bleiben: Sie schrumpfen mit einer von der Situation abhéngigen Rate. Die einzige
Ruhelage ist der Nullpunkt. Approximiert man sinz in (7.40) durch z — cz®(c := §!) , so

erhilt man bei Reibung aus (7.40) folgende DGL:

2" +2dx" + wi(z — ca®) =0 (7.48)
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Hier haben wir bereits 3 Ruhelagen:

0.0, (/20 /Lo

Die zugehorgie Potentialmulde wird duch

1 1
U(z) == ~waz® — ch§x4

definiert Bei (4 %, 0) liegt sicher eine recht ,unbequeme“ Ruhelage vor ! Wohin rollt
die Kugel ?

Auf die Gleichung (7.48) stofit man auch, wenn man das geddmpfte Federpendel mit
nichtlinearer Riickstellkraft (Abdnderung des Hookschen Gesetzes) betrachtet.



Kapitel 8

Zur Theorie von Poincare—Bendixon

8.1 Limesmengen und Attraktoren

Wir betrachten hier wieder

y' = fy) (8.1)
wobei f: D — R" stetig differenzierbar, D C R" offen.
Bezeichnungen'
¢(;x) := Losung von (10.1) mit ¢(0,x) = z auf dem maximalen Existenzintervall (z).

I't(z):=1(x) N[0, 00)

t*(z) := sup t
telt(x)

v (x) = {d(m,z)|m € IT(z)}; positiver Orbit mit kanonischer Orientierung
w

*(x) == Nyer+ @)1 (#(t, x)); positive Limesmenge

Definition 8.1
Eine Menge M C D heisst positiv invariant, falls gilt:

yt(z)c M
fiir alle x € M.

Bevor wir Folgerungen im Zusammenhang mit Def 10.1. auflisten kénnen, ist es notig,
eine Aussage zur Abbildung

tt:D>xz — t(z) €[0,00)

zu beweisen.

Lemma 8.2
Die Abbildung t* : D 3 2 — t*(x) € [0,00) ist unterhalbstetig, d.h.:

Ist x € D und z = li;nxk mit x, € D,k € N, so gilt lilgntJ’(xk) > tt(z). (8.2)

st M eine Menge in R", so bezeichnen wir mit M den Abschluss von M.

124
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Beweis:: Sei tt < t(x).
Da D offen ist, gibt es
€ < 0 mit .
M.:={z€R||lz—9o(t,z)| < etel0,tTT}C D

Da M, kompakt und f—stetig differenzierbar ist f auf M.L— stetig; sei L die L—Konstante.
Wihle 6 € (0, €) mit
dexp(L,tx*) <€

Sei z € D mit |z — x| <6, sel IT(z) := [0, ).
Annahme: o < t*
Wie in Satz 4.5. erhilt man::

16(t,2) — (t,2)| < ||z — elexp(Lt) < &t € [0, a).

Also bleibt ¢(;z) in der kompakten Menge M, , was im Widerspruch zur Definition von
o ist.
Also gilt a > t*. Da t* < t*(z) beliebig war, muss also o > t*(z) gelten. Wir haben also
gezeigt:

3§ >0WzeD(z—z|<d = t7(z) >t (x))

Daraus folgt (10.2) sofort.

Folgerung 8.3
Sei x € D, M C . Dann gilt

i) vt (z) ist positiv invariant
ii) Ist M positiv invariant, so auch M.
iii) Ist M abgeschlossen und gibt es zu jedem z € M NR™ M ein € > 0 mit
{o(t, z)[t € [0,€)}CM,
so ist M positiv invariant.
Beweis:
e Offensichtlich

e Sei z € M und dazu eine Folge (z;,)gey mit h/in 2r =2z, 2z € M fiir alle k € N.
Aus Lemma 10.2 wissen wir : t7(z2) < li;nﬁ(zk). Also existiert zu jedem t €
[0,£7(2)) ein k € N mit t¥(2) > ¢ fiir k > k. Folglich gilt ¢t € I7(2) fiir k > K
und li]£n¢(t, zk) = ¢(t, z) . Somit ist ¢(t,2) € M, da ¢(t, z) € M,k € N, wegen der

positiven Invarianz von M ist.

e Ist M nicht positiv invariant, so existieren ein x € M und ein ¢ € (0,¢"(x)) mit
o(t,z) > M.
Da M abgeschlossen ist, gibt es ein 7 € [0,¢) mit ¢(7,z) € M, aber ¢(s,z) > M fiir
T < s <t.Dann ist z := ¢(7,z) € R"\M N M und die angegebene Bedingung ist
fiir z nicht erfiillt.
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Folgerung 8.4
Sei x € D. Dann gilt:

e y € wh(z) genau dann, wenn es eine Folge (t)ren gibt mit

tr € IT(z),k € N;limt = t+(x);li]?1¢(tk,x) =y.

e w'(z) ist abgeschlossen und w*(xz) N D ist positiv invariant
e 7H(z) =77 (x) UuwT(z).
e [st x periodisch, so gilt:

r) = wh(x),y"(2)ist kompakt

Beweis:

e Seiy € wh(x),alsoy € vy (¢(t,z)) fiir alle t € I (x). Dann gibt es eine Folge (tx)ken
mit 1
limy = £ (2). 6(t,) ~ yler. k € N.
Dies bedeutet: lilgn o(tg, ) =y, h]?ltn =tt(z).
Umgekehrt, ist (tx)key eine Folge der angegebenen Art, so gilt

y €t (z)
und wegen
y = limg(ty, ) = lim é(ty — ¢, 6(t, z))
fir alle t € [0,¢(x)) folgt

y € v (o(t, (x)) fiir alle t € I (x).

e Die Abgeschlossenheit folgt unmittelbar aus der Definition. Da " (x) positiv inva-
riant ist (siehe Folge 10.3), ist nach Folgerung 10.3. auch *(x) positiv invariant,
also auch v+ (¢(t, x)) fiir alle t € I"™(z). Da der Durchschnitt von positiv invarianten
Mengen wieder positiv invariant ist (Beweis!), ist auch w*(z) N D positiv invariant.

e Fiir alle t € I () gilt: v (o(¢,z)) C v (x) C y+(z). Dies zeigt: wh(x) C v+ (z)

Dann ist w*(z) Uyt (z) C y+(x) Klar.

Sei y € y+(z). Dann gibt es eine Folge /ti)reny mit y = h/in d(tg, ) ,tr € I (x), k €
N.

@) hlintk =tT(z). y € w'(x) nach i).
B) Es gibt Teilfolge (tx, )iy mit:

0<ty <t <tH(z),l €N k= lim ty,

existiert.
Dann gilt: y = li}n¢(tkl,x) = ¢(t,z), dh. y € v*(z).
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e Offensichtlich

Sei M C R™ und z € R™. Wir setzen

dist(z, M) := inf{|z — m||m € M}

Satz 8.5
Sei x € und y*(z) kompakt. Dann gilt

i) wh(z) # ¢.

ii) wt(x) ist kompakt.
iii) wt(z) N D ist positiv invariant.
iv) wt(z) ist zusammenhéangend, d.h. aus w(z) = w; Uws ,w;, wy abgeschlossen,
wy Nwe = ¢
folgt wi = ¢ oder wy = ¢.

Beweis:

i) Wegen vt (z) C v (x) und v (x) kompakt gilt t*(z) = w (siehe Satz 3.23). Folglich
ist v (P(t, z)) # ¢ fiir alle t > 0.
Sei ty := k,k € N. Dann gilt

$(tr, ) € 7 (d(te, 2)) Cv7(c) CyF(z) K EN.
Da ~7*(z) kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (t,)iey und z € R™ mit

z = li{n¢(tkl,x),limtkl = 0.

Folgerung 10.4 i) liefert z € w' ().

ii) Folgt aus der Definitiion w*(z) := ;597" (6(t, 7)), da jede Menge v*(4(t,)) be-
schrankt und abgeschlossen ist.

iii) Folge 10.4. ii).

iv) Seien wy,wy C R"™ mit : wt(z) = wy Uwe, wy Nwe = ¢
w1, we abgeschlossen.

Annahme: w; # ¢, wy # ¢. Da w(z) kompakt ist, sind auch wy, wy und M := w; —wy :=
{z — y|z € w1,y € wy} kompakt. Also gilt wegen wy Nwy = ¢

a = inf{|u||u € M} = min{|u||u € M} > 0.
Seien

My = {z € R|dist(z,w;) < =}

wlQwlQ

M, :={z € R |dist(z,wq) <
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Damit gilt: w; C My, ws C Mo
My N My = ¢ (*) 3t* > 0 mit v7(p(¢,2)) C My UM, fa. t > t*, denn ist (tg)gey eine
Folge mit (*)

h;ntk =00, R = ¢(tk,x) # My UM, k €N,

so kénnen wir wegen der Kompaktheit von v*(z) O.E: annehmen:

Z = lilzn o(tk, x) existiert.
Dann gilt also wegen Folge 10.4. i) z € w™ (x) und wegen

(x)dist(z, My) > %,dz’st(Z, My) >

wlQ

Y

was im Widerspruch zu z € wt(z) ist.
Seien z1 € wy, 29 € we und (¢})ken, (3)rey Folgen in [0, 00) mit:

limt: = lim¢2 =
llink llink 0

li]?1¢(t,1€,x) = zl,li]?1¢(ti,x) = 2.

(beachte wy C w'(x),ws C w'(z) und Folg. 10.4 i) ). Sei k € N mit ¢} > ¢*,t2 > ¢*
(siehe (#) und
P(ty, x) € My, d(t3,x) € M,

(beachte z; € w; C M;,1 = 1,2). Dann gibt es wegen M; N My = ¢ ein 7 zwischen t}c und
t2 mit ¢(7,x) # My U Ms. Dies ist im Widerspruch zu (#).

Definition 8.6

Seize Dund M C D.

a) Wir sagen, = werde von m angezogen, wenn t*(z) = oo, . lim dist(¢(t,z), M) = 0.
— 00

b) Die Menge
A(M) :={z € D|M zieht z an }

heisst Anziehungsbereich von M.

b) M heisst attraktiv genau dann, wenn es € > 0 gibt mit

{z € D|dist(z, M) < e} C A(M)

d) Ist A(M) = D, so heisst M ein globaler Attraktor.

Beispiel 8.7

2’ = —y + xr’sin

! __ 2 oin T
Y =x+yrising

s 5 5
T —
,ri=x" 4y

(*)
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(Stetige Ergénzung fiir r = 0!)
In Polarkoordinaten r, vy lautet (*):

3 ™

v =r’sin—,y =1
r

Daraus schliefit man:

i) Kreise um (0,0) mit Radien % sind periodische Orbits

ii) Alle anderen Orbits sind Spiralen, die sich gegen die &ufleren Kreise drehen.

1 2.2 < 1
(n+1)2<x+y —n?

#} angezogen, aber M, ist fiir kein n ein Attraktor.

iii) Also wird jeder Punkt (z, y) mit von M, := {(z,y)|z*+y* =

Folgerung 8.8
Sei M C D. Dannn gilt:

i) A(M) ist positiv invariant.
ii) Ist M attraktiv, so ist A(M) offen.
iii) wt(z) C M fiir alle x € A(M).
Beweis:

i) Sei z € A(M); zu zeigen ist v (2) C A(M), d.h. é(t, z) € A(M) fiir alle t < 0. Dies
ist offensichtlich.

ii) Sei z € A(M). Es gilt also:

tT(2) = 0o, lim dist(4(t,2), M) = 0.

k— o

Da M attraktiv ist, gibt es € > 0 mit (*)
{v € D|dist(v, M) < e} C A(M)

Wiihle £* > 0 mit
dist(e(t", z), M) <

Wegen Lemma 10.2 gibt es ;0 mit:

tT(u) = oo, |p(t*,u) — ¢(t*, 2)| <

N ™

fiir alle w € D mit |u — z| < 6. Dann gilt fiir u € D mit |u — 2| < ¢d wegen (*)
¢(t", u) € A(M)
Dies bedeutet auch u € A(M). Also ist

{u € D||u—z| <d} C A(M).
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iii) Folgt unmittelbar aus Folge 10.4. ii).

Bemerkung 8.9
Die Begriffsbildungen in Definition 10.7. sind geeignet, die Stabilitétsbegriffe auf Mengen
(von Punkten) auszudehnen, etwa: M C D heisse stabil

<= Ve> 0o e M3d >0y € DVt <0

(ly =zl <d — t7(y) = oo, dist(¢(t,y), M) <)

8.2 Das Theorem von Poincare—Bendixon

Wir betrachten hier den Spezialfall n = 2 (ebene Fliisse), d.h. in (10.1)

2 2
f:D — R,dD C R offen

Die folgende Begriffsbildung ist wesentlich fiir das Studium von ebenen Fliissen.

Definition 8.10
Seien 7,7 € R%, —oo > 71 < T < 00. Das Bild S unter der Abbildung

2
(T1,72) D7 <= T+TEER

heisst eine Transversale zu (10.1), falls
i)ScD
ii) Z, f(z) sind linear unabhéngig f.a. z € S

Eine Transversale ist also eine an beiden Enden offene Teilstrecke einer Geraden, auf der
nur solche Vektoren f(x),z € D, liegen, die nicht gleich dem Nullvektor oder parallel zur
Geraden sind. Der Vektor f(xz)m,z € S, weifit in eine der beiden durch die Gerade 7 <=
T + 7 bestimmten Halbebenen, und zwar muss es fiir alle z € S aus Stetigkeitsgriinden
diesselben Halbebenen sein: Die Trajektoren des Systems (10.1) durchsetzen also eine
Transversale stets in einer Richtung. Aus dieser Tatsache ergeben sich dei folgenden
Lemmata:

Lemma 8.11
Sei S eine Transversale zu (10.1), sei x € D, seien 0 < t1 < --- <ty < t*(cx) und es gelte

yi = o(ti,z) €S, 1< i<k
Dann sind y, . . ., yr wachsend auf ?, d.h. es gibt 7; > 1,2 < i < k, mit

vi—t =7y — 1), 1 <i<k.
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Lemma 8.12
Sei S eine Transversale zu (10.1) und seien x € D,y € w' (). Dann gilt :

#SNwh(z) <L, #SNy (y) <1

Lemma 8.13
Ist € D mit v"(x) Nw™(x) # ¢, so ist x periodisch

Lemma 8.14
Sei z € D, K C D kompakt mit $7(z) C K. Enthélt w*(z) einen periodischen Punkt y
, der kein Gleichgewichtspunkt ist, so gilt:

Satz 8.15
Sei z € D, K C D kompakt mit y*(z) C K. Enthélt w"(x) keinen Gleichgewichtspunkt,
so ist wT (x) ein periodischer Orbit, d.h. es gibt einen periodischen Punkt y € w*(x).

Beweis:Wir wissen aus Satz 10.5.: w™(x) # ¢, kompakt, positiv invariant. Also gibt es
y € wh(x), und es gilt:

7 (y) Cw(z)
Also ist wt(y) ebenfalls nicht leer, und w*(y) C w'(x). Sei z € w'(y). Da w(z) keinen
Gleichgewichtspunkt enthilt, ist f(z) # ©, und es gibt eine Transversale ? durch z.
Wegen z € w'(y) erhalten wir, dass y*(y) die Transversale ? schneidet. Nach Lemma
10.12 kann dies nur in z erfolgen. Also ist z € v (y) Nw™(y), und aus Lemma 10.13 folgt,

dass y*(y) ein periodischer Orbit ist. Die Behauptung ergibt sich nun aus Lemma 10.14.
|

24 M := Anzahl der Elemente von M.



Kapitel 9

Stabilitit periodischer Losungen

Wir wollen das Losungsverhalten in der Ndhe von periodischen Punkten studieren.

9.1 Limesmengen
Wir setzen

S = {(v,V) €S|V offen,v € C*(V;R)}
St = {(v,V) € S|¢y¢ existiert fiir alle ¢ > 0 fiir jedes £ € V'}

Ist (v,V) € 8T, so schreiben wir

¢/ B :={¢/€|¢ € B}, ¢ o) B 1= {95¢ls = 1, € B}
fiir jede Teilmenge B von V.

Definition 9.1
Sei (v,V) e ST;seiz e VB CV.
a) 7*(B) := ¢}, . yB ;7" (z) == v ({z}) (Positive Orbits).

— Ft,o

b) z heisst Limespunkt von B genau dann, wenn es Folgen (t,,)nen, (Zn)ney in (0, 00)
bzw. B gibt mit lim¢,, = oo und lim ¢} z,, = .

¢) w(B) := Ni>09}; ) B; w(z) := w({z}) (w-Limesmengen).
d) B heifit invariant, wenn ¢} B C B fiur alle ¢ > 0 gilt.

e) B heiit stark invariant, wenn ¢VB = B fiir alle t > 0 gilt.!

Vereinbarung: () ist invariant und stark invariant.

Lemma 9.2
Sei (v,V)e ST, BCV,x V.

IMit M bezeichnen wir den Abschluss einer Menge M.

132
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i) B ist invariant genau dann, wenn " (z) C B fiir alle z € B gilt.
ii) B ist stark invariant genau dann, wenn ¢} € B fiir allet € R und alle £ € B gilt.

iii) Ist B invariant, so ist auch B invariant.

iv) vt (z),v*(z) sind invariant.

Beweis:

Der Nachweis von i) ist trivial. Zu ii). Sei B stark invariant, d.h. ¢} B = B fiir alle t > 0.
Sei & € B,yp := & Wihle y; mit ¢}y; = xo. Damit haben wir z(-;&) auf [—1, 00) fortge-
setzt, denn z(—1;¢&) = x(0;y1). Induktiv erhalten wir so eine Folge (yy)nen und Fortset-
zungen von z(+;§) auf [—n, 00). Also ist z(+; ) auf (—oo, 0o0) definiert.

Wir zeigen die Umkehrung. Wegen 1) ist noch zu zeigen B C ¢} B fiir alle ¢ > 0.

Sei £ € B. Es gilt: ¢’¢ € B fiir alle s € R. Sei t > 0. Dann gilt: £ = ¢}¢" & € ¢} (B).

Zu iii) Folgt aus der Stetigkeit von £ —— ¢7¢ fiir alle t > 0.

Zu iv) Offenbar ist 4" (x) invariant. Nach iii) ist auch y*(z) invariant. |

Lemma 9.3
Sei (v,V)e ST, BCV,x V.

i) w(B) = {y € V|y Limespunkt von B} .
ii) w(B) = Nken@li,00) B -

iii) w(B) ist abgeschlossen und invariant.

iv) y*(x) =77 (z) Uw(z).

Beweis:

i), ii), iii) sind offensichtlich. Zu iv). Wegen y*(z) C v+ (x),w(x) C v (z) gilt: v (z) U
w(z) CyH(x). Seiy € y*(x). Sei dazu (yn)ney €ine Folge in 4+ () mit y = lim,, y,, . Dazu
gibt es eine Folge (t,)ney mit ¢} & =y, mit ¢, > 0 fir allen € N .

1. Fall: {t,},ey ist beschrinkt.

Wihle eine konvergente Teilfolge {t,, }ren; t := limy ¢, . Dann gilt:

y =limy,, =lime; z=g¢iz, dh. ye v (z) C T (z) Uw(x).

2. Fall: {t,},cy ist unbeschriankt. Mit i) folgt: y € w(x) C v (z) Uw(z). |

Satz 9.4
Sei (v,V) € 8T,z € V. Ist v+ (z) kompakt, so gilt:

a) w(z) # 0, kompakt, zusammenhéngend, stark invariant.
b) Ist £ € w(x), so ist @Y€ fiir allet € (—o0, 00) definiert.

Beweis:
Zu a). Wir haben: w(z) = Ngenyt(¢iz) Da y7(z) kompakt ist, ist y7(¢pz) # 0 und
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kompakt fiir alle k& € N. Da yT(¢jz) C yH(opx) gilt, falls &' > k ist, folgt aus dem
Cantorschen Durchschnittssatz?

w(x) = Mgenyt(dpx) # 0.

Da w(z) eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge v (z) ist, ist w(z) auch
kompakt.
Annahme: w(x) nicht zusammenhéngend, d.h.

w(z) = FUG, F,G abgeschlosssen, F,G # 0, FNG =1.
Da w(z) kompakt ist, sind auch F, G kompakt. Also gibt es U,V C R™ mit
UVoften ,FCUGCV,UNV =0,w(x) CUUYV.

Nach Definition von w(x) gibt es tg > 0 mit y¥(¢pz) C U UV fiir alle t > ty. Da

'y+(¢f0x) als stetiges Bild einer zusammenhingenden Menge zusammenhingend ist, ist

auch v+ (¢} r) zusammenhéngend. Also 0.E. v (¢} ) C U. Da offenbar w(z) C v (¢}, x)
ist, folgt w(z) C U, also FUG = w(z) C U, G C U NV, was ein Widerspruch ist.

Wir wissen bereits, dass w(z) invariant ist (Lemma 9.3). Bleibt zu zeigen: w(z) C
¢} (w(x)) fiir alle t > 0. Sei y € w(z). Seien dazu die Folgen (t,)nen, (Yn)neny gemés
Lemma 9.3 i), ii) gewahlt: hrlznt” = 00, Yy, = ¢; fiir alle n € N, lirrlnyn =y. Sei 7 > 0.

OE. t, >7firallen € N. z, := ¢} _x,n € N. Da 2, € y"(z) C v (z) fiir allen € N
gilt, gibt es eine konvergente Teilfolge (2, )ken mit

11]?1 Zn, = 11]?1 Pt —rT € w(z).

Es folgt ¢Vz = limy, ¢?z,, = limy ¢Z(¢fnk_7x)) = y. Also ist y € ¢ w(x).
Zu b). Folgt aus Lemma 9.2 ii). |

Folgerung 9.5

Sei (v,V) € Stz € V. Gibt es 0 < t; < ty mit ¢} x = ¢3 x, so ist w(zx) = v*(z), wobei
t — ¢}z eine periodische Lésung ist.

Beweis:
Sei z := ¢} x. Offenbar ist ¢ —— ¢}z eine (ty — t;)-periodische Losung. Wegen

z= ¢:1x = ¢;}L(t2—t1)(¢:1x) NS N7

gilt z € w(z). Da w(x) abgeschlossen ist, gilt v+ (z) C w(x). Also

77(2) = {¢{210 < s <ty —ta} = {42[0 < 5 <ty — 1} = 77 (2) Cw(x) =w(z) Cy7(2),

d.h. v (2) = w(z). |

Definition 9.6
Sei (v,V) € 8T. Eine Teilmenge A von V heifit minimal genau dann, wenn gilt:

2Siehe etwa:
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i) A # (), abgeschlossen und invariant.
ii) Ist B C A, B # ¢, abgeschlossen, invariant, so gilt B = A.

OJ

Satz 9.7
Sei (v,V) € 8. Sei K C V kompakt, # (), invariant. Dann gibt es eine minimale Menge
ACK.

Beweis:

Sei M := {B C V|B # (), abgeschlossen, invariant}. Da K € M ist, ist M nichtleer.
Ordne M mit der Inklusion. M besitzt dann nach dem Lemma von Zorn ein minimales
Element. [ |

Beispiel 9.8 Betrachte das System

!/

v = —y+a(2®+y?)sin ,
2 4 2
y = +x+y(z?+y?)sin .
x?2 4 2

Beachte dabei z?sin Z = 0 fiir 2 = 0.

Der einzige Gleichgewichtspunkt ist (0,0) . In Polarkoordinaten (r, ) erhalten wir

3

.
r=r’sin—, 7 =1,

r
also
>0 fir r>1,
r <0 fiir 7’6(L ! ), meEN
2m’ 2m — 17" ’
1
>0 fi —_— — .
r > ir r€(2m+1,2m),m€N
Daraus ergibt sich, dass die Kreise mit Radius r = %,n € N, w-Limesmengen sind, die
einseitig anziehen bzw. abstoflen. 0
9.2 Ebene autonome Systeme
Wir betrachten hier Systeme der Form
7y = fx1,22) , 75 = g(z1,22) (9.1)

und setzen v := (f, g) auf dem gemeinsamen Definitionsgebiet V' von f,g. Stets sei vor-
ausgesetzt

f.9 € CY(VsR) (9-2)
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Parallel zum System (9.1) werden wir die Differentialgleichungen 1. Ordnung

dzy _ flz,22) o dze _ g(21,22)

dra  g(z1,72) Cdry f(x1,22) (9:3)

betrachten. Man erhélt diese Gleichungen formal aus (9.1), indem man die dortigen Glei-
chungen dividiert. In der Umgebung eines Punktes, der kein Gleichgewichtspunkt ist, lasst
sich stets lokal eine der beiden Differentialgleichungen in (9.3) durch Umparametrisierung
erreichen.

Eine Besonderheit, durch die sich die Untersuchung ebener autonomer Systeme auszeich-
net, ist die Moglichkeit, den Jordanschen Kurvensatz verwenden zu kénnen. Eine Jordan—
Kurve J in R? ist eine Kurve, zu der es eine Parameterdarstellung

2
J: [C\{,ﬁ] 5T (213'1(7'),372(7')) €R
gibt mit
Bild(j) = J, j(a) = j(B), j(n) # j(r2), falls o <7 <7 < 5.
Fiir Jordan-Kurven gilt der Jordanscher Kurvensatz:?
Sei J eine Jordan—Kurve. Dann gibt es offene, nichtleere, zusammenhéngende
Mengen G1, Gy mit:
1) R2\J:G1UG2,G1 ﬂGg :@;8G1 :8G2 =J (8 Rand von ),
ii) G1 (,,Innengebiet*) beschrankt, einfach zusammenhéngend (,,zusammen-

ziehbar®).

Definition 9.9
Das Bild T eines offenen Intervalls (1, 72) unter einer Abbildung R? 3 7 —— 7L+ L; €
R? (Lo, L1 € R?), heifit eine Transversale zu (9.1), falls gilt:

T CV; det(Lo|lv(z1,29)) # 0 fiir alle (21, 22) €T.

O

Hat man eine Transversale I' zu (9.1), so durchsetzen die Losungen von (9.1) die Trans-
versale (aus Stetigkeitsgriinden) stets in eine Richtung.
Die lokalen, maximal definierten Losungen bezeichnen wir wieder mit x(+; ) , £ Anfangswert.

Lemma 9.10
Sei I' eine Transversale zu (9.1). Dann gilt:

a) Ist € €T, so gibt es § > 0 derart, dass z(t;€) ¢ T fiir 0 < [t| < 6.

b) Ist § € T, so gibt es € > 0 derart, dass es eine stetige Funktion o : B(§) — R gibt
mit 0(§) = 0,0(¢) € [—0,9] fiir alle £ € B(§) gibt.

3Siehe etwa: Fischer O., Funktionentheorie.
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Beweis:
Zu a). Die Transversale I" ist Teil einer Gerade_n G : ary + Bxy+ v = 0. Nach Definition
9.9 ist af (z1, x2) + B(z1, x2) fiir alle (z1,x2) € I" entweder stets positiv oder stets negativ;
o.E.

af(zy,x2) + Bg(z1,22) > 0 fiir alle (z,22) €T.
Die Funktion A(-;€), A(t;€) = axi(t;€) + Bra(t;€) + v, ist fiir jedes € € T in einer
Umgebung von (0, &) definiert (lokale Losbarkeit!), stetig und stetig partiell nach ¢ diffe-
renzierbar. Es gilt:

A0;€) = ax1(0;€) + f22(0;€) +v =0, %(0; §) = af(&, &) +09(6,8) > 0. (94)
Es gibt daher § > 0 mit
At;€) <0, te (=6,0), MNt;€) >0,t €(0,0), (9.5)
d.h. z(t; €) liegt nicht auf G, falls 0 < |t| < .
Zu b). Wegen (9.4),(9.5) gibt es €; > 0 derart, dass

A(—5:8) <0, A(5:8) > 0VE € B (6), 22(1:6) < 0(t,8) € [-6, 8] x Bu(€)

ot
gilt. Sei nun € € B, (£). Im Intervall [—4, ] gibt es genau ein o(€) mit A(o(€);€) = 0.

Da z(-;-) in beiden Variablen stetig ist, ist auch o : B, (§) — R stetig. Ao(£),6) =0
bedeutet, dass z(o(€); ) auf der Geraden G liegt. Da § € T gilt, gibt es eine Umgebung

von ¢ auf der Geraden G, die ebenfalls zu T' gehort. Also gilt z(o(€);€) e T fiir € €

B.(§), € € (0, €1) hinreichend klein. |
Lemma 9.11
Sei ' eine Transversale zu (9.1), sei z(-;§) eine Losung und seien t; < --- < tj mit

z(t;;€) € T,1 < 4 < k. Dann gibt es eine Orientierung * von T derart, dass durch
x(t1),...,x(t2) auch die Reihenfolge der z(t;; &) auf I gegeben ist.

Beweis:
Sei 0.E. k =3 und z(t;§) NT = 0 fiir t € (¢1,t2), (t2,t3). Setze & := x(t;;€),1 < i < 3.
Orientiere so, dass & > & gilt (& kommt vor &). Wir setzen

M={eeTlg <&}, Iy i={el6 <€ <&}, Ty i={ €T|¢ > &},
und betrachten die Jordan-Kurve J, die aus den ,Stiicken“
x(t;€) ,t1 <t < ty, I'y durchlaufen entgegen der Orientierung,

ableitbar ist. Dadurch wird R? in zwei Gebiete (offene zusammenhingende Mengen)
G1, Gy, dem Jordanschen Kurvensatz entsprechend, zerlegt. Wir zeigen:

I's und {x(t;€)[t > t2} liegen in demselben der beiden Gebiete, I'1,I's liegen in verschiedenen Gebieten.

Die Aussage des Lemmas folgt dann daraus. Sei U := B,(§2), wobei r so klein sei, dass
U durch J in zwei Gebiete Uy, Us zerlegt wird. Da U;, Us bogenweise zusammenhéngend
sind, kénnen wir die Bezeichnung so wéhlen, dass U; C G1,Us C G, gilt.

“Mittels der Parameterdarstellung fiir T' (siche Definition ??) konnen wir I' eine Orientierung auf-
pragen; wir haben offenbar zwei Moglichkeiten.
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1) Ist £ € T, € < &, so gibt es t < 0 mit x(a:,g) € G1,s € (t,0).
Dies folgt aus der Tatsache, dass z(—t,§) fiir hinreichend kleines ¢ < 0 parallel zu
I' mit einem Punkt in U; verbunden werden kann.

2) Ist £ € T, € > &, so ergibt es t > 0 mit z(s; ) € Gy, s € (0,1).
Begriindung: siehe oben.

Aus 1): T' C Gy. Aus 2): T's C Gy. Aus der Wahl von U, folgt: Es gibt ¢ > t; mit
z(t;€) € Uy C Gy

Annahme: Es gibt t* > ¢, mit z(t*,€) € J, z(t;§) € Gy fiir t € (t2,t*)). (Beachte:
0G = 090Gy = J).

1. Fall: z(t5¢) € I', & < z(t%,€) < &. Wegen z(t;€) = z(t — t*; 2(t%€)),t < t*, haben
wir einen Widerspruch zu 1).

2. Fall: z(t*;€) = x(,€) fiir ein £ € [t,t]. Die Losung ist also periodisch und v+ (&

{z(s;6)|t < s < t°}. Aus z(t,€) € Gy ,t € (ta, t*), 2(t*,€) € J, folgt v (£) € G,

Yt () NGy = 0. Dies ist im Widerspruch zu 1) (Beachte: z(t;€) = x(t — t1; x(t1;§)
x(t — t1;&1). Also ist auch gezeigt: x(t;€) € G, fir alle t > 5.

)
d.
)

IHWH

Folgerung 9.12
Sein € V und sei I" eine beschréinkte Transversale zu (9.1). Sei z(-;n) auf |0, c0) definiert.

a) Es gilt entweder
x(t;m) ¢ T fiir allet > 0

oder es existiert eine (endliche oder unendliche) Folge t; < ty < ..., die keine
Haufungspunkte besitzt, derart, dass

z(tism) €, keN, z(t;n) ¢ T fiirt #t,, k€N

b) Ist 7 € w(n) NT, so ist die Folge t; < ty < ... in a) unendlich und (x(tx;n))ken
konvergiert gegen 7 ; insbesondere ist w(n) NT' = {7} .

Beweis:

Zu a). Sei T := {t > 0lx(t;n) € T}. T ist abgeschlossen und hat wegen Lemma 9.10
a) keine Haufigkeitspunkte. Daher ist 7' entweder leer oder enthélt als Teilmenge der
beschrankten Menge I' hochstens abzahlbar viele Elemente. Entfernt man aus 7' diejeni-
gen Elemente t, fiir die z(¢;7) Endpunkt von T ist, so bleibt eine Menge mit denselben
Eigenschaften.

Zub). Sein € w(n)NI'. Dann gibt es eine Folge (s, )ney mit lirILn Sp = 00, lirrlnx(sn; n) =1.
Nach Lemma 9.10 gibt es N € N derart, dass fiir jedes n > N ein 6, = o(x(sn;7n))
existiert mit z(s, + 6,;n) = x(dn; x(sp;m)) € I'. Es gilt lirILn(Sn = 0, da o stetig ist, und

limz(sy;n) =7,0(7) =0 ist. Also gilt
lim(s,, + ) = oo, limx (s, + 9p,m) =7, x(sp + 0p;n) €T VR > N | (9.6)

und die Folge in a) ist unendlich. Da I" beschrankt ist, enthélt (x(fx; 7))ken eine konvergen-
te Teilfolge (z(tx,;;M))k,en- Wegen (9.6) limy x(tx, ;1) =7 . Da die Folge (z(tx;n))key auf I
monoton ist (9.10), konvergiert sogar (z(tx;n))rey gegen 7. Da der Limes von (z(tx; 1)) ken
eindeutig bestimmt ist, muss w(n) NI = {77} gelten. |
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Satz 9.13 (Poincare-Bendixon)
Sei vt (&) ein beschrankter positiver Orbit, & € V. Enthélt w(&) keinen Gleichgewichts-
punkt, so gilt entweder

v (€) ist periodischer Orbit und v (£) = w(§)
oder es gibt z € w(§) derart, dass
v (2) ist periodischer Orbit, v*(z) = w(§).

Beweis:

Offenbar ist 'y+—(§) kompakt. Aus Satz 9.4 wissen wir: w(§) # ¢, kompakt, zusam-
menhéngend, stark invariant. Ist v(¢) periodischer Orbit, so gilt offenbar w(§) = v (§).
Sein € w(§). Dann ist z(-;n) auf (—oo, 00) definiert und es gilt v (1) C w(§),w(§) C w(§).
7 ist kein Gleichgewichtspunkt. Also gibt es eine beschrinkte Transversale durch 7. Nun
tritt die zweite Alternative in Folgerung 9.12 ein:

th<te<...;z(ty;m)elNw(),neN.

Wiére n kein periodischer Punkt, so wiren z(t,;n),n € N, verschiedenene Punkte in
w(§) NT'. Dies ist nach Folgerung 9.12 ausgeschlossen. Also etwa z(t,; 1) = x(tm;n), tn >
tm . Dann ist x(-;n) periodische Losung mit Periode t¢,, — t,,, die nicht konstant ist, da
n kein Gleichgewichtspunkt ist. Also liegt der periodische Punkt y*(n) in w(§), da w(§)
stark invariant ist. Wir zeigen: v*(n) = w(§), d.h. w(&)\y"(n) =0.

Annahme: w(&)\y*(n) # 0.

Da w(§) zusammenhéingend ist, kann w(§)\y"(n) nicht abgeschlossen sein. Also gibt es
einen Haufungspunkt 77 € 4+ (n) von w(§)\y"(n); 7 = lim, &, mit &, € w(&)\y*(n),n € N.
Da w(&) abgeschlossen ist, gilt 7 € w(&), d.h. 7 ist kein Gleichgewichtspunkt. Also gibt
es eine beschrinkte Transversale I' durch 7. Wihle &, derart, dass v (&,) NI # 0 ist; dies
ist moglich, da lim, &, = 7 kein Gleichgewichtspunkt ist. Also etwa z(t*;&,) € [',t* € R.
Da w(§) stark invariant ist, ist y7(&,) C w(§). Aus Folgerung 9.12 folgt n = x(t*;&,).
Nun folgt v7(&,) =T (n). Aus &, # v (n) erhalten wir einen Widerspruch. [
Tritt in Satz 9.13 die zweite Alternative ein und ist 4+ () selbst kein periodischer Orbit, so
heifit w(¢) Limeszyklus. Das 16. Hilbertsche Problem ist die Frage, wieviele Limeszyklen
ein polynomiales Vektorfeld zulafit.

Anschaulich bedeutet der Satz von Poincare-Bendixon: Eine in einer w-Limesmenge
enthaltene nicht—periodische Losung beginnt und endet in je einem Gleichgewichtspunkt.
Diese beiden Punkte, die auch zusammenfallen konnen, gehoren als Haufungspunkte eines
Orbits wieder zur w-Limesmenge.

Folgerung 9.14
Sei vT(€) ein beschréiinkter, positiver, nicht periodischer Orbit, £ € V . Enthiilt w(§) keinen
Gleichgewichtspunkt, so gibt es z € w(§) derart, dass gilt:

i) v7(2) = w(§), z(; 2) ist periodisch mit Periode T > 0.

ii) Es gibt eine strikt monoton wachsende Folge (t,,)nen in [0, 00) mit lim(t,41 —t,) =T
und limz(- + t,;€) = x(-; 2) gleichméaBig auf [0, 7.
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Beweis:

i) ist in Satz 9.13 gezeigt. Beachte dabei T' > 0, da w(§) keinen Gleichgewichtspunkt
enthélt.

Zu ii) Sei I' eine Transversale durch z. Aus Folgerung 9.12 folgt die Existenz einer strikt
monoton wachsenden Folge (t,,),ey derart, dass gilt:

x(ti; ) e ke N, x(t;€) ¢ T, fallst # tg, k € N, lilgnx(tk;ﬁ) =

Da die Konvergenz bei li;nx(tk;ﬁ) = z ,monoton“ ist, ist die Konvergenz von (z(- +

tn;€))nen gleichméBig auf jedem beschrinkten Intervall [0,77],7" > 0. Insbesondere:
lima(T + tp;€) = 2(T;2) = z. Sei € > 0 und sei r < 0 mit B,(z) C V. Fir n € N

mit z(t,y1 &), 2(t, + T;€) € B,(2) folgt (Mittelwertsatz)
|#(tns1;€) — 2(tn + T58)| = Mltnsa — (tn +T)
mit M > 0, da z kein Gleichgewichtspunkt ist. Schliellich:
AN eNVR>N(tpp €[tn+T —€,t, +T +€]).

|
Wir schlieflen ab mit einem negativen Kriterium fiir periodische Losungen fir (9.1)

Satz 9.15 (Bendixon)

Sei D C V offen mit D C V. Sei D von einer C'~Jordan-Kurve J berandet (D ist
Innengebiet zu J ). Hat die Divergenz des Vektorfeldes v := (f,g) in D konstantes
Vorzeichen, so kann (9.1) keine periodische Losung besitzen, die ganz in D liegt.

Beweis:
Sei £ € D mit x(t +T;&) = z(t;€) € D fiir alle t > 0. Aus dem GauBschen Integralsatz®
folgt

/Vvdz— /8 vdo /T< v(x (xé(t;g)’_xll(t;%); >dt =0.

Also kann Vv nicht konstantes Vorzeichen haben. [
Beispiel 9.16 Betrachte einen nichtlinearen ,,Oszillator“ mit Dampfung
"+ p(z)x’ +q(x) =0 (9.7)
Voraussetzung : p,q € CY(R;R) mit p(z) > 0 fiir alle z € R . Als System haben wir
7y =32, ¥y = —q(21) — p(21)7>

Die Divergenz des zugehorigen Vektorfeldes ist gegeben durch —p. Also kann (?7) (un-
abhéngig von q) kein periodische Losung haben. Im folgenden Abschnitt schauen wir
etwas genauer hin. 0

5Siehe etwa Forster, O., Analysis III
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9.3 Die Lienardsche Differentialgleichung
Wir betrachten
" +p(x)r’ +2=0 (9.8)
und setzen generell voraus:
i) pe C'(R;R)

i) R>2 — F(z):= [, p(s)ds € R ist ungerade, d.h. F(z) = —F(—x) fiir alle z €
R .

iii) lim F(x) = oo und es gibt § > 0 derart, dass F' auf [, 00) monoton wachsend ist .
T—00

iv) Es gibt @ > 0 derart, dass F(z) < 0,z € (0, ).

Das ,,typisches”“ Ausehen von F'ist in Abbildung
9.1 wiedergegeben.
Ist t — x(t) eine Losung von (9.8), so gilt

d .,
ﬂ(x (t)+ F(z(t))) +=(t) =0.

Also ist (9.8) dquivalent mit dem System
¥y =x9 — F(11), ), = —11, (9.9)

wobei x; := x,x9 := 2’ + F(z) gesetzt ist. Wir
zeigen:

a) (9.9) besitzt mindestens eine periodische
Losung

b) Ist @ = 3, so gibt es genau eine periodi-
sche Losung und diese Losung ist w— Li- Abbildung 9.1: Aussehen von F
mesmenge aller Orbits mit Ausnahme der
Ruhelage in (0,0).

Klar: (9.9) besitzt (0,0) als einzigen Gleichge-
wichtspunkt. Die Eigenwerte zur Linearisierung von (9.9) in (0, 0) sind:

1 1
A =—=p0) £ = 0)2 —4
1/2 21’( ) 5 p(0)
Also folgt ReAy/2 > 0, d.h. die Ruhelage ,,abstofend*.
Sei z 1= %(x? + 2?). Wir erhalten:
¢’ = —a1F(21) (9.10)

entlang einer Losung. Daraus lesen wir ab:
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Keine Losung, die auf einem Kreis mit Radius 79 € (0,«) startet, tritt in
diesen Kreis ein. (Dies ist vertréglich mit dem abstoBenden Charakter von

(0,0).)

Da das System (9.9) durch ,Spiegelung® an (0,0) in sich iibergeht, geniigt es nun das
System (9.9) in der echten Halbebene zu betrachten. Unter Verwendung der Differential-
gleichung

dl‘g X1

e e (9.11)

kann man zeigen, dass fiir 7y geniigend grof, gilt: || < no. Man zeigt, dass

)= 2w = [ pe)ds <0
ABECD

Dann ist das Innengebiet von ABECDA'B'E'C'D’ invariant. Nun ist Satz 9.15 anwend-
bar; a) ist damit gezeigt.
Der Fall a = g;
Startet ein Orbit in A;(0,7;) und schneidet dieser Orbit die z7—Achse in F;(vy,0) mit
0 <wv <a,soist p(0,m) —p(0,61) = fAlElDl p'(s)ds > 0,da F(z) <0,z € (0, ), gilt.
Also kann es keinen periodischen Orbit geben, der die x;—Achse in einem FEj(v1,0) mit
v1 € (0, ) schneidet.
Startet ein Orbit in Ay(0,72) und schneidet dieser Orbit die z1— Achse in E5(0, v2) mit
Vg > @, SO ist

0> p(0,m) — p(0, ) = /

A

o' (s)ds + / p’(s)ds—l—/ p'(s)ds
2,82 BoE5Cy

C2D>

fiir 7o geniigend groB. Also gibt es aus Monotoniegriinden genau ein 7, mit ¢(0,72) =
#(0,&;). Dies ist der gesuchte periodische Orbit. Damit ist b) gezeigt.

Die skizzierten Beweisschritte zeigen, dass die Anwendung des Satzes von Poincare—
Bendixon, der auf tiefliegenden Uberlegungen beruht, nicht einfach, aber elementar ist.
Mit der obigen Problemklasse wird auch die van der Polsche Differentialgleichung erfasst:

2"+ p(x? - 1)z’ +x=0.

Man wéahle ,
p(:c) = ,u(:c2 — 1),F(x) = u(§$3 — x),x ER.

und findet den Fall
a=06=+3

vor. Also hat die van der Polsche Differentialgleichung genau einen Limeszyklus.

9.4 Stabilitét

Wir betrachten ein nichtautonomes System:

' =v(t, ) (9.12)
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wobei v € C*(R xV;R"),V C R" offen. Die lokale Existenz und Eindeutigkeit der Losung
von (9.12) bei vorgegebenem Anfangswerten

z(to) =& (to € R,E€V) (9.13)

ist Ergebnis des Banachschen Fixpunktsatzes, die globale Losbarkeit ist mit einem Kom-
paktheitsargument anzugehen.
Bezeichnung Eine Losung von (9.12),(9.13) auf [to, 7), T > to, bezeichnen wir meist mit

Definition 9.17
Sei z : [0,00) — R™ eine Losung von (9.12).

a) = heifit stabil, wenn fiir alle ¢ > 0 und fiir alle ¢5 > 0 ein § > 0 existiert so
dass fiir alle £ € V mit |£ — z(tp)| < 0 gilt: z(+; 10, &) ist definiert auf [tp,00) und
|z(t,t9,&) — z(t)| < € fiir alle t > t;. Anderenfalls heifit  instabil.

b) Ist ¢ in a) unabhéngig von t, wihlbar, so heifit z gleichméifig stabil.
c) z heifit asymptotisch stabil, wenn z stabil ist und wenn zusétzlich gilt:
Vto>03dn>0VEeV(I€E—z(ty) <n = x(;to,§) ist definiert auf [¢y, 00),
tlim |z(t;t0,&) — ()] = 0) .
—00

O

Im Auge haben wir die Frage nach der Stabilitét von Ruhelagen (z = 6) und periodischen
Losungen (z(t+ 1) = z(t) fiir alle t > 0;7 > 0 Periode).

Beispiel 9.18 Betrachte das System

Ty = —xon/ T3+ 23, Th = T1\/ T3 + 13 (9.14)

In Polarkoordinaten (r,9):
r=0,9%=r. (9.15)

(Die DGL in Polarkoordinaten steht am Anfang, sie ist zur ,, Verschleierung® in kartesische
Koordinaten umgeschrieben.) Als Losungen von 9.15 haben wir

r(t) =710, 9(t) = ot + 9o ,t ER, (ro,%0 €R).
Dies ergibt fiir (9.14) die Losungen

x1(t) = ro cos(rot + V), x2(t) = rosin(rot + %) , t ER .

Also sind die Losungen von (9.14) periodisch mit Periode %—75. Man sieht, dass mit Ausnah-
me der Ruhelage (19 = 0,99 = 0), alle Losungen instabil sind, da die Umlaufgeschwindig-
keit fiir verschiedene Losungen verschieden ist. Man beachte aber, dass die Losungskurven
in R? , benachbart“ sind, wenn die Anfangswerte benachbart sind. 0]
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Innerhalb der Stabilitatstheorie spielen die autonomen und periodischen Differentialglei-
chungen eine Sonderrolle. Das Beispiel 9.18 zeigt dies fiir autonome Differentialgleichun-
gen, fiir periodische DGLen wird dies klar aus folgender Uberlegung: Ist v in (9.12)
autonom und ist x eine Losung mit Periode T' > 0, so wird offenbar durch die Verschie-
bung z(-+7) , 7 € R, eine Schar von T —periodischen Losungen von (9.12) definiert. Die
Losung z(-) kann nicht asymptotisch stabil sein, da fiir kein 7 # 0 gilt:
tlingo lz(t+71) — ()] =0.

Die Definition von Stabilitéit, die bei autonomen DGLen fiir periodische Losungen ange-
messen ist, folgt spater. Man beachte, dass Kandidaten fiir solche periodische Losungen,
die Limeszyklen sind.

Wir betrachten nun den periodischen Spezialfall von (9.12):
' =w(t, x) (9.16)

Also setzen wir voraus: v € CY(R xV;R"), V C R" offen, v T—periodisch, d.h. v(t +
T;x)=wv(t,z) fur allet e R,z € V.

Sei T : (—o0,00) — R™ eine T—periodische Losung von (9.16), d.h. Z(t+ 1) =Z(t) t €
R . Wir wollen die Stabilitdt von T mit Hilfe der Linearisierung von (9.16) entlang =
untersuchen, Wir haben dazu die Differentialgleichung

Y = At)y+g(t,y) (9.17)
zu betrachten mit
ov,
At) = %(t,x),t € R,
G(t,y) = v(t,y+7T(t)) —v(t,z(t) — Ov (t, 7))y, (t,y) ER xR mit y +T(t) € V.

oz
Da T und v(-,x) T—periodisch sind, ist die Systemmatrix A(-) des homogenen Systems
y'=At)y (9.18)

ebenfalls T—periodisch. Damit sind die Floquet—Multiplikatoren von A(-) wohldefiniert
(siehe Abschnitt 2.7).

Satz 9.19 (Floquet)
Fiir die Floquet—-Multiplikatoren i, . .., i, € C von A(t) :=

QD

2t T(t)),t € R, gelte:

Q

il <1,1<i<n.
Dann ist * asymptotisch stabil.

Beweis:
Sei @ die Fundamentalmatrix zu (9.18) mit ®(0) = Id. Wir wissen aus Satz 2.18, dass es
P:R — C"",Re(C"" gibt mit

d(t) = P(t)e',t e R, P(t+T) = P(t),t € R,
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und g1, ..., i, sind die Eigenwerte von e®f'. Also hat R Eigenwerte \j,...,\, € C mit
Re); < 0,1 <1 <n. Betrachte

2= Rz + P(t) 'g(t, P(t)2). (9.19)
Offenbar hingen die Losungen von (9.19) mit (9.17) mittels der Transfomation

y(t) = P(t)2(t) t € R, (9.20)

zusammen. Da lim M
ly[=0 Y

asymptotisch stabil (Ubertrage dazu den Beweis zu Satz 3.14). Daraus folgt, wegen (9.19)
sofort, dass die Ruhelage y = 6 von (9.17) asymptotisch stabil ist und die periodische
Losung T im Sinne von Definition 9.17 asymptotisch stabil ist. |

= 0 gleichméfig in ¢ gilt, ist die Ruhelage z = 6 von (9.19)

Nach den eingangs gemachten Beobachtungen ist es sinnvoll, bei autonomen Systemen
Stabilitdt anders zu definieren. Dazu betrachten wir statt (9.12)

' =wv(x) (9.21)
wobei v € CHV;R"),V C R"™ offen.

Definition 9.20
Sei £ € V und sei die Losung z(-, &) von (9.21) auf [0, c0) definiert.

a) z(+;€) heifit orbital stabil (oder v (&) heifit stabil), wenn gilt:

(Ve >036 >0Vn e V(dist(n,y"(£)) <§ = dist(z(t;n),7"(£)) < € fiir alle t > 0).

b) z(+; &) heifit asymptotisch orbital stabil (oder y* (&) heifit stabil), wenn gilt:

i) v7(&) ist stabil;
i) 36 > 0Vn e V(dist(n,7"(€)) <9 = lim dist(z(t;€),v(£)) =0).

t—o00

Sei Z(-) := z(+;&) eine T—periodische Losung von (9.21). Dann gilt:
T(t) = v(z(t), T'(t) = do(T(1))T'(t), t € R,

d.h. 7 := 7 ist T—periodische Losung von y' = A(t)y mit A(t) := dv(Z(t)),t € R . Daraus
folgt mit der Fundamentalmatrix ®(t) := P(t)e*’ |t € R (siehe Satz 2.18)(P(0) = id!)
schliefflich

7'(t) = P(t)e™2'(0), dh. (0) =7'(T) = 77 (0).

Also ist 7'(0) ein Fixpunkt von e®. Dies bedeutet, dass mindestens ein Floquet—Multiplikator
den Betrag 1 hat. Beziiglich orbitaler Stabilitéit ,stort“ uns ein Multiplikator vom Betrag

1 nicht, wenn er nur entlang der Losung wirkt: er bewirkt dann nur die eingangs erwihnte
Phasenverschiebung benachbarter periodischer Orbits. Alle anderen Multiplikatoren soll-
ten vom Betrag kleiner 1 sein, um asymptotisch orbitale Stabilitit zu implizieren.
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Satz 9.21

Sei T eine nicht—konstante T—periodische Losung von (9.21), seien p1, . . ., i, die Floquet—
Multiplikatoren von A(t) := dv(Z(t)),t € R, und es gelte |p;| < 1,1 <i<n—1,|u,| = 1.
Dann ist © asymptotisch orbital stabil.

Beweis:

9.5 Stabilitit periodischer Lésungen

Die qualitative Untersuchung von Systemen mit periodischen Losungen erfordert eine
gekonnte Behandlung des autonomen und der nicht autonomen Falles. Wir wollen uns
zunédchst dem nichtautonomen Fall zuwenden.

Sei f € CY(R xD,R"), D C R" offen, und sei f T-riodisch, d.h. f(t + T,z) = f(t,x) fiir
alle (t,x) e RxD.

Sei p: R — D eine periodische Losung von

i = f(t,z) (9.22)

v := p(R) sei der Orbit von p. Wie immer:z(-; tg, zo)) ist die globale Losung von (9.22)
mit Anfangswert x(t9) = xo .

Definition 9.22
i) p heifit Ljapunov—stabil : <

Vtg € RVe > 030 > O0Vxg € K(p(t()), 5)Vt > t()(|33'(t; t(),x()) —p(t)| < 6)

ii) p heisst asymptotisch Ljapunov—stabil : <
p ist Ljapunov—stabil und V¢, € R 36 > 0Vz € K(p(ty), 5)(tlim(|p(t)—x(t; to, xo)| = 0]
—00
O

Man sieht sofort, dass im autonomen Fall eine periodische Losung nie asymptotisch
Lyopanov-stabil sein kann.

Analog zur Untersuchung von Gleichgewichtslosungen kann man in folgender Weise eine
Linearisierung vornehmen: Offenbar ist z genau dann eine Losung von (9.22), wenn y :=
x — p Losung von

y=A(t)y+9(ty) (9.23)
ist, wobei
A(t) = do f(t,p(t)) — f(t.p(t)) — dof(t, p(1))y,
9t y) = f(t,y +p(t)) — f(E,p(t)) — da f (2, p(t))y,
(t,y) € {(t.y) ERx Ry +p(t) € D}
Man rechnet nach: Tim 259 — ¢ gleichmissig in ¢. Ohne Beweis geben wir den

lyl—oo Y]
folgenden wichtigen Satz von Floquet an:



Baumeister: Differentialgleichungen / Stand: 25. Oktober 1999 147

Satz 9.23
Sei T > 0,A € C(R,R™")T— periodisch, ® € C'(R, R™") Fundamentalsystem von & =
A(t)z . Dann gibt es eine T—periodische Abbildung P € C'(R,R™") und B € R™" mit

®(t) = P(t)RP! fiir allet € R .

Mit den obigen Bezeichnungen heifit der durch C' := RBT = &~1(0)®(T') bestimmte Ope-
rator Monodromieoperator von ¢ . Man rechnet nach, dass die Monodromieoperatoren
zweier Fundamentalsysteme zueinander konjugiert sind. Damit sind seine Eigenwerte, und
damit auch die Eigenwerte von B nur durch A festgelegt und heissen Floquetmultiplika-
toren von A. Die Eigenwerte von B heissen Floquetexponenten von A. Ist v Floquet-
multiplikator, dann gibt es einen Floquetexponenten von A mit v = e*”. Umgekehrt ist
eine Zahl e Floquetmultiplikator, falls A Floquetexponent ist. Man sieht, dass sich so
n linear unabhéngige Losungen der Form

vi(t) = pi()eN - gi(t),1 <i <,

gewinnen lassen, wobei jedes p; T—periodisch und jedes ¢; ein Polynom ist. Folglich
bestimmt der Realteil der Floquetexponenten bzw. der Betrag der Floquetmultiplikatoren
das Losungsverhalten. Doch bleibt (unter Voraussetzungen) auch im gestorten Fall 1.2
richtig und {ibertragt sich so auf 1.1.

Satz 9.24
A habe Floquetmultiplikatoren von Betrag < 1. Dann ist p asymptotisch Ljapunov—stabil.

Beweis:

Zu zeigen ist die asymptotische Stabilitdt der Nullésung von Gleichung 1.2 Sei & Funda-
mentalsystem von y = A(t)y.

Nach dem Satz von Floquet gibt es P € C*(R,R™™), B € R™" mit 0(t) = P(t)eP’,t e R.
Nach Voraussetzung hat B nur Eigenwerte mit Realteil < 0. Betrachte:

2= Bz+ P (t)g(t, P(t)2) (9.24)

-1
Man rechnet nach: lim P (t)g(t, P(t)z)

210 2]
Poincaré-Ljapunov (??77) ist die Nulllésung von (1.3) asymptotisch stabil.
Behauptung : y 18st (1.2) <= z:= P7!(-)y 16st (1.3)
Beweis der Behauptung: Aus

= 0 gleichméssig in ¢t € R. Nach dem Satz von

P(t) = ®(t)eP* — d(t)e BB = A(t)P(t) — P(t)B und P~1(t)P(t) = —P~'(t)P(t)

folgt
B =P Yt)a(t)P(t)+ PL(t)P(t),t €R .
—
£(t) = P ()y(t) + P ()i ()
= P7H 1) P(t)z(t) + P~ (1) (A1) P(t)=(t) + g(t, P(t)=(t))
= Bz(t) + P (t)g(t, P(t)z(t)),t € R
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P(t)z(t) + P(t)2(t)
P()P7H(t)y(t) + P() (P () A()y(t) + P ()y(t) + P71 (t)g(t, y (1))
AQ)y(t) + g, y(t),t € R.

y(t)

Sei nun € > 0,t, € R. Dann gibt es § > 0, so dass, falls z Losung von 1.3. mit |z(to)] < 8

. 6 .. < .. . . — . .

ist, |2(t)] < 12Ol fiir alle t < ¢, erfiillt ist und tlglolo |z(t)J 0 gilt (Beachte: Jede

Losung von 1.3 ist fiir alle Zeiten definiert). Setze § ;== ————— . Sei y Losung von
: ) swp [P Iz Y Losne

S1R
1.2 mit |y(to)| < 0. Aus der obigen Behauptung folgt:

e y(t) ist definiert fiir alle t > ¢, .

o [y = POPTOyOUPOI- 5 —prey = ¢ fir allet > to.
. t11>12> y(t)=0.

Die oben erwidhnte Bemerkung, dass aysmptotische Ljapunov—Stabilitdt im autonomen
Fall nicht moglich ist, bestatigt sich in deren Voraussetzungen des Satzes, denn aus p(t) =
f(p(t)) folgt, dass p wieder stetig differenzierbar ist und p(t) = df (p(t))p(t) gilt, d.h.
mindestens ein Floquetmultiplikator hat Betrag 1, denn p 16st y = df (p(t))y, d.h. p(0)
ist Fixpunkt von ¢(7T') := eB7. |

Wir beweisen im 2. Abschnitt ein Analogon dieses Satzes im autonomen Fall. Dazu muss
jedoch ein angemessener Stabilitédtsbegriff definiert werden.

n
9.6 Orbitale Stabilitiat: Der autonome Fall
Sei f € CY(D,R"™), D C R" offen. Betrachte
¥ = f(z). (9.25)

Wir setzen .
D(f) :=={(t,§) ERXRI§ € D,t € Imax(§)}

und nennen

®:D(f) > (t,§ — z(t;€) €D

den Fluss von f bzw. (9.25). D(f) ist offen und es ist ® € C*(D(f); R™). Weiterhin
existieren die gemischten zweiten partiellen Ableitungen des Flusses und sind stetig.

Sei nun p € D ein periodischer Punkt, d.h. die zugehérige Losung z(-;p) von (9.25) ist
periodisch mit einer Periode T > 0.~(p) sei der Orbit dazu.

Definition 9.25
Sei T >0 und sei  : R — D eine T—periodische Losung von (9.25).
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i) v :=7(p) heifit stabil genau dann, wenn gilt:

VYU €UV €UNVEEVVLE>0(D(LE) €U).

ii) v heifit asymptotisch stabil genau dann, wenn ~ stabil ist und wenn gilt:

AV eld(y)vVeEeV (tliglo dist(®(¢,€),v) = 0).

iii) p heifit (asymptotisch) orbital-stabil genau dann, wenn 7 (asymptotisch) stabil
ist.

O

Der Begriff der orbitalen Stabilitat beriicksichtigt also in erster Linie die geometrischen
Eigensschaften des Orbits. Es wird sich jedoch herausstellen, dass auch im Falle der
asymptotisch orbitalen Stabilitdt die Losungen in der Umgebung eines periodischen Orbits
zumindest asymptotisch wie z(-; p) verlaufen (,,asymptotisch mit = in der Phase®).
Analog zum Abschnitt ?? definieren wir

At) = df(p(t), t eR,
9(t,y) = fly+a(t;p)) — f(x(tp) — df(z(0)y, (ty) € {(t,y)ly + x(t;p) € D}
Es gilt
lim M = 0 gleichméssigin ¢,
wi=o |yl

und z(+; €) 16st genau dann (9.25)), wenn y := z(-;§) — z(+; p) Losung von

y=Alt)y+g(t,y) (9.26)
1st.

Satz 9.26
A habe n — 1 Floquetmultiplikatoren vom Betrag < 1. Dann gilt:

i) z(-;p) ist asymptotisch orbital-stabil;

H) 3V e MV§ eV §0 S ’Y(tli}g) |(I)(t7€0) - (I)(t7p)| = 0) :

Beweis:
Wir beweisen den Satz in drei Schritten:

1) Einfiihrung eines geeigneten transversalen Schrittes

2) Ubertragung der Eigenschaften des Monodromieoperators auf die linearisierte Poin-
careabbildung.

3) Beweis der Behauptung
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Zu 1).
Sei & := p. Definiere U(t) := ®,(¢,&),t € R .
U ist Fundamentalsystem von y' = A(t)y, denn:

d d d d

= L (6 = - SL(1,60) = - (B4 6)) = (1, P)U() = ADU()

U'(t)
und U(0) = I. Wegen U~(0)U(T) = U(T) hat U(T)n — 1 Eigenwerte vom Betrag < 1
und den Eigenwert 1; f(&) ist Eigenvektor zum Eigenwert 1, da

(&) = 2'(0;60)(0) = (T’ &) = U(T)x"(0;60) = U(T) f (%) -

Wir zerlegen den R” in Unterrdume G und H: G := Kern(I —U(T)) NR"™ = span(f(po))
H := (®p| EBigenwert von U(T)p21) K ern (81 — U(T))m(ﬂ) N R", wobei m(3) die Vielfachheit
des Eigenwertes 3 angibt. Da U(T) € R™", ist Hn — 1 dimensionaler Unterraum der R"
und es gilt R" =G & H.

Weiterhin ist U(T") : R* — R" linear, bijektiv und es gilt U(T)(H) = H.

Wegen f(&) ¢ H gibt es V € po + H,V offen bzgl. der Relativtopologie, & € V, so dass
V einen transveralen Schnitt durch « darstellt (d.h. f(z) ¢ HVx € V)

Sei H € R™{0} mit < h,z >= 0Vx € H. Da D(f) offen ist, gibt es Q1 € U(T); Q2 € U(&o)
und Q1 x Q, € D(f).

Definiere: j : Q1 X Q2 3 (t,2) —— < h,y(t,x) —po >€E R

Es gilt: j € CY(Q1 x Q2,R),

J(T, &) = 0, %j(T, &) =< h, f(&) ># 0. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen
gibt es @; C @,@; offen, & € @;,T € Cl(@vg,Ql) mit j(m(z),z) = 0Vz € @2, d.h.
Y(7(z),2) € & + HVx € Qo

Jetzt 148t sich eine Poincareabbildung 7 definieren:

W:=VNQyr:W>3a —> v(r(z),x) e V

(0.E. kann W so verkleinert werden, dass m(z) € V Vz € U)
Es gilt: 7 € CYW, V), m(&) = &

T Wodz — 7T(€()+37) —&) < H,?T() < Cl(’w(),H)

Zu 2). Behauptung: dm(0) = U(T)|x

Beweis der Behauptung:

Aus mo(z) = y(7(&o + x), & + =) — po, x € Wy, folgt

dmo(0) = ded(T', po) - d7(po)|r + U(T)|u (9.27)
Andererseits folgt mit k: W € x —— j(7(z),z) =0€ R :
0 = dk(po) = duj(T' po) + dej(T', po) - d(po)
Aber wegen dyj (T, po) =< h, f(po) ># 0 und dyj(T',po) =< h,U(T)(-) >

dr(po) = — < h, f(po) >"* -h, U(T)(-) > (9.28)
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Aus (9.28) folgt, dr(po)|x = 0 und aus (9.27)(I) die Behauptung. Also hat dm(0) nur
Eigenwerte vom Betrag < 1.
Behauptung: Man findet eine Norm | - |, auf H, so dass

dro(0)]], = sup ||dmo(0)al]. < 1.

|z]=1

Beweis der Behautpung:
Sei Hr die Komplexifizierung von H und Vi,...,V,_; eine Basis von Hg, beziiglich der
dmo(0) durch eine Matrix D + N dargestellt wird, wobei D eine Diagonalmatrix mit den
Eigenwerten Aq,..., \,_1 als Eintrdge und N nilpotente Matrix mit Eintrdgen nur in der
oberen Nebendiagonalen ist.

1 ;. ,

§:=—=(1—max |N\|),4; :=63;1<i<n-—1.
2 1<i<1

Die a; bilden eine Basis von H und fiir

n—1
T = g xria€ H
i=1

1483t sich definieren: |z|. := maxj<j<,—1 |z;|. Falls |z|, <1 folgt

n—1

n—1 n—1
ldmo(0)zl. = [(D+ N)(O _wiai)l. <> 6" Dl + Y 2:6'Nvy,
=1 =1 =1

n—1 n—1

i= i

O.E. sei Wy bereits so verkleinert, dass ||dm(y)||« < f fiir ein B < 1 richtig und W)
konvex ist.
Fiir x € W = py + W) folgt dann:

|7(2) = pol« = [mo(z — po) — mo(0)]« < Bl — pol. (9.29)

Es gilt also: w(x) € W, falls x € W und 7*(z) — po fiir k — oo.
Zu 3). Wir zeigen zunichst die Stabilitit von . Sei U € A(7)
O.E. sei W bereits so verkleinert, dass gilt:

7(z) € [0,2T Jo.u.x € W, ¢(t,z) € UV(t,z) € [0,2T] x W.

Aus (9.29) folgt dann: ¢(t,z) € AV(t,z) € [l,00) x W.

Definiere: V' := Ut.z)ef0,00/xw{®(t, )}

Nach obigem ist V' C U und wegen ¢(t', ¢(t,x)) = ¢(t' + t,z),t,t' € [0,00),x2 € W,
ist V' auch positiv invariant. V ist auch Umgebung von v, denn sonst gibe es p €
Y, (Yn)nen C R™\V mit y,, — p. Eine dhnliche Argumentation wie die bei der Konstruktion
der Poincaréabbildung liefert eine Umgebung U € U(p und ein 7 € CH(U, [-2L, 0], wobei
¢(—1,p) = po und ¢(7(y),y) € W¥y € U. Dies wiire ein Widerspruch zu (yn)nEN C R™\V.
Also ist p orbital-stabil.

Anstatt der asymptotischen Stabilitdt von 7 geniigt es, die Verschirfung in (9.28) zu
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beweisen.
Wir wéhlen V' wie oben. Sei z € V(0.E.xg € W wegen Definition von V') O.E. sei W so
verkleinert, dass

|7(x) — 7(2)| < |x — 2| fiir alle z,2" € W

gilt (beachte: d7(po)|m = 0). Wir definieren eine Folge (tx)reny € R induktiv durch
to:=0tp :=tp + T —7(7"(x0)),k EN .
Man zeigt mit vollstdndiger Induktion
(KT, z0) = d(tr, 7" (x0))VEk € N (9.30)
Wegen T = 7(po) und (??) erhdlt man die Abschéitzung
|ths1 — tel = |7(7"(20)) — 7(po)| < |7*(20) — pol« < B*|zo — polVk € N

Also fiir beliebige k € N

m—1 n—1

A 1
them < tuwl <Y fteen — te] <Y B0 — pols < ﬁkl ~ 5
=0 =0

|20 — Ppol« -

Folglich ist (¢;)ken eine Cauchyfolge und konvergent gegen ein s € R . Mit (9.30) folgt
1i]£n¢(kT’ To) = 1i]?1¢(tk’7TK($0)) = ¢(s,p0) =:p1 €7

Wir haben
lim [¢(¢, 20) — (¢, po)| =0,

denn: Da ¢ auf der kompakten Menge [0, 7] x {¢(KT, z)(K € N} gleichméBig Lipschitz-
stetig ist, folgt fiir t € [kT, (k+ 1)T), K € N, mit einem L > 0.

|6, x0) = ¢(t, po)| = |¢(t = KT, §(KT, o) — o(t — KT, po)|
< LI¢(KT, x0) — p1

und damit die Behauptung.
Eine einfache Anwendung der Dreiecksungleichung zeigt die Eindeutigkeit von py. |

Beispiel 9.27 Betrachte:

x
x'l = Hx9+ 71(1 - x? - x%) = Ul(xl?xQ)
Ve
x
x% = —x1+ 2 (1 — xf — x%) = 02(1’1,1'2)

\/x? + 23

Eine periodische Losung ist (Polarkoordinaten!)

2
Z:R>t — (cost,sint) € R
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Die Spur o(t) der Matrix
8’Uz‘

833']‘

A(t) = (5~ (1))

ist gegeben durch
o(t) := —2cos’t — 2sin*t = —2

ALso folgt mit Lemma 2.21 fiir die charakteristischen Multiplikatoren vy, vs vom A :

VU9 = exp(/0 ' o(s)ds) = exp(—4r)

Fiir die charakteristischen Exponenten A;, Ao mit

N = i=1,2,

bedeutet dies bei geeigneter Numerierung:

1
Re)\l = 0, Re)\g = 2—(—47'(') = 2.

™

Also ist T asymptotisch orbital stabil.
Liegt in (9.21) ein Hamiltonsches System vor, so gilt Vo = 0. Haben wir dann eine
T —periodische Losung T , so gilt fiir die charakteristischen Exponenten Ay, ..., A, :

> - %/_OTV.U(E(t))dt —0

n=2: Wir erhalten : Re\; = Re\s = 0 Es liegt orbitale Stabilitét vor !

n; 2: Mindestens fiir ein \; gilt: Re); > 0. Also liegt orbitale Instabilitat vor !

0
Beispiel 9.28 Betrachte:
Ty = xy+win/rt+2d (2] + a5 — 1)
Ty = Ty + Toy/7? + 23 (3 + 25 —1)?
In Polarkoordinaten (r,d) :
o= (12,9 =1. (9.31)

Wir haben die 2r—periodische Losung x mit
T (t)2 + Ta(t)> = 1,t € [0,00) .
Fiir die charakteristischen Exponenten A1, Ay erhalten wir nach Rechnung:
Re)A; + Reds = 0,d.h.Re\; = ReXy = 0.

Keine Auskunft iiber Stabilitdt | Aber aus (9.31) erhalten wir, dass T instabil ist. Der
Gleichgewichtspunkt (0, 0) ist natiirlich asymptotisch instabil! O
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