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1.) F Sei H ein Hilbertraum und seien U1, U2 abgeschlossene lineare Teilräume; U :=
U1 ∩ U2 . Der Friedrichs-Winkel ist definiert durch

c(U1, U2) := sup{〈u|v〉 : u ∈ U1 ∩ U⊥ ∩B1, v ∈ U2 ∩ U⊥ ∩B1} .

Zeige die Äquivalenz der folgenden Bedingungen:

(a) PU⊥
1

(U2) := {PU⊥
1

(v) : v ∈ U2} ist abgeschlossen.

(b) U1 + U2 ist abgeschlossen.

(c) PU⊥
2

(U1) := {PU⊥
2

(v) : v ∈ U1} ist abgeschlossen.

2.) Sei H ein Hilbertraum und seien U, V lineare Teilräume mit H = U ⊕ V . In (U, V )
gilt eine verschärfte Cauchy-Schwarzsche Ungleichung falls

〈u|v〉 ≤ γ‖u‖‖v‖ , u ∈ U, v ∈ V,

mit 0 ≤ γ < 1 gilt. Zeige:
Ist dimH <∞, so gilt eine verschärfte Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

3.) Sei X ein Hilbertraum und seien C1, C2 abgeschlossene konvexe Teilmengen mit
C := C1 ∩ C2 6= ∅ . Sei die Folge (xn)n∈N definiert durch

xn+1 :=

{
PC1(x

n) falls n gerade

PC2(x
n) falls n ungerade

,

wobei x0 ein gegebener Startpunkt ist. Zeige:

(a) ‖xn+1 − u‖ ≤ ‖xn − u‖ for all u ∈ C, n ∈ N .
(b) max(dist(xn, C1)

2, dist(xn, C2)
2) ≤ dist(xn, C)2 − dist(xn+1, C)2 , n ∈ N .

4.) Betrachte den Hilbertraum l2 mit den Standardbasisvektoren ek, k ∈ N . Seien Folgen
(xn)n∈N, (u

n)n∈N ∈ l2 definiert durch

xn := 1/n en, un := (1 + 1/n)en , n ∈ N .

Ferner sei w := e1 . Setze C := {w} ∪ {un : n ∈ N} .

(a) Zeige: PC(xn) = un , n ∈ N, n ≥ 2 .

(b) Ist PC stetig in θ ∈ l2 ?

(c) Ist C abgeschlossen, konvex?

Die Aufgabe, die mit einem F versehen ist, ist abzugeben und wird korrigiert. Alle anderen
Aufgaben werden in der Übungsstunde behandelt.


