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2.7 Der metrische Tensor

In der Praxis wird zur einfacheren Umrechnung bei Basistransformationen nicht nur die Transfor-
mationsmatrix benutzt.

Betrachten wir den R3 (da dies in Anwendungen die gréBte Rolle spielt) mit einer Basis B =
{@,b,c}. Die zugehorige Transformationsmatrix fiir den Wechsel von diesem Koordinatensystem
in das kartesische nennen wir zur Abkiirzung einfach M:

. aq b1 C1
M:ng:(@bg): a9 b2 Co
as b3 C3

Seien U und wWg die Darstellungen zweier Vektoren beziiglich B, dann erhalten wir die Darstel-
lungen beziiglich £ durch

g =M -Up und Wp =M - wp .
Schauen wir uns nun einmal das Skalarprodukt dieser beiden Vektoren an. Wie wir in Bemer-
kung 2.3.4 gesehen haben, ist das Skalarprodukt #'- @ nichts anderes als das Matrixprodukt &7 - 7.
Wir haben also unter Verwendung von Satz 2.3.3(2)
TL Wy = (M) - Mg =04 - MTM -wip =05 -G -wp ,
wenn wir G = MT M abkiirzen.

2.7.1 Satz Ist M = Tg die Transformationsmatrix zum Basiswechsel von B nach F, dann heif3t
G = MT M metrischer Tensor und es gilt fiir das Skalarprodukt

g - wp =15 G- g .

Natiirlich kann man G als Produkt M7 M ausrechnen. Es geht aber auch einfacher:

ap az az\ far b1
G = MTM = bl bg b3 ag bg Co
(&1 Co C3 as b3 C3

aiay + azaz +azaz  ajby + azby +azbs  aicy + azca + asces
= | biay +baaz +bzaz  biby + baba 4 b3bs  bici + baca + bscs
ciray + coag + C3a3 Clbl + 62b2 + Cgbg c1C1 + coco + C3C3

- = - 7 - =
a-a a-b a-c
=|a-b b-b b-C (4)
P— T o - =
a-¢ b-¢ c¢-c

Der metrische Tensor G ist also also die Matrix der Skalarprodukte der Basisvektoren B.

-,

Ist o = <t(b, @), B = <1(@, &) und v = <1(a@, b), kénnen wir eine weitere Darstellung des metrischen
Tensors finden.

Es ist z.B. @- @ = ||@||?> (Satz 1.3.5) und nach der Winkeldefinition 1.4.1 ist beispielsweise @ - b =
||@]|]1b]| cos~y. Aus (4) erhalten wir damit

lall? @bl cosy[|all[|e] cos 3
G = llallllpl cosy b]? [[[1]€]] cos a
lalll|e cos B [|bl[]|el] cos lell?
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Mit diesen Darstellungen des metrischen Tensors G koénnen wir also das Skalarprodukt zweier
Vektoren beziiglich der Basis aus Einheitsvektoren ausrechnen, ohne die Vektoren erst in diese
Basis umrechnen zu miissen.

Auch das Volumen V des Spats, der von den drei Basisvektoren &, bund @ aufgespannt wird, kann
mittels des metrischen Tensors berechnet werden.

Unter Verwendung der Sarrus-Regel ist

a1 b2€3 — bgcg
a- (b X E) = \|az | - b361 — blcg
as blcg — bgCl

= a1b203 — a1b362 + a2b3c1 - a2b103 + a3b162 — a3b2c1
= a1bacg + bicgas + crazbs — agbacy — bzcaar — czagby

a b o

= |a2 b2 Co (5)
as b3 C3
=det M ,

also V = |@- (b x &)| = | det M|. Daraus folgt
det G = det (M"M) =det M" - det M = (det M)* =V?,

wir haben also

V =+vdetG .

Die Beziehung in (5) erlaubt uns auch eine geometrische Anschauung davon zu bekommen, was
die Determinante ist, zumindest im R3:

Betrachten wir die Spalten einer Matrix als Vektoren, ist die Determinante gerade das Spatprodukt,
entspricht also dem Volumen des aufgespannten Spats, wobei sich das Vorzeichen danach richtet,
ob es sich um ein Links- oder Rechtssystem handelt.

2.8 Lineare Gleichungssysteme 16sen

Wir erinnern uns: eigentlich wollten wir lineare Gleichungssysteme l6sen und haben Matrizen als
abkiirzende Schreibweisen fiir diese Gleichungssysteme kennen gelernt. Benutzen wir jetzt unsere
Kenntnisse iiber Matrizen, um uns wieder dem urspriinglichen Ziel zu widmen.

Ein lineares Gleichungssystem

a11T1 + a12T2 + - + A1 Ty = Y1

a21T1 + A22T2 + - -+ + 2Ty = Y2

Am1T1 + Am2Z2 + +++ + AmpTn = Ym -

mit m Gleichungen und n Unbekannten kénnen wir auch als Matrixprodukt schreiben:

a1 aiz A1n
z Y1
a21 A2 -+ d2n
Tn Ym
am1 Am2 - Qmn
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Ist A eine (m,n)-Matrix, £ € R"™ und § € R™, dann ist also
AZ =17

ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten.

2 -1 X1 1
G )()-G)
2x1 — X2 1
()= (2)
& 200 —x0 =1
und T+ 3x9 =2

2.8.1 Beispiel

2.8.2 Bezeichnungen (1) Ist m = n, dann heifit das Gleichungssystem quadratisch (A ist
dann auch quadratisch).

(2) Isty= 0, also y1 = yo = -+ - Y, = 0, nennt man das Gleichungssystem homogen, ansonsten
inhomogen.

2.8.3 Beispiele (1)

r1 —x9 =0 o 1 -1 i\ 0
2.’1}1—21)2:1 2 =2 o o 1

ist inhomogen und quadratisch.

Schauen wir uns die erste Gleichung ndher an: t1 —xo = 0 & 2z; — 229 = 0 und das
steht in Widerspruch zur zweiten Gleichung. Das Gleichungssystem kann also keine Ldsung

haben.
r1—22 =0 N 1 -1 1\ _ 0
21‘1 — 21‘2 =0 2 =2 T2 0
ist homogen und quadratisch und hat, wie wir durch Einsetzen leicht nachrechnen kénnen,

. T1 0 1 2
L : = o
mehrere Lésungen (m) (0>7 (1>, <2)>

Tatséchlich ist jeder Vektor <9c1
T2

(2)

) mit x; = x5 eine Losung des Systems.

Ein lineares Gleichungssystem muss also nicht eindeutig l6sbar sein, es kann auch keine oder
mehrere Losungen geben. Bei homogenen Systemen ist eine Losung aber offensichtlich immer zu
finden:

2.8.4 Satz Ein homogenes Gleichungssystem AZ = 0 hat stets die Losung @ = 0.
X1 =3 =...=x, =0 ist also immer (eine) Losung des Gleichungssystems.

Betrachten wir zuerst quadratische Gleichungssysteme. In diesem Fall kénnen wir die Losbarkeit,
sogar die Eindeutigkeit der Losung, recht leicht entscheiden:
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2.8.5 Satz Sei AT¥ = jj ein quadratisches lineares Gleichungssystem. Das System ist genau dann
eindeutig losbar, wenn

det A#0.
Das Gleichungssystem ist also genau dann eindeutig losbar, wenn A invertierbar ist. Diese Beob-
achtung kénnen wir nutzen, um die Losung auch zu berechnen:
Sei A invertierbar, dann gilt
AT =7 & A'AZ=A"YY o Ei=A"Y o i=A'
Wir haben also:

2.8.6 Satz Sei A eine quadratische Matrix mit det A # 0. Dann ist © = A1y die eindeutige
Losung des Gleichungssystems AZ = ¢/.

2.8.7 Beispiel

31’1—1’2+£L‘3:2 3 -1 1 X1 2
—1521 4+ 629 — bxg = —10 & —-15 6 =5 zo | = | —10
5r1 — 229 + 223 = 3 5 -2 2 T3 3
3 -1 1\ ' /20 -1
Auf Seite 20 hatten wir diese Matrix bereits invertiert: | =15 6 =5 =5 1 0
5 -2 2 01 3
1 2 0 -1 2 1
Esfolgt [zo] =[5 1 0 —10|) = | 0 |, die (einzige) Losung des Gleichungssystems
T3 01 3 3 -1
ist also
r1=1, x5=0 und x3=-1.

2.8.8 Bemerkung Die Sitze 2.8.4 und 2.8.5 kénnen wir natiirlich kombinieren. Betrachten wir
ein homogenes quadratisches Gleichungssystem AZ = 0 mit det A # 0. Dann ist & = 0 die einzige
Losung.

Ist allerdings det A = 0, dann muss es aufler & = 0 noch weitere Losungen geben. Da A in diesem
Fall aber nicht invertierbar ist, konnen wir diese Losungen nicht durch Invertieren berechnen.

2.9 Der Gauf3-Algorithmus

Wir haben schon gesehen, dass Dreiecksmatrizen z.B. bei der Berechnung von Determinanten grofe
Vorteile bieten. Das ist auch der Fall, wenn lineare Gleichungssysteme durch Dreiecksmatrizen
beschrieben werden.

Bevor wir uns dies genauer anschauen, iiberlegen wir uns, dass wir jedes lineare Gleichungssystem
auf diese Gestalt bringen kénnen.

aii @12 - A1n
. az1 Q22 -+ Q2p

Betrachten wir A =
Am1 Am2 o Amn

1. Schritt

Wenn a1, = 0, vertausche zwei Zeilen, so dass anschliefiend a1 # 0.
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2. Schritt

a
Addiere die mit ——2= multiplizierte 1. Zeile zur zweiten.
ail

a
Addiere die mit ——+ multiplizierte 1. Zeile zur dritten.
a1l

a
Addiere die mit ——% multiplizierte 1. Zeile zur n-ten.
ail

Wir erhalten eine neue Matrix. In der neuen Matrix sieht jedoch die erste Spalte schon so aus, wie
wir das von einer (oberen) Dreiecksmatrix erwarten:

aip aiz -+ Qip
0 S *
0 * *

3. Schritt
Wiederhole das Verfahren mit der Untermatrix A1; statt A. Die erste Zeile und erste Spalte bleibt
unverandert.

Als néchstes bleiben die ersten beiden Spalten und Zeilen unveréndert und wir wiederholen das
Verfahren fiir die verbleibende (n — 2,n — 2)-Matrix und so weiter. ..

Nach geniigend Wiederholungen dieser Schritte erhalten wir eine Matrix der Form

0 =x *
0 0 *
0 0 O *
Schauen wir uns zwei Beispiele an:
2.9.1 Beispiele (1)
1 0 2 aj; = 1 7é 0
2 -1 3 (=2)-(1,0,2) = (—2,0,—4)
-3 2 7 (==2)-(1,0,2) = (3,0,6)
1 0 2
0 -1 -1 a9 = -1 7& 0
0 2 13 (-%)-(0,-1,-1) = (0,-2,-2)
1 0 2
0o -1 -1
0 11
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(2)

1 0 2 a1 =1+#0
2 0 3 (=2)-(1,0,2) = (—2,0,—4))
-3 2 7 (-=%) - (1,0,2) = (3,0,6)
1 2
0 0 -1 age = 0, also 2. und 3. Zeile vertauschen
0 13
1 0 2
2 13
00 —1

2.10 Lineare Gleichungssysteme und Gauf3-Algorithmus

Betrachten wir das Gleichungssystem

AZ =1y
mit einer (m, n)-Matrix A, also mit n Unbekannten und m Gleichungen. Um das Gleichungssystem
Y1
zu lésen, fassen wir A und ¢ = | : | zu einer Matrix zusammen:
Ym
a11 a2 ain Y1
az1 Q22 A2n Y2
aml Am2 - Umn  Ym

Als néichstes verwenden wir den GauB-Algorithmus, um diese Matrix, soweit das natiirlich moglich
ist, auf ,, Dreiecksform* zu bringen. Eventuell entstehen dabei Zeilen, die vollstéindig gleich 0 sind.
Diese Zeilen streichen wir ersatzlos (m wird dann um 1 verringert).

Je nachdem, wie viele Zeilen und Spalten wir haben, erhalten wir Matrizen der Form?

o o2 Qi3 oo oun B
oy Q3 Qo Bo
ags -0 asp B
ann Bn
oder
o1 o2 a3 o ain B
oy Qg3 o Qop Bo
a3z o a3y, B3
ain B
Bm

?Eintrige, die durch den GauB-Algorithmus 0 sind, werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit oft weggelassen.
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oder aber
11 Q12 Q3 e T t q1n /61
a22 a23 “ . “ .. ... a2n /82
a33 ... ... .. agn 63
Omm  *° Omnp Bm

Die neue Matrix stellt natiirlich auch ein lineares Gleichungssystem dar. Die Losung dieses neuen
Systems ist auch eine Losung des urspriinglichen Gleichungssystems !

Schauen wir uns die drei Fille naher an:

(1)

ap;p G2 g3 o Olp 51
oy Qo3 Qo Bo

agz - azp, B

ann 5”

Dies entspricht dem Gleichungssystem

011%1 + i2%2 + 1323 + - + ATy = S

Qoo + Qo3x3 + + - + Qo Ty = B2

ApnTp = Bn

Das Gleichungssystem ist durch ,riickwérts Einsetzen“ recht leicht zu l16sen: aus der letzten
Zeile ergibt sich
_ B

ann

Tn

und dies kénnen wir in die vorletzte Zeile einsetzen und so weiter, bis wir alle x; ausgerechnet
haben.

2.10.1 Beispiel

CC1+2(£3:0
201 —x9 + 223 =4
—3x1 4+ 222 + 223 =0

Notieren wir dies als Matrix und fiihren den Gauf-Algorithmus durch:

1 0 2 0
2 -1 2 4
-3 2 2 0
1 0 2 0
~10 -1 -2 4
0 2 8 0
1 0 2 0 1+ 2x3=0
~10 -1 -2 4 also —x9 —2x3=4
0 O 4 8 4x3 =8
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Aus der letzten Zeile folgt z3 = 2. Setzen wir dies in die vorletzte Zeile ein, ergibt sich
—x9—4=4 & x9=-8
und in der ersten Zeile erhalten wir

r11+4=0 & z1=-4.

(2)

o oz aiz e o, P
oy Qg3 o Qan Bo

azz 0 az, B3

ann 677,

Bm

Schauen wir uns z.B. die letzte Zeile an: Die zugehorige Gleichung lautet 0 = 3,,.

Da aber Zeilen, die nur aus Nullen bestehen, gestrichen wurden, muss S, # 0 sein. Wir
haben also einen Widerspruch; das lineare Gleichungssystem hat keine Ldsung.

2.10.2 Beispiel

1 +209+x3—24 =1
—2x1 — 3T 4+ 223 — 314 = —2
3r1 —x9 — 223+ 314 =4
201 — 200 +x3 — x4 =1

Der Gauf-Algorithmus ergibt hier

1 2 1 -1 1
— 0 1 4 -5 0
0 -7 -5 6 1
0 -6 -1 1 -1
12 1 -1 1
— 01 4 -5 0
0 0 23 =29 1
0 0 23 —-29 -1
12 1 -1 1
— 01 4 -5 0
0 0 23 =29 1
0 0 O 0 -2

Die letzte Zeile besagt 0 = —2, das Gleichungssystem ist also nicht lsbar.
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(3)

Q11 Q2 g a1, B
a22 a23 DR DY DR a2n 62

a33 DR DR e a3n ﬁ3

OUmm e Qmn ﬁm

mit dem zugehorigen linearen Gleichungssystem

01121 + %2 + -+ iy = B

Q2% + « - + Qon Ty = P2

AUmmTm + Omm+1Tm+1 "+ Qpn@n = Bm

Die letzte Zeile ist dquivalent zu

am7m+1mm+1 + -+ UmnTn

xm:ﬂm_ o
mm

Dieses System hat also keine eindeutige Losung, sondern mehrere:

Fiir jede Wahl von 41, Zm42,...,2, € R, konnen wir x,, und dann durch ,riickwérts
Einsetzen* x,,_1, ...,z berechnen.

2.10.3 Beispiel

1’1721’24’1’371’4:2
—2x1+ 310 — 23+ 34 =1
.’131—:1?2—2.%‘4:—3
Das Gauf3-Verfahren liefert
1 -2 1 -1 2

2 3 -1 3 1
1 -1 0 -2 -3
1 -2 1 -1 2
~l0 -1 1 1 5
0 1 -1 -1 -5
1 -2 1 -1 2
wl0 -1 1 1 5
0 0 0 0 0
1 -2 1 -1 2 Ty — 2Ty + T3 — T4 =2
W(o -1 1 1 5> also —xy+ w3 — x4 =5

Aus der letzten Zeile folgt fiir beliebige x5, z4 € R
Tg = I3 + T4 — 5
und daraus und aus der ersten Zeile

T, =24 2x9 —x3+ 24
=2+2(x3+ x4 —5) —x3+ x4
=x3+3r4—8.
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Wir haben hier also unendlich viele Losungen, nédmlich jeweils eine fiir jede beliebige Wahl
von x3 und x4. Beispielsweise erhalten wir fiir 3 = x4 = 0 die Losung

1‘1:—87 $2:—5, 1‘3:0, I4=0
und fiir 23 = 1 und 24 = 0 erhalten wir

561:77,1‘2:74,1’3:1,134:0.

2.11 Eigenwerte und Eigenvektoren

Bei vielen naturwissenschaftlichen Effekten, z.B. bei der Untersuchung von Resonanzfrequenzen,
in der Quantenphysik oder der Biologie tritt folgendes Problem auf:

Sei A eine quadratische Matrix. Fiir welchen Skalar A € R gilt
AT = \F (6)
fiir einen Vektor & € R™?

Natiirlich gilt (6) immer fiir Z = 0 (die sog. triviale Lisung). Da das zu einfach ist, interessieren
wir uns nur fiir Losungen Z # 0:

2.11.1 Definition Sei A eine (n,n)-Matrix. Eine reelle Zahl A, zu der ein Vektor ¥ € R™ mit
Z # 0 mit
AZ = M\

existiert, heifit Eigenwert von A. ¥ nennt man dann den zugehérigen Figenvektor.

2.11.2 Beispiel Sei A = (_1 1). Dann gilt

—4 4

0= e ()= (a)

A = 3 ist also Eigenwert zu A und (}1) der zu A und dem Eigenwert 3 gehorige Eigenvektor.

G )E=G) e (-6

Folglich ist auch (g) Eigenvektor zum Eigenwert 3.

Es ist aber auch

Wir sehen, dass zu einem Eigenwert einer Matrix mehrere Eigenvektoren existieren koénnen.
Tatséchlich gilt:

2.11.3 Satz Ist & Eigenvektor zum Eigenwert A einer quadratischen Matrix A, dann sind auch
alle Vielfachen aZ mit @ € R und a # 0 Eigenvektoren zum Eigenwert .

Natiirlich benétigen wir einen Weg, Figenwerte und -vektoren zu finden. Es gilt

2.11.4 Satz Sei A eine quadratische Matrix. Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms
P(\) =det(A— \E) .
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