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Lineare Algebra

1 Der mehrdimensionale Raum

1.1 Vektoren

Im Teil T dieser Vorlesung haben wir uns insbesondere mit Funktionen einer Variablen beschéftigt.
Viele naturwissenschaftliche Beobachtungen hingen aber nicht nur von einer Gréfle, sondern von
mehreren Groflen ab.

Wir betrachten daher nun statt der (eindimensionalen) Zahlen mehrdimensionale Objekte:

U1
U2
1.1.1 Bezeichnung Sei n € IN und seien vy,vs,...,v, reelle Zahlen. v = . ist ein n-
Un
dimensionaler Vektor. Die Menge dieser Vektoren ist der n-dimensionale reelle Raum R™. Der
0
Vektor 0 = o | wird als Nullvektor bezeichnet.
0

Zur Unterscheidung werden reelle oder komplexe Zahlen im Gegensatz zu Vektoren oft als Skalare
bezeichnet.

1.1.2 Bemerkung In der Literatur wird statt ¥ oft v oder einfach v geschrieben. In letzterem
Fall muss dann dem Kontext entnommen werden, ob v ein Vektor oder ein Skalar ist.

1.1.3 Bemerkung Verwenden wir in der obigen Definition komplexe statt reeller Zahlen, erhal-
ten wir ganz analog den n-dimensionalen komplexen Raum C™.

Wir werden uns hier aber fast nur mit dem R befassen, die Behandlung des C" ist vollig analog.

Natiirlich kann mit Vektoren auch gerechnet werden:

V1 w1
1.1.4 Definition Seien = | : | und @ = | : | Vektoren des R™ und sei A € R. Es gilt
vn w'n,
vy 4wy Avy
v+ = : und AU =
U, + Wy, Avp,
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1.1.5 Beispiele
1 1 2
1 2
5 )4 (o) =(3] . 2.(2><4)
-1 2 1 N N
Fiir diese Rechenarten gelten die Regeln, die wir z.B. von den reellen Zahlen her kennen:

1.1.6 Satz (Rechenregeln) Seien A\, € R und ¢,w, Z € R™. Es gilt

1) v+d=w+7 (Kommutativitét der Addition)
(2) WHW)+Z2=0+(0+2) (Assoziativitit der Addition)
8) X-v=7-A (Kommutativitédt der Multiplikation)
(4) Mpv) = (AU (Assoziativitdt der Multiplikation)
(5) MT+W)=A0+ A3 und (A4 p)T= A0+ ud (Distributivitit)

Die Addition von Vektoren und die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar lassen sich auch
geometrisch interpretieren: Der Addition zweier Vektoren entspricht das Hintereinanderfiigen der
Vektoren, die Multiplikation mit einem Skalar streckt (bzw. staucht) den Vektor. Im Fall eines
negativen Skalars wird die Orientierung des Vektors umgekehrt.

Abbildung 2: Multiplikation eines Vektors
mit einem Skalar.

Abbildung 1: Addition von Vektoren.

1.2 Norm
Die ,,Lénge* eines Vektors kann in einem zweidimensionalen Raum, also einer Ebene, iiber den
Satz des Pythagoras bestimmt werden. Die Lénge des Vektors (7) ist damit va2 + b2.

Dies gilt analog auch in hoheren Dimensionen. Statt ,Lénge“ verwendet man die Bezeichnung
»Norm®.

U1
1.2.1 Definition Sei 7= | : | € R". Die Norm von ¥ ist
Un
n 1/2
Sl — 2 2 2
l7]| = v1+-~-+vn—< vi> .
i=1
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Abbildung 3: ||(3)|| = V42 +32 =5

1.2.2 Beispiel

H (—11) H = (124 (-1 =2

1.2.3 Bemerkung In einem kartesischen Koordinatensystem, bei dem die Koordinatenachsen
senkrecht aufeinander stehen, entspricht die Norm eines Vektors gerade dem, was wir uns unter
seiner Lange vorstellen.

Es gibt aber auch andere Koordinatensysteme, bei denen die Achsen nicht senkrecht aufeinander
stehen. Die Norm ist auch dort definiert, sie entspricht jedoch nicht mehr unserer Vorstellung von
Lénge. Wir werden uns in Abschnitt 2.6 ndher mit solchen Koordinatensystemen befassen.

1.2.4 Satz Seien ¢, w € R™ und A € R. Es gilt

1) 1520 wd [[§]=0 & 5=0
2) Xl = Al - 3

(3) 10+ 7| <|U|| + ||w|]] (Dreiecksungleichung)

Die Bezeichnung ,,Dreiecksungleichung® erklért sich, wenn wir uns Abbildung 1 anschauen.

1.3 Skalarprodukt

Wihrend die Addition von Vektoren in naheliegender Weise definiert werden kann, ist das bei
der Multiplikation von Vektoren nicht so einfach. Wir kennen bereits die Multiplikation eines
Vektors mit einem Skalar. Das ist aber eigentlich eine eher ungewthnliche Multiplikation, da hier
verschiedene Objekte, ndmlich Vektoren und Skalare, miteinander verkniipft werden.

Tatséchlich gibt es mehrere Multiplikationen in Zusammenhang mit Vektoren, die alle in der ein
oder anderen Hinsicht ungewohnlich sind.
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ay by
1.3.1 Definition Seien d = und b = | Vektoren des R™. Dann heifit die reelle Zahl
an by,

n
Eigz Zalbl :a1b1 +a2b2+~~~+anbn
i=1

Skalarprodukt von d@ und b.

1 3
1.3.2 Beispiele (1) |-3|-|-1|=1-3+(-3)(-1)+2-(-2)=3+3—-4=2
2 —2
0 ay
(2) O-a=|:|-|:|=0a+0a++0-a,=0,
0 an

also gilt 0 - @ = 0 fiir alle @ € R™, was wir wohl nicht anders erwartet haben.

(3) G)-<_21>:2-(—1)+1-2:—2+2:o.

Es ist also moglich, dass das Skalarprodukt zweier Vektoren 0 ist, obwohl keiner der beiden
Vektoren der Nullvektor ist.

1.3.3 Satz (Rechenregeln) Seien @, b, € R™ und A € R. Dann gilt

(1) @-b=b-a (Kommutativitét)

(2) ((’i +b)-F=a-é+b-¢ (Distributivitét)

Das Skalarprodukt ist nicht nur ungewthnlich, weil diese Multiplikation zweier Vektoren einen Ska-
lar liefert, auch manche vertraute Rechenregeln gelten nicht. Das Skalarprodukt ist beispielsweise
nicht assoziativ:

Unter Umsténden ist also (d- 5) -CH£a- (5 E).

1.3.4 Bemerkung Wir unterscheiden in der Schreibweise nicht zwischen den drei verschiedenen
Multiplikationen (Multiplikation zweier Skalare, Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar
und das Skalarprodukt zweier Vektoren): in allen Fillen schreiben wir einen Punkt ,,-“, den wir
meistens auch einfach weglassen.

Man muss also stets dem Kontext entnehmen, welches Produkt gemeint ist.
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Es gibt einen oft recht niitzlichen Zusammenhang zwischen dem Skalarprodukt und der Norm:

ai ay
Wir haben also

1.3.5 Satz Fiir @ € R" gilt - @ = ||@||*.

1.4 Winkel

In der Ebene gilt der Cosinussatz: Sind a, b, ¢ die Léingen der Seiten eines Dreiecks und liegt der
Winkel v der Seite ¢ gegeniiber, dann gilt

a® +b% —2ab-cosy =2 .

Abbildung 4: a? + b? — 2ab - cosy = ¢2 (Co- Abbildung 5: Winkeldefinition
sinussatz)

Sind @ und b Vektoren des R™, die den Winkel ~ einschlieBen, dann bilden @, b und @ — b ein
Dreieck und der Cosinussatz ergibt

&@* + [1Bl1* — 2/l [1B]} cos y = [l@ — b]|*

=d-d—ab-b-a+b-b
= |a® —2a- 5+ bl
= lallllblcosy=a-b

Dies kénnen wir zur Definition des Winkels zwischen zwei Vektoren nutzen:

-,

1.4.1 Definition Seien @,b € R™ mit @ # 0 und b # 0. Bezeichnet <((a@,b) den Winkel zwischen
a und b, dann ist

Sh
S

cos (@, b) =

S

el

1.4.2 Bemerkung Wie schon bei der Norm entspricht der so definierte Winkel nur in kartesi-
schen Koordinatensystemen unserer Vorstellung. Aber auch in nicht-kartesischen Koordinatensy-
stemen kann der Winkel geméf Definition 1.4.1 definiert werden.
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- 1
1.4.3 Beispiele (1) ad= <?> und b = (1)

Es gilt
) G)
OII6]

_O—I—l_i
12 V2

cos <(@, b) = ||

\v}

- T
und damit ist <(d@,b) = T
Natiirlich ist auch cos %’r = %, wir wollen aber stets den kleineren Winkel zwischen den

beiden Vektoren betrachten, also

-

0<«(d,b)<m.

In diesem Intervall ist der Winkel auch eindeutig durch seinen Cosinus bestimmt.

2 0

L |2 - |3
(2) a= 0 und b = 3
0 0

Vektoren im R* kénnen wir uns zwar nicht vorstellen, den Winkel zwischen ihnen kénnen
wir aber leicht berechnen:

2 0
2 3
0 3
I 0 0 6 6 6 1
cos <(d, b) = = = =—=_,
2 0 VEiF4+0+0-/0+9+9+0 V144 12 2
2 3
0 3
0 0
also ist <(@,b) = 2%
1 1
3) a= (2| wmdo=1[1
3 -1
1 1
2 1
cos (@, b) = 5 ! = 1+2-3 =0,
1 1 1 1
2 1 2 1
3 -1 3 -1

-

™
also ist <(a@, b) = 5’ die beiden Vektoren stehen also senkrecht aufeinander.

Das letzte Beispiel zeigt:

1.4.4 Satz Seien 6,5 € R™, beide Vektoren seien # 0. Es gilt @ - l;f 0 genau dann, wenn
<(d,b) = 5, wenn die Vektoren also senkrecht aufeinander stehen. @ und b heiflen dann orthogonal
zueinander.

1 0 0

1.4.5 Beispiel Die Vektoren |0 ], [ 1| und | 0 ] sind jeweils paarweise orthogonal zueinander.
0 0 1
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Die Vektoren des letzten Beispiels haben auflerdem alle die Norm 1. Daher riihrt folgende Bezeich-
nung:

1.4.6 Definition Die Vektoren des R™

1 0 0

0 1 0

é‘1: 0 3 é'2: 0 3 5 gn:
: 0

0 0 1

heiflen Einheitsvektoren.

Alle Einheitsvektoren sind jeweils paarweise orthogonal zueinander und haben die Norm 1.
Verwenden wir noch eine weitere Bezeichnung:
1.4.7 Bezeichnung Sind Ay, ..., \; € R, dann heif3it ein Ausdruck der Form
AU + AU + «+ - 4+ AUk
Linearkombination der Vektoren @, ..., 7, € R
Damit gilt dann:
1.4.8 Satz Jeder Vektor v € R™ ist in eindeutiger Weise als Linearkombination der Einheitsvek-

toren €; € R™ darstellbar:
U1

S
Il

= ivlé; . (1)
=1

Die Komponenten v; von ¥ sind also gerade die Koeffizienten der Linearkombination (1).

Un

1.5 Vektorprodukt

Wir kennen nun eine Multiplikation von Vektoren, ndmlich das Skalarprodukt. Dieses Produkt
hat als Ergebnis aber keinen Vektor, sondern einen Skalar. Man kennt auch eine Multiplikation
von Vektoren, die als Ergebnis einen Vektor ergibt. Dieses Produkt gibt es allerdings nur im
dreidimesionalen Raum:

ay b1
1.5.1 Definition Seien @ = | a2 | ,b = | bo | € R3. Dann ist das Vektorprodukt von @ und b
as b3
. a2b3 - a3b2
axb= agbl — a1b3
a1by — azby
1 . 0
1.5.2 Beispiele (1) Seiend= (2] und b= | —4
3 6
. 2:6—3-(—4) 24
axb= 3:0—-1-6 =|—-6
1-(-4)—-2-0 —4

1Wenn keine Quadrate oder héheren Potenzen, keine trigonometrischen Funktionen o.a. auftreten, spricht man
von linear.
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