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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Historische Entwicklung

1.1.1 Die Riemannsche Zetafunktion

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit stehen die Nullstellen der nach Bernhard Riemann
benannten Riemannschen Zetafunktion ((s). Diese Funktion kann fiir komplexes s mit Res > 1
durch
v 1.1.1

C(S)—HZIE (1.1.1)
dargestellt werden. Fiir andere Werte von s ist ((s) durch die analytische Fortsetzung der
Dirichlet-Reihe in (1.1.1) gegeben. Die (-Funktion ist in der ganzen komplexen Ebene holo-
morph, mit Ausnahme des Punktes s = 1, wo sie einen einfachen Pol besitzt.
Diese und weitere Eigenschaften von () setzen wir in dieser Arbeit als bekannt voraus, ndheres
findet man beispielsweise in [Tit51] oder [Ivi85].
Bereits Euler betrachtete, beispielsweise in [FEul48, Caput XV], die Summe in (1.1.1), allerdings
vor allem fiir ganzzahlige s > 2. Von ihm stammt die Gleichung

1

i_o: — = [Ta-»>",

die fiir alle komplexen s mit Re s > 1 giiltig ist. Dieser Zusammenhang zwischen der (-Funktion
und den Primzahlen war Ausgangspunkt fiir Riemanns einzige zahlentheoretische, aber dennoch
wegweisende Arbeit “Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grésse.” ([Rie59]).
In dieser 1859 erschienenen Arbeit erkannte Riemann als erster die Bedeutung der Nullstellen
der (-Funktion fiir die Verteilung der Primzahlen. Beziiglich dieser Nullstellen sei jetzt nur
so viel gesagt, dafl ((s) einfache Nullstellen an den negativen geraden Zahlen —2,—-4,—6,...
besitzt, und, daf} alle weiteren, die sogenannten nicht-trivialen Nullstellen, im kritischen Streifen
0 < Res < 1 liegen.

Diese letzteren — unendlich vielen — Nullstellen sind gerade fiir den Primzahlsatz, also fir die
Beziehung

T(x) ~ li(z),
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von besonderer Bedeutung. Dabei bezeichnet w(z) die Anzahl der Primzahlen < 2 und li(z)
den Integrallogarithmus

. T dt

li(z) = — .

2 10gt

Der Beweis des Primzahlsatzes gelang 1896 erstmals Hadamard ([Had96]) und de la Vallée
Poussin ([dIVP96]) unabhéngig voneinander. Die Nullstellenfreiheit von ((s) im Gebiet Re s > 1
war dabei fiir die Beweise beider Autoren wesentlich.
Fine genauere Beziehung zwischen 7(2) und li(z) bewies de la Vallée Poussin drei Jahre spdter

([dIVP00]). Er konnte zeigen, daf

m(z) =li(z)+ O (x e ¢ logl’) .

Erforderlich war dafiir der Nachweis, dal ((s) # 0 im Gebiet ¢ > 1 — clog™" |¢| fiir |¢| > to,
wobei o fiir den Realteil und ¢ fiir den Imaginarteil von s steht.

Das Restglied des Primzahlsatzes 14t sich um so mehr verbessern, je weiter das nullstellenfreie
Gebiet nach links verschoben werden kann. Riemann vermutete in seiner Arbeit [Rie59] bereits,
daBl alle nicht-trivialen Nullstellen der (-Funktion Realteil % haben. Dies ist die bis heute
unbewiesene Riemannsche Vermutung. Aus ihr folgt beispielsweise das (optimale) Restglied

m(z) =li(z)+ O ($1/2 log x) .

Mit der Anzahl der Nullstellen, die auf der kritischen Geraden Res = %, liegen, wollen wir uns
in der vorliegenden Arbeit beschiftigen.

1.1.2 Die Anzahl der Nullstellen

Das erste wichtige Ergebnis beziiglich der Anzahl der nicht-trivialen Nullstellen von ((s), die
auf der kritischen Geraden liegen, wurde im Jahr 1914, also erst 55 Jahre nach Riemanns
Publikation, von Hardy veréffentlicht. In [Harl4] zeigte er, dafl unendlich viele Nullstellen auf
der kritischen Geraden liegen, also, daf§

N(T) — fir T — oo,

wobei N, (T') die Anzahl der Nullstellen von ¢ (% + it) mit ¢ < T bezeichnet.
Das néachste Resultat war

NAT)>C-T (1.1.2)

mit einer Konstanten C' > 0 und wurde 1921 von Hardy und Littlewood bewiesen ([HL21]).
Hardy und Littlewood konnten die Konstante C' nicht naher bestimmen, Siegel zeigte 1931
([Sie32, (97)])

3
C > e 3/% 20.0266
8T

Die Abschéatzung (1.1.2) hat noch nicht die gewiinschte Gréflenordnung. Im gesamten kritischen
Streifen liegen ndmlich nach einer von Riemann vermuteten und 1895 durch von Mangoldt

([vM95]) bewiesenen Formel
T T T
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Nullstellen mit Imaginérteil kleiner 7". In (1.1.2) fehlt also ein Faktor der Gréfle logT.
Erst 1942 bewies Selberg, dafl tatsichlich ein positiver, also insbesondere von Null verschiedener
Anteil der Nullstellen auf Res = 1 liegt, genauer ([Sel42, Thm. B])

NA(T)> ag-TlogT (1.1.3)

fir T > Ty und ein ag > 0. Den Gewinn eines Faktors logT" gegeniiber Hardy und Littlewood
konnte Selberg durch Einfiihrung einer gldttenden Funktion ( “mollifier”) erzielen. Seine Idee
war, den Integranden eines fiir den Beweis wesentlichen Integrals der Form

JEGRE

durch Multiplikation mit einer speziellen Funktion ¢ zu “glitten”, so dal nur vereinzelt auftre-
tende grofle Werte von |f(?)| keinen iiberméfigen Anteil am Wert des Integrals erhalten (vgl.
[Sel46, § II1]). In Selbergs Fall war f(t) = C(% +14t) und er wihlte fiir ¢» das Quadrat einer Parti-
alsumme der Dirichletreihe von (C(s))_lm. Auch wir werden in unseren spateren Berechnungen
von dieser Idee der glittenden Funktion Gebrauch machen.

Selberg hat seine Konstante ag nicht ndher numerisch bestimmt, Min berechnete einen Wert,
der allerdings sehr klein war ([Tit51, Sect. 10.9]). Erst 1974 konnte Norman Levinson in [Lev74a]
Selbergs Resultat in dieser Richtung verbessern, indem er zeigte,dafl

ag > 0.34

In seinem Beweis bendtigte Levinson, ahnlich zu Selberg, eine glattende Funktion, wie wir sie
oben bereits erwahnt haben.

1.1.3 Der Anteil der Nullstellen auf der kritischen Geraden

Seit Levinsons Verdffentlichung ist die untere Schranke fiir ag wiederholt verbessert worden. Als
erster Ansatz zu derartigen Verbesserungen bot sich eine andere Wahl der glattenden Funktion
an, die Levinson in [LevT74a] intuitiv gewdhlt hatte. Levinson selbst war der erste, der diese
Idee ausnutzte. Er versuchte in [Lev75a] durch Methoden der Variationsrechnung eine optimale
glattende Funktion zu berechnen. Seine urspriingliche Wahl in [Lev74a] war

oo = A

n<ly

u(n)  logYn
nl/2—a logy ’

b(n) =

wobei 0 < a =31+ 0(L7") <L y=T"272 und L = logL. In [Lev75a] gelangte er durch
seine Berechnungen zur Wahl der Koeffizienten

1-2a _ ,,1-2a
b(n) = p(n) y n

T opl/2-a yl—20 — 1
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Leider mufiten bei der Optimierung der glittenden Funktion Abstriche gemacht werden, um die
Funktion fiir die weiteren Berechnungen nicht zu kompliziert ausfallen zu lassen. Daher fithrten
Levinsons Berechnungen nur zu der nicht wesentlich besseren Abschitzung

og > 0.3474

1979 stellte Lou ([Lou79]) eine weitere Verbesserung vor. Er wéhlte

¥(s) = 1(s) + hota(s),

wobei 1y genau wie die glittende Funktion in [Lev75a] gewahlt war, hg eine Konstante darstellt
und wobei

ey = M5 ¥

n<ly

1oy N~ (k)T (k) log(y/n)
b (n) - kzhg f2s—2a 10g y ’

Dabei ist 7 die Teilerfunktion und x(s) durch {(s) = x(s)((1 —s) definiert. Mittels dieser recht
komplizierten Funktion gelangte Lou zu

og > 0.35

Durch Levinsons urspriingliche Wahl motiviert wiahlte Conrey in [Con83al, einer Arbeit die auf
seiner Dissertation [Con80] aufbaut,

wie Levinson, aber mit den Koeffizienten
p(n) (10g(y/n))
b(n) = h
(n) nl/2—a 10g y ’

wobei h ein reelles Polynom mit 2(0) = 0 und (1) = 1 bezeichnet. Das Ergebnis dieser Wahl
war

og > 0.3658

In der vorliegenden Arbeit werden wir unter anderem dieses Resultat herleiten (Kapitel 3).
Allein durch eine neue Wahl der glittenden Funktion ¢ ist seitdem keine Verbesserung mehr
erzielt worden. Iin anderer Ansatz, die untere Schranke fiir ag zu vergroflern, ist eine “Verldnge-
rung” der Dirichlet-Reihe der glattenden Funktion, also die Wahl eines groflieren Wertes fiir y.
Je “langer” diese Reihe jedoch wird, desto grofler werden die technischen Schwierigkeiten, eine
asymptotische Formel fiir das oben angesprochene Integral zu finden, was den wesentlichen
Schritt in Levinsons Beweismethode darstellt. N&heres zu diesen Problemen findet man bei-
spielsweise in [BCHB85] oder [DI84]. In den bislang erwdhnten Arbeiten (von [LevT74a] bis
[Con83a]) wurde stets y = 7Y mit § = £ — ¢ verwendet. 1989 gelang es Conrey 6 = 2 — ¢ zu
wiahlen ([Con89]) und er erhielt damit

og > 0.4088
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Wir kénnen diese Schranke noch ein wenig vergrofiern; in Kapitel 5 berechnen wir unter Ver-
wendung von Conreys Formeln aus [Con89]

og > 0.408959

Dies ist die beste bis heute bekannte Abschitzung von ag.

Conreys Verbesserung wurde moglich durch Resultate, die er gemeinsam mit Balasubramanian
und Heath-Brown in [BCHBS85] ver6ffentlichte, sowie durch Verwendung der Ergebnisse von
Deshouillers und Iwaniec iiber Kloosterman-Summen ([DI82] und [DI84, § 3]).

1.1.4 Einfache Nullstellen

Die oben aufgezihlten Abschitzungen bezogen sich allesamt auf den Anteil allgemeiner Null-
stellen auf der kritischen Geraden. Heath-Brown ([HB79]) und Selberg (unveréffentlicht) be-
merkten jedoch unabhiangig voneinander, dafl Levinsons Beweis auch auf einfache Nullstellen
der (-Funktion ibertragen werden kann.

Die Schranke agp > 0.34 gilt somit auch fiir aél), den Anteil der Nullstellen, die auf der Geraden
Res = % liegen und zugleich einfach sind, an den Nullstellen von ((s), die im kritischen Streifen
liegen:

oV > 0.34

Heath-Browns und Selbergs Beobachtung ist um so bemerkenswerter, da bis zu Heath-Browns
Veroffentlichung noch nicht einmal bekannt war, ob iiberhaupt unendlich viele einfache nicht-
triviale Nullstellen der {-Funktion existieren.

Auch Conreys Beweisansatz aus [Con83a] 148t sich derart modifizieren, dafl nur einfache Null-
stellen gezahlt werden ([Con83b] oder Kapitel 4 der vorliegenden Arbeit). Damit folgt dann

ol > 0.3485

Eine Verbesserung gelang Anderson, als er in [And83] Levinsons Ansatz verfeinerte, so daf} er

alV > 0.3532

zeigen konnte.
In dem oben bereits erwdhnten Artikel [Con89] zeigte Conrey mit den gleichen Methoden wie
fiir ag > 0.4088 schliefllich

o > 0.4013

Auch hier kénnen wir diese bislang beste bekannte untere Schranke weiter vergrofiern. Wir
berechnen in Kapitel 5

oV > 0.402193

1.1.5 Ableitungen der Riemannschen ¢(-Funktion

Neben der Anwendung von Levinsons Methode auf einfache Nullstellen wurden auch die Null-
stellen der Ableitungen der Riemannschen Xi-Funktion

E(s) = gs(s = r "2, (5) ((s).
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betrachtet, die als Nullstellen genau die nicht-trivialen Nullstellen von ((s) besitzt. Die obigen
Abschatzungen gelten folglich unverandert fiir die Nullstellen der £&-Funktion, ja nach dem Satz
von Rolle sogar fiir ihre Ableitungen, da f(% + i) reell ist. Levinson war der erste, der seine
Beweismethode in [Lev74b] auf £'(s) anwandte und zeigte, dal mehr als 71.72% der Nullstellen
von £'(s) auf der kritischen Geraden liegen.

Weiter ging Conrey, der in der bereits mehrfach erwdhnten Arbeit [Con83a] allgemein die Null-
stellen von £(™)(s) fiir m > 0 betrachtete und beispielsweise fiir m = 1 Levinsons Schranke auf
81.37% erhdhte. Numerische Werte gibt er fiir 0 < m < 5 an. Wir werden in der vorliegenden
Arbeit numerische Werte fiir 0 < m < 9 angeben, die geringfiigig besser sind als Conreys, zum
Beispiel kénnen wir fiir den Anteil der Nullstellen von £'(s) auf der kritischen Geraden 81.56%
berechnen.

1.2 Aufbau der vorliegenden Arbeit

In den folgenden Kapiteln werden wir uns in erster Linie mit den Arbeiten [Con83a] und
[Con83b] von Conrey beschiftigen, die auf Levinsons Beweis in [Lev74a] und Heath-Browns
beziehungsweise Selbergs Beobachtung aus [HB79] aufbauen.

In Kapitel 2 geben wir die grundlegenden Definitionen an und stellen unsere Ergebnisse sowie
einige einfache Hilfssdtze zusammen.

Auch wenn wir mit dem dann in Kapitel 3 gefiilhrten Beweis nicht zu den besten bis dato
bekannten Abschitzungen gelangen, ist dieser Ansatz doch der interessantere, da wir so Levin-
sons urspriinglichem Weg folgen konnen, was bei der Herleitung der besseren Werte nicht mehr
moglich wire, da dazu weitere Techniken erforderlich sind. Wir werden hierauf in Kapitel 5
noch kurz zu sprechen kommen.

Levinsons Arbeit [Lev74a] zu folgen, wire ebenfalls nicht zweckméaBig, da seit ihrer Veréffentli-
chung eine Reihe technischer Verbesserungen vorgeschlagen wurden, die den urspriinglich sehr
aufwendigen Beweis einfacher und so durchsichtiger machen. Derartige Vereinfachungen sind in
den hier gefithrten Beweis eingebaut worden.

Ein weiterer Vorteil unseres Beweises ist, dafl wir mit dem hier benutzten Ansatz auch die
Nullstellen der Ableitungen £(™)(s) untersuchen und so Levinsons Satz verallgemeinern kénnen.
Wie dieser Ansatz dann so modifiziert werden kann, dafl wir den Anteil einfacher Nullstellen
abschatzen konnen, werden wir in Kapitel 4 erldutern.

Im abschlieBenden Kapitel 5 gehen wir auf Conreys oben erwidhnte Verbesserungen aus [Con89]
und eventuelle Verallgemeinerungsmoglichkeiten ein. Dort berechnen wir auch die Schranken

ap > 0.408959  und o'V > 0.402193

In den beiden Anhidngen finden sich zum einen die Beweise einer Reihe von Hilfssdtzen, von
denen einige auch fiir sich allein interessant sind, zum anderen eines der FORTRAN-Programme,
mit denen die numerischen Werte der Schranken berechnet wurden.

Danksagungen

Ohne dafl es hier moglich ist, jeden einzelnen zu nennen, danke ich all jenen, die mich in meiner
Arbeit unterstiitzten. Nicht unerwihnt lassen mdéchte ich jedoch Herrn Prof. Dr. W. Schwarz,
Herrn Dr. J. Herzog und Herrn R. Tschiersch, denen ich fiir die Anregung zur Beschaftigung
mit diesem Thema und fiir ihre Betreuung danke.
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Kapitel 2

Hauptsatze

2.1 Bezeichnungen und Definitionen

Wir wollen nun dazu iibergehen, die Ideen Levinsons ndher darzustellen, indem wir Conreys
Berechnungen ([Con83a] und [Con83b]) folgen und so eine Verallgemeinerung und Verbesserung
des urspriinglichen Ergebnisses von Levinson ([Lev74a]) beweisen.

Statt der Riemannschen (-Funktion betrachten wir die £-Funktion, die definiert ist durch

wobei
H(s)=Ls(s — )r~2/2, (g) (2.1.1)

Im Folgenden werden wir stets mit ¢ den Realteil und mit ¢ den Imaginarteil der komplexen
Variable s bezeichnen.

Einige Figenschaften der &-Funktion werden hier als bekannt vorausgesetzt: Sie ist ganz, hat
die gleichen Nullstellen wie die {-Funktion im kritischen Streifen 0 < ¢ < 1 und erfiillt die
Funktionalgleichung

Es)=E(1—s) .

AuBerhalb des Streifens 0 < o < 1 ist £(s) nullstellenfrei. Des weiteren ist £(1/2 + it) reell.
Beweise dieser und anderer Eigenschaften findet man beispielsweise in [Tit51] oder [Ivi85].
Aufgrund der technisch angenehmeren Eigenschaften der £-Funktion werden wir uns im folgen-
den mit dieser Funktion statt mit ((s) befassen. Da die Nullstellen von £ mit den nicht-trivialen
Nullstellen von (¢ iibereinstimmen, gelten unsere Ergebnisse beziiglich £(s) ebenso fiir ((s). Fiir
die Ableitungen gilt dies leider nicht mehr. Wie wir in Korollar 2.2.6 sehen werden, erlaubt
uns die Betrachtung der Nullstellen von £(")(s) aber eine Aussage iiber die Vielfachheiten der
Nullstellen von ((s).

Sei von nun an N(™)(T) die Anzahl der Nullstellen von £(")(s) im kritischen Streifen mit
Imaginérteil zwischen 0 und 7', also

N = #{s : () =0;0<0<1;0<t < T}
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und sei N*(m)(T) die Anzahl dieser Nullstellen, die genau auf der kritischen Geraden liegen, also
NO(Ty o= #{s 1 €)= 050 = 1/2;0 <t < T}

Wesentlich ist fiir unsere Zwecke die Giiltigkeit einer Verallgemeinerung der Riemann - von
Mangoldt - Formel :

Lemma 2.1.1 Sdmtliche Nullstellen von f(m)(s) liegen im kritischen Streifen 0 < o < 1. Ste
liegen symmetrisch zu o = % und symmetrisch zut = 0. Furm > 0 gilt

T T T
= —log—— — m(logT).

27 Og27r 27r+0 (log 7
Ein von Conrey ([Con80]) stammender Beweis befindet sich in Anhang A.
Da die £&-Funktion und ihre Ableitungen auf der kritischen Geraden reell sind, folgt nach dem
Satz von Rolle, dafl zwischen zwei Nullstellen von f(m)(l/Q—l—it) jeweils mindestens eine Nullstelle
von £t (1/2 4 it) liegen muB. Es gilt also fiir alle m > 0 und alle 7> 0

NOD(T)

Ny < NY(T) 41 (2.1.2)

Dies und Lemma 2.1.1 erméglichen uns, auch beziiglich der Ableitungen von £(s) sinnvoll von
einem “Anteil” der Nullstellen auf der kritischen Geraden zu sprechen, der nach (2.1.2) und
Selbergs Ergebnis (1.1.3) positiv sein muf. Diesen Anteil definieren wir durch

N(T 4+ U) - NI(T)

m = 1 , 2.1.3
Gm = L NG(T + U) — Noo(T) (2.13)
wobel T T

U = ﬁ und L = 10g % .

In der vorliegenden Arbeit wird T stets als hinreichend groff angenommen. Aufgrund der
Symmetrie der Nullstellen zur reellen Achse brauchen wir durchweg nur positive Imaginarteile
betrachten. Dafl wir hier im Intervall [T,7 + U] statt beispielsweise in [0,7] arbeiten, hat
technische Griinde, zum Beispiel kénnen wir damit stets davon ausgehen, daf ein ¢ € [T',T 4 U]
hinreichend grof} ist.

Da wir spater auch einfache Nullstellen untersuchen wollen, definieren wir hier ebenfalls den An-
teil der Nullstellen, die nicht nur auf o = 1/2 liegen, sondern die zusdtzlich einfache Nullstellen
sind

oM (o) = - £(mt+1) o )
o) = gi FHETE( =03 €M) #1010 = 1/2: T <1< T HUY

T—o0 N (T + U) = Nm)(T) (2.1.4)

In unserer Notation lautet die Riemannsche Vermutung nun N*(O)(T) = NO(T) fiir alle T,
woraus nach dem Satz von Rolle und Lemma 2.1.1 folgt
N(T)y= NOO(T)  fiiralle m > 0,T > 0,
also
o, =1 fir alle m > 0.

Selbstverstindlich ist dies wesentlich schwécher als Riemanns Hypothese, denn «,,, = 1 sagt nur,
dafl “fast alle” Nullstellen Realteil % haben, sogar unendlich viele Ausnahmen sind moglich.
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2.2 Ergebnisse

Leider sind wir bei weitem nicht in der Lage, auch nur «,, = 1 zu zeigen. Wir werden statt
dessen beweisen:

Satz 2.2.1 Sei R > 0 eine reelle Konstante und ¢ eine stetig differenzierbare reellwertige Funk-
tion mit ¢(0) = 1 und ¢'(z) = ¢'(1 — z). Sei weiter

Gm(z) =@ (2)(1—22)" fir m >0,
v= [ G @),
0
V= /1 2Rl () da und
0

N (qﬂ +R(2RG2(1) — 1) — RW)”Q

4¥
und sei schliefilich

Fou(¢, R) = 3(e*Bp*(1) + 1) + 2UA coth A.

Dann gilt
log Fr.(9, R)
m> 1l =
fm = R

Dieser Satz a3t die GroBe der ay, nur schwer erkennen. Numerische Berechnungen zeigen

Korollar 2.2.2 Es gilt «ag> 0.365815 as > 0.997543
o1 > 0.815682 ag > 0.998458 |
ag > 0.960142 a7 > 0.999020
as > 0.988216 ag > 0.999310
oy > 0.995226 ag > 0.999523

Diese Werte sind fiir m > 1 marginal besser als bislang veréffentlichte (vergl. [Con83al), fiir
m = 0 wird in [Con89] ag > 0.4088 gezeigt, wir berechnen in Kapitel 5

og > 0.408959

Ein dhnliches Ergebnis werden wir auch beziiglich der einfachen Nullstellen erhalten. Es wird
sich herausstellen, da im Spezialfall ¢ (2) = 1 — 2 des obigen Satzes nicht nur allgemein
Nullstellen, sondern gerade die einfachen Nullstellen gezihlt werden. Es gilt demnach

Satz 2.2.3 Mit den Bezeichnungen von Satz 2.2.1 gilt speziell fir ¢p(z) =1—x

all) > 1 log Fi (9, R)‘
- R
Entsprechend zu Satz 2.2.1 sind auch hier numerische Berechungen fiir quantitative Aussagen
erforderlich:
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Korollar 2.2.4 Es gilt ol > 0348567 , ol > 0.986469 |
ol > 0.786967 | ( }S 0.990222
(1) > 0.931622 ( )> 0.992595 |
()>0966700 , ()>0994195 ,
( )> 0.979945 | ( )'> 0.995326

Fiir m = 0 sind auch hier bessere Schranken bekannt. In [Con89] wird aél) > 0.4013 und in
Kapitel 5

oV > 0.402193
berechnet. Weitere Werte fiir m > 9 sind in Tabelle 4.1 angegeben.

Man beobachtet, dafi die numerischen Werte mit m steigen, daf sie tatsachlich gegen 1 konver-
gieren, 1aft sich ebenfalls aus unseren Sdtzen folgern, es gilt sogar

Korollar 2.2.5 Fir m — oo gilt
1>a,>a) =140(m™?).

Dieses Korollar zeigt in einem gewissen Sinn, daf fiir grofie m “fast alle” Nullstellen von f(m)(s)
auf der kritischen Geraden liegen und zudem einfach sind.

Beziiglich der Vielfachheit der Nullstellen der (-Funktion — nicht nur der &-Funktion — 143t
sich damit ein weiteres interessantes Resultat erhalten.

Korollar 2.2.6 Sei 3, der Anteil der Nullstellen von ((s) mit Vielfachheit grofier oder gleich
m, genauer

) == () =050 = 4
(m

m — 1 : ’
’ T—co NE(T 4+ U) — Nm)(T)

wobei I = log % und U = TL~1°,
Dann gilt
B = O0(m™?).

Diese FErgebnisse sind selbstverstindlich noch weit von Riemanns Hypothese entfernt. Man
kann aber sagen, daf sie in die Richtung dieser Hypothese und die der stirkeren Vermutung,
die Nullstellen seien zudem auch einfach, deuten.

Es ist vermutlich nicht zu erwarten, mit Levinsons Methoden ag = 1 zeigen zu kénnen; von
einem Beweis einer der angesprochenen Vermutungen kann gar nicht erst die Rede sein. Wir
werden auf dieses Thema in Kapitel 5 noch kurz zu sprechen kommen.

2.3 Beweisidee

Levinson beginnt in [Lev74a] mit der Herleitung einer Darstellung der (-Funktion als Summe
komplex konjugierter Terme. Aus der Funktionalgleichung leitet er dazu die Gleichung

h{'(s) + hC'(1 - s)
log o= + O(1/t)

ho(s) = -
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her, wobei h(s) = 7=%/?, (s/2). Fiir s = 1/2 4 it gilt nun h{'(s) = h{'(1 — s). Nullstellen der

¢-Funktion auf der kritischen Geraden liegen also dann vor, wenn
argh('(1/2+4t)=7/2 (mod 7).

Auch wir werden mit einer Herleitung einer derartigen Darstellung beginnen, natiirlich fir

£0m)(s), wofiir wir die Riemann-Siegel-Formel (Lemma 3.1.1) verwenden. Damit kénnen wir
1

5 vorliegen, wenn

dann zeigen, daff Nullstellen von £(™) auf o =

1
arg H(s)V(s) = m;— T (mod )  fir o=

b

no| =

mit der bereits in (2.1.1) eingefithrten Funktion H und einer weiteren Funktion V. Es zeigt
sich, daB arg H(1/2 4 it) im Wesentlichen der Anzahl aller Nullstellen von £(™) im kritischen
Streifen entspricht, wir werden daher

AargV(1/2+it) ?—U =argV(1/2+ T+ U))—argV(1/244T)

abzuschitzen haben. Das Argumentprinzip liefert uns den Zusammenhang mit der Anzahl der
Nullstellen von V(s) in einem Rechteck mit o > % und T <t < T+ U, deren Abschitzung wir
mittels des Lemmas von Littlewood (Lemma 3.1.4) auf die Abschétzung des Integrals

T+U
= /T (2/LY"V(a+it)dt  mit a=31+0(L)

zuriickfiithren konnen. Die hier auftretende Funktion v, die als Dirichlet-Polynom gew&dhlt wird,
hat die Aufgabe die Schwankungen von V zu glatten, um so die weiteren Abschitzungen scharfer

zu machen.

Die Berechnung des Integrals I wird den weitaus grofiten Teil des Beweises in Kapitel 3 ausma-
chen — hierin liegt der technisch komplizierteste Teil der Rechnungen. Letztendlich erhalten
wir

I ~U-F,(¢,R),

wobei F),(¢, R) in Satz 2.2.1 definiert wurde.
Levinson erhilt bei seinen Rechnungen in [Lev74a] ein dhnliches Integral, fiir welches er zeigt,
daf es asymptotisch zu U-F(R) ist, wobei

B R urtn 1w

1 1 1 1 25 7 R
F(R) = 2R< ) -
B =" \3m T 2am) ~ 3
Dies entspricht unserer Funktion F,(¢, R), gilt jedoch nur fir m = 0 und fihrt lediglich zu

og > 0.34.

2.4 Einige Hilfssatze

Bevor wir uns dem detaillierten Beweis von Satz 2.2.1 zuwenden, formulieren wir noch einige
Hilfssatze, die die Funktion H(s) betreffen und im wesentlichen auf den Figenschaften der
, -Funktion aufbauen. Beziiglich der Figenschaften von , (s) vergleiche man beispielsweise die
entsprechenden Anhénge in [Ivi85] oder [Pra78].
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Betrachten wir das Gebiet {s : ¢ > 0} \ [0,1]. H(s) ist dort holomorph und nullstellenfrei,
wodurch sich das Argument der H-Funktion in diesem Bereich definieren 1afit, indem wir arg H
ausgehend von arg H(3) = 0 auf einem Pfad, der das angesprochene Gebiet nicht verlafit, stetig
fortsetzten. Diese Definition wird hier und im folgenden stets vorausgesetzt. Fs gilt

Lemma 2.4.1 Sei H(s) = 1s(s— 1)7=*/2, (s/2). Dann gilt fir |t| > 0
t
arg H(1/24it) = —1og—7r— -+ 0(1).

Beweis:  Da arg H(s) = Imlog H(s), folgt mit Stirlings Formel fiir den Logarithmus der
, -Funktion ([Ivi85, (A.33)])

t 1 1t
arg H(1/2+41it) = —§log7r—|—1mlog, (Z—I_%)—I_O(l)

t too ¢
—-1 —log — — - 1).
Hlogm + S log = — o+ O(1)
Hieraus folgt die Behauptung. 0
In &hnlicher Art und Weise ergibt sich unschwer aus [Ivi85, (A.33)] fiir die logarithmischen
Ableitungen von H

Lemma 2.4.2 Sei I'(s) =

. Dann gilt fir [t| > 0

1 S _
F(s)= §1Og =t o™

und allgemein fir k > 1
FO(s) = O(Jt[7).

Damit kénnen wir nun auch eine asymptotische Formel fiir die Ableitungen von H herleiten :

Lemma 2.4.3 Sei 0 <o < Clogl, T <t<T+U. Dann gilt gleichmdfig fir k < kg
H®(s) = H(s) (F(s)* + Ok, (1" (log1)* 7)) ,

H'(s)
H(s)

wobei F'(s) =

Beweis:  Der hier gefiithrte Beweis ist einfacher als der in ([Con80, L.1.3.2]) und unser O-Term
ist um einen Faktor logt kleiner als Conreys (vgl. auch [Con83a, L.1(c)]). Aus der Definition
von I folgt H'(s) = H(s)F(s). Wiederholte Differentiation liefert uns

H®)(s) = H(s) (F(s)* + Ry) (2.4.1)
wobei Ry, rekursiv definiert ist durch

Ry = 0,
Rep1 = F(s)Rp+kF(s)" ' F'(s)+ LRy fiir k> 1.
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Die Gleichung (2.4.1) und die Rekursionsformel lassen sich leicht durch vollstdndige Induktion
nach k beweisen: Fir k = 1 gilt die Gleichung wegen der Definition von F (s.0.). Ist (2.4.1)
bereits fiir k gezeigt, so folgt wegen H' = HF

HE(s) = H'(s)(F(s)" + Ry) + H(s)(kF(s)* 7 F'(s) + 45 Ry)
($)(F(s)F! 4 F(s) Ry + k()" F'(s) + 4 Ry.)
($)(F()™ + Riga)

Um nun die Behauptung des Lemmas zu zeigen, ist Ry abzuschdtzen. Da Ry = F'(s), hat Ry
die Form

S

H
= H

S

Ri= 30 aF(s) (FO(s)"

1<i<k

mit geeigneten, von k abhingigen Konstanten

1< A <k-1,
0<y; <k-2,
0< ¢ <(k-1).

Es gilt nach Lemma 2.4.2 und wegen der vorausgesetzten Grenzen fiir ¢ und ¢
F(s)" = (1 log e, O(t_l)) ) Lo (logt)*=2
2 %27 0 ’
(F(Az)(s))ul < t—AiMi < t_17
also Ry, <, t7'(logt)*=% und somit folgt die Behauptung.

Schlieilich zitieren wir noch [Ivi85, (1.25)] oder [Tit51, (4.12.3)] :

H(l-ys)
H(s)

s—1/2 .
x(s) = (QTF) exp (it + %) (1 + O(t—l)) 7

Lemma 2.4.4 Sei x(s) = . Dann gilt firt >ty > 0

und folglich
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Kapitel 3

Der Bewelils

3.1 Beweisansatz

3.1.1 Eine Darstellung von ¢

In dieser Arbeit wird durchweg
T
L=log— und U=7TL"1'
27

gesetzt. Des weiteren wird T stets als hinreichend grofl und m als konstant angenommen. Im-
plizite O-Konstanten kénnen von m, der unten eingefithrten Funktion ¢ und von R (s. (3.1.17))
abhingen.

Wie bereits erwdhnt, beginnt Levinsons Beweis ([Lev74a]) mit der Herleitung einer Darstel-
lung von £(s), die diese Funktion als Summe komplex konjugierter Terme ausdriickt. Ahnlich
beginnen wir, Conrey ([Con83a]) folgend, mit der Herleitung einer derartigen Darstellung von
£0m(s),

Es ist naheliegend, dazu folgendes Lemma zu verwenden:

Lemma 3.1.1 (Riemann-Siegel-Formel) Bezeichne (0, 1 einen Integrationsweg ldngs einer
Parallelen zur Winkelhalbierenden des ersten und dritten Quadranten, die die reelle Achse zwi-
schen 0 und 1 schneidet und der in Richtung von co+i00 nach —oo—io0o durchlaufen wird. 0\ 1
bezeichne den dazu komplex konjugierten Pfad, der von —oo + 100 nach oo — 100 durchlaufen
wird.

Sei

2 2

LTS5z 25_16_7”2

hs2)= o hls2)= s

und, wie Ublich,

Dann gilt
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Einen Beweis dieses bekannten Satzes findet man z.B. in [Sie32, pp. 64-65]. Man beachte, daf
gilt

| p-sae= [ pead md [ p-sade= [ A

so daf die Behauptung des Lemmas wegen H(5) = H(s) auch in der Form

£(s) = H(s)/ Fi(s, =) dz+ H(1 - g)/ fi(l—3,2)d
0/1 0/1
darstellbar ist.
Sei ¢ (z) stets ein reelles Polynom mit ¢ (0) = 1 und ¢ (z)+ ¢ (1 —2) = K mit einer Konstanten
K # 0. Sei weiter

c(z) = ¢ (L og 2) und d(z)=¢(1— L™ log2),

so dafl K = ¢(2) 4+ d(z). Damit haben wir nun

Ké(s) = H(s)/o/1 fl(s,z)c(z)dz—l—H(l—s)/ Fols, 2)d(2) d=

o\ 1
+H(1 - 5)/0\1 Fals, 2)e() d= + H(s)/o\1 Fuls, 2)d(2) d=.

Diesen Ausdruck kénnen wir m-fach differenzieren und erhalten

KeMi(s) = f:(7:)]{(’“)(5)/0/1fl(s,z)(—logz)m_kc(z)dz
k=0
mm_k(k) -5 2(s, 2)(log 2)™*d(2) d=
+;(k)< D=8 [ s 2oy (=) d
(=)™ ;;) (k)mk)u - 8)/0\1 fals,2)(=log )" Fe(2) dz

Moy (2)(—1%%“(5) | s, 2)log )"~ d(z) d-.

0/1

Wir setzen

Quls) = 3 (z)w(s) | Ao =log 2y Fe(z) dz

k=0 01

_|_

> (?)(_1)%(@(1 - 5)/ fals,z)(logz)""*d(z)d= (3.1.1)

k=0 ON1

und erhalten die gewiinschte Darstellung :

KEM(s) = Quls) + (=1)"Qu(1 - 5).
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Fiir s = 1 +it ist 1 — 5 = s und somit kénnen wir £0™)(s) auf ¢ = L als Summe (m gerade)
oder Differenz (m ungerade) komplex konjugierter Ausdriicke darstellen :

(1 ity = K1 (Qm(% +it) + (—1)"Qum (L + it)) . (3.1.2)

Allgemein gilt offensichtlich z = w + @ genau dann, wenn entweder w = 0 oder argw = 7/2
(mod ) ist, beziehungsweise z = w — W genau dann, wenn entweder w = 0 oder argw = 0
(mod ) gilt.

Dies ist unabhdngig von der Definition des Arguments. Wir nehmen hier an, daf Qm(%—I—ZT) # 0
und setzen arg Q,,,(1 41t) fiir T <t < T+U entlang der Line o = 1/2 ausgehend vom Wert von
arg Qm(% + ¢T") stetig fort. Ist % + ity eine Nullstelle von ¢),,, mit Vielfachheit n, so definieren
wir

arng(% + itg') = arng(% + ity ) + n.

Insgesamt ist £0™)(L + it) = 0 genau dann, wenn

0 (mod ) ;  m ungerade

7/2 (mod 7) ;. m gerade (3.1.3)

entweder arg Q. (5 +it) = {
oder Qm(s +it) = 0. (3.1.4)

Ist %—I—ito eine Nullstelle von @,,, mit Vielfachheit n, so ist nach (3.1.2) %—I—ito eine Nullstelle von
£0") mit Vielfachheit > n. Unsere Darstellung (3.1.2) ist eine andere als Levinsons ([Lev74a,
(1.8)]), Heath-Browns Beobachtung [HB79], daB Levinson nur einfache Nullstellen zdhlte, trifft
auf diesen Ansatz nicht zu. In Kapitel 4 werden wir das Argument von Heath-Brown auf eine
andere Darstellung fiir £™)(s) anwenden.

Wir beriicksichtigen hier nun nur noch die durch (3.1.3) erfafiten Nullstellen, (3.1.4) wird quasi
“verschenkt”.

Von nun an sollen Nullstellen stets mit ihrer Vielfachheit gez&hlt werden.

Andert sich arg @, (3 + it) um den Wert 7, so ist die Kongruenz (3.1.3) mindestens einmal
erfiillt und es handelt sich um eine Nullstelle von £("™)(1/2 + it). Wir erhalten

NINT +U) = N(T) = #{t €. T+ U] €09(L +it) = 0}

> Iaaeo, kit 3.1.5
> —NagQuib+it)|," (3.1.5)
Nach Lemma 2.1.1 und Lemma 2.4.1 gilt nun andererseits
t t t
NIy = —log— — — + O, (logt
(1) 5108 5— = 5+ On(logt)

1
= _arg H(%+1t) + Op(logt).
Da O(log(T 4+ U) 4+ logT') = O(log T') erhalten wir

NONT 4+ Uy = NO(T) = #{el,T+U]: " (o+it)=0;0< 0 <1}
T+U
_ %A arg H(3 i), " + O,ullogT). (3.1.6)
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Die Abschétzungen (3.1.5) und (3.1.6) lassen sich auch folgendermafien ausdriicken:
7 1A arg H(% + it) liefert im wesentlichen die Zahl aller Nullstellen im kritischen Streifen und
7 Aarg Q.. (1 + it) eine Abschitzung fiir die Anzahl der Nullstellen auf der kritischen Gera-
den.
Wir haben also die Aufgabe, eine obere Schranke fiir die Differenz beider Werte zu finden. Dazu
definieren wir

_ Qn(s)

H(s)
Damit gilt also AargV(s) = Aarg@,,(s) — Aarg H(s) und mit (3.1.5) und (3.1.6) haben wir

Vi(s)

(m) _ N (m) _ N 1 1™t
NANTH+U)=N(T)> N"N(T+U) = N"N(T)+ O (log T) + AargV(2+zt)T
T
(3.1.7)

3.1.2 Vereinfachung von V/(s)

Nach (3.1.7) miissen wir also AargV(3 + it) abschitzen. Dabei wird argV (3 + it) wie das
Argument von Q,,(5 + it) bestimmt (vgl. Seite 23). Dazu ist es zweckmiBig, zunéchst die
Funktion V(s) zu vereinfachen. Um die Integrale in der Definition von @,,(s), (3.1.1), durch
Dirichlet-Reihen ersetzen zu kénnen, verwenden wir

Lemma 3.1.2 Sei h(z) analytisch in der entlang der negativen reellen Achse geschlitzten Ebene
mat

h(z) < |log 2|/ fir |z] > 10 und geeignetes j > 0.

Sei weiter |o| < Clog L, T <t <T+ U und n=+/t/(27).
Dann gilt fir alle ¢ > 0

und
2

25—16_7Tiz . s
/0\1 s M) dz = 3 h(n)n Tt 4 0TI,

n<n

Um unsere Uberlegungen an dieser Stelle nicht zu unterbrechen, werden wir dieses Lemma erst
in Anhang A beweisen.

Die Voraussetzungen dieses Lemmas sind nach den Definitionen von ¢(2) und d(z) erfiillt, wir
erhalten damit aus (3.1.1) fir 0 < o «log L, T <t < T4 U und n = /t/(27)

Qo = 3 ()i (z<—1ogn>m—kc<n>n—s ; oem—m))

k=0 n<n

5 (7:) (~)FH®(1 — ) (Z(log n)"Fd(n)n* =t 4 0(T=HY/ 2)) :

k=0 n<n
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Schitzen wir H*)(s) nach Lemma 2.4.3 ab, so erhalten wir mit y(s) =

= H'(s)/H(s)

F(s)

Vi(s)

wobel

H(1—s)/H(s) und

> (7}?) (F(s)* + 0 g2 1) (Z(— tog n)" e~ + 0<TH/2>)
k=0

+i(7§)(

n<y

—1)kx(s) (F(1 = 5)* + 017 og" 2 1)) x

(log n)m—kd(n)ns—l + O(Ts-l—(cr—l)/Z))

Cls)+x(s)D(s)+ X1 + X+ X3+ 24 + X5+ Xg

Z Si( ) F(—logn)™*
= Y eln)n (F(s) = logn)™,
= D dmn™ IZ( ) F(1 - )" log™ " n

n<n

= Zd “logn — F(1—s))™,

n<n

und unter Verwendung von Lemma 2.4.2 und Lemma 2.4.4,

|34

| 3]

|33

|34

|25

| Y6

<

<
<

IN

IN

IN

IN

IN

k=0

f: (7:) O(t ™ logh=21) Z c(n)n=7log™ % n

n<7

71 (log(T + U))m—l (Ts-|—1/2—cr/2 + Ts)
Ts—1/2—0/2 + /sz—l7

S
k=0

2 (1)

m —17. k=2 =11 . m—k e—1/2—0/2
(k)O(t log t)Zd(n)n log"Fn <« TVl

n<7

F(8)|kO(Ts—a/2) < T:s—cr/27

(?)'Fﬂ—s)|’“0(Tf+<“—1>/2> < 1

?)O(t_l(log t)k—ZTs—cr/Z) < Ts—l—cr/z7

(3.1.8)

(3.1.9)
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Insgesamt ergibt sich mit (3.1.8) und (3.1.9)
V(s) = C(s) + x()D(s) + O(T*~/?). (3.1.10)

3.1.3 Das Argument von V/(s)

Nachdem wir in (3.1.10) nun eine einfachere Darstellung von V(s) gefunden haben, wollen wir
(vgl. (3.1.7)) Aarg V(s) auf der kritischen Geraden ¢ = 1/2 abschétzen.

Sei dazu , g das Rechteck mit den Ecken 1/2 4+ 4T, og + 4T, 0g+ (T + U) und 1/2+ «(T + U),
wobei 0g > 3 und o¢ = og(m) (vgl. Abb. 3.1) und sei N die Zahl der Nullstellen von V(s)

innerhalb von , g.

i(T+U)T ¢ 7
| |

| A

| rIE

iT+ —..:
o L

of "2 3 6 o

Abbildung 3.1: Integrationswege , o und , ¢

V(s) ist per definitionem holomorph fiir s # 0,1, wir kénnen also das Argumentprinzip auf
V(s) und das Rechteck , g anwenden, um eine Abschdtzung fiir A argV zu erhalten:

N=02r)" Aarg V(s)lp, -

Auf der rechten Seite und auf den horizontalen Seiten von , ¢ kénnen wir A arg V' (s) abschétzen.
Dazu iiberlegen wir uns zuerst, daB fir 0 < o <09 <, lund T <t < T+ U

oz - — loa || + s are ==
8 o 8 2T Lare 2T
t .o . t
=log — +log |l 4+ 2—‘ + 7arctan —
2T t o
t _9 T 1
:1og§+O(T )+?+O(T ) (3.1.11)
= 0(L)
und analog
1-s
I =0(L).
og —— = 0(L)

Daraus folgt, daf fir » < n nach Lemma 2.4.2
F(s)—logn <« L und logn — F(1-3s)< L.
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Weiter ist fir o > 1

s o0 1 1
Zn_0§2_g—|—/ x_gdx:2_g—|——21_gzg+
n=2 2 o

277, 3.1.12
-1 c—1 ( )

Insgesamt folgt mit (3.1.11), mit den Lemmata 2.4.4 und 2.4.2 und wegen ¢(1) = 1 sowie
c(n),d(n) < 1fir 1 <n <7T auf der rechten Seite von , o

V(s) = C(s)+x(s)D(s) + O(T=7/?)

t 1/2—0’0
_ m m —og L Tm oo—1 e—00/2
F(s) —I—O(L g n )+O(<_27r) L g n + 7T )

2snsn n<n
- (%log Ty O(T—l))m L O(Lm 2 4 L)
= (%10% %)m +0(L"277)  fiirs=oo+it , T<t<T+U, (3.1.13)
das heif}t, es ist
‘V(S) - (%bg %)m‘ <2700,

Wird o9 = op(m) hinreichend grofl gewihlt, so folgt hieraus wegen log % > L., daB} auf der
rechten Seite von , ¢ gilt:

‘A arg V(oo + it) %"’U‘ < . (3.1.14)

Auf den waagerechten Teilpfaden von , o verwenden wir die Formel von Jensen:

Lemma 3.1.3 (Formel von Jensen) Sei f(s) eine Funktion in s = re'? (r,0 reell) mit
f(0) # 0, die in |s| < R holomorph und auf |s| = R nullstellenfrei ist.
Dann gilt

1 2T . R
o= | oslsreDNdo = [ tn(r) dr + log |(0)],
2T 0 0

wobei n(r) die Anzahl der Nullstellen von f(s) mit |s| < r bezeichnet.

Finen Beweis findet man zum Beispiel in [Ivi85, Lemma 1.1].

Zur Abschitzung von AargV (o + 2T)|Clr?2 (analog Aarg V(e +i¢(T 4+ U)) Clr?z) zerteilen wir das

Intervall [% + 4T, 00+ ¢T] an den Nullstellen von Re V(o 4 i7") in Teilintervalle.
Zur Abkiirzung definieren wir :

g(z) = ReV(z+4o0+11),
und q = #{o€[l/2,00]:ReV(c+:iT)=0}
= #{o€[l/2—00,0]:g9(c)=0}.

In jedem der ¢ 4+ 1 Teilintervalle &ndert sich das Vorzeichen von Re V(o + ¢1') nicht, also ist in
jedem der Teilintervalle [Aarg V(o 4 1) < 7 und somit insgesamt

|[Aarg V(e + i),

< (q+ ). (3.1.15)
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Sei n(r) = #{z : g(z) = 0,|z] < r} die Anzahl der Nullstellen von ¢(z) im Kreis um 0 mit
Radius 7 (0 < r < 0gg). Es folgt nun einerseits ¢ < n(og — 1/2) und daher

/On(r)er/O n(r)ern(Uo—l/Q)/o ﬁquog‘gio‘ .
0 o

T o-1/2 T oo—1/2 T op—1/2

Andererseits ist Lemma 3.1.3 anwendbar, denn oo kann derart gewdhlt werden, dafl g(z) # 0
fiir |2| = 0p und ¢(0) # 0. Damit ist

o0 p(r I ;
/ )y = = / log [g(coe™®)|df — log |g(0)]
0 T Jo

r

1 2 :
< %/ log | Re V(00 + iT + 00e'?)|df — log | Re V(ag + iT')).
0

Eine grobe Abschitzung (&hnlich zu (3.1.13)) ergibt | Re V(oo +iT +0¢e’)| < T fiir 0 < 6 < 27
und somit ist

/UO ") g < log (O(T)) - %/% 1df+ O(logT) = O(L).

r 0

Insgesamt ist jetzt

q-log

U—Om‘ < /0 ") g - o),

gg — T

also ¢ = O(L) und folglich wegen (3.1.15)

‘AargV(U +iT)|%9.| < (¢ + 1)r = O(L).

1/2

Analog folgt

[Aarg V(o +i(T + U))If3,| = O(L).

Damit und mit (3.1.14) folgt demnach

N

1
By Aarg V(s)|FO

1
5 (AargV(1/2+ i)™ + Aarg V(e +i(T + U))[7,
— AargV(og 4+ it)| -tV — Aarg V(o + 2T)|Clr?2) ,

somit insgesamt

AargV(1/2+ it)[z 77 = =27 N 4+ O(L). (3.1.16)

Die linke Seite dieser Gleichung wollten wir nach oben abschédtzen. Fiir N eine entsprechende
Schranke zu finden, wird daher unsere nachste Aufgabe sein.
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3.1.4 Die Anzahl der Nullstellen

Zur Abschitzung von N, der Anzahl der Nullstellen von V(s) im Inneren des Rechtecks , o
(s. Seite 26), verwenden wir

Lemma 3.1.4 (Littlewoods Lemma) Sei f(s) in 0y < 0 < 03, t1 <t < ty eindeutig und
bis auf Pole holomorph mit f(s) # 0,00 fiir o = 03. Bezeichne v(a) den Uberschufi der Anzahl
der Nullstellen tber die Anzahl der Pole von f(s) im Rechteck o < 0 < 03, t; < t < t3, wobei
o1 L a < oy set.

Dann gilt

o9 t2
zﬂ/ vo)do = /t (log | f(a + it)| —log | f(cs + it)]) dt

+ /02 (arg f(o + itz) — arg f(o — it1)) do.

[}

Finen Beweis findet man in [Tit51] oder [Pra78].

Wir werden dieses Lemma nun allerdings nicht auf , ¢ und V(s) anwenden, sondern auf das
Rechteck , 1 (Abb. 3.1) mit den Ecken a + i1, 0y + i1, 01+ ¢(T + U) und a4 (T + U), wobei
o1 = log L und

~| =

mit einer Konstanten R > 0, (3.1.17)

N | —

und auf die Funktion (2/L)™(s)V (s), wobei

b(s) =D b(k)k™* (3.1.18)

k<y

mit den Koeffizienten b(1) = 1,b(k) < 1 und mit y = T'/2L~2° die bereits in Kapitel 1
angesprochene glittende Funktion darstellt.

Sei jetzt v(o) wie in Lemma 3.1.4. Da (2/L)"(m)V(s) im betrachteten Gebiet keine Pole
besitzt, ist

| rerde =35 - ).

dabei bezeichnet }°* die Summe iiber alle Nullstellen 3 + ¢y von #(s)V(s) im Inneren von , 1,
zu denen auch die Nullstellen von V() im Inneren von , o gehéren. Liegt auflerdem 5 + ¢y im
Inneren von , o, dann ist § > 1/2, und somit gilt wegen (3.1.17)

SB-a)>(f-a)N= %N. (3.1.19)
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Die Anwendung von Lemma 3.1.4 liefert damit

% (/T+Ulog 2/ L)™6V (a + it)] di (3.1.20)

T

T+U
—/T log |(2/ L™V (o4 + it)| dt
+ [ arg (/L eV (e 4 (T + U)) do

- / Carg ((2/L)"6V (o + iT))da).
Fir0<o <oy =loglund T <t <T+ U ist nun, vgl. (3.1.11),
S g L -2 m -1 -
log o = log o +O(T™*log L) + 5 +O(T " log L) =0(L)
und analog zu den obigen Uberlegungen (vgl. (3.1.13)) erhalten wir
1 t\™
V(oy +it) = <§log g) +O0(L™h
t m
L/2)™ (L7 log — L )
i ((Eos =)+ o)
t m
(L/2)™ ((1 + L7 og T) + O(L—l))
(L2 (1+0(L7h),

1
_'_
&)

alsofir T <t<T+ U

(2/L)™V (o1 +it) = 14+ O(L™1).
Vergleicht man diese Rechnungen mit (3.1.13), so stellt man fest, dafl wir hier das Restglied
O(L™=1) statt O(L™2790) = O(L™) haben, der Realteil o statt oo bringt uns hier also einen
Gewinn in der Groéfenordnung von L. Hieran und an (3.1.19) sieht man den (technischen)

Grund fir die Verwendung von , 1 statt , q.
Fir s = 04 + it gilt nach (3.1.18) weiter

(s) = 14+ > bk)k™*

2<k<y

1+0 | > k7
2<k<y

= 14+0(L7h.

Das zweite Integral aus (3.1.20) kénnen wir nun leicht abschitzen :

T+U
/T log |(2/ L)™6V (o1 + it)] dt

T+U T+U
- /T log|(2/L)mV(al—|—it)|dt—|—/T log [0y + it)] dt
= owL™.
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Analog zu der obigen Anwendung von Lemma 3.1.3 sind die Integrale iiber horizontale Wege

< Llog L, die Beitrige des zweiten, dritten und vierten Integrals aus (3.1.20) sind also insgesamt
< UL7L.
Wir haben folglich nach (3.1.20)

L T+U
N < ﬁ/T log |(2/ L)™6V (a + it)| dt + O(U). (3.1.21)

Um dieses Integral besser handhaben zu kénnen, entfernen wir den Logarithmus aus dem Inte-
granden. Da der Logarithmus konkav ist, gilt allgemein nach Jensens Ungleichung (z.B. [Rud87,

Thm. 3.3]) o o
+ 1 +
/T log f(1)dt < Ulog (5 - /T (1) dt)

und angewandt auf unser Integral

T+U1 2/L)"pV )| dt < U1 !
[ togl@/ymevia+inld < Ulog ().

wobei
T+U
I :/ 12/ L)V (a + it)] d. (3.1.22)
T

An dieser Stelle kommt nun auch die Funktion 1 ins Spiel. Sie hat die Aufgabe — bei geeigneter
Wahl der Koeffizienten b(k) — die Schwankungen von V(s) zu ddmpfen. Je glatter ¢V (s)
ist, desto scharfer wird die letzte Abschatzung. Da die Gestalt der Koeffizienten aber fiir
die nachsten Berechnungen nicht wichtig ist, wollen wir ihre Wahl noch etwas aufschieben
(s. Seite 58).

Mit (3.1.21) folgt jetzt

N

< QU% log(I/U) + O(U). (3.1.23)

Zusammenfassend kénnen wir nach (2.1.3), (3.1.7), Lemma 2.1.1, (3.1.16) und (3.1.23) folgern

a = lim (m)(T+U) (m)(T)
" e NOO(T 4+ U) — NO)(T)

1A (1/2 + it)|2+Y
> 14 lim argV / —I—Z) —I—O(U_l)
T—oo 10g brs
27 - 2N
> 1-1 !
= %( A ))

> 1— lim —log

o (3.1.24)
T—co

Nun haben wir, wie gewiinscht, eine Abschitzung fiir den Anteil der Nullstellen von f(m)(s) auf
der kritischen Geraden hergeleitet.
Unser néchstes Problem wird die Vereinfachung des Integrals I sein.
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3.2 Vereinfachung des Integranden

3.2.1 Zielsetzung

Unser Ziel ist es nun, das Integral [ aus (3.1.22) zu vereinfachen. Die Idee ist, die Abhdngigkeit
des Integranden von der Integrationsvariable ¢ nach Méglichkeit zu reduzieren. Dazu werden
wir die Variable ¢ sowohl in den Summationsbedingungen der Dirichletpolynome C(s) und D(s)
als auch in ihren Koeffizienten durch die Konstante T ersetzen.

Diese Idee geht zuriick auf Levinson selbst, der seinen urspriinglichen Beweis in [Lev75b] in
der beschriebenen Weise vereinfachte, allerdings die Summationsbedingungen n < /t/(27)
beibehielt. Pan war es schlieilich, der in [Pan79] zeigte, dafl nur iiber n < \/T'/(27) summiert
zu werden braucht. Dies hat zur Folge, daf} sich Levinsons Integrale ([Lev74a, (2.22),...,(2.27)])
leichter abschidtzen lassen, daff die Lemmata 3.3 und 3.4 aus [Lev74a] einfacher werden (Lemma
3.3.1 der vorliegenden Arbeit), und letztlich, dafl Levinsons Lemma 3.7 iiberhaupt nicht mehr
benotigt wird.

Um dies zu erreichen, setzen wir

. 2logn\"™
= — — —F 2.1
Ci(s) ;m( s (3.2.1)
B 2logn  m ™o
Di(s) = ;an)( L +2L—1) 1 (3.2.2)
T t
wobei T = — < 5 = —
27 27
und, motiviert durch Lemma 2.4.4,
§ T\?*e T t
X*(t) = (5) exp (Z—ztlogg—l—zt), (3.2.3)
Vi(s) = Ci(s)+x (1) D1(s) (3.2.4)
und schlieilich noch
T+U
I*:/ |6V (a + it)] dt. (3.2.5)
T

Wir iiberlegen uns zuerst, dafl wegen Lemma 2.4.2 und (3.1.11) firc =aund T <t <T+ U
1 s 1 i i
F(s) = -log — t™) = ~log — + — !
(3)= glog = + 007 = Jlog 5+ ' 1 01

und analog

t
Zur Abkiirzung sei im folgenden £ = log 7 und es gelte s=a —t mit T <t < T+ U.
T
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Wir erhalten nach (3.1.8)
C(s) = Z c(n) (F(s)—logn)"n™*

n<7
/{ m /{ ; m—1
= Z (n) (——I—ﬂ—logn) n 47 (——I—ﬂ—logn) o(r—1)
o 2 4 2 4
K m
= Z c(n) (— + log n) nTt 4+ O(TV2 L
= 277

Also ist
(2/L)"C(s) = Cy(s) + Ca(s) + Ca(s) + O(TY2L™1) fir o=ua,

wobei C(s) wie in (3.2.1) definiert ist, und wobei

m 2logn\™ mt 2logn\™\ _,
e = Sew((p4g-55) (145 5F) )
n<T
{7 210gn)m s
n=°.

Cs(s) = Z e(n) (f + YA

7<n<n

Analog behandeln wir D(s) statt C'(s). Es folgt
2\ B 2logn  w LN\ 4 _1/2 -1
(L) D(s) = Zd(n)( 7 —|—2L — L) T+ O(T L)

n<n

= Dy(s)+ Dy(s) + Ds(s) + O(T™V2L7Y)  fiir o =a,
mit Dq(s) gemaB (3.2.2) und
2logn  wi L\ 2logn = wi m 1
D = d — ) - — -1 s
o(s) = 2 (")<< Y L) ( Y ) )" ’

n<T

2logn ) N
7<n<n

Die Dreiecksungleichung liefert nun fiir ¢ = a

rero= [emreva [ v

T

IN

T4+U
L e (rmres + e/umsni)

T

— Ci(s) = X{(O)D1(s) + O(T**/%)) | dt

IN

T+U T+U T+U
| weaslds [ el [ obas)ar
T T T
T+U T+U
[0 eDs@ldi+ [ I = (0)ea(s) di

T4+U T4+U
IR O L e [ i) 0T
= Lt htlstlits++ ) (3.2.6)
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Diese sieben Integrale miissen wir nun abschitzen. Um dies zu erreichen, werden wir mehrfach
das folgende, von Conrey ([Con83a, L. 5]) stammende Lemma verwenden, das wir wegen seiner
Bedeutung hier auch gleich beweisen wollen.

3.2.2 Ein Hilfssatz

Lemma 3.2.1 Seien die Funktionen f,(t) fir 1 <n < v < N komplezwertig und definiert auf
dem Intervall [Ty, T3] mit |f,(t)| < 6 und mit der Totalvariation var fl,(t)|%’ < ¢ und set a, € C
firn <v < N. Dann gilt mit einer absoluten impliziten Konstanten

| N . 2 N T N
/ S anf (| dt =Y |al,|2/ ()2t + 0 (62N 1og NS [a, 2] .
T v=n v=n T v=n

Beweis: OBdA brauchen wir nur den Fall n = 1 betrachten, da wir sonst a, = 0 oder
f,(t) =0 fiir 1 <v < n setzen kénnen.

Da die f, von beschrinkter Variation sind, sind sie integrierbar, wir konnen das Integral also
in die Summe hineinziehen und erhalten

/ ;
T

2

w = [7Y wa R

1 1<y,usN

N

Z aufu(t)l/_it

v=1

_ _ T it
_ ZN /T RN AOIACIN
N

T
= Sl [ Ci0Pd+ R, (3:2.1)

v=1

wobel

T2 .
RI< S faed| [ RO/ | (3.2.8)
1511:,;5]\7 1

it
Sei g(t) = ilg(/)gy mit y > 0 und y # 1, dann ist ¢’(¢) = y'* und daher

B : B B B
[, oyt = [ g = sna [ - [ e ar)

A

Jetzt folgt wegen |y*| = 1

B B B
< swp 01 wd [Ty < var f) |
A A<i<B A A

ft)y"
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Mit f = f,f, und y = v/ gilt nun

1 Ty
L@ L fudt < ﬂ%@ﬁﬁ( sup [ £,(1)f (N+vaM)h(DT)

T, <t<T>
52
log(v /)’
da sup | £, (1) f.(1)] < &% und ([Apo74, Thm. 6.9])
Varﬁfu <sup|f,|-var f, +sup|f,|-var f, < 262,

Somit liefert (3.2.8)

Rl <8 % M‘<<52 v mal
L<om<N log(v /) 1< puan<N log(v/p)
vE L

Diese Summe gilt es nun abzuschitzen. Sei zuerst y < v/2, dann ist log(v/u) > 2 und daher

Z |@aﬂ| < 1 Z |@au|

1<u<v<N log(v/ ) log2, ‘=
u<v/2 w<v /2

IN

Nach der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung ist also

a,a
Z | v M| Z|al/|2

L<hTi<N log(v/p) — 10g2
w<v /2

und paflt somit in das behauptete Restglied.
Fiir die restlichen Summanden ist g > v/2 und mit r := v — p > 0 folgt 1 < r < /2, also

1ogK:log v :—log(l—f) >
1 v— v

r

R =

Nun folgt wegen |zy| < %(|90|2 + |yl*)

Z |al/au| Z Z |a1/a1/ 7’| < E1 + 227

1<p<v<N log(v/p) 1= 2r<)2
u>v/2
wobeil
N
=) vl Z = << Nlog N Z |a,|?
v=2 7’51//2 v=1

'Ich folge hier einem Hinweis von Prof. Dr. W. Schwarz
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und
N v N ”
Yo = Z Z ;|au—r|2 = L |au|2
v=2r<u/2 v=2p/2<u<r—1 H
N-1 v N N 4
< el > o s N el ) S
p=1 p<v<min{N,2u} H u=1 j=1 J

N
& NlogN Z |a,|?.
pn=1

Insgesamt ist also

N N
IRI< N> fa|* + 51+ S < Nlog N > |a,|?

v=1 v=1
und damit und mit (3.2.7) folgt die Behauptung. O
3.2.3 Anwendungen des Hilfssatzes
Das soeben bewiesene Lemma 3.2.1 werden wir nun wie angekiindigt auf die Integrale Jioooos f7
aus (3.2.6) anwenden. Davor sind jedoch noch einige Uberlegungen erforderlich.
Wegen U = TL710 ist
( 1 t T 1 T+U 11
——1l=—(log——-log—) < —1 L
I L(Og% ngﬂ)—LOg TSt
also
( —11
7= 1+O0(L7). (3.2.9)
Weiter haben wir fiir n < 7 =/T/(27)
% —2logn| < LN (x/2+logr?) = L N (x/2+ L) = 1+ O(L7Y).
Damit folgt fiir n < 7
(£+W—i 21 )m <24 0(L™Y)" = 0 (1) (3.2.10)
Tt 57 ogn < =0, 2.
und analog
<1+7T—i 21 )m—o (1) (3.2.11)
5T ogn = 0.,(1). 2.

Setzen wir nun

(L mi 2logn\™ i 210gn)m
f”(t)_<L+2L_ L ) _<1 2L L ’
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dann gilt wegen 2™ — y™ = (z — y) Z gmaTlym

/J,_
m—1 m—pu—1 .

i 210gn " T 210gn)“
2w = [=-1 1+ — -
UG )MZO( =) (g

(

——1
< (z-1)
< L—ll

Um unser Lemma 3.2.1 anwenden zu kénnen, mufl auch noch die Totalvariation von f,(¢)
abgeschitzt werden. Nach der Definition gilt

var f,,(t) Sup2|fn i) = falti=1)l,

wobei T' =ty < --- <t = T + U und wobei das Supremum iiber alle derartigen Partitionen
gebildet wird.

i; k
Sei {; = log 7y und ¢; = t; — t;_1. Dann ist ) ¢; = U und weiter folgt
T

=1
[
nlti) — fu(ti- T
Fults) = Fultic) € o
1 E;
= —log|l
L og< * ti—l)
<
Lt; 4
und somit insgesamt
T-|—U & —11
" — =L 3.2.12
var f,,(t < — Z T ( )
Wir kénnen also in Lemma 3.2.1 § < L7 und a, = ¢(n)n™" setzen und erhalten wegen
TlogT €« U
T+U 2 L T+U 2
[ ictesipa =Y e(n) [ in@raso (o 3 en)
T 1<n<r T 1<n<r
< UL™2 Z |e(n)]” ‘

2a
1<n<r "

Auf Seite 29 muBiten wir die Variable ¢ = £ — R einfithren — beispielsweise wiirde (3.1.19) fiir

a = 1/2 keine Abschiatzung fiir N liefern —, jetzt miissen wir sie wieder entfernen. Es gilt aber

n? = n - n?*L und wegen n < v = \/T/(27)

n?BIL < 72RIL — oxp(2RL ' logT) = eF < 1. (3.2.13)
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Der Faktor n?* 148t sich somit durch O(n) fiir n < 7 abschitzen. Von dieser Moglichkeit werden
wir noch wiederholt Gebrauch machen.
Da auBerdem ¢(n) < (L~'logn)’ mit geeignetem j = j(¢), erhalten wir

T4+U .
/ |Coa + it)|?dt < UL=2(L " og )% log 7 < L. (3.2.14)
T
Analog verfahren wir mit C'3(s). Wir wenden Lemma 3.2.1 an mit a,, = ¢(n)n~% und
£ m 2logn\™
—+— - ; < T <2mn?* <t
fn(t): (L 5] 7 ) ; T<nITn = < 2tn° <
0 ;o on<n<mn = t<2m?<T+U,
wobei
T+U
= .
27
Nach (3.2.10) ist | f,,(¢)] < 1 und analog zu (3.2.12)
T+U 11 27n?
var f,(t) o < L und var f,,(t) . 0,

wir kénnen also 6 < 1 wahlen. Es ist 7 logm < U und n2R/L < el oR/L < p1firn<m und
wir erhalten

T+U 2 TH+U 2
[ earipa = s O T a0 (o - M)

T<n<T] T TLNTL

< U Z |C(n)|2n2R/L

T<n<T] n
< U > L
n
T<n<T]
< UL, (3.2.15)
Auch die in den Integranden von [,..., [ weiterhin auftretende Funktion ¢ 148t sich mit

Lemma 3.2.1 behandeln. Wir wéhlen a, = b(k) k™7, f,(t) = 1 und 6 = 1 und erhalten wegen
[b(k)] < 1

+u b(k)|?> [T+U b(k)|?
/T W(““t)l?dt:Z',iTz'/T 1dt—|—0(ylogyz|l(€Tz|) <UL .

k<y k<y

Mit diesen Irgebnissen konnen wir jetzt die ersten Integrale untersuchen. Wir verwenden die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und erhalten

T+U
fi= [ eCaa+ in)d

T

< (/TT+U l(a + it)|2dt) . (/TT+U ICla + it)|2dt)

< (UL UL™ M < up10 (3.2.16)

1/2 1/2

und
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T4+U
[, = / [6Ca(a + it)|dt < (UL)YHUL™ 2 « 7L/, (3.2.17)
T

sowie
T+U
= Yla+it)- O TE=/2) | dt < (UL 121 /2pe—a/2 < Ure—t/4
7
! (3.2.18)

Dsy(s) und Ds(s) schatzen wir ebenfalls mit Lemma 3.2.1 ab. Wir setzen zuerst a,, = d(n)n®*

und | ' 1
_((2logn mi  (\" 2logn = mu "N ou —11
fn(t)_<< B D L) ( B 1) )n <1,

so daf mit § « L1

T+U 9
/T Da(s)Pdt = 30

1<n<r

d(n)

na—l

2 THU
/ Fu(D2dt+ 0 [ 62r10gr S
T

1<n<r

< UL—22 Z ln—QR/L
1<n<r "
< UL,

Die Abschétzung von C5(s) iibertragt sich in dhnlicher Weise auf D3(s) und ergibt
T4+U
/ | Dy(s)[2dt < UL,
T

Da nach Lemma 2.4.4 |x(a + it)| < (T/(27))*/L = e <« 1 ergibt sich analog zu (3.2.16),
(3.2.17) und (3.2.18)

T+U
fy = /T Ix¢Dala + it)|dt < UL (3.2.19)
und
T+U
[, = /T I\ Ds(a + it)|dt < UL™/2, (3.2.20)
sowie
T+U
Jo = /T (1 + x)v(a+it) - O(T 2Lt < ULTPT72, (3.2.21)

Es bleibt [.. Nach Lemma 2.4.4 gilt

) {\1/2a T t ) log? L
X(a—l—zt)_<§) exp(z— tlogg—l—zt) (1—|—O( T
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und wegen (3.2.3) und (3.2.9) erhalten wir

. § $ \1/2-a T 1/2—a 10g2L $ \1/2-a
(ot i)~y (1) = ‘(2—) - (32) +0( = (5)

_ ‘eRi/L R O(L_H)‘
= (1+hH-00™M
< L_ll.

Auf die bereits bekannte Art und Weise verwenden wir Lemma 3.2.1, um auch noch

T4+U
/ |D1(a + it)|*dt abzuschitzen. Es ergibt sich
T

=y 2 L _or/r
/T Dife+infa < UY a2 < UL

n<T

und daher

T+U
fs = /T |(x(a+ it) = X*(0)Dy(a + it)]dt < UL (3.2.22)

Unter Verwendung von (3.2.6), (3.2.16), (3.2.17), (3.2.19), (3.2.20), (3.2.22), (3.2.21) und
(3.2.18) folgt also
I=0 4 [+ + [ =T"+0UL?,

Sei jetzt

T+U
J:/ 16V (a + it)|dL. (3.2.23)
T

Nach Cauchy-Schwarz gilt damit

T+U
I / |6V + it)|dt + O(U L~/?)
T

IN

T4+U 1/2

U2 (/ |W*(a+it)|2) +O(UL™?)
T

U1/2J1/2‘|‘O(UL_9/2).

Damit ist I/U < (J/U)"/?+0(L=2/?) und aus unserer bisherigen Abschitzung fiir a,,, (3.1.24),
erhalten wir

o, > 1— lim %log i (3.2.24)

T—co

3.3 Berechnung des Integrals

Mit den bisherigen Berechnungen haben wir die Abschitzung von a,, auf die Berechnung des
Integrals J (3.2.23) zuriickgefithrt. Dies stellt im wesentlichen den ersten Beweisschritt dar.
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Der zweite, und abgesehen von numerischen Berechnungen auch letzte, Schritt besteht darin,
dieses Integral abzuschdtzen. Durch die Verwendung von Pans Vereinfachungen ist dies nun
leichter, als in Levinsons urspriinglichem Beweis ([Lev74a, (2.21) und §§4-14]).

Wir beginnen die Berechnung von J wieder mit der Zerlegung in einzelne Integrale, die wir
einzelnen behandeln werden.

Wegen |w + z|? = |w|? + |2]? 4+ 2 Re(w?Z) folgt

V17 = 62 (|C117 + [ D12 + 2 Re(Cy - X7 D))

und daher
J = Jl + J2 + 2 Re Jg, (331)
wobei
T4+U
5 = / 16Cy (a + it)2dt, (3.3.2)
T
T4+U
Jy = /T ()0 Dy (a + it)| 2, (3.3.3)
T4+U
Js = /T (a+ it)2Cy (a + it)x(1) Dr(a 1 )dt. (3.3.4)

3.3.1 Umformung von .J,

Da es die einfachste Gestalt hat, beginnen wir mit dem Integral J;. Zur Abkiirzung sei

i 210gn)m

cx(n) = c(n) (1 + 5T I (3.3.5)

so daf

und damit folgt

bCi(s) = (Z @) (Z %) Yy 71’(2;*)&") =Y LY c@n(h).

k<y n<T

Auf diesen Ausdruck wenden wir das bereits bekannte Lemma 3.2.1 an, mit f,(¢{) = 1,6 =1

und
a, = ( Z cx(d)b (%)) -n?

d|n
d<rt
n/d<y
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und erhalten

T+U
W= |
T

n<7y

Wir betrachten zuerst das Restglied.

§ : ann—zt

n<TY

= U Z n—?a

2
dt

S eu(d)b (%)

d|n

d<rt
n/d<y

n<7y

+0 (Tylog(ry) Z |an|2) .

Es ist 7y <« TL7% also log(ry) < L und somit

Tylog(ty) < UL™®. Wegen (3.2.11) haben wir c.(n) = O(1) fir n < 7y und nach (3.1.18)
insgesamt ¢.(d)b(n/d) < 1. Sei wie iiblich

T(n) = Zl

die Anzahl der Teiler von n. Wir erhalten

d|n
1 2
— 2 C*(d)b<g) < (n)
d|n
d<rt
n/d<y

und deshalb unter Verwendung von (3.2.13)

Z |an|2<< Z #an/L<< Z #

n<TY

n<TY n<TY

Nach einem Satz von Ramanujan ([HWS8, p. 265]) ist Z 7%(n) ~ z(logz)® und partielle

Summation liefert uns

<

<
<

n<x

(Z r?(n)) [ (Z P(n)

n<TY n<x

(log(Ty)) + /171/ Loix)?) dx

(log(Ty))*
L.

Fiir obiges Restglied haben wir folglich

0 (Tylog(ry) > |an|2) =0oWUL™®.- LY =0(U

n<TY

) x %dx

L7,

insgesamt haben wir das Integral J; damit durch eine Doppelsumme dargestellt:

J1=U >

n<TY

2
+O(UL™

S eu(d)b (%)

d|n
d<rt
n/d<y

1
n2a

5)‘

(3.3.6)
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Wir summieren um:

1 n 1 n n
= c*(d)b<—) = > ( > c*(dl)b<—)) ( > c*(dg)b<—))
iy n2 o d s n2 i dq i dy

d<T di1 <71 do< T
n/d<y n/dr <y n/dr<y
1 _ n n
= Z AP— Z Z C*(dl)c*(dQ)b<d_) b(d—)
n<Ty dq|n da|n 1 2

d1 ST d2 ST
nfdi<y n/d2<y

-y b(ky1) b(k2) T ex(di) ex(da) (3.3.7)

e, MR A dids
k1di1=kaods
Sei von nun an stets
ko= (ki,k2), (3.3.8)
PR % (i=1,2), (3.3.9)
und Fmax = max{Ki,kKs}. (3.3.10)

Aus der Summationsbedingung k1d; = kads erhalten wir jetzt r1|dz und kq|dy, weil (K1, k) = 1.
Daraus folgt wegen kqd; = kods

b _dz

K9 K1
Die innere Summe aus (3.3.7) kénnen wir jetzt nach j umsortieren. Insgesamt folgt dann wegen

kika \®
( ! 2) = k* und mit (3.3.6) und (3.3.7)

K1k2

J=U > blky) b(ks) | 2o > MJ&(UL*). (3.3.11)

k2ak2a 2a
15k17k25y 1 2 jST/Hmax ]

3.3.2 Umformung von .J,

In gleicher Art und Weise verfahren wir mit J,. Zuerst definieren wir

2logn = wi )m

d.(n) = d(n) ( L (3.3.12)

und bemerken auch hier, dhnlich wie oben, d. < 1. Weiter gilt nach (3.2.3)

. T 1-2a
k= (5) =

und deshalb ist nach (3.3.3)

p=et [ it)|*d
2= | | D1(a + ut)|“dt.
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Analog zu obiger Rechnung erhalten wir hier

b(k)d.(n) n2it di(d)b(%)
VY D1(s Z Z L 1/2—R/L+it 12+ R/L—it Z pl—a+tit Z w—2R/L
n<t k<y n<TYy d|n (E)

d<rt
n/d<y

Die Anwendung von Lemma 3.2.1 mit f,(¢) = n**, § < 1 und

d.(d) b(3)
a—1 * d
n =1 Z 2R/ L
dln (3)
d<rt
n/d<y

ergibt

— €2R Z n2a—2

n<TY

T4+U .
/ |n22t|2dt
T

d|n
d<r

(58 (3)
n/d<y

10 (rylog(m ) |an|2) .

n<TY

Das Fehlerglied 148t sich wegen (n/d)*/F < y?R/L < 1 wie das von J; abschitzen und ist
ebenfalls < UL~>. Den Hauptteil quadrieren wir aus und es ergibt sich analog zu oben

Bno= MUY b(k1) b(k2) T d*(dl)d*(dz)d%_aJrO(UL_s)

al.a dl—a
lskl,kgsy 172 1<d1 d2<7’ 1
k1di=kods
b(ky ) b(k do(jr1) do(j B
_ erp Y kbR e (‘7"””,12)_2&(‘7"””2) +O(UL™).  (3.3.13)
I<hlogy 2 el

3.3.3 Erste Umformungen von Js

Wir miissen nun versuchen, J3 auf eine dhnliche Gestalt zu bringen. Das Lemma 3.2.1, welches
uns bisher recht niitzlich gewesen ist, kénnen wir hier wegen (3.3.4), der Definition von Js,
offensichtlich nicht verwenden. Wir iiberlegen wir uns statt dessen, daf

[Wlatit))? = w(atit)$lat i)
=y )R iy

1<k k2 <y Fiks
1/2—a 1 )
() = By exp (ztlog — — - Z)
und Ci(a+it) Di(a +it) = Z %]1 ]2

1<j1,da<r J1J2
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Damit erhalten wir

T+U -
Joo= [ lete+ i)l X0 Culat ity Difa + it de

T
_ R il Z b(k13b(ak2) Z C*(f).iligh)ﬂ, (3.3.14)
1<k ko<y  C1R2 a<gip<r 12

wobel

T+U 1 L . .
J = /T exp (it log or it) kT Ry g gyt

T4+U ! 1 p
= itlog — — it ) dt
/T exp (’L Og 271'0 1 ) )

lex i i
mit 9 — 1]1]2‘

ka

Um das Integral 7 aus der Darstellung von J3 beseitigen zu konnen, verwenden wir das folgende,
auf Selberg ([Sel42, Lemma 2]) zuriickgehende Lemma, das in Anhang A bewiesen wird.

Lemma 3.3.1 Se:

T+U ) 1 )
J(8) = / exp (nﬁ log 578 zt) dt

T
und
T T+U
£0)=1 .
N T TR Vo oy sy prayy oy ev
Dann gilt
: : T T
o G1/2 erifa=2mi0 | 0(E(B)) ; —<6< +U
J(0) = 27 T 27 TyU
O(&(0)) ; 0< o oder 6 > —

Unter Anwendung dieses Lemmas kénnen wir das Integral 7 aus (3.3.14) entfernen, und wir

erhalten mit 7 = \/1'/(27) und = /(T 4+ U)/(27)

Ji o= fem Y b(k1)b(k2) T ()d-G2) 7

al.a a s 1—a
1<k ko <y 12 s J1d2
72595712
b(k1)b(k )d (g ;
= orelt Z w Z 76*(‘?;).1ig‘]2) gL/2¢=2mi6 + Ra+ R1, (3.3.15)
1<kika<y 12 i 102

72595712
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wobel

Ry = BRemi/a 3 b(k1)b(ks) 3 C*(jl)d*(jz)_j

al.a el ‘1—a
1<k k2 <y 172 1<41,j2 < JiJa
g<r? v g>72
D D T S S e ST (3.3.16)
1<ky k2 <y 1<j1,j2<7
, b(k1)b(k «(J1)di(g
md Ry = e Y % T C((?;).l_gjz).o(g(g))
1<k ,ka<y M2 q<ip<r J1)2
72595712
< X KPS i Pe). (3.3.17)
1<ky k2 <y 1<j1,j2<7

3.3.4 Abschatzung der Summe iiber £(9)

Wir wollen jetzt
S= S kRS T ey mit 6= kijige
1<k k2 <y 1<51,52&7
abschitzen, wobei, wie in Lemma 3.3.1,
T+U
|7 — 6] + T1/2 * T+ U —0|+ (T +U)Y/2
Die wesentlichen Summanden sind hier die, fiir die # in der Nihe von T liegt. Daher betrachten

wir zuerst den Fall 4 < %T oder 6 > %T. Dann gilt

T+U
T+ U+ (T+0U)\/?

EB)=1+

) <1+4 +4 =0(1).

T_|_T1/2

Wegen Z n % <« '/? (partielle Summation) sind nun die Summanden von 5, fiir die 8 die
n<x
zur Zeit betrachteten Werte annimmt,

< X KRS VP PRt < UL (33.8)
1<k k2 <y 1<51,52 <7

Es bleibt der Fall %T <8< %T zu betrachten. Dazu werden die betroffenen Summanden von
S in drei Summen zerlegt:

& .
i = 77 1 - - N1/9 = 1727 b
° Z Z (k1kog1j2)'/? ( 3)

1<k ka<y 1<51,52<7

3/4<6<5/4
wobel
& = 1
T
& = —
? 1T — 6| + T/
T+U
£ = *

T+U -6+ (T+ U/
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Genau wie in (3.3.18) folgt 57 < UL™10.
Wir untersuchen S5:

T
H = Y Y kg
<k Ty 1< mesr (T =01+ 112
3/4<6<5/4
Tko

— _ ok
T 1/2 Lol J2 k1 ]
< Z Z 2 Tky - —|— T1/2k2
1<ky o<y 1<51,j2 <7 Gk I oy

3/4<6<5/4

Auch diese Summe zerlegen wir wieder in zwei weitere Summen 551 und 539, in der ersten sei

Tky . 1
o Z. 3.3.19
< (3:5:19)
Dann gilt fiir die Summanden
Tk .
]2—k21 Tk1k2]2 _T1/2
Thky TY2ky = T2k kois )
]215 ]1‘+ a2k 12 1h2]2

Wenn wir zuerst iiber j; summieren, gibt es zu festen T, ky, ks und jo hochstens ein j; mit
(3.3.19), und daher ist

S €Y PN 1<« T ylogy < TLTW = UL (3.3.20)
1Sk17k25y 1<p<r
. Tk 1 . . . .. . .
In Sy ist, vgl. (3.3.19), okt > 3" Wir summieren wieder zuerst iiber j;. Fiir diese
Summe gilt dann
Tko -1
; Tk Tk Tk
S o € > o —h| <L—Z
1< <r T —J1‘+p—k12 2 1<i<r J2i J2i
[Tha/(j2k1)=51121/2 [Tha/(s2k1)—511>1/2
Folglich ist
Tk‘z

Sy < TV ST kit Y < TY?LylogylogT < TL™ T =UL™".

\<he<y | 1<5<r J2R1

Damit und mit (3.3.20) haben wir also Sy = O(UL™7).

Die Abschatzung von S3 erfolgt analog, hier haben wir statt 7' lediglich T+ U < 2T zu setzen
und wir erhalten auch hier S5 = O(UL™7).

Zusammen mit (3.3.18) folgt schlieflich

S=0UL7T).
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3.3.5 Weitere Umformungen
Nach (3.3.15), (3.3.16), (3.3.17) und den letzten Rechnungen gilt nun

b(k1) b(k2) c(J1)d«(72) o _
- R 1 2 1/2 —2mb 7
J3 = 2me > a—1/2,a+1/2 > a0 /e +O0(UL™)
1<k ko<y F1 TRy T 1<l J102
72595712

= J+0UL™, (3.3.21)

wobel

b(k1) b(k2) c(J1)d(J2)  _ami
* R 1 2 2710
J3 = 2me Z a—1/2,a+1/2 Z .a—1/2 .1/2—(16 (3‘3‘22)
ky ks 1<s1,52<7 N1 J2
72595712

= oxel Z M Z d«(J2) Z C*Ejl) exp (_27”-]'1]'2]61)'

a=1/2;a+1/2 .1/2—a
1<k ho<y 1 TRy T a<g<r Ja 1<p<r N

T2< G150k [k <72

lskl ,kQSy

Um dies in eine dhnliche Gestalt wie J; und J, zu bringen, miissen wir zuerst den exponentiellen
Faktor entfernen.

Betrachten wir zunéchst die Summe im Fall kz|jzk1. Dann ist exp(—27ij172k1/k2) = 1 und fallt
somit fort.

Im anderen Fall ist ky 1 joky und wegen \ = ‘]2—1 ¢ 7/ und Cag‘]ll/)Q < Rl «q folgt mit
A =max{l, [t?/A]} und B = [min{r, 73/A}] 2 J1
x(J1) —27iMf & -
Z o 1/2¢ < Z exp(—2miAj1)
1<n<r 1 n=A
T2 AL 7]
kotizka _Jexp(=2miN(B-A4+1))-1
B exp(—2miA) — 1
& |sinwA|™!
< AT
) |€7Ti/\ _ e—ﬂi/\| 627Ti/\ _ )
da |sinTA| = und wobei ||z|| = |z — [2]| den “Abstand” von

S EnBATD) |
x zur nachsten ganzen Zahl bezeichnet.
Damit haben wir zunichst

b(ky) b(k2) d.(j2) ex(j1)
* R 1 2
J3 = 2me > a—1/2,a+1/2 > 1/2-a > a—1/2 +S ). (3.3.23)
1<k ho<y K1 TRy 1<jp<r J2 1<p<r i
ko |g2 k1 T2 ALH<TE/A

wobei, unter Verwendung von d*(jz)j;1/2+a =0(1),

d* j2 _
s= ¥ o) - X
1<i2 <7 J2 1< <r
katjaks 7220 (mod k2)

-1

~—r

Jok1
ko
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v
= — und wenn j, die Werte 1,...,[7]
K2

J2k1

)

Jok1

Fir ein v € {1,...,[r2/2]} gilt ‘

durchlduft, nimmt v jeden Wert aus {1, ... ,[k2/2]} héchstens ([T/[@/Q]] + 1)—mal an. Folglich

1st

s< ([[m;/z]] r) ¥

1<v<ka /2

Es ist fir kg > 2

HQ([[/@JW]+1)<<T+@'

Ist ko = 1, so folgt k4 = ko und wegen der Summationsbedingung ko t joky gilt S = 0.

Insgesamt haben wir

1
S<(t+k) > =< (7 + ko) log Ry < (74 ko)L
1<v<ka /2

Der gesamte Beitrag der Summanden mit kg { joky zu J5 ist folglich

b(k1) b(k2)

< Z a—1/2;,a+1/2 (7 + k2)L

1<k ko<y B1 TRy

T4+ kQ

I IR

< > s
lskl,kgsy

< TyL2 + yzL
< UL™®.

Nach (3.3.23) gilt somit, wenn wir wegen sq|j2 (vgl. (3.3.7) und (3.3.13)) j = j2/k2 setzen und
nach j umsummieren

T R 1 2 8
J3 = 2me Z a—1/2;a+1/2 Z a—1/2 1/2-a +O(UL™)
1<k ,ka<y kl k2 1<, o<t N J2

T2§T§Tl2
72=0 (mod k2)

b(lﬁ) b(kz) C*(jl)d*(jffz)
"X aanin >0
ki_1/2k3+1/2 7/r1<G<T K2 jil_l/2(j’£2)1/2_a
72 [(j51)<j1 <min{r,77/(jr1)}

+O(UL™®). (3.3.24)

= 27 e
lskl ,kQSy

Um schonere Summationsbedingungen zu erhalten, wollen wir die Bedingung j; < 7 fallen
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lassen. Der dabei fiir die innere Doppelsumme iiber j und j; entstehende Fehler ist

< Z d*(jHZ) Z C*(jl)

; 1/2—a .a—1/2
I i<y (52) r<i<r2/(jr) 1

< > ool

T/r<i<ri /(1) T<1 <77/ (Gk1)

< Z 710
T/r1Lj<r] [(TR1)
1
<« 7220
K1
1 —10
< —UL
K1

und es folgt

b(k1) b(k2)

* _ R 1

Jy=ome ) W(mo(
2

)) +O(UL™®), (3.3.25)
1<k ko <y kl

41 110

wobel

r= ¥ _diAjra) 3 e-lj1). (3.3.26)

; 1/2— a—1/2
S C L i Y

T2<h R <

Betrachten wir zunéchst die innere Summe von Y. Es liegt nahe, diese Summe abzuschitzen,
denn es ist

X 21 m
C(x) I$R/L¢(L_110g$) <1+%_ ng) 7

xa—l/? I
und daher
d cx() . —1_R/L—1 1y —1 7 2loga\™
da (xa—l/z) = L Reu(x) + ¢/(L7 log ) <1+ 57 1 )
i 2loga\™!
p 1+ 2
+ mc(x)( + 57 7 ) )
1 2
< LR« — fiir <«
xL JK1

die Summanden der Summe iiber j; sind also nahezu konstant.
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2 2
Sei (z) =0 (ac — T—) fiir © — — und zur Abkiirzung f(z) = M Damit gilt

JR1 7K1 ro—1/2
(1) (1) 72 ) 7_2 2 .
> a-1/2 > iz \f I +f Jm Ji— i + (1)
bl I N J1
T<pim STy T2 <jrjm <7}

2 2 2 2
- f(T—) n-r +O(UL‘1,L (7—12—1))+O(1)
Jk1 Jk1 JE1 \T

9 9\ 1/2—a
- soe () () o (mh)von
Jk1 Jk1 Jk1 Jk1

R

e 72 1
= —U(jr)" e, (—) +0 (UL—“,— + 1) :
2m JK1 JK1

Insgesamt ergibt sich

a— a— T2 -7~ 2a—
I—U 3/2 Ko 1/2 Z Cx (—) d*(]HQ)]za 2+f1+f27
N
T2<1jR1 <7E

wobel
F< ULt Y <UL % wd R< Y 1< TR
J1 J1
725‘71‘7515712 T2Sj1j/11§712

Etwas problematisch erscheint, verglichen mit Jy, (3.3.11), und Jz, (3.3.13), noch das gleichzei-
tige Auftreten von ¢, und d. in X. Es gilt jedoch

T2 1 T2 Tl 210g(7’2/(j/£1)) i
o) = ol (G5 (1 -2

= 60 L ogi (R 2 )

= d*(j"fl)
(3.3.27)

und dieses, sowie k1/2 ak;/z “ = k7 k1 k272 und b(k;) < 1 liefern zusammen mit (3.3.25)

b(lﬁ) b(kz) a— 3/2 a—1/2 d*(j"fl)d*(]'ffz)
* 2R
Ja = U Z W K1 g Z EEZE

1<k k2 <y T/r1<5<7 /K2
-|—O(T1/2U_1)-|—O( —10 —1)) -|—O(UL_8)

b(k1)b(k du(jr1)de(g _
A S L) ;)k( Dy s LURGR) | e p o),
1<k k2 <y 12 7/Rr1<G<T K2 J
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wobel

Fo o< TV S BT < TVlegy < UL,

lskl,kgsy
—a, —1/2—a _ _ k
Foo < UL BTN < vt Y
kiko
1<k ko <y 1<k ko <y

Die letzte Summe ist schnell abgeschatzt:

doookkT'RY = >0 kRN

1<k ko <y 1<k ko <y ilk

= > > k'R

1<5<y 1<k ,k2<y

k1=0 (mod j)
k2=0 (mod j)
2
_ —1 J
- (2 3
1<5<y 1<k1 <y
k1=0 (mod j)
2
— Z j_l Z l/—l
1<5<y 1<v<y/j
= (logy)’
< I°.

Wir erhalten also F4 < UL~7 und so insgesamt

b(k1)b(k di(jr1) du(j _
J;: :€2RU Z ( 1) ( 2)k2_2a Z (]Hl)_ (]:‘432) _I_O(UL 7)‘
kle - ]2 2a

1<k k2 <y 7/Rr1<G<T K2

Gesucht war der Realteil von .J3. Nach (3.3.21) gilt nun
2ReJs = 2ReJ; +O(ULT)
= J5+J5+00ULT)

_eng y WA, ( s )
k2 e

1<k ,k2 <y T/k1<G<T/ K2

+ ¥ —d*(j“.l)d*(m))+O(UL—7)

2—2a
T/r2<j<T[R1 J
b(ky)b(k di(jr1)d(7 -
_ 2Ry Z (k1) b( 2)k2—2a Z (]H}z)—za(]@)—l'O(UL 7)7
lskl,kgsy 172 T/HmaijST/ﬁmin ]

wobel Kmpin = min{ky, Ko }.
Dieser Ausdruck pafit nun sehr gut zu J; (3.3.13):

Jy+2ReJs =20 > blke) b(ks) 220 > M+O(l)+O(UL‘5).

ki k 12—2a
1<k ko <y 12 J<7/ Kmin J
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Fassen wir die bisherigen Ergebnisse zusammen, so erhalten wir fiir J/U eine neue Darstellung:

J 1 Ja+2Reds -5
= - =Js+J5+O(UL™), (3.3.28)

wobel

o= ¥ b(k1) b(k2) | 2 T ex(Jk) ex(jk2) (3.3.29)

2a1.2a y2a ’
1<k ,k2<y kl k2 JE<T /[ Amax 7’
b(k1)b(k2) 524 d.(jr1) di(jr2)
1<ky ko <y €7/ Kmin

3.3.6 Beseitigung der Asymmetrie

Die soeben hergeleiteten Summen J; und Js unterscheiden sich, abgesehen vom Unterschied
zwischen den Funktionen ¢, und d., im wesentlichen in der Linge der Summe iiber j. Diese
Asymmetrie zwischen Kpin und Kmax tauchte in dhnlicher Form auch in Levinsons Beweis in
[Lev74a] auf; die (in Levinsons Bezeichnungen) von k,, = min{kq, k2} und kps = max{ky, k2}
abhdngigen Terme, die bei uns den inneren Summen von (3.3.29) und (3.3.30) entsprechen,
16schten sich dort ([Lev74a, §10]) aber aus.

Einen vergleichbaren Effekt werden wir nach den folgenden Berechnungen auch bei uns bemer-
ken. Daf wir hier nur zwei Summen zusammenzufassen haben — statt der insgesamt 24 (!) in
[Lev74a] —, verdanken wir, wie bereits angedeutet, Pans Vereinfachungen.

Wir beginnen mit einer einfachen Voriiberlegung.

Sei f(z):[1, M] — C stetig differenzierbar mit

C

|f(2)] < = und |f/(z)] < % firl<a< M

und bezeichne {2} = z — [#] den gebrochenen Anteil von x. Partielle Summation liefert (vgl.

[Pra78, Anhang,S. 1.5])

> f(z)

n<x

/11’ flu)du+ f(1) = {z}f(z) + /lx{u}f/(u)du

[ saut [+ w,
wobei

2C

IMIPﬂ%ﬁﬂﬂ@—AMMHWMU§C+%+CAMM%u§C+;w

also insgesamt

z M
Zf(x):/l f(u)du—l—/l {u) f'(w)du+ Oc(1) + Oc(2™1). (3.3.31)
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Sei f(x) = cu(wryr) cu(mrz)z™2% Esist f(z) € 2727 < 27! und wegen (3.2.11) sowie wegen
Le(ak)= L7271 (L og(ar)) < (La)~" gilt

P < a1 L |G log(am)elara)| + a7 LY fe(ann)o(L log(ewa))
+ 2a272 Y e(aRy )e(zky))|

< L'zl

Die O-Konstante hingt dabei nur von m, ¢ und R ab.
Damit kénnen wir (3.3.31) auf die innere Summe in J4 mit M = 7, & = 7/Kmax anwenden und
erhalten

7—/Hmax -
Z cx(jr1)e(Jra)j 2 = / cx(uky)ea(urg)u™*du+ O(1) 4+ O (Hmax) ,
1

. T
]ST/Hmax

denn es gilt
/ {u}f'(u)du < / uidu < 1.
1 1

Betrachten wir zunédchst die Fehlerterme. Weil

> bk )biks) k.0 (—Hmax) < mH Y kg Rmaxk
2a1.2a nax
1<k gy PR l 1<k1 o<y
— T_ly Z k—l
1<k<y
< L—19

liefert der Fehlerterm O(kmax/7) einen Beitrag von O(L™') zu J,.

Komplizierter ist die Berechnung des Fehlers, der durch den Summanden O(1) verursacht wird.
Da wir uns spater ohnehin mit derartigen Summen beschiftigen miissen, erlaube ich mir hier
einen Vorgriff auf ein Ergebnis von Seite 66. Unabhdngig von den hiesigen Rechnungen wird
dort gezeigt (3.4.23):

b(k1)b(k
> % B2 =1 So0(0) < L71 fiir §=1 oder 6= 2a.
1<k k2 <y kik

Mit @ = 2a erhalten wir folglich

b(k1)b(k 7/ Fomax —
Jy = Z % kza/ cx(uky)ea(urg)u™*du+ O(L™1).
1<kiko<y 172 !

Analog folgt

b(k1)b(k 7/fomin —

Js = g bik1)bkz) k2—2a/ di(uky)dy(urg)u**2du + O(L™1).
k1ks 1

lskl,kgsy
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Diese beiden Ausdriicke kénnen wir nun zusammenfiigen. Dazu substituieren wir im Integral
2

der letzten Zeile u = und verwenden (3.3.27):

VK1R2
7—/Hmin
/ d(ury) dy(urg)u** 2 du
1
_ /T/Hmax d* (i) @ 7—4(1—;1 ! ‘ (_ 27_2 ) dv
72 /(K1K2) VR VK1 (0511{2) a— V2K Ko

CaR 120 120 [T /017 ~2a
= e Ry Ry / cx(vE2) cu(vry )™ “*dv.
T

/Hmax

Setzten wir dies oben ein, so kénnen wir ky und k9 vertauschen und erhalten

b(kq) b(k [ (r1K2) -
Js = Z 7( 1) b(k2) kQ_Q“H}_Q“H%_Q“/ e c*(vm)c*(vmg)v_zadv.

1<ky k2 <y k2 [ Fnax

Da ky kg k22051206720 = k2 k5 2" k% passen die Darstellungen von Jy und J5 gut zusam-
men. Wegen (3.3.28) gilt

J
7= JitJst O(L™%) = Js+O0(L™h, (3.3.32)
wobel
b(k1) b(k 72/ (k1k2)
Jg = Z 7(16;3%2“2) kQ“/ o C*(um)c*(umg)u_zadu. (3.3.33)
1<ky ho<y 1 72 1

3.3.7 Beseitigung des Integrals

Auch wenn die neue Darstellung (3.3.33) von J/U recht ibersichtlich ist, ist es fiir unsere
Berechnungen doch einfacher, statt mit obigem Integral mit (endlichen) Summen zu arbeiten.
Sei p ein Polynom, k # 0, —1. Durch wiederholte partielle Integration ergibt sich

P : (n) ot |
log z)z"dz = 1"\ (logz) ————— 3.3.34
/. pog ) 3 (13" log ) G | (3.3.34)
Die Summe iiber n ist dabei selbstverstandlich endlich.
Sei
e\
bu(2) = 6 (2) (1 _ 90+ ﬁ) . (3.3.35)

Mit p(z) = ¢u(L7 e + L7 og k1) du(L~1a + L1 1og ko) gilt p(loga) = cu(aky) cu(xr2) und es



56

3. Der Bewels

folgt, wenn wir in obigem Ausdruck k& = —2a setzen :

GE ,
/ cx(ury)e(urg)u™ " du
1
72/ (k1 52)

= T n+12()¢*”” 17V log(ury)) 601 log(urz))

n>0 1
et a1 Sl A P @
= T79. (K1K2) Z 2 Z ¢ (1= L7 logra)ps /(1 — L~Tlogky)
n>0 ) v=0 v
R i )@” (L og ky) 6L (L1 log ky).
1 —2a n>0 n v=0
Also ist mit (3.3.32) und (3.3.33)
J
7= st O(L™h, (3.3.36)
wobei
e2ht b(k1)b(k2) 1
J7 — Z 7k2—2a Z(_l)n - X
=20, Tey fih n>0 (2R)
Z ( )W (1= 1V og ry) 8 (1 — L1 log y),
1 b(k1)b(k2) 5 1
JS = Z 2a .2a k= Z(_l)n n X
=20, 5o, k'R >0 (2R)

Z( )(b*n (L og k) ) (L1 log iy ).

Da die Summation symmetrisch ist beziliglich &k und ky, war die Vertauschung der beiden
Variablen in (3.3.39) moglich.
Betrachten wir zunichst J; :

€2R (_1)n n n
Jro= 1—2(1;(2}{)”; (y) X
b(k1)b(ka) | 2 a4 (n—v) -1 (v) 1
X Z R B 7%y (1 — L™ log k) ¢x /(1 — L= 1og k1)

Entwickeln wir die Polynome (b(*y) in eine Taylorreihe um 1, so gilt fiir ¢ = 1,2
(v+N;) N;
ngﬂy) (1 _ 1Og Hi) _ Z (_1)Nz ¢* (1) 1Og R ‘
L N;! L
Es folgt nun, da x; = k;/k,

I, = 2B Z (=1)" Zn: (n) Z
1-2a >0 (2R)" = \v

N1 ,N2>0

1

NN, TR (1) - S, (1),

(3.3.37)
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wobei wie bisher k = (ky, k2) und Ny, Ny € Ng mit Ny, Ny < deg . = Oy (1), und wobei

b(kq)b(k Ly \ V1 o\ V2
S0 = 3 AEOlR) o (L—llog?l) (L—lbg%) . (3.3.38)

61.6
lskl,kgsy k k

SN, N, ist als Funktion von 6 definiert, da wir so diese Funktion auch noch in Jg verwenden

kénnen. Hier ist es naheliegend, die Polynome (b(*y) um 0 statt um 1 zu entwickeln. Wir erhalten
analog zu oben

o061 (0) - Sy i (20).
i (3.3.39)

3.4 Berechnung der Sy, y,

3.4.1 Die Wahl der glattenden Funktion

Wie wir gesehen haben, miissen wir fiir die weiteren Untersuchungen von J; und Jg die Summen

SNy N, () betrachten. Offensichtlich spielt dabei die Wahl der Koeffizienten b(-) des Dirichlet-
Polynoms #, (3.1.18), mithin die Wahl dieser glattenden Funktion, eine entscheidende Rolle.

Sei jetzt zur Abkiirzung
v =260 — 2a.

Allgemein gilt nach der Mébiusschen Umkehrformel fiir alle zahlentheoretischen Funktionen g

=22 nld) ()

Jlk dli

wobei pu(d) wie iiblich die Mébiusfunktion bezeichnet.
Angewandt auf g(k) = kY (ky/k)N1 (ko/k)N? ergibt sich:

o (5) () (o)

ilk dli J

350 () () o ()" (e 2) " v

n1=0n2=0 ]|k

g(k)

wobei
9;i(N,y) = Y pld)d " (logd)™ (3.4.1)
dls
N = Nl—n1—|-N2—n2 . (342)
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Damit erhalten wir aus (3.3.38)

Ni Ny
i+ 1 bt S 8 () (),

1<k1,k2§y 172 n1:0n2:0 nl n2
nq k2 no
x> g7 (10g —) (10g —) 9;(N,7)
J
ilka
ilka

n1= 0n2 0 ]Sy
b(ks) ( ki\™ ([, ka\"™
X Z Z k%e 2) (og —) <1og —)
k1<y ka<y J J
‘|k1 Jlk2

Ny
= [NM-N: Z Z ( )( )Z] 9i(N,v)Tj(nq1,0)T;(ng,0), (3.4.3)

n1=0n,=0 i<y

wobel

Ti(n,0) = > (k) kT’ <1og§)n

k<y
k=0 (mod j)
= ;7! Z b(vj) v=’(logv)"
v<y/j
= (=15~ il DRZ) (3.4.4)
der
v<y/j

Nun wahlen wir die Koeffizienten von 1, die nur noch in T}(n,8) auftreten. In [Lev74a, (2.4)]

log ¥
p(k) k“_l/z?g—/k. Eine der Méglichkeiten, das Ergebnis in [Lev74a] zu
)

wihlte Levinson b(k) =

verbessern, ist naheliegenderweise eine andere Wahl dieser Koeffizienten. Wir verallgemeinern
daher Levinsons urspriingliche Wahl und wahlen

b(k) = p(k) k2 h (%) : (3.4.5)

log y

wobei h ein reelles Polynom mit A(1) = 1 und A(0) = 0 darstellt. Mit dieser Wahl ist klar, daf
b(1) =1 und b(k) < 1 (vgl. (3.1.18)).

Dies setzen wir nun in (3.4.4) ein und erhalten wegen der Multiplikativitat der p-Funktion

n - d a— - — 1Ogl/l
ey = 0t (£ w4

v<y/j

= (—1)"u(j) i PGB,
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wobel

i
G = 3 uw)rCh (1ng ) (3.4.6)
v<y/j &y
(l/,j):l

1
= f—a+-.
p at g

Insgesamt folgt aus (3.4.3) wegen v — 25 = —

Sy 8) = 19 3 Z( )( ) B

ny= 0n2 0

x 3T ) g (N A GYP) . (34T)
J<y
3.4.2 Einige ﬁberlegungen
Der problematische Teil in (3.4.7) ist offensichtlich
Vi (8) = 22571 (1) 05N, G (B) G2 ().
J<y

Um diese Terme in geeigneter Weise abschitzen zu konnen, definieren wir zuerst zwei Hilfsfunk-
tionen:

F(j,s)= H(l —-p?) und Fi(j,s) = H(l +p7%). (3.4.8)
pli plJ
Man beachte,daB fiir s = 0 4 it mit ¢ > o9 > 1/2 gilt

1Fi(j,s)- F(j,s) = Tt —p%

plJ

> JJ(-p)

v

mit einer geeigneten Konstanten C' = C(oyp). Es folgt also
1
|F(j,s)7Y < C-F(j,s)] fir Res > o9 > 3 (3.4.9)

Da die Zerlegung von Vi ,, », umfangreiche technische Uberlegungen erfordert, fassen wir den
wesentlichen Teil dieses Schritts — die Abschétzung von G;(f) — in folgendem Hilfssatz zu-
sammen, um den zugehorigen Beweis auf den Anhang verschieben zu kénnen.
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Lemma 3.4.1 Sei h ein reelles Polynom mit h(0) = 0, é = (loglogy)~™t, d = §/M, mit einer
absoluten Konstanten M > 1, und sei G;(3) wie in (3.4.6).
Dann gilt gleichmdpig fir alle 1 < j <y und alle 3 # 1 mit |1 — 3| < (logy)™?

G(8) = My j(8) + O(En),

J

wobet fir n =0

Mo ; = F(j,8)7" ((ﬂ —1)h (1og 3//]) + (logy) ™'/ (%)) -0 (Fl(jvﬂ))7

log y log y log y
firn=1
. logy/j .
M, . =F —1p =O0(F
1,7 (]7ﬁ) (10gy O( 1(]7ﬁ))7
firn>2
M, ;=0

und fir alle n > 0
n—2 2 Y d .
Ln,j = (logy)" ™ (loglog y) (1 + (Yy) og y) Fi(j,1-6) .

In unserem Fall ist entweder § = 1 oder # = 2q, also § =14+ R/L (analog y =1+ 2R/L). Die
Voraussetzungen von Lemma 3.4.1 sind damit erfiillt, und wir erhalten

2
Vi (®) = Z“(j.) My (8) Moy 1(8)gi(N.7)
1<y

+0 (Z M(j)zMn17](ﬁ)En27jgj(N77)

By M, ;(3)g;(N,7)

p(5)?
+ j En17]En27jgj(N77))

=: Y1 +0(X+ Y3+ X4).

Aus Lemma 3.4.1 folgern wir sofort:

1 = 0 fir max{ny,ns} > 2,
¥, = 0 fir ny > 2,
23 =0 fir no Z 2.

Die in den Summen 3, auftretenden Terme sind nun fiir die verbleibenden Werte von n; ab-
zuschatzen. Zuerst bemerken wir, daf fir n = 0 oder n = 1

M,; < Fi(j,1-6)(logy)" " und
Enj < (logy)""' (log L)* F1(j,1~ é). (3.4.10)
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Da d — d~" multiplikativ ist, haben wir
=D u(d)d™ =J[(1-p7") = F(j.7) (3.4.11)
dlj pli

und fir ¥ > 1

= > u(d)d"(log d)™ (Zu ) = (=DNFM(, 7).

dlj dlj

F(j,-) ist in einer Umgebung von B holomorph, wobei B = B(v,log™! L) die offene Kreisscheibe
um v mit Radius (log L)~! bezeichnet. Nach Cauchys Ungleichung gilt dann

FM(j,7) € K(log L)Y sup |F(j,2)].
z€0B

Wir wéhlen, wie in Lemma 3.4.1,

1 5
~ loglogy b M’

Fiir 2 € dB, d.h. |2 —v| = (log L)7!, ist Rez < 1 — §, also mit (3.4.9)
|F(j,2)] < Fi(j,Rez) < Fy(1 - 6).

Folglich gilt
19;(N. 7)) = FN(j,4) < Nt(log L)N Fi(j,1 - 6).
Da in unserem Fall N < Ny + Ny = O(1), haben wir insgesamt
9i(N,7) .o (log YN Fi(j,1 - 6) fir N> 1. (3.4.12)

Beriicksichtigen wir dies, sowie die Definitionen der M, ; und F, ;, so stellen wir fest, dafl bei
der Abschatzung der ¥, (1 < v <4) Summen der Form

> UV b1 sy
I<y
auftreten werden. Uber ihr Verhalten gibt unser nachstes Lemma Auskunft.

Lemma 3.4.2 Sei I1(j,1—-9) = H(l +p7 ) mit § > 0 und sei d > 0, wobei § +d < ¢ < 1.
Dann gilt firr > 1 pli

L 4
2 oy o [ Owurl(logy) 5 d=0
Zjl—d Fi(j,1—é) —{ Oco,r(yd/d) c 0<d<1.

Finen Beweis findet man auf Seite 108.
Mit unserer Wahl von 4 ist Lemma 3.4.2 mit d = 0 anwendbar. Wir erhalten

,u

F1 (j,1-0) < logy. (3.4.13)
i<y
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3.4.3 Der Fall N, > 2

Die bislang hergeleiteten Abschitzungen (3.4.10), (3.4.12) und (3.4.13) geniigen uns zur Ab-
schdtzung von Vi, n, im Fall N # 0, also in dem Fall, in dem n; < Ny oder ny < Ns.
Fiir max{ny,ny} = 0,1 gilt

N1 <Y Fi(5, 1= 6)%(logy)™ 2 T2g5(N, )

J<y

< (og )+ 2(0g DN S MV 1 - gy

J<y
< (log y)”1+”2_1(log L)N
< LMt =Y(log L)N

Ist ny = 0,1 und ny = 0, 1, so gilt analog

22 <& Lm-l-nz—l(log L)N_2
23 <& Lm-l-nz—l(log L)N_2

sowie fiir beliebige Werte nq, 19

Yy < LmFm =Y log L)V,
Insgesamt erhalten wir zusammen mit den obigen Frgebnissen fiir ny,ny > 2
Vi (8) < IVTN2"2(log Y5 fiir N #0, (3.4.14)

da ny < Ny — 1 oder nyg < Ny — 1.
Betrachten wir nun den Fall N = 0, also den Fall ny = Ny und ny = N3. Hier ist nach (3.4.11)

9;(0,7) = F(j,v) < L.

Gelte zusidtzlich noch max{ny,ny} > 2. Sei oBdA ny > 2, so folgt nach Lemma 3.4.2 mit
d=6/M bzw. d =0

Y =3, =0,
Y3 < Z“ 10gL (i) logy | Fi(j,1—6)*(logy)™ 'g;(0,7)
i<y y
< LM+ log LY (Z CRG =67 4y logy S I g 6)2)
J
< <y

<& LMt 2(log )3,
und analog

Yy < LMt "2 (log L),
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Somit ergibt sich

Vo (0) < LN1HN272(log ) fir max{nq,no} > 2. (3.4.15)

Die Ergebnisse (3.4.14) und (3.4.15) kénnen wir zusammenfassen. Ist ndmlich max{Ny, Ny} > 2,
so ist in der Summe Sy, n,(0) stets entweder N = 0 = max{nq,n2} > 2 oder N # 0, also gilt
nach (3.4.7)

SN17N2(0)

Ni Ny
N — Ni) (N .
S o0 o8 ) [ [ETREE ST

nq =0 no =0

< L7%(logL)’  fiir max{N;, No} > 2. (3.4.16)

Diese Sy, n, sind also recht klein. Wir werden sehen, daf} lediglich die verbleibenden Sy, n,
einen wesentlichen Beitrag zu J; und Jg leisten.

3.4.4 Der Fall N; =0 oder 1

Wir betrachten also die Sn, n,(8) mit Ny, Ny € {0, 1}. Offensichtlich ist

Soo(0) = Voo(0),
5071(0) = 5170(0)

LN (Vio,0(0) — Vo1,00))
LW 10(0) + O(L™*(log L)?), (3.4.17)

51,1(0) = L_Q(VQ,O,O(O) - VLO,I(O) - Vl,l,O(e) + VO,I,I(O))

= L7*V51.1(0) + O(L *(log L)).

Wir miissen also die Summen Vg 00, Vo 1,0 und Vp 1 1 untersuchen. Beginnen wir mit Vg 0. Nach

Lemma 3.4.1 folgt

wobel

V0,00

log y log y log y

PGP Pl ((ﬂ_l)h(logy/j)+ ! h,(log%'))lﬁ

=\ 2
_ _ ] R
F < (logy) *(loglogy)*y dZ’;(l_)d Fi(j,1-6)

1<y

=\ 2
_ _ ] R
+ (log y) *(loglog y)*y > > ’.ﬁ(_ld Fi(j,1-6)?

1<y

< L7%(log L)®.
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Multiplizieren wir den Hauptteil von Vp o0 aus, so erhalten wir

. Y.
:u ]7 ) 2 1Og /])
Vooo = h
oo ; F(j, 3)? (bgy
Zu F(G,7) 4 log
logy i g KU \logy

fogs— 1 Ly P PG hh’(lofgy/j) _I_O((logL)5)‘

logy = j  F(j,0)? 17

Wir haben hier also Ausdriicke der Form

1?2 F(j,v) logy/j) HG) F.A) N
Z k(@ ,ﬂ)Qp( Z 10gy Z TRENE (10gj) . (3.4.18)

J logy

vorliegen, wobei p das Polynom p(z Z a,z” darstellt.

Bei der Herleitung von (3.4.16) genugten uns stets Aussagen der Art, wie Lemma 3.4.2 sie
lieferte. Da die S, n,, in denen die Terme aus (3.4.18) auftreten, den wesentlichen Beitrag zu
J7 und Jg leisten, konnen uns derartige O-Abschatzungen nicht geniigen. Wir bendtigen also
eine genauere Aussage. Der folgende Hilfssatz ist eine Verallgemeinerung von Lemma 3.4.2 im
Spezialfall d = 0 und wird ebenfalls im Anhang A bewiesen.

Lemma 3.4.3 Sei f(p) = 14 O(p~°) fir Primzahlen p und sei f(j)= Hf(p), mit einer

Konstanten ¢ > 0. plJ
Dann gilt firv >0
u ( y) Y Py (logy)tt y
Z og= | = : + Oc((logy)”),
= j (2) v+l
wobei

P=T0 )

Das Produkt Py ist absolut konvergent.

F
Weil f(p) = % = 14+ O0(p~©), wegen 7,6 = 1 + O(L™!), konnen wir dieses Lemma

anwenden und erhalten

1 pG)? G (1.8) — Ps o logy
(logy) iy 7 F(5.0) (1 g ) TO@)-

T vt

Da Py absolut konvergiert, ist wegen v = 23 — 1

o 2P — pt=2 — p= 2
o=y =T {1+ 2R
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analytisch fir 8 = 1 4+ O(L™!). Daher gilt
P(B)=PL)+0(p-1))=((2)+0(L7")  fir F=1+0(L7")
und somit folgt aus (3.4.18)

wG)? PGy [(log?)\
]2 i F(j,8) p(log@/) - gyz +O(Zy:%)
1
= 1ogy2al,/0 t"dt+ O(1)

_ logy/olp(t) dt + 0(1). (3.4.19)

Sei nun ) )
P = / P2ty dt und Py = / B2t dt
0 0

Setzen wir (3.4.19) in Vg0 ein, so liefert uns dies

1 1 1
Voool0) = (8-1)*logy / h2(t) dt + / W2 (1) di
0 logy 0

4205 1) /01 hi!(1) dt + O(L~%(log L)°)

P
= (B—-1)Pilogy + ﬁ +B—14+0(L % (logL)?), (3.4.20)
ogy

denn es gilt )
/0 (R () dt = S(h3(1) — h*(0)) = L,

da wir 2(0) = 0 und A(1) = 1 gefordert hatten.
Analog laufen die Berechnungen beziiglich V510 und Vg 1,1. Es folgt

U G (5)65(5)95(0,7)

Zu (7)o log ¥
= 1 FG.8)?2 \logy
L 10 FGor) 0 (loeY)
logy < j  F(,8) log y

= (B-1)Pilogy+ 3+ O(L ™ (logy)’) (3.4.21)

VO,LO(O)

|
™

) +O(L™ (log L)")

und

Vo = M ) gi00.9)

i<y J
o e U
Ly U (ﬂjgf) +O((log ")

= Pilogy+ O((logy)®). (3.4.22)
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Die Ergebnisse (3.4.20), (3.4.21) und (3.4.22) kénnen wir jetzt in (3.4.17) einsetzen. Da y =
TY2L=20 also logy = %L + O(1), ist
Soo(0) = L7 (58— 1L Py + 2P, + (8 — 1)L) + O(L ™% log” L),
5071(0) = 5170(0) = —%L_l ((ﬁ - 1)LP1 + 1) + O(L_2 10g5 L),
S11(0) =1L7'P 4+ O(L%log” L)

fiir 8 = 1 oder 8 = 2a.
Abschlieffend bemerken wir noch, dafl wegen 5 — 1 < L~1

S0, 8015 S1.0, 811 < L7 (3.4.23)

Hiermit haben wir jetzt auch die bereits auf Seite 54 verwendete Abschatzung von Sy o bewiesen.

3.5 Abschatzung von «,,

3.5.1 Berechnung von J/U

Die gerade erzielten Ergebnisse setzen wir jetzt in die Definitionen von J; und Jg, (3.3.37) und
(3.3.39), ein.

Es folgt aufgrund von (3.3.37), (3.3.38) und, da wegen (3.4.16) nur die Sy, n, mit Ny, Ny € {0,1}
wesentliche Beitrage leisten,

2R 1 2

n>0 v=0

— U (1) 6T (1) 5 (1)
— U (1) (1) Sp1 (1)
+o D (1) 6 I(1) 51,0(1)) L O(L g’ ).

Bevor wir unsere Abschatzungen fiir Sy, n, in diese Darstellung von .J7 einsetzen, werden wir
sie vereinfachen. Zuerst entfernen wir die imagindren Anteile der Summanden des Hauptteils,
indem wir das komplexwertige Polynom

P(2) = ¢(2) (1 -2z + %)m durch Gm(z) = d(2)(1 —22)"

ersetzen. ks gilt
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Somit folgt

v S m!
= (Jeverenz

X Kl -2z 4 g—é)m_j - (1- QZ)m—J‘] .

Der Term in eckigen Klammern ist dabei betragsmaBig

1 m=j m-—j m—j—p \™ o\ m-1 1
<= . 11— <m-|=] (14— —
() R0-f) ) (o)
und insgesamt gilt daher fir 0 < 2 < 1

o (z) = 8 () + 017,
Damit ist wegen (3.4.23) und wegen (1 —2a)™' < L

T

2L

L6 () 65 (2) S, 0) 650 (2) 642(2) Sxy x () + O(L7).

1—2a 1 -2

Zusammengenommen kann also in J7 (und analog auch in Jg) stets ¢, durch ¢,, ersetzt werden,
da der entstehende Gesamtfehler < L~! ist und so in das Restglied O(L~!log® L) fillt.
Weiter ist nach der Definition von a (3.1.17)

1 { R/L :6=1

Bo1=0—aq—~=
2 —R/L  ;0=2a,

sowie 1 —2a = 2R/ L.
Sei nun noch

Bi(z) = 0n(z) ,  Da(2) =L (2) und  Ba(z) = ()6, (2).
Mit diesen Abkiirzungen gilt

2 = 3 (") AR OL N OR

Verwenden wir diese Resultate und setzen die Abschdtzungen fiir Sy, n, ein, so erhalten wir
die vereinfachte Darstellung

= CU" (o0 (152 1) (n)
Jr = Egmm@Rw(Qu)GR}ﬁ+ﬂ5+R)+§% uﬂﬁ+QBONRH+&D

+O(L™ log® L).
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Véllig analog verfahren wir mit (3.3.39). Mit den oben genannten Vereinfachungen erhalten wir

letztendlich

L ED" e gy (12 1 (") (n)
Js = ﬁ%@ (@17(0) (R*Py + 2P, + R) + 107 (0) P + 0(7(0) (RPy +1))

+O(L™ log® L).

Nach (3.3.36) miissen wir die Differenz zwischen J; und Js betrachten.
Wiederholte partielle Integration ergibt fiir Polynome p(z)

/01 eQRZP(Z)dZ _ % % (esz(”)(l) _ p(”)(O)) 7

womit nach (3.3.36) gilt :
J

_ !
i Jr —Js + O( )

1 1 1
= (%RQPl + 2P2) / 62RZ(I)1(Z) dz + %Pl / 62RZ(I)2(Z) dz + RPl/ 62RZ(I)3(Z) dz
0 0 0

o= 3 (R(ROPI(1) 4+ 05(1)) + (RO (0) + 057(0)))

2R =

+O(L ™ log® ).

Selbstverstindlich werden wir jetzt die noch verbliebene Summe entfernen. Nach Definition der
O, gilt ®5(z) = £®4'(#) und somit

=y

n>0

(-b"
(2R)"

(Re{(2) + 0{"(2)) = ®1(2).

Zur weiteren Abkiirzung sei
1 1
4 :/ A0 (2)dz und v’ :/ A 0,(2) dz.
0 0

Fiir das entsprechende Integral iiber ®5 brauchen wir keine derartige Abkiirzung, denn mit
partieller Integration erhalten wir, da ¢,,,%(1) = ¢*(1) und ¢,,%(0) = ¢*(0) = 0,

/01 oy (2)dz = 1 (H1P(1) 1) - RV
Folglich ist
= (3R2P +2P) W+ 1PV + RPy ((e*6*(1) - 1) - RY)
+ 1 (2 (1) +1) + O(L " log® )
(20 (1) + 1) + RP(*R62(1) = 1) + PV + (4P, — R2P)Y)
+O(L " og® L) .

I
U
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3.5.2 Letzte Vereinfachungen

Wir sind nun in der Lage, eine erste Abschdtzung fiir a,,, anzugeben. Mit (3.2.24) folgt

log F.(¢, b, R)

m > 1 —inf ,
Qyy > in I

(3.5.1)

wobei
Fr(d,h, B) = 1 ((e*6*(1) + 1) + BP0 (1) = 1) + PLW' + (4P, — R*Py)¥)

und wobei das Infimum iber alle R > 0, alle h(z) € R[2] mit A(0) = 0 und h(1) = 1 (P, P,
héngen von h ab)sowie iiber alle ¢ (2) € R[z] mit ¢ (0) = 0 und ¢'(z) = ¢'(1 — z) gebildet wird

Zur Abkiirzung sei
U+ R(e2Rp?(1) — 1) — R?V

A ;
4V

so dafl
Fou(poh, R) = L (1) + 1)+ 20 (PN + Py) .

Statt der Polynome h und ¢ kénnen beliebige, auf [0, 1] stetig differenzierbare reelle Funktionen
mit den gleichen Eigenschaften verwendet werden, da derartige Funktionen sich beliebig genau
durch Polynome approximieren lassen.

Es ist sicher wiinschenswert, diese Funktionen optimal zu bestimmen, um das Infimum in (3.5.1)
zu minimieren. Beziiglich der Funktion h kénnen wir dazu Ergebnisse der Variationsrechnung
verwenden. Wir miissen also h derart wahlen, dafl PiA — P, md6glichst klein wird, also so, daf§

P+ P = /OI(W(Z) FR%(2))dz mit h(0) =0, h(1) = 1

minimal wird. Als Losung dieser Lagrange-Aufgabe kommen ([GF63]) die Losungen von
" —Ah =0

in Frage.
Die offensichtliche Losung h = 0 scheidet aus, da sie nicht der Bedingung h(1) = 1 geniigt.

1
Da e*f¢?(1) — 1 = 2/0 ¢ (2) b/ (2) dz + 2RV, folgt

U+ R (1) — 1) — R?V = /1 A (p,"(2) + R (2))%dz > 0,
0

und somit ist wegen ¥ > 0 auch

U 4 R(e2Rp(1) — 1) — R?V .
B 4V

A 0.

Setzen wir also A = /A, so haben die Lésungen der obigen Differentialgleichung ([Kam59,
C.2.9]) die Form
h(z) = ¢1 cosh(Az) + ¢z sinh(Az).
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Aus 1(0) = 0 folgt ¢; = 0 und aus h(1) = 1 folgt ¢z = (sinh A)~! und insgesamt ist damit

sinh(Az)
h =
() sinh A
Mit dieser Wahl erhalten wir
A cosh A
PA+ Py = 220 p oth A L
sinh A

Setzten wir dies in F,,,(¢, h, R) ein, so erhalten wir
Fou(¢y R) = Fp(d,hy R) = 1(e*F6*(1) + 1) + 2WA coth A,

und damit ist Satz 2.2.1 bewiesen.

3.6 Numerische Berechnungen I

3.6.1 Eine allgemeine Darstellung von ¢,

Um jetzt die Werte des Korollars 2.2.2 zu erhalten, sind wir gezwungen, die Funktion ¢, sowie die
Konstante R, optimal zu bestimmen. Leider steht uns hier keine dhnlich elegante Moglichkeit
zur Verfiigung wie oben bei der Wahl der Funktion k. Daher benutzen wir numerische Verfahren
zur Suche nach einem Minimum der Funktion

1
108 F (6, R).

Die Funktion ¢ wollen wir dazu als Polynom wahlen, so daf§ die zu minimierende Funktion als
Funktion von R und den Koeffizienten dieses Polynoms betrachtet werden kann.
Da gelten muf

»(0)=1 und ' (z)=¢'(1 - m),

kommen nur bestimmte Polynome in Frage. Sei
d(a)=¢ (v +1),

dann ist ¢ (2) = ¢ (—x), ¢ ist also eine gerade Funktion und es gilt somit

d—1

G(a) = dle—1/2) = 3 by(e - 1/2)™.

v=0

Alle Stammfunktionen von ¢’ haben die Form

ooy = [ it o= I LA
$_1/2 0= 27 T ’
mit g = ¢ (1/2). Polynome dieser Gestalt erfiillen, bei geeigneter Wahl von g, die geforderten
Bedingungen. Da wir aber ohnehin mit der Funktion ¢,,,(z) = ¢ (z) (1 — 22)™ rechnen miissen,
formen wir unsere Darstellung von ¢ noch etwas um.
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1 2v+1 b 1
D —1/2=(-1/2)(1 -2 ilt mit g, = | = -
ar-1/2= (-1 - 20) it mie 5, = () 57

d
o(x) = o+ > Bu(l—22)* L.

v=1

d
Wihlen wir Gy =1 — Z By, so gilt auch ¢(0) = 1. Es ist also

v=1
d
Pm(x) = Po+ D B(1—22)2 71+,
v=1

3.6.2 Numerische Berechnung von F,(¢, R)

Samtliche weiteren bei der Berechnung von F,,, (¢, R) auftretenden Werte lassen sich nun bequem
berechnen. Es gilt ndmlich

2d—1+m 2d—24m
da)= Y et wd  dz)= 3 (e Dyt
pn=0 ©u=0

mit

1<p<d K K
> p+1-—m

Setzen wir nun d’ = deg ¢, = 2d — 1 + m, so folgt

2d’ 2d'—2
On(@) =328 3T ymew wd (@)= 30 A 3T k= p)yuees
=0 o<uca =0 aeca
u<k u<k+1
pokod pek-d 42

Diese Werte algorithmisch zu berechnen, stellt also kein Problem dar.
Um den Wert A zu erhalten, miissen nur noch die Integrale ¥ und ¥’ berechnet werden, in denen
die obigen Funktionen ¢2, und qﬁ%ﬁ auftreten. F,,(¢, R) kénnen wir damit dann als Funktion
in d + 1 Variablen, ndmlich R und den 3, mit v = 1,...,d, auffassen.

3.6.3 Das Programm

Da fiir Minimierungsaufgaben diverse Routinen der NAG-Bibliothek ([NAGS86]) am Hochschul-
rechenzentrum der Universitdt Frankfurt am Main zur Verfiigung stehen, besteht das FORTRAN-
Programm SUCHEO, mit dem die in Korollar 2.2.2 angegeben numerischen Werte gefunden wur-
den (s. Anhang B), im wesentlichen aus einer Definition der zu minimierenden Funktion —
entsprechend den obigen Uberlegungen —, einem Aufruf der minimierenden NAG-Routine und
einer Schleife, in der verschiedene Startwerte gewahlt werden.

Auch zur Berechnung der Integrale ¥ und ¥’ werden Quadraturroutinen der NAG-Bibliothek
verwendet. Der Versuch, diese Integrale explizit iiber eine Rekursionsformel zu berechnen,
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scheiterte, da die dabei auftretenden Zahlen zu grofi werden, um im Rechner exakt dargestellt
werden zu kénnen.

Des weiteren wird eine NAG-Routine zur Erzeugung von Pseudo-Zufallszahlen benutzt, um
die Startwerte des Minimierungsalgorithmus zu generieren. Fine genaue Frliuterung dieser
Routinen findet man in [NAGS86]. Der Vorteil in der Verwendung solcher numerischer Software-
Pakete liegt zum einen in der Einfachheit ihrer Anwendung, vor allem aber in ihrer numerischen
Stabilitat.

Bei hoherem Grad des Polynoms ¢, konvergiert das benutzte Minimierungsverfahren leider
nicht mehr bei jedem Startwert gegen ein lokales Minimum. Da jedoch stets der kleinste aufge-
fundene Wert von der Minimierungsroutine zuriickgegeben wird, sind auch diese Programmlaufe
fiir unseren Zweck verwendbar. Beispiele von Programmausgaben findet man ebenfalls im An-
hang B.

Der Umstand, daf die hier erzielten Ergebnisse besser sind als Conreys (vgl. [Con83a, § 7]),
obwohl die gleichen Funktionen zugrundegelegt werden, ist dadurch zu erklaren, dafl Conrey fiir
¢ Polynome geringeren Grades wahlte, als das mit dem hier verwendeten Programm moglich
ist.

3.6.4 Die Maxima

Die Tabelle 3.1 zeigt die Werte fiir R und 3y,...34, an denen das Programm SUCHEO die in
Korollar 2.2.2 genannten Maxima von 1— R~!log F),,(¢, R) gefunden hat. Samtliche Werte sind
auf jeweils acht signifikante Stellen gerundet, die Schranken aus Korollar 2.2.2 sind dagegen
nach jeweils sechs Nachkommastellen abgeschnitten.
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B 0 1 2 3 4
R 14760924 | 1.2145657 | 1.3025133 [ 1.5148713| 1.8874695
5 67103125 | 1.2617328 | 1.9197010 | 2.5016643 | 2.5132416
B2 | —.26415943 | —3.8172995 | —7.2775661 | —10.303586 | —9.8475588
B3 15850922 | 10.302836 | 18.211992 | 24.675925 | 22.506354
81 | —.069562664 | —16.064069 | —25.008732 | —31.439920 | —27.631595
05 015669665 | 13.888409 | 18.134471 | 20.300627 | 17.320037
B —6.1085159 | —6.0102666 | —5.2348342 | —4.3604698
B 1.0392884 | 52974669

| o > ]| 36581586 | 81568226 | 96014221 | .98821615] .99522696 |

B 5 | 6 7 8 9
R 2.3010114 | 2.2431667 | 2.7458060 | 2.8307870 | 3.7417189
5 2.3948019 | 2.1800982 | 1.9846892 | 2.1120596 | 1.2264449
B2 | —8.6731755 | —6.0104306 | —5.2179423 | —5.7671047 | —1.5219522
B3 18.520367 | 8.7220584 | 7.8067416 | 8.6858287 | 1.1157811
81 | —21.379508 | —5.5177106 | —5.6555390 | —6.2745446 | —.32027469
35 12.666469 | 74637204 | 15820636 | 1.7437727
Bs | —3.0289303| .37964633

o > ]| 199754323 | 99845820 [ 99902042 [ .99931006 | .99952300

Tabelle 3.1: Abschidtzung von a,,
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Kapitel 4

Einfache Nullstellen

4.1 Eine andere Darstellung von f(m)

Wie in der Einleitung angekiindigt, wollen wir nun noch a%), den Anteil der einfachen Nullstel-
len von f(m)(s), die auf o = % liegen, abschitzen. Abgesehen von einigen Modifikationen folgen
wir dem in [Con83b] gefiihrten Beweis.

In [HB79] zeigte Heath-Brown, wie Levinsons Beweisansatz aus [Lev74a] derart abgewandelt
werden kann, dafl Levinsons Schranke auch fiir aél) gilt. Leider 148t sich Heath-Browns Argu-
ment nicht auf den von uns verfolgten Beweisansatz anwenden, da unsere Darstellung (3.1.2)
fiir £0™) nicht die von Levinson verwendete ist. Wir miissen folglich zuerst eine neue derartige
Darstellung suchen. Ausgangspunkt dafiir ist die Definition der £-Funktion, also

Hieraus folgt durch Differentiation

g = 3 (m " 1) (O () H 170 ).
u=0 H

Fir0<o<logL, T <t<T+ U und k < ko wissen wir beziiglich der Ableitungen von H(s)
bereits, dafl nach Lemma 2.4.3,

H®)(s) = H(s) (F(s)* + Ry)
mit
Ry =0 (T71572), (4.1.1)

und, gemiff Lemma 2.4.2,

F(s) = =L+0(17"). (4.1.2)
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Damit erhalten wir nun

gmt)(5) = H(S)i(m)g(u)(s)p(s)mﬂ—u

u=0 \
3 (1) i+ )
SC) oI Y KEEVEECREVIRTIE) of () KAV
3 (1) i+ s )
= F(s)EM(s) + G(s), (4.1.3)
wobei
60 = g K + 19 S ()6 (= PO (110

Andererseits folgt aus der Funktionalgleichung der &-Funktion durch Differenzieren, wenn wir
(4.1.3) verwenden,

£rt(s) = (=" -
= —F(1—s)tM(s) = (=1)"G(1—s). (4.1.5)
Setzen wir nun (4.1.3) und (4.1.5) gleich und 16sen nach ™) (s) auf, so erhalten wir

G(s)+ (-1)™G(1 - s)
F(s)4+ F(1-s)

_ elmg G(s) oy (emyq G(1—s)
= S TR T Y (5 (1 )+F(s)+F(1—s))

€)= -

und fur s = % + ¢t folgt nun

EM(E+it) = Qu(F +it) + (=1)" Qu( + it), (4.1.6)
mit
Qn(s) = E7(s) + 1 557881 —- (4.1.7)

Mit (4.1.6) haben wir also jetzt unser Analogon zur Darstellung (3.1.2) gefunden. Wie in
Kapitel 3 ((3.1.3) und (3.1.4)) gilt £(™(L 4 it) = 0 genau dann, wenn

0 (modm) ;  m ungerade

7/2 (mod ) ; m gerade (4.1.8)

entweder arg Qm(% +it) = {

oder Q% +1t) = 0. (4.1.9)
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Um nun zusitzlich noch Aussagen iiber die Einfachheit der Nullstellen von £(")(s) machen zu
kénnen, benétigen wir Informationen fiber £(™+1)(s). Wir erhalten aus (4.1.3) und (4.1.7)

f(m—l—l)(s) — Qm(s)(F(s) + F(l _ 8)) _ f(m)(S)F(l — 5)_ (4110)

Sei zunichst p = 1 + ity eine Nullstelle von Q,,(s), sei also (4.1.9) erfiillt. Nach (4.1.6) ist p
dann Nullstelle von £(")(s) und aus (4.1.10) folgt, daf p schlieflich auch eine Nullstelle von
£0nt1)(s) darstellt.

Im Fall (4.1.9) kann p also keine einfache Nullstelle von £™)(s) sein.

Liegt dagegen (4.1.8) vor, also £(™)(p) = 0 mit Q,,(p) # 0 fiir p = L + ito, so folgt aus (4.1.10)
und (4.1.2), daf €07+ (p) £ 0, falls ¢ hinreichend grof ist.

Im Fall (4.1.8) ist p demnach eine einfache Nullstelle von £0™)(s).

Zahlen wir — wie schon in Kapitel 3 — nur die Haufigkeit des Eintretens von (4.1.8), so wissen
wir, dafl wir nur einfache Nullstellen betrachten. Aus dem in Kapitel 3 verfolgten Beweisansatz
konnten wir keine Gleichung der Art (4.1.10) herleiten, so dafl wir dort nicht auf die Einfachheit
der Nullstellen schlieflen konnten.

4.2 Ruckfiihrung

Offensichtlich miissen wir mit Q,,(s) genauso verfahren, wie mit der aus (3.1.1) bekannten
Funktion @,,(s). Beide Funktionen erlauben uns durch (4.1.8) beziechungsweise (3.1.3) eine
Abschatzung fiir die Anzahl der Nullstellen von f(m)(% + it) herzuleiten.

Wir werden jetzt Q,,(s) auf @,,(s) zuriickfithren, so daf wir den Beweis des Kapitels 3 auf
Q,,(s) und somit auf die Betrachtung einfacher Nullstellen anwenden kénnen.

Aus (4.1.2) und aus (4.1.7), der Definition von Q,,(s), erhalten wir

Quls) = M)+ F(s) fij()l — %)
= (s) 4+ L7'G(s) + G(s) - O(T7'L72)
= Q™(s) + Fu, (4.2.1)
wobei
Q(s) = &(s) + L™ H (5)('(s) = H(s) (C(s) + L71C(s) (4.2.2)
Fo=G(s)-0 (T7'172). (4.2.3)

Untersuchen wir Q(s) etwas genauer. Aus der Riemann-Siegel-Formel (Lemma 3.1.1) folgt,
wenn wir wieder x(s) = H(1 — s)/H(s) setzen,

(s) = fils) + x(s) fals)

und



78

4. Einfache Nullstellen

wobei
fi(s) = /0/1 mdz und fa(s) = /0 ——dz
Setzen wir dies in (4.2.2) ein, so erhalten wir
Qs) = H(s)(Cs)+ L7C(s))
= H(s) (fi(s)+ L7 f{(s)) + H(1 = s)- L7} fi(s)
+ H(1=5) (fals) = L7HF(s) + F(1 = 5)) fals)) -

Vergleichen wir dies mit der Funktion @,,(s), die in (3.1.1) definiert wurde. Wé&hlen wir den
Spezialfall m = 0 und, wie in Satz 2.2.3 gefordert,

¢($):1_$7

so gilt zum einen Qém)(s) = @Qm(s) und zum anderen
Qols) = H(s) (uls) + L7 A1) + H(1 = )« L7 14(s),

da f{(s) = =L f1(s) und fi(s) = L71fa(s).
Wir haben also

Q(s) = Qols) + H(s) x(s) fao(s) (1 = LT (F(s) + F(1 - 5)) .

Nach (4.1.2), Lemma 2.4.4 und Lemma 3.1.2 folgt, dhnlich wie bei der Abschdtzung von ¥, im
Abschnitt 3.1.2,

X(8) f2(s) (1 — LY (F(s)+ F(1 - 5))) < T=-1/2-7/2

Somit haben wir

Q(s) = Qols) + H{(s) - O(T*/*=7/2)
und unter Verwendung von (4.1.2), (4.2.1) sowie Lemma 2.4.3 folgt fiir o > 0

Quls) = QU(s)+ 7y
= Quls)+ 0 (T72H(s)| + | Fl)

Genau wie im Abschnitt 3.1.1 miissen wir analog zu V(s) = @, (s)/H(s) die Funktion

)

betrachten. Wenn wir gezeigt haben, dafl dieser Fehlerterm keinen entscheidenden Einflufl
besitzt, konnen wir die Berechnungen des Kapitels 3 beziiglich V() auf V(s) iibertragen. Da
wir hier den Spezialfall ¢ (2) = 1 — 2 vorliegen haben, wére Satz 2.2.3 damit bewiesen.

_ Qu(s)
H(s)

Fm

V(s) m

=V(s)+ 0 (TE—W + ‘
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Wir schétzen also F,,,/H(s) ab. Aus (4.2.3), (4.1.4), (4.1.2) und (4.1.1) folgt

F " (m
T« T ( ) CHD )] - |FP(s)™ " + Ry

+ L_l Z (Z) |C(m)(5)| . |Rm+1_#« + F(S)Rm—p,|
pn=0

< i (7;6) 71 m—n-2 ‘C(“‘H)(S) + C(“)(s)‘ . (4.2.4)
p=0

Zur Abschitzung von C(k)(s) benotigen wir noch das folgende Lemma, das im Anhang A be-
wiesen wird.

Lemma 4.2.1 Firo > o9 >0, |[t| >t und k < ko gilt
C(k)(s) = Okowgoﬂfo (|t|1/2) .

Unter Verwendung dieses Satzes folgt jetzt aus (4.2.4)

f
m T6—1/2
H(s) <

und insgesamt haben wir
V(s)=V(s)+0(T5713).
Nach (3.1.10) ist
V(s) = C(s) + x(s)D(s) + O(T""/?)
und demnach
V(s) = C(s) + x(s)D(s) + O(T=77/* 4 7=71/2),
Dieser Fehlerterm ist unproblematisch, da die V'(s) betreffenden Abschétzungen des 3. Kapitels
(z.B. (3.1.13)) auch mit dem zusitzlich zu addierenden Term O(T=~/2) zu den gleichen Resul-
taten fiithren. Der Beweis von Satz 2.2.1 143t sich daher beginnend mit Abschnitt 3.1.3 wortlich

auf V(s) an Stelle von V(s) iibertragen, diese Rechnungen beweisen im Fall ¢(z) = 1 — 2 in

Anbetracht der obigen Uberlegungen also auch Satz 2.2.3. -

4.3 Numerische Berechnungen II

Das Programm, mit dem die Werte des Korollars 2.2.4 bestimmt wurden, entspricht im wesent-
lichen dem in Anhang B abgedruckten Programm, auf das wir am Ende von Kapitel 3 bereits
eingegangen sind.

(1)

Da die untere Schranke fiir a;;,” aus Satz 2.2.3 ein Spezialfall der analogen Formel aus Satz 2.2.1
ist, ist klar, daf} die Berechnung der Schranken fiir ag) auf die gleiche Art erfolgen kann, wie
im allgemeineren Fall. Da die Funktion ¢ (z) jetzt sogar eindeutig bestimmt ist und somit nicht
mehr durch Optimierung gefunden werden mu$, ist das Programm, mit dem wir nun arbeiten
kénnen, sogar einfacher.

Berechnungen wurden fiir m = 0, ..., 18 durchgefiihrt. In Korollar 2.2.4 wurden zum Vergleich
mit Korollar 2.2.2 nur die ersten zehn Werte angegeben aber in Tabelle 4.1 sind sdmtliche

berechneten Schranken sowie die jeweilige Wahl von R aufgefiihrt.
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‘ a$)> R Hm‘ a$)> R Hm‘ a$)> R

m
0 | .34856712 | 1.2928420 || 7 | .99259583 | .67283815 || 13 | .99764878 | .65983164
1 1.78696702 | .89787039 || 8 |.99419588 | .66962342 || 14 | .99795621 | .65858589
2 1.93162261 | 74929814 || 9 | .99532667 | .66698013 || 15 | .99820698 | .65748225
3 1.96670040 | .70644933 || 10 | .99615572 | .66476330 || 16 | .99841422 | .65649767
4
5
6

97994591 | .69036385 || 11 | .99678178 | .66287588 || 17 | .99858747 | .65561383
98646920 | .68222335 || 12| .99726621 | .66124889 || 18 | .99873378 | .65481605
99022238 | .67686763

Tabelle 4.1: Abschatzung von a%)

4.4 Beweils der Korollare

Noch unbewiesen sind die beiden letzten Korollare aus Kapitel 2. Zuerst wollen wir Korol-
lar 2.2.5 zeigen, also die Beziehung

Beweis von Korollar 2.2.5 :
Die “>”-Relationen sind trivial, bevor wir aber a%) = 14 O(m™?%) beweisen, zeigen wir, dafl
fiir eine auf [0, 1] zweimal stetig differenzierbare Funktionen f gilt :

! wo (S 4 F0) (D)) + f(0) M
/Of(x)(l—Qx) b= e T T D) +0(—), (4.4.1)

n3

. . 1"
wobei M = JBax, | ()]

Durch zweimalige partielle Integration folgt namlich

! wy DA+ fO) (=D (D) + (0
/0 Ha)(l=2e)de = 507, Tt D(nt2)

1 ! 1" n+2
* 4(n+ 1)(n—|—2)/0 f(@)(1 = 22) 2 de.

Nun ist

1 1
/ F(@)(1 = 20)+2da| < M-/ 1= 22["+2de =
0 0

und somit folgt (4.4.1).

Der Finfachheit halber betrachten wir nun in Satz 2.2.3 den Fall R = 1. Fir m > 1 gilt, wenn
wir in (4.4.1) f(z) = €**(1 — 2)? und n = 2m setzen, und die Bezeichnungen von Satz 2.2.1

beibehalten,
1 1 M
U= 22— 2 (1 —-220)""dg = ————— .
/06 (1= 2)(1 = 22)™de 2(2m—|—1)+0(m3)

n+3
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Esist M = Jnax |f"(z)] = 4€? < 1, also nach Polynomdivision

Analog berechnen wir ¥’'. Hier miissen wir n = 2m — 2 wihlen, sowie
f(x) = ((2m + 2)x —2m — 1)
Damit erhalten wir M = 32me? + 8m2e2 4+ 282 « m? und

_4m2—|—4m—|—1
N dm — 2

p' —I—O(m_l):m—l—%—l—O(m_l).

Damit kénnen wir nun A abschétzen. Da wir ¢ (z) = 1 — 2 und R = 1 betrachten, ist

¥ 19
A2:7:47712—|—4m—|—0(1)>>m2
4¥
und folglich
€2A‘|‘1 am
cothA:ezA_lzl—l—O(e )

Insgesamt ist nun
Fpn(6,1) =1 4+ 2WAcothA = 1+ 0 (m_2) :
also

o) >1-log F(¢,1)=1+0 (m_z) ’

womit Korollar 2.2.5 bewiesen ist. 0

Zuletzt miissen wir als weitere Folgerung noch Korollar 2.2.6 beweisen, also die Behauptung

wobei 3, den Anteil der Nullstellen von ((s) mit Vielfachheit > m bezeichnet.

Beweis von Korollar 2.2.6 :

Sei s = £ + it eine mindestens m-fache Nullstelle von ((s). Dann ist nach der Definition der
&-Funktion s auch eine Nullstelle von £(s) mit der gleichen Vielfachheit und mithin stellt s
eine mindestens doppelte Nullstelle von f(m_Q)(s) dar. Der Anteil dieser Nullstellen ist nach
Korollar 2.2.5 aber hochstens O((m — 2)?) = O(m™?%), womit die Behauptung bewiesen wire.

O
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Kapitel 5

Weitere Resultate,
Ausblick

5.1 Verlangerung der glattenden Funktion
(1)

Die in den vorhergehenden Kapiteln gezeigten Abschatzungen fir «,, und ay,” sind fir m =0
nicht die gréfiten bis heute bekannten unteren Schranken. In [Con89] zeigt Conrey, wie bereits
in den Kapiteln 1 und 2 erwéihnt,

ap> 04088  und oV > 0.4013

Conrey wahlte als glattende Funktion

P(s) = Z b(n) mit y =177

und mit den gleichen Koeffizienten b(n), wie wir in (3.4.5). Statt aber § = ; — ¢ zu verwenden,
wahlte er 8 = % — ¢, wodurch er zu den oben genannten Verbesserungen gelangte.
Leider ist diese “Verlangerung” der gliattenden Funktion mit nicht unerheblichen Schwierigkeiten

verbunden. Das Problem besteht im wesentlichen darin, eine asymptotische Formel fir Integrale
der Form (vgl. (3.1.22))

I= / Lty —|—it)‘2dt (5.1.1)

zu finden, wobei allgemein 1(s) ein Dirichletpolynom der Linge y = T? darstellt.

Um 6 = % — ¢ verwenden zu kénnen, wird in [Con89] neben den Techniken, die wir in Kapitel 3
angewandt haben, vor allem auf zwei weitere Arbeiten zuriickgegriffen, die eine asymptotische
Darstellung von I erlauben :

Zum einen bauen grofle Teile der Rechnungen auf den Methoden aus [BCHBS85] auf, wo Bala-
subramanian, Conrey und Heath-Brown fiir b(n) <. n° zeigen, daf

I1=T Z (m) (n,m) (logL’m)2 + 2y — 1) +o(T),

-m 2rnm
n,m<y
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allgemein fiir y = T"/2=% und, unter Annahme von Hooleys R*-Vermutung ([Hoo78, §8]), fiir
y = T4/7_6.

Zum anderen benoétigt Conrey ein Ergebniss iiber unvollstindige Kloosterman-Summen, das
Deshouillers und Iwaniec in [DI84, Lemma 1], aufbauend auf ihrer Arbeit [DI82], beweisen. In
[DI84] gelingt es den beiden Autoren damit, eine Asymptotik fiir &hnliche Integrale wie I auch
ohne Annahme der R*-Vermutung fiir § = % — ¢ herzuleiten.

Um den Satz, aus dem Conrey die genannten Schranken berechnete, mit unseren Ergebnissen,
die § = L — ¢ verwenden, vergleichen zu kénnen, formulieren wir nun das Resultat aus [Con89]

2
in einer Form, die dhnlich zu unseren Sitzen 2.2.1 und 2.2.3 ist.

Satz 5.1.1 Seien R > 0 und 8 < % reelle Konstanten und ¢ eine stetig differenzierbare Funktion

mit ¢(0) =1 und ¢'(z) = ¢'(1 — x). Set weiter

1
4 :/ A gt(z) de
0

1
v = / B (R (2) + ¢/ (2))? da und
0

2157 1/2
A (0 xp)
N

F(¢, R) = 3(e*Fp*(1) + 1) + 67 WA coth A

und sei schliefilich

Dann gilt
log F(¢, R
> 1 o8 ](;b )
und, falls ¢(z) = 1 + cx,
log
O W‘

Setzen wir hier § = £, so erhalten wir (fast) unsere Sitze aus Kapitel 2.

Aufgrund dieser Ahnlichkeit ist es leicht, das Programm SUCHEO (Anhang B) so zu modifizieren,
(1)

dafl untere Schranken fiir ap und oy’ gemafl Satz 5.1.1 berechnet werden konnen. Tatsachlich
war es damit moglich, Conreys Resultate weiter zu verbessern. Mit den in Tabelle 5.1 angege-

d
benen Werten fiir R und ¢ (z) = 8o + Z B,(1 —2z)*~! folgt

v=1

ag > 0408959  und oV > 0.402193
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ag > 0.40895932 | ol > 0.40219321
R 1.2915859 1.1316946
5 62300877 51400424
IR — 17708888
s 1087202732
34 032568394
s 0066857637

Tabelle 5.1: Abschitzungen gemaf} Satz 5.1.1

5.2 Hypothetische Abschatzungen

Die Autoren von [BCHBS85] konnten zeigen, dafl ihre asymptotische Formel fiir § > 1 nicht
mehr giiltig ist, bestenfalls ware also die Wahl 8 = 1 moglich. Nehmen wir an, Satz 5.1.1 gelte
fiir # = 1, so wire, wie numerische Berechnungen mit einer Modifikation des Programms aus
Anhang B zeigen,

ap > 0588407  und ol > 0586572 . (5.2.1)

Da die hier verwendeten Koeffizienten b(n) der glittenden Funktion bereits in einer sehr
allgemeinen Form gehalten sind (vgl. (3.4.5)), ist es vermutlich nicht zu erwarten, daf diese
Abschitzungen ohne Hinzunahme ganzlich neuer Ideen, wesentlich verbessert werden kénnen.
Weitere Resultate wurden bislang nur unter Annahme der Riemannschen Vermutung erziehlt.
Diese setzen wir nun voraus. Beziiglich ag ergibt sich dann trivialerweise

Oéozl )

(1)

aber auch in Hinsicht auf oy’ erlaubt Riemanns Hypothese weitere Aussagen. So zeigte bei-
spielsweise Montgomery in [Mon72, Cor. 2]

aél) >

Wl N

und unter der zusdtzlichen Annahme seiner “pair correlation conjecture” ([Mon72, (12)]) folgt,
daf fast alle Nullstellen von ((s) einfach sind, also

5.3 Ausblick

Weitere Verbesserungen der in der vorliegenden Arbeit berechneten numerischen Werte hingen
sicherlich in entscheidendem Mafle vom Fortschritt ab, der bei der Untersuchung von Integralen
der Form (5.1.1) erreicht wird.

Wie (5.2.1) zeigt, ist es dagegen unwahrscheinlich, dafl weitere Verfeinerungen von Levinsons
Beweis zu ag = 1 fiihren kénnen. Der Grund liegt wohl vor allem in der Abschitzung mittels
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Jensens Ungleichung (Abschnitt 3.1.4). Daf hierbei tatsdchlich Ungenauigkeiten auftreten, zeigt
der unterschiedliche Erfolg, der mit den diversen glittenden Funktionen erziehlt werden kann
(vgl. Kapitel 1 und die Bemerkungen nach (3.1.22)).

Eventuell ist jedoch die Ubertragung von Levinsons Methode auf die Nullstellen anderer Di-
richletreihen moglich, die &hnliche Figenschaften besitzen, wie die (-Funktion sie aufweist. Kan-
didaten fiir derartige Funktionen sind Dirichletreihen, die gewissen Spitzenformen zugeordnet
sind.

Betrachten wir dazu, ohne jetzt auf die ndheren Finzelheiten einzugehen, eine ganze Modulform
F vom Geuwicht k, also eine in der oberen komplexen Halbebene holomorphe Funktion F mit

F( : 2) = (cz+ d)FF(2),

cz +

wobei (25) € SL(2,Z)mitdet (¢%) = 1 und wobei k eine gerade Zahl > 4 darstellt. Eine
solche Abbildung besitzt eine Fourierentwicklung der Gestalt

F(z)= i_o: f(n)erminz,

Gilt f(0) = 0, so heifit I Spitzenform.

Sei nun F eine derartige Spitzenform mit f(1) = 1 und sei /' Eigenfunktion aller Hecke-
Operatoren (vgl. [Apo76, §6.11]). Die Koeffizienten f(n) stellen dann eine multiplikative
Funktion dar und wir bilden die Dirichletreihe

no =31

Das Euler-Produkt dieser Reihe ist ([Haf83, (1.2)])

Ly(s) = H (1 — f(p)p~° + pk_l_gs)—l ‘

p

Hecke zeigt in [Hec37], daB Ls(s) fir o > k%l absolut konvergiert und sich zu einer ganzen

Funktion fortsetzen 148t, die der Funktionalgleichung

E5(s) = (=12 &4k — s)
mit

Er(s) = (2m)77, () Lg(s)
geniigt.
Ahnlich wie ((s) hat L¢(s) triviale Nullstellen an den negativen ganzen Zahlen und sdmtliche
nicht-trivialen Nullstellen liegen im Streifen kQ;l <o < in Die kritische Gerade ist hier also
die Gerade mit o = %
Bezeichnen wir mit N(L¢,T) und Ny (Lys,T), analog zu N(T') und N.(T), die Anzahl der Null-
stellen von Ly(s) im kritischen Streifen beziehungsweise auf der kritischen Geraden.

In seiner Dissertation [Lek55] zeigte Lekkerkerker fiir 7" — oo

N(Ly,T)~ 1T logT
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und
N.(Lg, T)> T

In [Haf83] konnte Hafner dann schliellich das Analogon zu Selbergs Resultat beziiglich der
Nullstellen von ((s) zeigen. Er bewies fiir T' > To( f)

N*(Lf,T) > aleogT

mit einer positiven Konstante ay, deren Wert Hafner nicht berechnete.

Hafners Beweis baut auf Selbergs Methoden auf. Sollte es moglich sein, a; nach unten ab-
zuschétzen, indem Levinsons Beweis auf die Reihen L¢(s) iibertragen wird, so wére dies sicher-
lich mit erheblichen technischen Schwierigkeiten verbunden. Wie Bombieri in [Bom76] bemerkt,
ist die Existenz eines Euler-Produkts notwendig fiir die Fxistenz einer “guten” gliattenden Funk-
tion, wie sie auch von Hafner benotigt wird. Zur Abschdtzung von ay ist dies allein aber wohl
kaum ausreichend.
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Anhang A

Hilfssatze

In diesem Anhang wollen wir nun die Beweise der Lemmata nachtragen, die in den vorherge-
henden Kapiteln verwendet, dort aber nicht gezeigt worden sind.

A.1 Beweis von Lemma 2.1.1

Lemma 2.1.1 Sdmtliche Nullstellen von f(m)(s) liegen tm kritischen Streifen 0 < o < 1. Sie
liegen symmetrisch zu o = % und symmetrisch zut = 0. Furm > 0 gilt

T T T

N™(T) = Solog o — o=+ Op(log 7).

Dieser Satz ist offensichtlich von zentraler Bedeutung fiir die vorliegende Arbeit. Zum Beweis
bendtigen wir zwei weitere Hilfsdtze. Der erste stammt aus [Pra78, Anhang, S. 5.2].

Lemma A.1.1 Sei f(s) holomorph im Kreis |s — so| < R mit f(sqg) # 0 und mit (mindestens)
n Nullstellen im Kreis |s — so| < r, wobei r < R.
Dann gilt

wobei M = sup | f(s)].
|s—so|=R

Unser zweiter Hilfssatz ist der Produktsatz von Hadamard. Dazu fiilhren wir zunachst einige Be-
griffe aus der Theorie der ganzen Funktionen endlicher Ordnung ein (vgl. [Pra78, Anhang, §5]).

Definition A.1.2 Sei f(s) eine ganze Funktion. f(s) heifit von endlicher Ordnung, wenn es
Werte a > 0 gibt mit

sup |f(s)] < exp (r*) fir > rola).

|s|=r

Die gréfite untere Schranke dieser a heifit die Ordnung von f(s).
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Definition A.1.3 Sei {s,} eine Folge komplexer Zahlen mit 0 < |s1| < |s3]| < ---. Die gréfte
untere Schranke der b > 0, fir die gilt

Z 50|70 < o0
i3
heifst Konvergenzexponent der Folge {s,}.

Lemma A.1.4 Jede ganze Funktion f(s) der endlichen Ordnung o mit f(0) # 0 ist in der
Form

f(s) = /@ P(s)

P(s):l}(l—i)exp (%—I——I—%(i)p)

Dabei durchlduft s, alle Nullstellen von f, nach der Gréfse ihres Absolutbetrages geordnet, und
p bezeichnet die kleinste nicht negative ganze Zahl mit ) |8n|_(p+1) < 00. g(s) ist ein Polynom
vom Grad < a. Wenn [ den Konvergenzezponenten der Folge {s,} bezeichnet, so gilt a =

max{deg g, 5}.

darstellbar mit

Wir kommen nun zum Beweis von Lemma 2.1.1.

Beweis von Lemma 2.1.1 :
Zuerst zeigen wir das behauptete Symmetrieverhalten der Nullstellen von f(m)(s). Wegen

£m)(s) = ¢(7)(3) ist die Symmetrie zur reellen Achse klar. Aus der Funktionalgleichung fiir
&(s) folgt durch Differentiation

5(M)(8) = (-1 5(7%)(1 —5) (A.1.1)

und daher ist mit p auch 1 — p Nullstelle von £(™). Die Symmetrie zu t = 0 liefert nun die

- _1
Symmetrie zu o = 3.

Mittels vollstandiger Induktion zeigen wir nun, daf} alle Nullstellen im Streifen 0 < o < 1 liegen.
Fiir £(s) ist die Behauptung bekannt und wir nehmen nun an, daB sie fiir £0™) gilt. Aus (A.1.1)
folgt

¢t (l) =0 fiir ungerades m. (A.1.2)
Sei % n-fache Nullstelle von &™), also

gt (1) £0 fiirm > 0. (A.1.3)

Die Funktion £0™)(1/2 4 is) s~" ist daher ganz und hat keine Nullstelle im Punkt s = 0. Sei
(12 +is)s™" = Z ars”
k=0

die zugehorige Potenzreihe. Aufgrund von (A.1.1) handelt es sich um eine gerade Funktion,
weil wegen (A.1.3) und (A.1.2) n genau dann ungerade ist, wenn m ungerade ist. Fiir die
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Koeffizienten der Potenzreihe gilt deshalb agryy = 0 fir £ = 0,1,2,... und somit ist die

Funktion
o0
(s) = Z aszk
k=0

[1]

ebenfalls ganz und es gilt

[1]

(s%) = €M (1)2 4 is)s™". (A.1.4)

Nach unseren obigen Uberlegungen ist Z(0) # 0. Da £(s) und somit auch £07)(s) Ordnung 1
haben, hat nach (A.1.4) Z(s) die Ordnung 1.
Bezeichnen wir die Nullstellen von = mit a. Dann gilt, wenn wir die o nach steigendem Betrag

sortieren, wegen Lemma A.1.4
—_ A S
= = 1—-—
w=cT(1-7).

mit einer Konstanten A. Da = Ordnung % = max{f,deg g} hat, ist ndmlich der Konvergenzex-
ponent [ der Folge {a} hochstens %, also gilt p = 0. Aus dem gleichen Grund ist auch degg = 0,
also g(s) = A. Logarithmische Differentiation liefert nun

E'(s) 1
E(S) - Za: S — a'
Aus (A.1.4) folgt
€(1/2 4 is) = =(s7) " (A.1.5)
und hieraus erhalten wir
i€t (1/2 4 is) LB 5 .
2 ris) B T Za: P_ata) (A.1.6)

Bezeichnen wir nun mit p die Nullstellen von £(™)(s). Unsere Induktionsannahme sagt, daB alle
p im Gebiet
S={s:0<0o<1}

liegen, die nach (A.1.5) entsprechenden Nullstellen von =(s) miissen nun im Gebiet
’PI{820'>152—%}

liegen, denn die Abbildung s — —(s — 1/2)? bildet S auf P ab.
Aus (A.1.6) und unserer Induktionsannahme sehen wir, daf alle Nullstellen von £(™+1)(s) im
Streifen S liegen, wenn alle Nullstellen von

2 no_ o s— 0
R D Prey B r

S — 3

[}

in P liegen. Die 3 sind dabei gewisse, nicht notwendig voneinander verschiedene Werte, die
wegen (0 € P alle in P liegen. Aufgrund der Gestalt von P sind diese 3 allesamt in genau einer
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Halbebene der komplexen Zahlen zu finden. Sei nun s ¢ P fest gewdhlt. Dann liegen die Punkte
s — 3 und folglich auch die Punkte % samtlich in einer Halbebene, die den Nullpunkt nicht

enthdlt. Die Summe dieser Werte kann daher nicht Null ergeben und wir haben gezeigt, daf
£mt)(5) £ 0 fiir s € S, was zu beweisen war.

Als letztes bleibt die asymptotische Formel fiir N(™)(T') zu zeigen. Sei dazu & das Rechteck mit
den Ecken —2 447 und 3£ iT. OBdA liege keine Nullstelle von £(")(s) auf £. Die Anzahl der

Nullstellen innerhalb von & ist aufgrund ihrer Symmetrie
2N (T) + O(1).

Der Summand O(1) tritt auf, da eine eventuelle Nullstelle in s = 1 im Term 2N (")(¢) doppelt
gezihlt wiirde.
Nach dem Argumentprinzip ist also

A argf(m)(s)‘g = 4z N™(T) + 0(1).

Sei , der Weg langs der geraden Strecken von 3 nach 3 + ¢’ und dann nach % + 7. Wegen
£m)(s) = £0)(3) und (A.1.1) folgt nun

Aarg€(s)| = NCIT) +0(1).

r

Wir miissen also das Argument von ¢(™)(s) auf , bestimmen.
Wie wir im Beweis von Lemma 2.4.3 gesehen haben, gilt

1 (s) = H(s) (F(s)" + Bals))

und aus £(s) = H(s)((s) folgt damit
(s = 3 (m)mm—“)(s)d“)(s) — H($)F(s)"G(s), (A.17)

wobel

G(s) = fj (7:) CU(s) (F(8)™" + Rp(8)F(5)™™) . (A.1.8)

Nach unserer Definition des Arguments von H und wegen Lemma 2.4.1 ist

T T T
Aarg H(s)|p = 510g§_ 5—|—O(1) (A.1.9)
und nach Lemma 2.4.2
TLO(TY ( 1 )
Aarg F(s)™|r = marctan 2 =0, . A.1.10
o og (5T 4 o) " \eeT) (M)

Betrachten wir die Summe (A.1.8). Nach Lemma 2.4.3 haben wir

Ri(s) < |t| ™ (log |t])*~2 fir 0 <o <6 und [t| > 1
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und nach Lemma 2.4.2 ist

Lol
F(s) — logl|t|

Schlieflich ist fir u < m

fiir 0 < o <6 und |t| > 1.

i<y W oy
n=1

Insgesamt ergibt sich auf dem vertikalen Teil von , fiir ¢t > g

GB3+it) = (B+it)(1+ Ru(B+t)F(3+it)™™) 4+ Op(log™ )

o0

= Y04 O, (log~t ),

n=1

also nach (3.1.12) fiir [¢| > ¢

IGB+it) = 1] <> n 2+ 0 (log™ Jt]) <

n=2

: (A.1.11)

N | —

Folglich ist
AargG(3 + zt)ﬁ) <7

und demnach
AargG(3+it)|g = AargG(3 + 1) + AargG(3 + it)|. < O(1) + 7 = O(1).
Die Abschitzung auf dem horizontalen Teil von , ist etwas komplizierter. Nach Lemma 4.2.1
" ¢ (s) < [t]1/? fir + <o <6, [t| > to und p < m.
Wir haben also
G(s) = O (HY?)  fiir L <o <6und [t] > to. (A.1.12)

Verdndert sich das Argument von G(o 4+ ¢I') um den Wert m, so mufl dabei mindestens
einmal ReG(o + ¢I') = 0 gelten. Wegen G(s) = G(3) ist somit ReG(o + ¢T) =
1(G(o +14T) + G(o — iT)), also

AargG(U—l—iTﬂé/z < ﬂ-#{U € [%73] :ReG(o+ 1) = 0}—|—O(1)

<mo{sils =3[ <P Gls+iT) + G(s—iT) = 0} + O(1).
(A.1.13)

Gesucht ist also die Zahl N der Nullstellen py,...,px von G(s+iT)+G(s—iT)in |s—3| < %.
Nach (A.1.11) ist

|G(344T) + G(3 —iT)| = |2Re G(3 4+ iT)| > 1,
speziell also G(3 + 1) + G(3 —iT) # 0 und wir kénnen Lemma A.1.1 mit r = % und R =
anwenden. Es folgt

N ot

e u <
10/ ~|GBE+iT)+GB—4T) ~
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wobei M =  sup |G(s+iT)+ G(s —iT)|. (A.1.12) liefert uns M < T'/? und wir erhalten
|s—3|=11/4

log M
N< B <logT,
log 3=

1

Aus (A.1.13) folgt
AargG(o +iT)Y* = O(log T)

und insgesamt auf dem gesamten Weg ,
AargG(s)lp = O(logT).

Deshalb und wegen (A.1.7), (A.1.9) und (A.1.10) ist

T T T
Aargf(m)(s)‘r = 5log 3 + O(log 1),
also T oo
(M)(T) = — log — — —
NT(T) o log 5 T 9n + O(logT).

A.2 Beweis von Lemma 3.1.2

Lemma 3.1.2 Sei h(z) analytisch in der entlang der negativen reellen Achse geschlitzten Ebene
mat 4
h(z) < |log z|! fir |z| > 10 und geeignetes j > 0.
Sei weiter |o| < Clog L, T <t <T+ U und n=+/t/(27).
Dann gilt fir alle ¢ > 0

/0 e = S° h(n)n~* + 0.(1577/2)

eriz _ e—riz
/1 n<7

und

Zs—le—riz
T Wdr= S h(n)ntt J(Tetle=1/2y,
/0\1 eTl2 _ p—TiZ (Z) z % (n)n —I_ O ( )

Der folgende Beweis geht auf Conrey ([Con80, L. 2.3.1]) zuriick. Fiir h(s) = 1 sind diese
Integrale in dhnlicher Weise bereits von Siegel in [Sie32, §4] untersucht worden.

Beweis:  Zur Abkiirzung setzten wir k =[] ,r =k — 1+ 3 sowie § = %(1 +1i) = exp (%)
Sei , der Pfad, der aus den Teilpfaden

1 = {z=n+épioo>p>r},
,2 = {2277+7‘6ia:§2a2a0} mit  ag > —7,
s o= {z=ne 8 >8> -3 mit [y <0,

va = {z=n+ép:—V22>p>—oc}.
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Abbildung A.1: Integrationsweg .

besteht. Die Konstanten ag und [y hédngen voneinander ab (Abb. A.1), ihre genauen Werte
haben fiir uns jedoch keine Bedeutung.

Verschieben wir den Integrationsweg 0 /' 1 ={z =2+ dp: 00 > p > —oc} mit einem z € (0,1)
auf den Weg . , so miissen wir die einfachen Pole des Integranden an den Stellen z = 1,...  k+1
beriicksichtigen. Fiir die Residuen in z = n € IN gilt

Z—seriz2 . 2 Z—Nn
o . —S Tz
resy e 17) = lm 2T () e
eﬂin2
= 0 h(n) ————
2micosTn

1 s

= —n"?h(n).
27rin (n)

Wir erhalten also

- 2
2—567['22
/ = _p(xdz= S h(n)nTt 4 By + By + Ry + Ry,
0/1¢€ —€ n<k+1

wobel
2

R, :/ Lh(z)dz.
Fl, €7TZZ _ 6—7['22
Diese Integrale sollen also das behauptete Restglied ergeben. Sei

v(2) = miz? —slogz,

A(z) = targz — 2wab, mit 2z = a4+ b.
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Mit diesen Bezeichnungen ist Rey(n) = —ologn und Re(y(z) — v(n)) = olog|Z| + A(z) und
somit

dz

R / exp Ulog‘n/z‘—l—A )|h(2)|

| sin 7 2|

Wir zeigen zuerst, daf A(z) auf allen , , nach oben beschrankt ist.
Auf , | ist wegen p/n > 0

P/ 2

U] 14 14

Az) =1t | arctan - - — ] <0.
(2) ( '0/77—|—\/§ 77\/5 2772)

Auf , 5 gilt

rsin o T COS Qv
N+ Trcosa

arg z = arctan (

sowie
2mab = 2xrsina(n+ rcosa) = 2rrysina 4+ O(1).

Wegen i = /5= und 1 < r < 2 ist auf , 5 daher A\(z) = O(1).

Auf , 3 Verwenden wir eine geometrlsche Uberlegung. —ab ist die Flache des Rechtecks mit den
Ecken 0,a, z,ib (vgl. Abb. A.1). Da z auf , 5, einem Segment der Kreislinie um 0 mit Radius
n, liegt, ist die Fliche des Rechtecks gerade —n? sin arg - cos arg z. Insgesamt gilt also auf , 3

targ z
27

—ab < —npfargz = —

und somit A(z) < 0.
Auf , 4 ist schliellich ab > 0 sowie arg z < 0, also A(z) < 0.
Wir kénnen nun die Integrale R, abschiatzen. Beginnen wir mit Rs. Hier ist |z| = 7 und folglich

olog|n/z| = 0. Nach Voraussetzung ist h(z) < log’ n < L7. Wegen |sin7z| > : (e”|b| - 1) gilt

Ry < n™L) < T2,

Auf, 5 ist n < |z| < 74 2 und daher ist fiir die betrachteten Werte von s

/’7 a
l<« |——] <exp(olo ZN<1
(15) < esntetontui <

also wegen |sin7z| > 1 und h(z) < I
Ry < L7 < T2,

Die Abschdtzung von R4 148t sich auf die von R; zuriickfithren. Auf , 4 nimmt ndmlich A(2)
kleinere und |sin7z| gréflere Werte an als auf , 1, wahrend log |7/ z| auf beiden Wegen gleiche
Werte annimmt. Da auch |log z|7 gleiche Werte durchliuft, gilt also

R4 <€ Ryq.
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Die Abschatzung auf , ; ist aufwendiger, als auf den anderen Wegen. Wir spalten den Weg auf
in

11 = {z=n+ép:2n>p>r} und
,12 = {z=n+bép:oc>p>2n}

und bezeichnen mit Rqy; und Ry, die entsprechenden Integrale auf diesen Wegen.
Auf beiden Wegen, also auf ganz , 1, ist mit z = a + @b

und

(A.2.1)

1 1
a:n—l_%vp b:%p.

Damit haben wir auf , ¢
1
|sinmz| > 3 (e”b — e_rb) > V2,

Der Nenner des Integranden ist also auf , 11 nach unten beschrankt. Auf , 17 ist des weiteren
z op
I<|=|=1+—] <3,
n n
also alog |Z| < L und somit erhalten wir analog zu oben

Rll < TE—O’/Q‘

Betrachten wir nun Ryy. Auf , 1o gilt wegen (A.2.1) 27ab = 7p> + v27pn und auBerdem
targz < %tﬂ'. Damit folgt wegen p > 27

A(z) < —mp*. (A.2.2)

2 2
:_zlog(HMw_).
2 noo?
Auf | 1 liegt der Term in Klammern zwischen p?n~2 und 2p%p~2. Wir haben damit

pV2

Aus (A.2.1) folgt auch

olog

i
z

—olog P < olog U < —olog . (A.2.3)
n z n
Letztendlich gilt, falls T grof} genug ist,
Al
|sinmz| 7

Damit und mit (A.2.2) und (A.2.3) folgt insgesamt

o0

R, < exp (—7Tp2) p~2dp. (A.2.4)
27

Sei

2
00 TP

I= dp.

2 pP7
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Ist ¢ > 0, dann ist

1< /2 e dp < eV = 72 (A.2.5)
7

Im Fall ¢ < 0 integrieren wir partiell:

—rp2 1—
eﬂpplcr

2 o) —7T'p2 —471'772 2 1-0o 8 2
I= il / C dp>-© (20) 77 8w
27

l1-0 P - l1-0 l1-0

_I_
27
Hieraus erhalten wir 2t( )1

e~ (2n) 77 —t
I<— .
S H_ito &°
Damit und wegen (A.2.4) und (A.2.5) gilt

Ry < e,

Fassen wir alle Ergebnisse zusammen, so erhalten wir

2

[P —
01 €7 —e L

Dies ist fast die Behauptung des Lemmas, wir miissen nur noch k41 = [n]+ 1 durch 5 ersetzten.
Der dabei entstehende Fehler ist

h h h(k+1 : :
Z (Z) _ Z (Z) — li —I_l U) & L](k‘|‘ 1)—0 < L]n_g < Ts—cr/2‘
n<k+1 n<n n ( + )

Dies passt wiederum in unser Fehlerglied, womit die erste Behauptung des Lemmas bewiesen
ware.
Die zweite Behauptung folgt aus der ersten durch Konjugation der Gleichung, nachdem ¢ durch

1- tzt de.
o ersetzt wurde 0

A.3 Beweis von Lemma 3.3.1

T4+U ) 1 )
J(8) = / exp (nﬁ log 578 zt) dt

Lemma 3.3.1 Se:

T
und T T
£9)=1 .
O =t e Y T et (T 0
Dann gilt
j(g) _ I fl/2emi/4—2mil 1+ 0(5(0)) ; % <0< %
O(£(8)) ;0 <L oder§ > 1.

Fin dhnlicher Satz findet sich bereits in der Arbeit von Selberg [Sel42, Lemma 2]. Bei unserem
Satz handelt es sich um einen Spezialfall der Lemmata 3.3 und 3.4 aus [LevT74al.
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Beweis:  Um die Behauptung des Lemmas zu zeigen, werden wir verschiedene Félle betrach-

TH+VT <200 <T+U—-VT+U.

ten. Sei zunachst

Nun ist fir ein ¢ > 0

JO)=To+ T + To,

wobel
2m6(1+e) t
Jo = / exp (nﬁ log — — zt) dt,
2m6(1—e) 276
2m6(1—e) t
J1 = /T exp (it lo 926 zt) dt,
und

T+U 1
Jo = / exp (itlog — — it) dt.
2m6(1+e) 270

Wir werden sehen, daBl Jy den Hauptteil der behaupteten Abschitzung liefert. Zuerst werden
wir jedoch die einfacheren Integrale [J; und J; behandeln. Sei

t
f(t) = itlog 276 ! 1ioe 27w le

so, da f/(t) = ilog 555 und f"(t) = L. Partielle Integration liefert damit

2m6(1—e) 1
Fo= [T el o

T
exp(f(t)) 276(1—¢) N ./271'9 (1-¢) eXp( ( ))
— @
7O . (gt
< (1 2%0)
£ og T
T
L ———. A3.1
T — 0|+ VT ( )
Ganz analog folgt
T+U
<Le .
Ja T+U—0+VT+U

Es bleibt 7 zu betrachten. Zuerst substituieren wir ¢ = 276(1 + 2z) und erhalten

€

1
Jo =276 | exp <2m'0(1 + z)log

—&

Z) dz = 27820 . ;.

wobei .
Js = / exp(2mif((1 4 z)log(1 4 z) — 2)) d=.

Entwickeln wir log(1 + z) in eine Potenzreihe, so erhalten wir fiir |z| < 1

(14 2)log(1+2) = 2+ § 22(1 + 2g4(2),
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wobei ¢g1(2) im offenen Einheitskreis holomorph ist.

Wir betrachten die Abbildung G(2) = w := 2(1+2¢1(2))"/% Esist G(0) = 0 und G'(0) = 1 £ 0,
die Abbildung besitzt also ([LR70, Ch. 5, Thm. 6.3]) in |z| < ¢, mit einem gewissen ¢ > 0, eine
holomorphe Umkehrabbildung G1(w) = 2. Den in den Integralgrenzen auftretenden Parameter
¢ wahlen wir nun so, daf G~! im Integrationsintervall existiert und holomorph ist. Aufgrund
der Holomorphie kénnen wir dann GG~! in eine Potenzreihe entwickeln, und wir erhalten

G_l(w) =co+cw+ wzgg(w),

mit einer in einer Umgebung von G(0) = 0 holomorphen Funktion g;. Wegen G(0) = 0 ist
G=1(0) = 0 und folglich ¢y = 0. Nach der Kettenregel ist (G~1) (w)-G’(z) = 1 und aus
G'(0) = 1 folgt (G=1)'(0) = 1 und somit ¢; = 1. Wir haben also

G™Hw) = w + wlge(w).
Um nun J3 zu berechnen, substituieren wir z = G=}(w). Es folgt

Gle)

Js = /G< )eXp(mewz)(H2wgz(w)+w29§(w))dw

G(e) g G(e) g
/ exp(mifw”) dw + / wys(w) exp(Tifw*) dw,
G(-¢) G(-¢)

mit gs(w) = 2g2(w) + wgi(w). Das zweite Integral der letzten Zeile 1afit sich wegen

%(ﬁ 7T2'97“02) = we™# mittels partieller Integration abschitzen und wir erhalten
G(s) 1 o G(e) 1 Gle) .,
01,2 miw miwe f
wexp(wifw*) - gs(w)dw = ——e ga(w - — / e ga(w) dw
Lo wespmioe?) - gs(w) e | g [ )

= o(0).

Ein wesentlicher Beitrag, den wir nicht in das Fehlerglied fallen lassen kénnen, wird vom ersten
Integral geliefert. Wir formen also um:

G(e) goon g [T rigw? o
exp(Tifw?)dw = € dw — Jy — Ts,

G(-¢) —c0

wobel
G(—¢)

Js = / €7Ti€w2 dw und Js = / eri€w2 dw.

G(e) —00
Wie oben liefert nun partielle Integration
1

Ji = /G(s) wesp(mifu?) - fdw = o™

o0 1 R 6 2 1 -1
+ — / e —dw =0 (0 .
ae)  2mi8 Ja(e w2 ( )

Analog erhalten wir J5 = O (671).
Zur Berechnung des verbleibenden Integrals substituieren wir v = wv/76.
wif4 — 1

Wegen e \/5(1 + 1) ist

/_Oo e dap = ﬁ /_Oo(cosv2 + i sin v?)dv = ﬁ (14 2)\/§ = T/l
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Zusammengenommen erhalten wir
To = 27T01/267ri/4—27ri€ + 0(5(0))
und insgesamt, da J; und J; in das Fehlerglied fallen,

J(0) = 27027 /1=2m0 L O(g(9))  fir THVT <270 <T+U VT + 0.
(A.3.2)

Dies ist nicht genau der Bereich, fiir den diese Abschitzung behauptet worden ist. Es gilt jedoch
fir T'— VT <270 < T+ VT

T
—— < E(0
T — 60|+ T &

und fir T4+ U —/TH+U <270 <T+U+V/T+U

T+U
£(0).
|T+U—0|+\/T+U<< ()

In diesen Bereichen liegt der Hauptteil also in der Groflenordnung des Fehlerterms. Es gentigt
somit zum Beweis des Lemmas, J(8) < £(0) fiir 2760 < T + VT und 270 > T+ U — VT + U
zu zeigen.

Sei zunéchst

27T01/267Ti/4—27ri€

27T01/267Ti/4—27ri€ <

T-VT <2r0 <T+VT.
Wir spalten das Integral auf (T sei so groB, daff U > 2v/T) :
T+2VT T+U
T(0) = / IO + BIOPH
T T+2VT

Das erste Integral auf der rechten Seite ist wegen |e/()| = 1 betragsmiBig < 2v/T < £(6). Das
zweite Integral wird wieder partiell integriert und liefert wie bei (A.3.1) im jetzt betrachteten
Bereich von 276

gzégzz)_<gwy (A.3.3)

J0) < (10

Im Fall
T+U - VT +UL200<TH+U+VT+U

folgt auf analoge Art und Weise

J(0) < £(0). (A.3.4)
Der nichste Fall, den wir betrachten wollen, ist

2m0 < T - VT.

Hier ist wieder wie bei (A.3.1)

T -1
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Fir 276 > %T ist dieser Ausdruck <« m und fir 276 < %T ist er < 1. Analoge
Ergebnisse — mit T4 U statt 7" — erhidlt man im letzten verbleibenden Fall

200 >T+U+VT + U.

Damit und mit den Abschédtzungen (A.3.2), (A.3.3) und (A.3.4) folgt die Behauptung des Lem-

mas.
O

A.4 Beweis von Lemma 3.4.1

Lemma 3.4.1 Sei h ein reelles Polynom mit h(0) = 0, § = (loglogy)™!, d = §/M, mit einer
absoluten Konstanten M > 1, und sei

Fij.s)=[[0-p~) ,  FGs) =[]0+,
pli plJ
sowie log
og -~
G = Y u@ov—ﬁh/(——ii).
v<y/j logy
(l/,j):l

Dann gilt gleichmdpig fir alle 1 < j <y und alle 3 # 1 mit |1 — 3| < (logy)™?

G (B) = Mo y(B) + O(Eny),

wobet fir n =0

Mo = F(5,6)7" ((ﬂ —1)h (bg 7 ) + (log y) ™1/ (ﬂ)) _0 (Fl(j,ﬂ))

log y log y log y
firn=1
. logy/j .
M, . =F =L =0(F
1,7 (]7ﬁ) (10gy O( 1(]7ﬁ))7
firn>2
M, ;=0

und fir alle n > 0

Ey,; = (logy)"*(loglog y)? (1 + (y) og y) Fi(j,1-6).

Wir folgen dem Beweis in [Con83a, L.10], wo die zu betrachtende Summe G ;(/) in ein komplexes
Integral umgewandelt wird. Dazu benétigen wir

Lemma A.4.1 Sei v > 2 eine ganze Zahl und set y > 0. Dann gilt fir ¢ > 0, wenn uber die
vertikale Gerade s = ¢ + it integriert wird,

/c-l—iooy_sdsz 0 | ;0<y <1
c %(log y) sy > 1.

. 14
—100 S
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Dieser Hilfssatz wird beispielsweise in [Lan74, §66, Hilfssatz 5] bewiesen.

Beweis von Lemma 3.4.1 :
Die Entwicklung von h um 0 in eine Taylorreihe liefert uns wegen h(0) = 0

< hR0) 1 k

=y O S M (g L)

im logty v<uli ¥ Vi
(v,g)=1

Die Summe ist endlich, da h ein Polynom ist. Betrachten wir zundchst die innere Summe tiber
v. Wir kénnen sie darstellen als

Y. plalgly) (10g %)k

v<z

wobel z = %,kz 1 und

Xi(v) = | )= 1.

Wenden wir nun Lemma A.4.1 an, so erhalten wir fir £ > 1

k 2—fB+i0c0 s
wv)x;(v) wv)x;(v) z
1 = —d
s AEY) (og ) sz /2 s

v<z —p—i

kl 24100 H X]
= _/2 . k-|—1 Z

271 Jo—ico 5—

{0 D (v,5) > 1

da das Integral fiir v > 2 verschwindet und die Dirichlet-Reihe fiir Res > 2 gleichmafiig
konvergiert.

Weil (px;)(v) multiplikativ ist, kénnen wir die Summe im Integranden der letzten Zeile umfor-
men:

iu(u):ij(v) 1 (1+ u(p)pfj(p) PG (?) +)

, p25
= [Ia-»=)

i

71 fir Res > 1
= - ur e S .

C(s)F(4,s)

Insgesamt erhalten wir mit z = %

& 1 24100 s—ﬁ
0= o R

Ogy 2777/2200{

Sei R(§) das Residuum des Integranden in s = § und sei

258

W= | TG g
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4

{5 |
t,

itlog y)™t +
of B1 B
B T i2
- i(log y)m—- P :
61 » |
A

Abbildung A.2: Integrationswege v1,...,77

wobei v, die Integrationswege gemafl Abbildung A.2 bezeichnet.
Wegen tlim Is = 0 und tlim I7 = 0 folgt nach dem Residuensatz und ¢-facher Differentiation
1 & ak(0)

")(g) = —

(2ri R™(B) + 1(B) + -+ 15(8)) - (A4.1)

Zuerst schitzen wir die fiinf Integrale ab, sie werden den gesuchten Fehlerterm ergeben. Auf
den Wegen v und s ist ([Tit51, (3.11.10)])

1
——— = O(log |t
und auf 7, y3 und y4 ist ¢ > 1 —d = 1 — (M loglogy)™ > 1 — M’'/logt, also nach [Tit51,

(3.11.8)]

! < log|t| < logl
— 0 oglog y.
C(s) g g log

Weiter gilt wegen (3.4.9) auf allen betrachteten Wegen

Fi(3,1 =6
F(j,S) < 1(]7 )7
eine Beziehung, die wir im folgenden haufig anwenden werden.

Sei B = B(,log™! y) die offene Kreisscheibe um 3 mit Radius loéy' Dann ist die Funktion

wS—Z

f(Z)Im

in einer Umgebung von B holomorph und Cauchys Abschitzung fiir die Ableitungen von f
liefert

FE(B) < nllog™y sup |f(2)].
z€0B
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Wegen z € OB = |z — 1| < log™! y folgt
o—1
(0 —1)2+ tz)(k-l-l)/?
und damit erhalten wir fiir den von § abhingigen Teil des Integranden
dn xs—ﬁ xcr—l 1Ogn Y
dpn (s — p)k+t < (0 — 1)2 + ¢2)*HD/2 auf 71,575

F(2)] <

Mit den bisher erzielten Ergebnissen kénnen wir nun unsere fiinf Integrale abschitzen. Die
Vertauschung von Differentiation und Integration ist dabei problemlos, da tiber abgeschlossene
Gebiete integriert wird.

Auf v und 4 ist s = 0 £ilog!®y mit 1 — d < o < 1 und daher gilt

n n . —c n _(k+1)/2
IQ( )(ﬂ),li )(ﬂ) < bloglogy - Fi(j,1— 6)9@1 log" y ((O‘ — 1)2 —|—10g20 y)

< Fi(j,1- 8)(logy)" .

Wegen s = 1 + it mit log!®y < |t| < oo gilt auBerdem fiir m = 1 und m = 5

19(8) < Fl(j,l—é)log”y/ 11|~ F+ D) Tog |t]ds

m

< P41 - 8)(logy)"~°.
SchlieBlich haben wir s = (1 — d) 4 it mit 0 < |¢| < log'®y auf 73 und somit

loglo y

I:gn)(ﬁ) < Fl(j,l—5)$_dlognyloglogy/ y (d2 _|_t2)—(k+1)/2dt

—log™y
. " s\ d
< Fi(j,1 = 8)(logy)"(loglog y) " (7).

da, wie man durch eine vollstindige Induktion nach k schnell sieht,

10

log™" y
/ 1 (d? + 12~k D2q1 « d7F <5 (loglog y) 7.
—log "y

Durch Einsetzen erhalten wir nun den behaupteten Fehlerterm :

LS 1090y (log )t (178) + -+ 1)

2mi k=1

< Fi(j,1-6)(logy)"~? i(log y)~F

k=1
+ Fi(.1 - 6)(log )" 3 (log )™
k=1
+ Fi(j, 1 - 8)(logy)" (J’/y)d i(log y)"*(loglog y)k + 1

k=1
< R 1= )log )™ (14 (1) (og ) Goglog )
< B, (A.4.2)
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Die M, ;() der Behauptung ergeben sich aus der Betrachtung des Residuums R(3). Da die
Singularitdt in s = [ ein Pol der Ordnung k + 1 ist, gilt, da 8 # 1,

a5 F
O = o TR =

1 dF a5 F
TR s \C9F L) )|

= k'Z( ) (log x) k A )(ﬂ)

wobei

Z(s) = m . (A4.3)
Es folgt

= Z ( ) (log z)"=v 2+ (). (A.4.4)

Aus der Entwicklung der ¢-Funktion in der Umgebung ihres Poles bei 1, ([Ivi85, (1.11)]),

((s) = i1+70-|-71(8—1)-|----, (A.4.5)

S

folgern wir

1 2
@:(5—1)+O(|5—1|)

und somit gilt wegen 3 # 1 und |1 — 3| < (logy)™?

Z(3) = ﬁ(;;) +0 (%) : (A.4.6)

Fiir die erste Ableitung von Z(/) erhalten wir aus (A.4.3)

e+ i _ (e

7'(8) = — , ﬂ-|-—]ﬂ) 3 A4T
2 SEI A FEA) 2B AL
Fiir s in der Umgebung von 1 gilt nach (A.4.5)
¢ 1
Z(s) =—(s—1)7"4+0() (A.4.8)
und fiir die logarithmische Ableitung von F(j,s) gilt, falls |s — 1| < 6, gleichmaBig fiir 7 <y
P sy =y P losp 982 ¢ 1ogl log| A9
f(%s)— ﬁ<<z < loglog j < loglogy. (A.4.9)

pli plJ
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Insgesamt folgt unter Verwendung von (A.4.8), (A.4.6) und (A.4.9) aus (A.4.7)

1
ZNB) = —+ 0| FA(j,1—6) X
9 = g ofnui-o
x (18 =11+ 18 = 1] (logy)* + (log y) ™2 + |8 — 1] loglog y))
= ! + 0 (Fl(j 1—68)(logy)™" 1oglogy) .
F(3,8) ’
Zur Abschétzung der hoheren Ableitungen von Z(3) wenden wir wiederum Cauchys Ungleichung
an. Definieren wir Z(1) = 0, so ist Z holomorph in einer Umgebung von B, wobei B =

B (3, (loglogy)™!) die offene Kreisscheibe um 3 mit dem Radius (loglogy)™! bezeichnet. Es
gilt nun

Z(k)(ﬁ) < k!'(loglog y)k sup |Z(z)|.
z€0B

Sei z € OB, d.h. |z — 8] = (loglog y)~!. Analog zur Herleitung von (A.4.6) folgern wir hier

|z = Bl+15-1]

Fi(j.1 = 8)(loglog y)~
o) < Fi(j, )(loglog y)

Z(z) <
Folglich ist
ZW(3) < Fi(j.1— 8)(loglog y)* .

Wir koénnen diese Resultate nun in (A.4.4) einsetzen. Dabei untersuchen wir die Félle n = 0,
n =1 und n > 2 separat.
Im Fall » = 0 haben wir

R(B) = ~(log ) Z(5) +

(k _1 1)! (log yc)k_1zl(ﬁ) + O (Fl(j, 1 —68)(log y)k—z Jog log y)

B F(j 9) (ﬂ% ~(log )k + -1 UOW)H) + 0k (Fi(j, 1 = 8)(log y)*loglog ) ,
also ist
3 _ ! log¥j\ | 1, (log¥

+0 (Fl(jv 1 - 6)(logy)~*loglog @/)
= My;(B)+ O(Lo;).

Die Abschatzung fiir den Fall n = 1 liefert analog

oAy 1 k . k-1
R'(p) = HEG. ) (logz)" + O (Fl(], 1—6)(logy)" " loglog y)
und somit
> 1 log y/] , 1
= ——h + O (Fi(7,1-6)(lo log lo
Z 1Ogy 7G.5) (bgy (P J(logy) ™" loglog y)

= M j(B)+ O(E1;).
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Im verbleibenden Fall n > 2 ist

RM(B) < Fi(j.1 - 6)(logy)*(loglog y)"
und wir erhalten

° h(k)(o)

D

k
= (logy)

RM(B) < Fi(j,1 - 8)(loglog y)" ™ < E, ;.

Insgesamt ergibt sich folglich aus (A.4.1), (A.4.2) und den gerade betrachteten drei Féllen

GE(B) = My(B) + O(Eny).

A.5 Beweis von Lemma 3.4.2

Lemma 3.4.2 Sei I1(j,1-6) = H(l +p ) mit 6 > 0 und sei d > 0, wobei § +d < ¢ < 1.
Dann gilt firr > 1 plj

2(4 . O r(logy) 3 d=0
E Iu.l(_]d)Fl(Jvl_é)T:{Oo (d/d) C 0<d<1
i<y ] co,r VY 3

Beweis: Es sei

ni-nEp=n

die Anzahl der Darstellungen von n als Produkt von & Zahlen und sei
g(n) = (=1 (n)n="*7,

wobei wie iiblich w(n) die Anzahl der paarweise verschiedenen Primteiler von n bezeichnet. Da
w(n) additiv, 7(n) und n~'*% aber multiplikativ sind, ist auch g(n) multiplikativ und daher
gilt, wenn p(n) fiir die Mébius-Funktion steht,

[1(0 = g(p)) = 3 u(n)g(n). (A5.1)
plj nlj
Weiter ist nach Voraussetzung fiir ein geeignetes k = k(r) € IN
FG1-6y =TT (1+p7*) <TT (1 +kp7).
pli plj
Wegen 7¢(p) = k und w(p) = 1ist kp~'*% = —g(p) und unter Verwendung von (A.5.1) folgt
RGL-67 < Y u(ng(n)

nlj

S ) r(nyn

nlj

Zrk(n)n_l""S,

nlj

IN
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denn fiir nicht-quadratfreie n ist u(n) = 0 und fiir quadratfreie n gilt pu(n) = (—=1)~(),
Insgesamt haben wir also

,u

u _
]7 1- 6) < Z ) e
i<y J i<y J nlj
1
< mlmpT X o
n<y i<y J
7=0 (mod n)
= Z Tk(n)n_2+5+d Z i1
n<y i<y/n
< Z Tk(n)n_z‘i'co Zi_1+d.
n<y 1<y
Nun ist aber fiir ¢q < 1 ([Tit51, (1.2.2)])
> m(n)nT e < Z mr(n)n =20 = (F(2 = ¢) <oy 1 (A.5.2)

n<ly

Wir miissen uns folglich um die Summe {iber 7 kiimmern. Im Fall d = 0 gilt bekanntlich

Z it log y
1<y

und mit (A.5.2) folgt die Behauptung.
Im Fall 0 < d < 1 folgern wir durch partielle Summation

d
Yt e L
1<y

was wiederum zusammen mit (A.5.2) die Behauptung ergibt.

A.6 Beweis von Lemma 3.4.3

Lemma 3.4.3 Sei f(p) = 1 4+ O(p~©) fir Primzahlen p und sei f(j)= Hf(p), mit einer
Konstanten ¢ > 0. plj
Dann gilt firv >0

v.oop log y)vt1 5
'u (10g ) = / ( gy) ‘|‘Oc,u((10gy) )7

(2 v+l

J<y

wobei o) -1
p J—

P, = (1+ 7)
=11 pt1

Das Produkt Py ist absolut konvergent.

Dieser Hilfssatz ist eine Verallgemeinerung und Prézisierung des Spezialfalls d = 0 von Lemma
3.4.2. In [Con83a, L.11] deutet Conrey fiir den Fall v > 0 einen Beweis an, der &hnliche
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Techniken wie der obige Beweis zu Lemma 3.4.1 verwendet, ndamlich die Umwandlung der
betrachteten Summe in ein komplexes Integral mittels Lemma A.4.1. Fir v = 0 ist dieses
Lemma nicht anwendbar und daher verweist Conrey in diesem Spezialfall auf Levinsons Beweis
in [Lev74a, 1..3.11]. Statt nun zwei in ihren Methoden véllig unterschiedliche Beweise zu fiithren,
verallgemeinern wir Levinsons elementaren Beweis auf alle v > 0.

Beweis:  Wir zeigen zuerst die absolute Konvergenz von Ps. Da f(p) =14 O(p~°) ist

fp) -1 p° 1 .-
R —_— ¢ L.
zp: p+1 <<Zp:p+1 <<Zp:p1+c <;n1+c <
Da ¢ konstant ist, bedeutet dies die absolute Konvergenz.
Zum Beweis der ersten Behauptung definieren wir abkiirzend
2( 3 v
J . Y
Ly =310 ( )f(]) <1og —.) :
i<y J
Des weiteren zerlegen wir f(p) derart, daf} gilt
f(p) = A(p)(B(p)+1), (A.6.1)
Alp
A(p)-B(p) = 1+ % . (A.6.2)

Hieraus erhalten wir fiir Primzahlen p

p(f(p)—1) p+ f(p)
A(p) = —————= und B(p)= —————.
=" W= ) - 1)
Beide Funktionen setzen wir multiplikativ auf alle natiirlichen Zahlen j fort, sei also
A =[TAw)  wd B =]]B).
pli plj

Nun ist wegen (A.6.1) und da in J,(y) wegen des Faktors u?(j) eigentlich nur iiber quadratfreie
7 summiert wird

s = 52 58 (loa ) Tl awkate) +

j2—_frei

_ ) (100 Y 4 m

- T (10%) A3 Bl
7 2-frei

_ U™ (o YN i Blm

= ¥ 3 e ) aume,

(7m)=1

denn, da B(j) multiplikativ und j quadratfrei ist, gilt

[I(B(p)+1) = > p*(m)B(m) = Y B(m).
mlg mlj

plJ
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A(j) und p(j) sind multiplikativ und fiir j < £ <y gilt
y u_l/ v ﬁu—n_ on lu b1 )
(log ]_m) = HZ:% (n) (log m) (—logj)" = (log m) + 0, (log ylog]) .
Wir erhalten somit
2 .
,u v Y Y
m)B(m)log* £ ) 43+ 0, (1Rollog" )
(4,;m)=1
wobei ) -
m J . .
Ro= Y “fn ) A(m)B(m) ) 45 logs.
m<y i<yfm 7
(4,;m)=1

Zuerst beschdftigen wir uns mit Rg. Da f(p) = 14 O(p~°) gibt es eine Konstante My mit

My
|A(p)| = m [f(p)—1] < pr (A.6.4)

und demnach fir quadratfreie j
< H 2ot
pli P

w(j) bezeichnet hier wie iiblich die Anzahl der Primteiler von j und es gilt ([HW88, 22.10])

. log j .
Wihlen wir nun ein j; so grof}, daf} einerseits
2log j
w(j) € =225 i j > gy
loglog j
und andererseits
2log M1 ¢ .
- <5 fir g > g,
loglogj — 2

dann kénnen wir fiir j > j; folgern

w(j 2lo : :
M, @) < exp ( 08J lo ng) < exp (Elog]) :]C/z.
log log j 2

Fiir alle j gilt daher mit einer geeigneten Konstanten My
Miﬂ(]) < szc/Q
und somit

|A()]| < My ¢/, (A.6.5)
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Wegen (A.6.2) und (A.6.4) ist

|_H 1+ ‘ H( 1+c> =: Ms. (A.6.6)

plm P

Das Produkt konvergiert, da > p~17¢ < 3" n~=1=¢ fiir ¢ > 0 konvergiert.
P n

Insgesamt erhalten wir damit fiir eine weitere Konstante My, wenn wir mj wieder durch j
ersetzen,

m 2(5) lo
Rol < My My 3 ) 5 “T(]) 5§_MZM < logy.

m<y J<y/m i<y

Wir haben also in (A.6.3) einen Fehlerterm der Gréfle O, (log” y) vorliegen.

In dhnlicher Weise werten wir nun den Hauptteil in (A.6.3) aus, da wir jedoch sehr viel mehr
als nur eine implizite O-Konstante suchen, sind etwas grofiere Anstrengungen erforderlich. Sei
zur Abkiirzung

L) = 3 U A B(m) <log %) 5 0 4, (A6.7)

Bislang haben wir also gezeigt, dafl

T,(y) = L(y) + O, (logy). (A.6.8)

Betrachten wir zuerst die innere Summe in [,(y). Es gilt

2(; 00 2
£ (-])A(J) =y £ (.])A(J)—Rlv

j<y/m 7 =1 J

(;m)=1 (4m)=1

wobei nach (A.6.5)

HQ(j) /2 c—1—c/2
|R1|§M22—.] SMzzj .

i>y/m i>y/m

Wie am Ende des Beweises von Lemma 3.4.2 folgern wir

m 1+4c¢/2
Z j—l—c/2 =0, ((;) ) (A.6.9)
izyfm

und somit existiert eine Konstante M5 = M5(c), so daf

c/2
|Ry| < Ms (%) . (A.6.10)
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Des weiteren gilt

-1 (14 40 (o A2 (1 A2

P » P plm

—
o
3

ECH

(5,;m)=1 ptm

Die Konvergenz des Produkts haben wir uns bereits in (A.6.6) iiberlegt. Deshalb, wegen (A.6.7)
und aufgrund der Definitionen von A(m) und B(m), folgt

Ly =] (1+ %) 3 Q(Tm ( ) 1|‘[ 3 L (A.6.11)

P m<y p p)

wobei wegen (A.6.10)

< 3 O i pon) (l0g £) |
< w2 3 L gy (1o L)

m<y

Wir verwenden (A.6.6) und erhalten, da . m™'*% < 2% (partielle Summation)

m<z

[Rol < My - My -y~ (logy)” 3 m™ > < (loga)”.
m<y

Nach (A.6.2) ist A(p)B(p) = 1+ p~tA(p), das innere Produkt iiber alle p|m in (A.6.11) fallt

daher weg und wir haben

) =TT (1 22) 30 2 (100 1Y 0 0wty (a12)

P p m<y

Aus Y p(n) = p?(m) und %o: % = ﬁ fir o > 1, folgt

n2|m n=1

3o ) =Y Y=Y Z“ C()logyw() R,

m<y m<y n2|m 1<y n2<x/2

wobei, wegen Y n? < 27! (vgl. (A.6.9)) und Y i~1/2? <« y'/? (partielle Summation),
n>x 1<y

mi<y by z§(1)1/2<< y

2<y n> /2 1<y ¥

Wir haben also

3 prm) _ % logy + O(1). (A.6.13)
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Den uns noch stérenden Term (log £)” in (A.6.12) beseitigen wir durch partielle Summation.
Es gilt

2 foe2) =2 (1og2) " e (ﬁ (1 g)”“) = Lo 2)’

und daher ist wegen (A.6.13)

£ )

m<y

|
<
o~
&

(3 ) g
) o ()1
_ L/ly% (log%)ydﬁ—l—O(log”y)

= L (logy)"* + 0 (log" y).

(@) vl

Insgesamt erhalten wir demnach aus (A.6.8), (A.6.12) und dem soeben Hergeleiteten

nw =TI (1+ ) s o) 4 0u g ).

Da aufgrund von (A.6.1) und (A.6.2)

folgt die Behauptung.

A.7 Beweis von Lemma 4.2.1

Lemma 4.2.1 Firo > oy > 0, |t| >ty und k < ko gilt

C(k)(g) = Oko,,cro,to (|t|1/2) )

Beweis:  Iiir & = 0 ist die Behauptung bekannt (vgl. [Ivi85, Thm. 1.9]), sei also k£ > 1 und
sei vorerst stets ¢ > 1. Dann gilt

(9(s) = (-1 3 Lon)

und partielle Summation (vgl. [Pra78, Anhang, S.1.5]) liefert

=, log" > log" o (loga)*1(k — sl log" N
Zlog n:/ log xdw—l—/ {x}(ogx) ( sogw)dw_l_ og 7
ns N s N xs—l—l Ns

n=N
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wobei {2} = x — [z]. Es folgt

(—1)kC(k)(s) _ i\f: Ingn _I_/NOO log xd -I-/ (2} logx) Lk - slogx)dx (A7)

1 ns xs—l—l
n=—

Betrachten wir das erste Integral. Wiederholte partielle Integration (vgl. (3.3.34)) liefert uns
fir o > 1

- k 1-s
/N(logx)kx_sdw — 7;)(_1)%(;6_1)...(k_n—|—1).(1ogN)k—n(1]_VW

Nl—s

= m - Pp((1—s)log N), (A.7.2)

wobei Py, das geeignete Polynom mit deg Py, = k bezeichnet.
Das zweite Integral in (A.7.1) konvergiert fiir alle s mit ¢ > 0 und daher gilt die Darstellung
(A.7.1) im Bereich ¢ > 0. Aus (A.7.2) folgt deshalb
% Jog¥ T
/ xs—l—l

(log z)*'(k — slog x) 0 Jogh—
/ {z} dx / P T de| +

xs—l—l
< k- |5|k |Pk_1(—slogN)|—|—|s|

IN

E |k+1 | P(—slog N)|.

Insgesamt folgt aus (A.7.1) fiir k < kg, 0 > 09 und, da 5. n7%° < 2179 wenn wir oBdA
1<n<z
0 < 69 < 1 annehmen,

‘C(k)(s)‘ <<k0 IOgN (Zn + |1_8|—1N1—00 _|_|8|—1N—Uo _I_N—CTO)
Croty N0 logh N.
Wihlen wir jetzt N = [|t|1/2], so folgt

C(k)(s) Lko 00,4 t0 |t|1/2

fiir o > 09 > 0, |t| > to und &k < k.
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Anhang B

Das Programm

In diesem Anhang wird das Programm SUCHEO aufgelistet, mit dem die numerischen Werte
aus Korollar 2.2.2 berechnet wurden. Das Programm ist in FORTRAN 77 geschrieben und
weitgehend selbsterkldrend.

Die Programme zur Berechnung der Schranken aus Korollar 2.2.4 oder der Abschatzungen fiir
ap und aél) aus Kapitel 5 sind analog aufgebaut, es handelt sich um Modifikationen des hier
abgedruckten Programms.

Dem Listing folgen als Beispiele die Ausgaben zweier Programmlaufe fiir die Félle m = 0 und

m = 1.

B.1 Programmlisting

Programm SUCHEO

¢ Programm SUCHEO

Programm zur Berechnung einer moeglichst grossen
unteren Schranke fuer den Anteil der Nullstellen
der Ableitungen der Riemannschen Zeta-Funktion,
die auf der kritischen Geraden liegen

O o0 00

Hauptprogramm

Typdefinitionen
d<=10 und 2d-1+m<=19 wird vorausgesetzt !
integer i,j,k,d,m,ds,bin(0:19,0:19),anz,zufall,nfail,nok
double precision xmax(11),fmax,s(11),smax(11)
common /param/ d,m,ds,bin
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Programm SUCHEO (Fortsetzung)

¢ NAG-Zufallsgenerator
double precision GO5CAF

(e]

Variablen fuer Minimierungsprogramm
integer n,ibound,iw(13),liw,lw,ifail
double precision bl(11),bu(11),x(11),f,w(187)

¢ Einlesen der Parameter d,m,anz,zufall
read(1,99999) d,m
read(1,99999) anz,zufall
99999 format(2i5)
ds=2*d-1+m
if (d.1t.1) stop ’ d zu klein ! °
if (d.gt.10) stop ’> d zu gross ! °’
if (m.1t.0) stop ’ m zu klein ! °
if (ds.gt.19) stop ’ d, m zu gross ! ’

c Initialisierungen
n=d+1
nfail=0
nok=0
fmax=1.0d+20
call GO5CBF(zufall)

¢ Berechnung der Binomialkoeffizienten
do 10 i=0,19
bin(i,0)=1
bin(i,i)=1
do 10 j=1,i-1
bin(i,j)=bin(i-1,j-1)+bin(i-1,j)
10 continue
c
c Parameter fuer Minimierungsprogramm
ibound=0
b1(1)=1.0d-10
bu(1)=1.0d+1
do 20 i=2,n
bl(i)=-1.0d+2
bu(i)=1.0d+2
20 continue
liw=13
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Programm SUCHEO (Fortsetzung)

lw=187

c

¢ Ausgaben
write(x,x*)

write(x,*) ° Eingabedaten’

write(x,*x) > TrTToooososs )

write(*,*) > m =’,m,’ d =’,d
write(*,%*) ’ anz=’,anz,’ zufall=’,zufall
write(x,x*)

write(x,*) ° Programmausgaben’

write(x,*) > ~“rvomomoosssooss ’

(e]

Hauptschleife
do 70 k=1,anz

c Wahl der Startwerte
do 60 i=2,n
x(1)=GO5CAF (1.0d+0)*25%(-1)%*i
s(i)=x(i)
60 continue
x(1)=GO5CAF (1.0d+0)*5.0d+0
x(1)=dmax1(dabs(x(1)),1.1d-10)
s(1)=x(1)
C
¢ Aufruf des Minimierungsprogramms
ifail=1
call EO4JAF(n,ibound,bl,bu,x,f,iw,liw,w,1lw,ifail)
if (f.1t.fmax) then
do 30 i=1,n
xmax (i)=x(i)
smax(i)=s(i)
30 continue
fmax=f
endif
if (ifail.eq.1) then
nfail=nfail+1l
else
nok=nok+1
endif

70 continue
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Programm SUCHEO (Fortsetzung)

c
c Ergebnisausgabe
write(x,x*)

write(*,*) ’s=====s=====s==ssssssssssssssssssssssssssssssssssssss)
write(x,x*)

write(*,*) ’ fehlerhafte Optimierungen : ’,nfail

write(*,*) ? korrekte Optimierungen : ’,nok

write(x,x*)
write(k,*) ’---------mm oo ’
write(x,x*)

write(6,99994) m,d,1-fmax
99994 format(’ Maximum fuer m=’,i2,’ und d=’,i2,’ ist : ’,g20.8)
write(6,*) ’ an der Stelle :°
write(6,99996) xmax(1)
99996 format(’ R=’,g20.8)
write(6,99995) (i-1,xmax(i),i=2,n)
99995 format(’ beta(’,i2,’)=’,g20.8)
write(6,x*)
write(6,%*) ’ gewaehlte Startwerte zur Optimierung :’
write(6,99996) smax(1)
write(6,99995) (i-1,smax(i),i=2,n)
write(x,x*)
write(*,*) ’========================ssssssssososossssssssssssssssss)
end

Unterprogramme

Definition der zu minimierenden Funktion

O o0 0 0 00

subroutine functi(n,xc,fc)
integer n
double precision fc,xc(n)
c
¢ lokale Variablen
integer i,j,d,m,ds,bin(0:19,0:19)
double precision sigma,e,phil,alpha(0:19)
double precision beta(0:10),r,psi,psis
double precision lambda,f,coth
common /param/ d,m,ds,bin
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Programm SUCHEO

(Fortsetzung)

c lok. Variablen fuer Integrationsroutine
integer npts,nlimit,ifail,up

(e]

(e]

double precision a,b,epsr,relerr

common /igral

double precis

Integranden

external fktO

c Initialisierung

50
c

r=xc(1)

do 50 i=1,d
beta(i)=xc(

continue

¢ Vorberechnungen

100

C

sigma=beta(1)
do 100 i=2,d

/ r,alpha,up

NAG-Integrationsroutine

ion DO1AHF

,Tktl

i+1)

sigma=sigmat+beta(i)

continue

beta(0)=1-sigma

e=dexp (2*r)

phil=1-2*xsigma

¢ Berechnung der Koeffizienten von phim
alpha(0)=1.0d+0

300

do 200 i=1,ds

if (m.1t.i)

alpha(i)=
else

alpha(i)=bin(m,i)*beta(0)

endif
do 300 j=1,

then
0.0d+0

d

if (2%j.ge.i+1-m) then

alpha(i)=alpha(i)+bin(2*j-1+m,i)*beta(j)

endif
continue
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Programm SUCHEO (Fortsetzung)

alpha(i)=alpha(i)*(-2)**i
200  continue
C
¢ Berechnung des Integrals psi
up=ds
a=0.0d+0
b=1.0d+0
nlimit=30000
epsr=1.04-10
ifail=0
psi=DO1AHF(a,b,epsr,npts,relerr,fkt0,nlimit,ifail)

¢ Berechnung des Integrals psi’
ifail=0
psis=DO1AHF(a,b,epsr,npts,relerr,fktl,nlimit,ifail)

¢ Berechnung von lambda und F(m,phi)
lambda=dsqrt ((psis+r* (e*phil**2-1)-r**2xpsi)/(4*psi))
coth=1/dtanh(lambda)
f=2*psi*lambda*coth+(exphil**2+1)/2

(e]

Rueckgabe des Funktionswertes
fc=dlog(f)/r
return
end

Integrandendefinition
double precision function fktO(x)
double precision x

c lokale Variablen
integer i,up
double precision f,r,alpha(0:19)
common /igral/ r,alpha,up

£=0.0d+0
do 1 i=0,up
f=f+alpha(i)*x**i
1 continue
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Programm SUCHEO (Fortsetzung)

fktO=dexp (2*r*x)*L**2
return
end

double precision function fktl(x)
double precision x

c lokale Variablen
integer i,up
double precision f,r,alpha(0:19)
common /igral/ r,alpha,up

c
£=0.0d+0
do 2 i=1,up
f=f+alpha(i)*i*xx**(i-1)
2 continue
fktil=dexp (2*r*x)*L**2
return
end
c

C kKoK >k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok ok ok >k ok ok ok ko sk ok ok ok >k sk ok ok ok ok >k Sk ok ok ok ok >k ok ok ok >k k sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok k ok
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B.2

Programmausgaben

Abschitzung von ag

Eingabedaten
m = d = 5
anz= 1 zufall= 3141
Programmausgaben
fehlerhafte Optimierungen :
korrekte Optimierungen : 1
Maximum fuer m= O und d= 5 ist .36581586

an der Stelle :

R= 1.4760924

beta( 1)= .67103125
beta( 2)= -.26415943
beta( 3)= . 15850922
beta( 4)= -.69562664-001

beta( 5)= .15669665-001

gewaehlte Startwerte zur Optimierung :

R= 1.3736738

beta( 1)= 19.106214
beta( 2)= -4.5348100
beta( 3)= 18.848447
beta( 4)= -22.383706

beta( 5)= 3.8405566
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Abschitzung von ay

Eingabedaten

Maximum fuer m= 1 und d=
an der Stelle :

R= 1.2145657
beta( 1)= 1.2617328
beta( 2)= -3.8172995
beta( 3)= 10.302836
beta( 4)= -16.064069
beta( 5)= 13.888409
beta( 6)= -6.1085159
beta( 7)= 1.0392884
gewaehlte Startwerte zur
R= 4.3658648
beta( 1)= 6.5616835
beta( 2)= -14.451989
beta( 3)= 23.786566
beta( 4)= -18.313065
beta( 5)= 14.232629
beta( 6)= -.85306487

beta( 7)= 15.134421

fehlerhafte Optimierungen :
korrekte Optimierungen :

d = 7
zufall= 3141
0
5
7 ist : .81568226
Optimierung :
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