Nichtlineare Differenzengleichungen
und Bevolkerungswachstum
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Zu linearen Differenzengleichungen kann leicht eine geschlossene Losung gefunden wer-
den. Versucht man mit ihnen Bevolkerungswachstum zu modellieren, entsprechen ihre



Losungen allerdings oft nicht den tatsédchlichen Beobachtungen. Daher sollen an die-
ser Stelle auch nichtlineare Differenzengleichungen betrachtet werden, insbesondere ihre
einfachste Form, die diskrete logistische Gleichung.

1 Lineare Modelle

1.1 Diskrete Modelle

Viele Tiere briiten nicht das ganze Jahr iiber, sondern nur wéihrend einer kurzen, klar
definierten Brutsaison (z.B. jeden Friihling). Daher ist es sinnvoll, die Zeit diskret zu
messen, d.h. man beschriankt sich darauf, die einzelnen Brutzeiten abzuzéahlen, anstatt
Veranderungen in der Population kontinuierlich iiber das ganze Jahr zu beobachten und
zu modellieren.

1.2 Beispiel: Zellteilung unter Laborbedingungen

In der Natur konkurrieren verschiedene Spezies haufig um dieselben Nahrungsquellen
oder haben Fressfeinde. Im Labor hingegen kann eine einzelne Spezies isoliert betrachtet
werden. Im Folgenden wollen wir die Zellteilung von Hefezellen unter Laborbedingungen
betrachten. Dazu werden Temperatur und Verfiigbarkeit der Néhrlosung so eingestellt,
dass sich die Hefezellen mit einer konstanten Rate vermehren.

Beispiel. Angenommen, eine einzelne Hefezelle teilt sich jede Minute. Wenn keine der
Zellen ausstirbt, wie viele Minuten dauert es dann, bis mehr als eine Million Zellen
vorhanden sind?

Dazu messen wir die Zeit diskret, d.h. als ganzzahliges Vielfaches einer Minute. Sei
dann N die Anzahl der Hefezellen nach k£ Minuten. Eine Minute spater gilt dann:

Nk+1 = 2Nk mit NO =1

Durch Induktion erhéalt man sofort die geschlossene Losung dieser linearen Differenzen-
gleichung 1. Ordnung;:
Ny = 2F Ny = 2F

Wir wollen also k& so berechnen, dass Nj, > 10%. Durch Logarithmieren erhilt man:

6log(10)
log(2)

Nach zwanzig Minuten sind also bereits mehr als eine Million Zellen entstanden!

~ 19,93.

1.3 Geburten und Sterbefille

Im bisherigen Modell wurde nur der Fall betrachtet, dass in jeder Brutsaison jedes vor-
handene Populationsmitglied durch zwei neue ersetzt wird, es aber sonst keine Todesfélle



in der Population gibt. Im Tierreich jedoch trifft man eher den Fall an, dass ein Indivi-
duum sich iiber mehrere Brutzeiten hinweg fortpflanzen kann, dann jedoch stirbt. Um
eine solche Tierpopulation zu modellieren, miissen daher auch Geburten und Sterbefal-
le in jeder Brutzeit mitberiicksichtigt werden. Zur Vereinfachung vereinbart man einige
Annahmen:
e Man betrachtet nur Populationen, die geniigend grof3 sind, sodass man individuelle
Unterschiede zwischen einzelnen Tieren vernachlassigen kann:
— Jedes Individuum hat daher in jeder Brutsaison die gleiche Anzahl an Nach-
kommen.
— Jedes Individuum stirbt in jeder Brutzeit mit der gleichen Wahrscheinlichkeit
(bzw. tberlebt mit der Gegenwahrscheinlichkeit).
e Das Verhaltnis zwischen mannlichen und weiblichen Tieren bleibt anndhernd kon-
stant.
e Altersunterschiede zwischen einzelnen Tieren sollen vernachléssigt werden.
e Die betrachtete Bevolkerung lebt isoliert, d.h. es findet kein Zuzug und kein Wegzug
statt.
Auf dieser Basis setzt man nun:

Definition. Sei a die Anzahl der Nachkommen pro Individuum in jeder Brutsaison.
Man nennt « die Pro-Kopf-Geburtenrate.

Sei # die Wahrscheinlichkeit, dass ein einzelnes Individuum in der betrachteten Brut-
saison stirbt. Man nennt § auch die Pro-Kopf-Sterberate.

Mit dieser Definition ist klar, dass gilt:
e Die Anzahl der Individuen, die in jeder Brutsaison geboren werden und sterben,
ist proportional zur Populationsgréfie zu Beginn dieser Brutzeit.

1.4 Die Wachstumsrate r

Man stellt nun ein erstes, lineares Modell auf Basis dieser Annahmen und Beobachtungen
auf:

Sei N, die Anzahl der Individuen in der k-ten Brutsaison. Fiir die ndchste Brutzeit
gilt dann:

Aktuelle Anzahl} B {Anzahl der} n {Anzahl der}

Ny = {
h an Individuen Todesfalle Geburten

Mit den bekannten Definitionen wird dies zu

Nk+1 :Nk—ﬁNk—i_O{Nk
=(l+a—pF)N.

Als geschlossene Losung erhédlt man aus (1) sofort durch Induktion:

N = (1+a—B)*N (2)



Dieses Modell basiert also auf der Grofie

r=a—_0, (3)

man nennt r auch Wachstumsrate. Es ist klar, dass fiir » > 0 die Population ins Un-
endliche wéchst, fiir » < 0 dagegen aussterben wird (s. Abbildung 1). In der Natur
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Abbildung 1: Lineares Wachstum fir » = 0.1 und r = —0.1

beobachtet man allerdings selten ein solches Verhalten, besonders das unbeschrankte
Wachstum erscheint unrealistisch.

2 Nichtlineares Populationsmodell — beschranktes
Wachstum

Im néachsten Schritt wird daher versucht, das bisherige Modell so abzuandern, dass es
sich besser mit praktischen Beobachtungen deckt.

2.1 Der Sattigungswert K

Beobachtet man Populationen unter Laborbedingungen, sodass die in Abschnitt 1.3
genannten Annahmen zutreffen, so stellt man fest, dass mit steigender Gesamtbevolke-
rungszahl die Pro-Kopf-Sterberate zu- und die Pro-Kopf-Geburtenrate abnimmt. Man
schreibt dies Effekten durch Ubervolkerung und Konkurrenz um Nahrung zu.

Betrachtet man z.B. verschiedene Kéaferpopulationen wie in Abbildung 2, so scheint es
in den ersten beiden Fallen jeweils eine bestimmte Bevolkerungsgrofie zu geben, die fiir
die vorgegebenen Umweltbedingungen charakteristisch ist. Man spricht vom Sdttigungs-
wert. Hat eine Bevolkerung ihren Sattigungswert erreicht, so sollten sich Sterbe- und
Geburtenrate ungefihr die Waage halten; die Population befindet sich in einem Gleich-
gewichtszustand. Im dritten Fall hingegen scheint sich die Kéaferpopulation zufallig zu
verandern; diesen Fall wollen wir spater gesondert untersuchen.
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Abbildung 2: Verschiedene Kaferpopulationen

2.2 Die variable Wachstumrate R(Vy)

Um das Modell aus Abschnitt 1.4 so zu erweitern, dass es das gewiinschte Sattigungs-
verhalten zeigt, ersetzt man in der Gleichung

Niy1 = Ny + 1Ny

die (konstante) Wachstumsrate r durch eine verédnderliche Wachstumsrate R(Ny), die
eine Funktion der Bevolkerungszahl Ny, ist:

Nis1 = Ny, + R(Ny) N, (4)

An diese Funktion R(Ny) stellt man einige Forderungen:

e Durch Uberbevolkerungseffekte soll mit steigendem Nj die Wachstumsrate R(Ny)
abnehmen.

o Ist der Séttigungswert K erreicht (d.h. gilt NV, = K), so soll R(K) = 0 gelten,
d.h. erreicht eine Bevolkerung ihren Séttigungswert, so sollte sie sich in einem
Gleichgewichtszustand befinden.

e Fiir N, — 0 nehmen die Effekte durch Ubervélkerung und Nahrungskonkurrenz
ab, die Wachstumsrate R(Ny) néhert sich einem festen Wert r, der unbeschrinkte
Wachstumsrate heifit. Es soll also R(0) = r gelten.



2.3 Die diskrete logistische Gleichung

Natiirlich gibt es viele mogliche Wahlen fir die Funktion R(Ny), die die Bedingungen aus
Abschnitt 2.2 erfullen. Zunéichst wollen wir die einfachste Funktion wéahlen, die dieses
Verhalten zeigt: eine lineare Funktion.

Wegen obiger Forderungen muss R(Ny) durch die Punkte (0,7) und (X,0) laufen.
Man erhalt damit sofort

R(N,) = —%Nk tr. (5)

Setzt man dies in Gleichung (4) ein, so erhalt man die diskrete logistische Differenzen-

gleichung
N,

N1 = Ny, + 1Ny (1_f> : (6)

Diese Gleichung ist nicht mehr linear; auch gibt es fiir sie keine geschlossene Losung.

2.4 Eigenschaften der diskreten logistischen Differenzengleichung
Einige Eigenschaften der diskreten logistischen Differenzengleichung lassen sich direkt
ablesen oder ausrechnen.

2.4.1 Gleichgewichtszustande

Zunéchst betrachten wir, welche Gleichgewichtszustande auftreten kénnen. Sei also Ny, 1 =
Ny = s. Setzt man dies in (6) ein, erhélt man

s:s+r(s+(§))

s
1 —) ~0.
i ( K
Es treten also in den beiden Fallen s = 0 und s = K Gleichgewichtszustande auf. Der

Fall s = 0 ist wenig interessant; der Gleichgewichtszustand fiir s = K ist praktisch eine
direkte Konsequenz aus den Forderungen in Abschnitt 2.2.

bzw.

2.4.2 Zuwachs

Nun schreibt man die diskrete logistische Gleichung in der Form

N
Nk+1—Nk:TNk (1—7’{) .

Man kann an ihr dann den Zuwachs zwischen zwei Generationen betrachten. Man er-
kennt: Ist N, < K, so wird die Gesamtbevolkerungszahl in der néchsten Generation
zunehmen, ist Ny > K, so wird sie hingegen abnehmen.

Man kann vermuten: Ist r klein, so wird auch der Zuwachs eher klein sein; es ist
plausibel, eine monotone Konvergenz der Losungsfolge gegen den Séttigungswert K zu



erwarten. Ist r hingegen grof3, so wird auch der Zuwachs entsprechend grof3 sein. Wegen
der groflen Zunahme wird die Bevolkerungsgrofie N, dann zunéchst den Sattigungswert
K iibertreffen, dann jedoch nach obiger Betrachtung wieder darunter fallen, usw. Ein
oszillierendes Verhalten scheint wahrscheinlich.

Interessanterweise sind dies genau die beiden ersten Verhalten der Kaferpopulation
aus Abbildung 2.

2.4.3 Der Fall » > 3

Man kann aus der diskreten logistischen Gleichung auch ablesen, dass sie fiir unbe-
schrankte Wachstumsraten r > 3 nicht anwendbar ist: Es konnen in diesem Fall nega-
tive Bevolkerungszahlen auftreten. Um dies zu sehen, formt man zunéchst die diskrete
logistische Differenzengleichung (6) ein wenig um:

K
Ngr Ny (7)
= Ni(1 l———— ) =cNy |1 — =
e (1= i) < (- %)
- g(Nka ) K) ’
wobei ¢:=1+7 und K := M gesetzt wurde.
Man betrachtet nun das Intervall I = [0, K] und die Funktion g(Ny: ¢, K) = cN;, <1 — %)

und untersucht, fiir welche Werte von ¢ nun gilt g(I) C I; fir z > K hat man némlich
g(z) < 0. Mit g(0;¢,K) = g(K;¢, K) = 0 liefert eine einfache Kurvendiskussion, dass
g(Ny; e, K ) einen Hochpunkt hat an der Stelle <%7 %) Offensichtlich gilt daher
g(I) C I fir ¢ < 4.
Wéhlt man nun ¢ = 5, dann hat g(Ny; 5, [?) seinen Hochpunkt bei (%, 2[?) ¢ I
Sei nun ¢ = 5 und Ny = % gewahlt; dann ergibt sich im ersten Intervall nach obiger
Rechnung N; = %K und weiter

5~ ~
N2=g(ZK;5,K)

Verlasst die diskrete logistische Gleichung bei gegebenen Startwerten also einmal das
Intervall I, so liefert dieses Modell eine negative Bevolkerungsgrofle, was offensichtlich



voOllig unrealistisch ist. Dieser Ansatz kann also nicht angewendet werden fiir
c>4<—(r+1)>4<—r>3.

Ebenso ist klar, dass man fiir die urspriingliche logistische Differenzengleichung f(Ny;r, K)
also keine Startwerte Ny > K wihlen darf, da man sonst ebenfalls (wie man beim Uber-
gang zu g(Ng; ¢, K) leicht sieht) sofort negative Bevolkerungsgréfien erhalt.

In der Natur beobachtet man aber sehr wohl Populationen, die unbeschrankte Wachs-
tumsraten r > 3 aufweisen. Die Untauglichkeit fiir diese Wachstumsraten stellt also eine
betréichtliche Einschriankung der diskreten logistischen Differenzengleichung dar. Man
betrachtet stattdessen in diesen Fallen z.B. nichtlineare Differenzengleichungen, deren
Wachstumsfunktion R(Nj) nicht mehr linear ist.

3 Numerische Betrachtung der logistischen
Differenzengleichung

Im Folgenden wollen wir die diskrete logistische Differenzengleichung (6) numerisch auf
ihr Verhalten in Abhéangigkeit vom Parameter r untersuchen. Die Startpopulation Ny
und den Sattigungswert K halten wir zundchst auf den konstanten Werten Ny = 100
und K = 1000. Wir werden spéater sehen, dass Variationen in diesen Parametern keine
neuen Erkenntnisse liefern.

3.1 Stabiles Wachstum
311 0<r <1
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Abbildung 3: Diskrete logistische Gleichung fiir » = 0.2 und r = 0.8: monotone Konver-
genz gegen Sattigungswert K

Man setzt versuchsweise die beiden Werte r = 0.2 und r» = 0.8 ein. In beiden Féallen
strebt die Bevolkerungsgrofie gegen den Sattigungswert K (s. Abbildung 3). Die Be-
volkerung scheint zunéchst exponentiell zu wachsen, mit fortschreitender Zeit kommen



r=08

Abbildung 4: Cobweb-Diagramme fiir » = 0.2 und » = 0.8

Ubervolkerungseffekte aber immer deutlicher zum Tragen; das Wachstum verlangsamt
sich. Fur den grofleren Wert von r wéchst die Bevolkerung zunéchst sehr schnell, das
Wachstum wird dann jedoch auch sehr stark abgeschwéacht. Fiir den kleineren Wert von
r findet zunéchst ein langsameres Bevolkerungswachstum statt; dementsprechend be-
obachtet man auch eine geringere Abschwéchung. Der Sattigungswert K wird spéter
erreicht als im Fall » = 0.8. Diese langsamere Konvergenz kann man auch sehr schon
in den zugehorigen Cobweb-Diagrammen beobachten (Abbildung 4). In beiden Féllen
konvergiert die Losungsfolge der logistischen Differenzengleichung jedoch monoton gegen

den Sattigungswert K als Grenzwert.

312 1 <r<2
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Abbildung 5: Diskrete logistische Gleichung fiir r = 1.6 und r = 1.9: gedampfte Oszilla-

tion

Fir Werte von r > 1 andert sich der Charakter des Bevolkerungswachstums (s. Ab-
bildung 5): die Differenzengleichung hat oszillierende Losungen. Man betrachtet hier
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Abbildung 6: Cobweb-Diagramme fir »r = 1.6 und r = 1.9

die beiden Félle r = 1.6 und » = 1.9. Zu Beginn des Beobachtungszeitraums wéchst
die Bevolkerung so schnell, dass die Gesamtbevolkerung tiber den Sattigungswert K
hinausschieBt, bevor Ubervolkerungseffekte zum Tragen kommen konnen. Wie in Ab-
schnitt 2.4 gesehen, fallt die Bevolkerungszahl dann im néchsten Zeitintervall auf einen
Wert unterhalb K. Nun schieit die Bevolkerungszahl wieder iiber K hinaus, diesmal
jedoch schwécher als beim ersten Mal. Man erhélt eine geddmpfte Oszillation. Fiir den
grofferen Wert r = 1.9 ist die Dampfung dabei geringer als fiir kleinere Werte, auch ist
hier die maximale Amplitude der Oszillation deutlich gréfer als fiur » = 1.6. Auch dies
wird durch die Cobweb-Diagramme sehr anschaulich dargestellt.

3.2 Zyklisches Wachstum (2 < r < 2.57)
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Abbildung 7: Diskrete logistische Gleichung fiir » = 2.1 und r = 2.4: ein 2-Zyklus
Hier ergibt sich ein neues Verhalten der diskreten logistischen Gleichung. Die Bevolke-

rungszahl zeigt nicht ldnger ein geddmpftes Oszillationsverhalten, sondern oszilliert zwi-
schen festen Werten ober- und unterhalb des Sattigungswertes K. In Abbildung 7 erreicht
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Abbildung 8: Diskrete logistische Gleichung fiir r = 2.5: ein 4-Zyklus

die oszillierende Bevolkerungsgrofle dabei jede zweite Brutzeit wieder ihren urspriingli-
chen Wert: ein 2-Zyklus entsteht. Wird r weiter vergréflert in Richtung r = 2.57, so
andert sich dieses Verhalten: die Bevolkerungszahl erreicht nun nach jeder vierten Brut-
saison wieder ihren urspriinglichen Wert (4-Zyklus, s. Abbildung 8). Ndhert man sich
weiter dem Wert » = 2.57, so verdoppelt sich diese Periode immer weiter. Man erhalt
also 8-Zyklen, 16-Zyklen usw. Man nennt diesen Vorgang daher auch Periodenverdoppe-
lung. Die Bedeutung der ,magischen® Zahl r = 2.57 wurde zuerst vom amerikanischen
Physiker MITCHELL FEIGENBAUM in den 1970er Jahren untersucht.

3.3 Chaotisches Wachstum (2.57 < r < 3)
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Abbildung 9: Diskrete logistische Gleichung fiir » = 2.6 und r» = 3: chaotisches Verhalten

Vergrofern wir die Werte von r tiber den Wert von r = 2.57 hinaus, scheint sich die
Bevolkerungsgrofie plotzlich rein zuféllig zu entwickeln (Abbildung 9). Dieses Verhalten
nennt man daher auch chaotisch. Aber nicht fir alle 2.57 < r < 3 tritt chaotisches
Verhalten auf: Fir r = 2.83 zum Beispiel erhdlt man einen 3-Zyklus (Abbildung 10).

11
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Abbildung 10: Diskrete logistische Gleichung fiir » = 2.83: ein 3-Zyklus im ,,chaotischen
Bereich® von r

Auch hier beobachtet man wieder das Phanomen der Periodenverdoppelung. Es treten
so Zyklen beliebiger Periodizitat auf.

Die Entdeckung des chaotischen Verhaltens der sehr einfachen logistischen Differen-
zengleichung war eine wichtige Entdeckung in der Biologie: Man nahm bis dahin an,
dass das in der Natur beobachtete scheinbar zufillige Verhalten einiger Populationen
nur durch externe Umwelteinfliisse entstehen konnte. Nun hatte man aber den Beweis,
dass dieses Verhalten auch schon durch das sehr einfache logistische Modell beschrieben
wird.

In der Praxis fallt es oft schwer, zwischen chaotischem Verhalten und einem zyklischen
Verhalten mit grofler Periode zu unterscheiden. Ein Charakteristikum des chaotischen
Wachstums ist jedoch, dass kleinste Anderungen der Startwerte (d.h. des Sattigungs-
wertes K oder des Startwertes der Population Ny) zu vollig anderem Verhalten fiihren
koénnen.

4 Das Feigenbaum-Diagramm

Die verschiedenen auftretenden Wachstumsphénomene (stabiles Wachstum, zyklisches
Wachstum, chaotisches Wachstum) kann man sich auf sehr einfache Weise in einem
sogenannten Feigenbaum-Diagramm veranschaulichen. Dazu tridgt man bei konstanten
Startwerten K und Ny iiber verschiedenen Werten von r die Haufungspunkte der entste-
henden Losungsfolge auf. In der Praxis geniigen zur Veranschaulichung der Haufungs-
punkte sehr einfache Implementationen: Man verwirft solange Folgenglieder, bis eine
gewisse Stabilisierung eingetreten ist und tragt dann eine frei gewahlte Anzahl nachfol-
gender Glieder in das Diagramm ein.

Fiir die diskrete logistische Differenzengleichung entsteht dabei das Diagramm aus
Abbildung 11. Daraus lasst sich das bisher schon numerisch ermittelte Verhalten dieser
Gleichung noch einmal direkt ,,ablesen“: fiir Werte von r zwischen 1 und 2 erhélt man
ein stabiles, konvergierendes Verhalten; man kann nur einen Haufungspunkt erkennen

12
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Abbildung 11: Das Feigenbaum-Diagramm fir die diskrete logistische Differenzenglei-
chung (6)

(s. Abschnitt (1) des Diagramms). Fiir einen Wert von 7 nahe r = 2 erkennt man einen
sogenannten Bifurkationspunkt: statt eines Haufungspunktes spaltet der Graph sich auf
in zwei; also tritt zyklisches Verhalten auf (Abschnitt (2)). Eine weitere Periodenverdop-
pelung hin zum 4-Zyklus sieht man in Abschnitt (3) des Graphen. Man erkennt, dass
die Intervalle mit gleicher Anzahl an Haufungspunkten (Bifurkationsintervalle) immer
kleiner werden. Oberhalb von r = 2.57 schliellich sind keine Haufungspunkte zu erken-
nen; die eingezeichneten Werte scheinen zuféllig verteilt: chaotisches Verhalten tritt auf
(Abschnitt (4)). Auffillig ist jedoch, dass die Losungsfolge weiterhin beschrankt ist: al-
le Punkte liegen innerhalb eines klar abgegrenzten Bereichs. Eine weitere Besonderheit
zeigt sich in Abschnitt (5): In einem schmalen Streifen der Werte fiir r erkennt man wie-
der Haufungspunkte. Wie in Abschnitt 3.3 beschrieben, erhilt man z.B. fiir den Wert
von r = 2.83 einen 3-Zyklus, der so auch aus dem Feigenbaum-Diagramm abgelesen
werden kann.

Wie bereits in Abschnitt 2.4.3 beschrieben, ist es nicht sinnvoll, Werte von r > 3 zu
betrachten: hier divergiert die logistische Differenzengleichung fiir fast alle Startwerte
und erreicht z.B. negative Bevolkerungszahlen.
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FEIGENBAUM untersuchte urspriinglich eine leicht andere (ebenfalls quadratische) Dif-
ferenzengleichung. Er entdeckte, dass sich das Léangenverhéaltnis zweier aufeinanderfol-
gender Bifurkationsintervalle einer Konstanten 6 ~ 4.669201609 ... annahert, der so-
genannten Feigenbaum-Konstanten. Diese Konstante ist zusammen mit dem Phanomen
des Ubergangs vom konvergenten Verhalten zur Periodenverdoppelung und chaotischem
Verhalten charakteristisch fiir viele nicht-lineare Systeme.
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