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Ubungen zur Vorlesung

Zufillige rekursive Strukturen

Aufgabe 13. Sei (Yn)n>o eine Folge reeller Zufallsvariable mit Yo =0, Y; =1 und

Va2V Y n> 2

wobei (YT(J))@O, (Yﬁz))nzo und I, unabhéingig sind, (YT(IT) Jn>o verteilungsgleich zu (Yy)n>o ist
fiir r = 1,2 und [, uniform verteilt auf {0,...,n — 1} ist. Finden Sie eine Skalierung der
Yy, die zu einem Grenzwertsatz mit nichtdegeneriertem Grenzwert fithrt. Identifizieren Sie
den Grenzwert.

Hinweis: E[Y,] lisst sich elementar explizit berechnen. Die Fixpunktgleichung erlaubt eine
Interpretation iiber homogene Poissonprozesse auf RY, vgl. etwa Satz 2.3.2 der Vorlesung
»Stochastische Prozesse*.

Aufgabe 14. Es seien Uj,..., U, unabhingig und identisch unif[0, 1] verteilt. Mit Yy
werde die Anzahl der bucket-Operationen bezeichnet, wenn aus {Uy,...,U,} das Datum
mit uniformem Rang ausgewéhlt wird. Dabei komme der Algorithmus bucket selection mit
je b > 2 buckets zur Anwendung. Uberlegen Sie, dass Yy = Y; = 0 sowie

Y.ty B@ng) +n, n>2,

r=1

gelten mit den Bedingungen (3.2)-(3.4). Zudem ist I™ nach M(n; %, e %) verteilt und
BM™ = (Bgn), - .,B{)n)) gegeben I™ = (i,...,1y) nach M(1; %‘, ey %’)

Untersuchen Sie Y, asymptotisch. Das zweite Beispiel aus Abschnitt 3.1, die zweite
Notiz in Abschnitt 3.5 sowie Satz 2.1.1 sind niitzlich.

Aufgabe 15. Betrachten Sie die Anzahl Y, der Schliisselaustausche von Quickselect
beim Suchen eines uniform verteilten Elements in einer (unabhéngigen) gleichverteilten
Permutation der Lange n. In der Arbeit Mahmoud [1] wurde gezeigt, dass fiir n — oo gilt
1 n? +0(n) < Var(Yy) < 4]n2+0(n)
— ar — .
60 - =60
Identifizieren Sie Var(Y, ) asymptotisch, indem Sie Konvergenz einer passenden Skalierung
in £, zeigen, 1 <p < oo, und die Varianz des Grenzwerts bestimmen.

Hinweis: Man kann mit verschiedenen Rekursionen arbeiten. Es kann niitzlich sein zu be-
obachten, dass U(T —U) und vU(1 — v/U) identisch verteilt sind fiir U uniform auf [0, 1]
und dass VU eine grofenverzerrte Version von U ist.



Aufgabe 16. Sei (W,);>1 eine Folge unabhéangiger, identisch verteilter Zufallsvariable mit
E [W#] < 0o mit einem 0 < & < 1. Zeigen Sie (z.B. unter Verwendung des Zugangs in
Abschnitt 3.3) mit p:= E[W;] und o := /Var(W;) > 0, dass
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Abgabe rechtzeitig vor der Ubung im Januar.
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