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Vorbemerkungen

Die Veranstaltung. Das vorliegende Skript ist Begleitmaterial einer vierstiindigen Vor-
lesung , Elementare Stochastik“, die mit zweistiindigen Ubungen an der Goethe Uni-
versitdt Frankfurt a.M. angeboten wird. Die Vorlesung wird als Pflichtveranstaltung
gemeinsam von Studierenden der Studiengéinge Lehramt an Gymnasien (L3, Studienan-
teil Mathematik) sowie Bachelor Mathematik besucht. Der Zusatz ,elementar” im Titel
der Veranstaltung deutet an, dass die Vorlesung in das Gebiet Stochastik einfiithrt und
weitgehend ohne maftheoretische Grundlagen auskommt. Benotigt wird wesentlich die
Vorlesung ,,Analysis 1¢, allerdings werden auch verschiedene Beziige zur ,Linearen Al-
gebra“ angesprochen. Im Skript finden sich auch Hinweise, die sich jeweils speziell an
Studierende nur eines der beiden Studiengénge richten, die wie folgt markiert sind:

L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: In diesen Bemerkungen finden sich einige
Hinweise auf didaktische Aspekte der Stochastik sowie Hinweise auf die Kerncurricula
der Sekundarstufe I sowie der gymnasialen Oberstufe des Hessischen Kultusministe-
riums, siehe
https://kultusministerium.hessen.de/sites/default/files/media/kcgo-m.
pdf

https://kultusministerium.hessen.de/sites/default/files/media/
kerncurriculum_mathematik_gymnasium.pdf

Eine fachdidaktische Behandlung der Stochastik ist Teil der Veranstaltung ,,Didaktik
der Oberstufenkurse II¢.

In den Kerncurricula werden ,,Kompetenzbereiche des Faches“ sowie ,,Inhaltliche Kon-
zepte des Faches® formuliert. Die Kompetenzbereiche betreffen Aspekte wie Pro-
blemlésen, Modellieren, Argumentieren oder mit symbolischen und formalen Elemen-
ten umzugehen. Sie sind unabhéngig von den speziellen mathematischen Inhalten
relevant.

Als inhaltliche Konzepte der Kerncurricula (mit leicht unterschiedlichen Formulie-
rungen fiir Sekundarstufe I bzw. Oberstufe) werden ,,Zahl und Operation®, ,Raum
und Form*, ,, Groflen und Messen*, ,, Funktionaler Zusammenhang* sowie ,,Daten und
Zufall“ identifiziert. Wenngleich diese Konzepte offenbar auch mehrfach verschiedene
Gebiete der Mathematik, etwa Algebra, Analysis, Geometrie oder Stochastik, betref-
fen, so sind sie dennoch in den jeweils entsprechenden Gebieten besonders dominant.
Im vorliegenden Skript werden Begriffe und Zusammenhéinge besprochen, die den
Bereich ,,Daten und Zufall“ betreffen, sowohl was Grundlagen der Sekundarstufe I
betrifft wie auch die Themenfelder der Qualifikationsphase Q3 der gymnasialen Ober-
stufe.

Teil der Vorlesung ist, mit der freien Programmiersprache R

https://wuw.r-project.org/

fiir statistische Berechnungen und Grafiken umzugehen. Die Studierenden des Lehr-
amts an Gymnasien sollen damit ein Hilfsmittel zur grafischen Darstellung von Daten
und zur statistischen Datenanalyse kennenlernen und zudem in die Lage versetzt wer-
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den, Simulationen zur Illustration stochastischer Phéinomene und Gesetzméfligkeiten
fiir ihren Unterricht vorbereiten zu kénnen.

Entsprechend sind Bemerkungen fiir Studierenden des Bachelor-Studiengangs markiert:

BSc: Bemerkung fiir Bachelor-Studierende: In diesen Bemerkungen finden sich
Hinweise auf Verbindungen zu anderen Veranstaltungen des Studiengangs Bachelor
Mathematik, insbesondere inhaltliche Ausblicke auf Themen der Vorlesungen ,,Statis-
tik 1%, ,,Stochastischen Prozesse“ und ,,Hohere Stochastik®.

Teil der Vorlesung ist, mit der freien Programmiersprache R

https://www.r-project.org/

flir statistische Berechnungen, Graphiken und Simulationen umzugehen. Dies bereitet
zudem auf die Vorlesung , Statistik 1“ vor, die fiir eine Spezialisierung im Bachelor
Mathematik in Statistik benotigt wird und die unabhéngig von einer mathematischen
Spezialisierung in Statistik empfohlen wird.

Der Zufall. Die Fragen, was denn Zufall sei, und ob Zufall existiere, sind im Grunde un-
geklirt. Denkbar ist, dass uns wahre (deterministische) Mechanismen hinter Phinomenen
unbekannt sind und diese uns nur deshalb zufillig erscheinen. Denkbar ist dagegen eben-
so, dass der Zufall gegebener Bestandteil der Natur ist. Diese Fragen brauchen wir aber
nicht zu kliaren. Selbst wenn wir etwa die Augenzahl beim Wiirfeln aus einer hinreichend
genauen physikalischen Beschreibung des Wurfs deterministisch im Voraus bestimmen
konnten, spricht vieles dafiir anzunehmen, dass der Vorgang vom Zufall gesteuert werde.
Diese weiter gefasste Vorstellung des Zufalls wiirde dann die beiden oben beschriebenen
gegensitzlichen Standpunkte umfassen.

In der Stochastik werden Wahrscheinlichkeiten, Ereignisse und Zufallsvariable als mathe-
matische Begriffe definiert und untersucht. Dies erlaubt, Gesetzméfigkeiten des Zufalls
aufzudecken und zu beweisen. Scheinbar willkiirliche Phénomene folgen beweisbaren
Gesetzen, z.B. bei zahlreichem Wurf einer Miinze wird etwa in der Hélfte der Fille
»Zahl“ beobachtet. Was hierbei ,,etwa“ bedeutet, wird z.B. in den Gesetzen der grofien
Zahlen mathematisch spezifiziert und zum Teil quantifiziert.

Stochastische Modellierung. Die mathematische Sprache der Stochastik ermdoglicht,
Aspekte der Realitdt durch mathematische Modelle idealisiert zu beschreiben. Diese
Modelle kénnen sodann untersucht werden, um zu Vorhersagen zu kommen, die dann
wieder mit der Realitét verglichen werden kénnen. Als einfaches Beispiel werfen wir drei
Wiirfel gleichzeitig und ermitteln die Gesamtaugenzahl. Ist 11 ebenso wahrscheinlich wie
127 Mogliche Wiirfelkonstellationen sind:

L1140 641, 632, 551, 542, 533, 443

124 651, 642, 633, 552, 543, 444 } Jewells 6 Moglichkeiten

Gliicksspieler des 17. Jahrhunderts ,, wussten®“ schon, dass 11 hiufiger ist als 12, was em-
pirische Daten auch belegen. Um dem nachzugehen, liegt es nahe, ein mathematisches
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(idealisiertes) Modell zu entwerfen, in dem sich die beiden relevanten Wahrscheinlichkei-
ten berechnen lassen.
Allgemein kommt man zu folgender stochastischen Betrachtungsweise:

(i) Modellbildung: Man prizisiere, welche Versuchsausginge betrachtet werden sollen.

(i) Man nimmt an, dass zu jedem Ereignis A eine Wahrscheinlichkeit
P(A) € [0, 1] gehort, die man fiir ,,einfache® Ereignisse festlegt.

(iii) Man versucht auf der Grundlage konsistenter Rechenregeln aus Wahrscheinlich-
keiten fiir einfache Ereignisse die Wahrscheinlichkeiten komplizierter Ereignisse zu
bestimmen oder zu approximieren.

(iv) Man tiberpriift die Ergebnisse an der Wirklichkeit. Dies macht gegebenenfalls eine
Korrektur am Modell notwendig.

Wabhrscheinlichkeitstheorie und Statistik. Die Stochastik teilt sich in die zwei Teil-
gebiete Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik. Grob gesagt geht man in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie davon aus, dass die ein Phénomen steuernden Wahrscheinlichkei-
ten bekannt sind (etwa im Rahmen einer Modellierierung) und untersucht davon aus-
gehend das Modell weiter. In der Statistik sind diese dagegen unbekannt. Dafiir liegen
Daten vor, aus denen Schlussfolgerungen gezogen werden kénnen, etwa auf solche steu-
ernde Wahrscheinlichkeiten. Offenbar betreffen die beiden Teilgebiete Wahrscheinlich-
keitstheorie und Statistik sich jeweils gegenseitig.

L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Der Unterschied zwischen Wahrscheinlich-
keitstheorie und Statistik findet sich im oben genannten PDF Dokument des Kerncur-
riculums fiir die Sekundarstufe I etwa auf Seite 29 unten, wo das Inhaltsfeld ,,Daten
und Zufall“ ndher beschrieben wird. Dort finden sich in der oberen Spalte ,,statisti-
sche Erhebungen und ihre Auswertung® sdmtlich Themen der Statistik wiahrend in
der unteren Spalte ,,Umgang mit dem Zufall* Themen der Wahrscheinlichkeitstheorie
genannt sind.

Die Statistik teilt sich wiederum in deskriptive (beschreibende) Statistik und Infe-
renzstatistik. In der deskriptive Statistik werden Daten durch Tabellen, Kenngrofien,
Lage- und Streumafle und Grafiken tibersichtlich dargestellt. Dies sind Themen der
Klassenstufen 5-8. In der Inferenzstatistik, auch beurteilende (oder schlieBende, oder
mathematische) Statistik genannt, werden aus den Daten mit mathematischen Mit-
teln Schlussfolgerungen, wie oben skizziert, gezogen. Dies betrifft die Themenfelder
der Qualifikationsphase Q3 der gymnasialen Oberstufe:

Q3.4 Hypothesentests (fiir binomialverteilte Zufallsgrofien)

Q3.5 Prognose- und Konfidenzintervalle (fiir binomialverteilte Zufallsgrofien)

Im vorliegenden Skript werden Aspekte der Inferenzstatistik in Kapitel 4 behandelt,
die die Themen aus Q3.4 und Q3.5 umfassen. Die deskriptive Statistik wird in einigen
speziell fiir L3-Studierende gestellten Ubungsaufgaben adressiert.
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1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

1 Wahrscheinlichkeitsraume

Fiir den Begriff der Wahrscheinlichkeiten und deren Umgang hat sich eine Axiomatik
auf mengentheoretischer Grundlage bewihrt, die 1933 von KOLMOGOROV entwickelt
wurde. Im Rahmen der Axiomatik wird eine inhaltliche Deutung aufgegeben. Wir sehen
zunéchst, dass sich aus Kolmogorovs Axiomen leicht die géngigen Eigenschaften und
Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten ableiten lassen. Im Anschluss (siehe Bezeichnung
1) starten wir mit einer inhaltlichen Deutung.

Definition 1.1. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (Q,2(,P) be-
stehend aus einer nichtleeren, hochstens abzéhlbaren Menge Q, der Potenzmenge 2 =

P(Q) von Q und einer Abbildung P : 1 — [0, 1] mit
(i) P(Q) =1.
(ii)
P (U Ai> => P(AY)
i=1 i=1
fiir jede Folge (A;)ien paarweise disjunkter Mengen A; € 2. (o-Additivitdt)

Lemma 1.2. Sei (Q,2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gelten

P( U1 1A =Y 1 P(AY), falls Ay, ..., Ay paarweise disjunkt. (endl. Additvitdt)
P(A —P(A) fur alle A e A. (A°:=Q\A)

P(B\ A) = P(B) — P(A N B) fiir A, B € 2.

P(A (B), falls A C B fiir A,B € 2. (Monotonie)

(f) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

(g) P(UZ; Ai) < X2 P(Ay) fiir jede Folge (A)i>1 in . (Sub-0-Additivitit)
Beweis.

(a) Wéhle A; = 0 fiir alle i > 1. Da die A; paarweise disjunkt sind, liefert die o-

Additivitit _ _ _
P@) =P (U Ai> => PA)=) PO
i=1 i=1 i=1

Es folgt also P(()) = 0, denn die Annahme P(()) > 0 fithrt zum Widerspruch.



1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

(b) Wihle B; = A; fiir i =1,...,n und B; =0 fiir i > n. Dann gilt

" > 11

P (UAi> =P <U ) Z]P @ Z (Aq).

i=1 i=1 i=1
(c) A, A€ sind disjunkt und Q = A U A€. Damit gilt
1Y pQ) = P(AUAY) 2 PA) £ P(AS), also P(AS) =1—P(A).
(d) Wir schreiben B = (AN B) U (B \ A) als disjunkte Zerlegung. Damit folgt

PB) 2 P(BNA)+P(B\A), also P(B\A)=P(B)—PANB).

(e) Da A CB,ist B=AU(B\A) eine disjunkte Zerlegung. Es folgt

®)

P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A), daP(B\A)>0

(f) Wir schreiben AUB = A U (B \ A) als disjunkte Zerlegung. Somit folgt
b (b) (@
(AUB) 2 PA)+P(B\A) L PA) + P(B) —P(BNA).

(g) Seien By =0 und B; := U}j A; fiir i > 2. Es gilt dann

UJAi =AU A\ AN U A\ (A UA)) U+ = [ J(A\ BY),

i=1

wobei rechts nun eine Vereinigung paarweise disjunkter Mengen steht. Es folgt
P(JAi) =) PA\B) <) PA)
i=1 i=1 i=1

Lemma 1.3. Die o-Additivitidt aus Definition 1.1(ii) ist &dquivalent zur gleichzeitigen
Giltigkeit von

(i) endliche Additivitit (vergleiche Lemma 1.2(b))

(ii") Stetigkeit von unten, d.h. fiir jede Folge (Ai)i>1 in A mit Ay C Ay C A3 C --- gilt:

(UA)-hm]P’ i)
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Beweis.

»="“: Dass (i) gilt, haben wir bereits gezeigt. Zu (ii’): Sei (Ai)i>1 eine aufsteigende
Folge in A, d.h. Ay C Ay C A3 C --- Dann gilt Ui, A = U2 Bi mit By = A; und
Bi = A; \ Aj_ fiir 1 > 2. Die B; sind nach Konstruktion paarweise disjunkt, und es gilt
P(Bl) = P(Al) - ]P)(Ai_]). Es fOlgt

ig ([j Ai> —P (G Bi> W i P(B;) = lim Z P(B;)
i1 i o i—00 =
2113& (P(A7) + (P(A2) —P(A1))) + (P(A3) —P(A2)) + - - - + (P(A{) — P(Ai1))
= lim P(A;).

i—o0
»&"“: Gelte nun (i’), (ii’"). Sei (Ai)i>1 eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 2. Dann
gilt mit B; = U}:] A; die Identitét |J;2; Ay = U2, Bi. Die so konstruierte Folge (Bi)i>1
ist ferner aufsteigend, d.h. By € B, € B3 C ---, und es gilt P(B;) = 2}21 P(A;) nach
(1”). Ferner gilt

P (Cj Ai> —P (fj Bi> ) lim P(By) = lim Y P(A}) = iP(Ai).
i1 i1 =1 i1

i—00 i—o0
|

Bemerkung 1. Falls firalle A D A, D Az D --- gilt, dass P (25 Ai) = im0 P(A4),
so spricht man von ,,Stetigkeit von oben*. Im vorigen Lemma kann ,,Stetigkeit von unten“
durch ,,Stetigkeit von oben“ ersetzt werden.

Bemerkung 2. Sei (Q, 2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und Q = {w1, wy,...}.
Dann ist P: 24 — [0, 1] bereits durch die Werte p; = P({w;}) fiir i > 1 vollstéindig festge-
legt. Denn fiir jedes A € 2ist A = w;e Alwi} eine Darstellung als Vereinigung paarweise
disjunkter Mengen. Damit gilt

P(A)= Y PHwd)= D pi=) Talwips (1)

wiEA wi€A

Hierbei bezeichnet 1 die Indikatorfunktion von A, gegeben durch

1 fall A
]lA(w)::{’ alls w € A,

0, fallsw ¢ A.

Umgekehrt kann auch fiir beliebige p; € [0, 1] mit ) ; p; = 1 mittels (1) ein Wahrschein-
lichkeitsmaf} definiert werden.

Bezeichnung 1. Wir haben einige technische Begriffe der Stochastik eingefiihrt, die
wir im Folgenden mit einer Bedeutung versehen wollen.

(i) Q heiit Grundraum, Ergebnismenge, Stichprobenraum oder Ergebnisraum.
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(ii) Elemente von 2 heiflen Ereignisse, A = {w} heifit Elementarereignis.

(iii) P heifit Wahrscheinlichkeitsmaf (oder Wahrscheinlichkeitsverteilung, P(A) bezeich-
net die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.

Beispiel 1.4. (1) Laplace-Modelle (Gleichverteilung).
Endliche Rdume Q = {1,...,n} mit P({i}) = ]H =: pi, also py = -+ = pn, heiBen
Laplace-Modelle und P dann Gleichverteilung. Es gilt dann

A =2 | U i) = Y Plop= Y -0

WiEA wWiEA wWiEA

Dabei bezeichnet |A| die Kardinalitdt von A. Man spricht bei der Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten in Laplace-Modellen von ,,Giinstige durch Mogliche*.

,, Wiirfeln mit fairem Wiirfel“: Q ={1,...,6}, wobei P({i}) = p; und p1 =p2 =+ = ps.
Wegen 1 =P(Q) = Zf:] pi = 6p; folgt py = ﬁ =1/6.

,Geburtstagsproblem“: Es befinden sich m Personen in einem Raum, wir interessieren
uns fiir das Ereignis A =“Mindestens zwei Anwesende haben am selben Tag Geburtstag®.
Zur Modellierung sei

Q={w=(wiy...,wn) |w; €{1,...,365} fir i=1,...,m}.

Damit ist A = {w € Q[31 <1< j < m: w; = w;j}. Wir machen die idealisierte
Modellannahme, dass die (m-Tupel der) Geburtstage gleichverteilt seien. Dann gilt
Al |AC]

A =g = ar

wobei
Q] =365", A‘={wecQ|V]<i<j<m:w;#wil

Das Ereignis A€ entspricht ,es gibt keine zwei mit demselben Geburtstag®. Die Anzahl
der Moglichkeiten in A® nimmt mit wachsendem m < 365 wesentlich langsamer zu als
die Méchtigkeit |Q| = 365™. Deshalb strebt P(A) rasch gegen 1:

e — JI21(366 1), m < 365 m | 20 | 23 | 40 | 150
0, m > 365. P(A) | 0.411[0.507 | 0.891 | T—10""

(2) Poisson-Verteilung TT\ mit Parameter A > 0.
Essei Q =Ny ={0,1,2,...} und M({n}) = e*)‘% fir n > 0. Es ist damit ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf3 TT, festgelegt, vgl. Bemerkung 2, denn es gilt

[e.e]

M\ (Q) :Zﬂx({n}) :Ze }\F =e )\Zﬁ:e A =1,
n=0 n=0 ’ n=0
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Poisson-Verteilungen werden zur Modellierung der Anzahl seltener Phéinomene pro Zeit-
einheit verwendet. Beispiele sind die Anzahl fehlerhafter Teile in einer grofien Produkti-
on, Emission von «-Teilchen beim radioaktiven Zerfall oder die Anzahl der Druckfehler
in einem Buch. Weshalb dabei jeweils zur Modellierung die Poisson-Verteilungen geeig-
net ist, werden wir spéter in Abschnitt 13 sehen.

(3) Einpunktverteilung (Dirac-Ma8).
Sei Q eine beliebige, hochstens abzéhlbare Menge und wy € Q. Wir definieren

1, falls wg € A,
0, falls wy ¢ A,

fiir alle A € 2. Dann ist (Q,P(Q),dy,) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

dwo (A) =1 a(wo) = {

L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Der ,axiomatische Wahrscheinlichkeitsbe-
griff aus Definition 1.1 ist mathematisch sauber, tragfihig und modern. Er erfordert
vom Lernenden allerdings ein gewisses Mafl an Erfahrung und mathematischer Reife
und unterstiitzt (absichtlich, da axiomatisch) weniger den Aufbau von stochastischen
Grundvorstellungen. Es stellen sich deshalb hier im Hinblick auf die Situation an der
Schule didaktische Fragen. Dazu einige Stichworte zu anderen Zugéngen, Wahrschein-
lichkeiten zu definieren und zu interpretieren. (Die in diesem Abschnitt abgeleiteten
Rechenregeln und Sachverhalte sind stets giiltig.)

Der ,,Laplacesche Wahrscheinlichkeitsbegriff* betrifft die oben diskutierten Laplace-
Modelle, in denen die Elementarereignisse alle gleichwahrscheinlich sind. Man kann
dann Wahrscheinlichkeiten stets als ,,Giinstige durch Mogliche* erkldren, was tech-
nisch oft auf kombinatorische Fragen fiihrt, wie sie im néchsten Abschnitt behandelt
werden. Der Laplacesche Wahrscheinlichkeitsbegriff ist auf Situationen beschrénkt,
die von speziellen Symmetrien leben (z.B. Wiirfel oder Miinze), um die Gleichvertei-
lung jeweils zu rechtfertigen.

Der , frequentistische Wahrscheinlichkeitsbegriff“ versteht Wahrscheinlichkeiten von
FEreignisse als Grenzwerte relativer Haufigkeiten, mit denen das Ereignis in wiederhol-
ten, voneinander unabhéngigen Zufallsexperimente eintritt. Die Frequentisten stellen
deshalb die Gesetze der grofien Zahlen, die wir spéter besprechen, an den Anfang, um
Wahrscheinlichkeiten zu definieren.

Beim ,,Bayesschen Wahrscheinlichkeitsbegriff“ flieBen subjektive, personliche Ein-
schitzungen eines Sachverhaltes in die Interpretation von Wahrscheinlichkeiten ein.
Die Bayesianer verstehen Wahrscheinlichkeiten als Grad der eigenen Uberzeugung.

Eine ausfiihrliche Darstellung der Entwicklung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs fiir
Studierende des Lehramts findet sich in [2, Abschnitt 3.1].

Vorstellungen zum Wahrscheinlichkeitsbegriff finden sich in den Schwerpunktsetzun-
gen des Inhaltsfelds ,Daten und Zufall“ der Jahrgangsstufen 5/6. Grundlagen der
Wahrscheinlichkeiten finden sich in den Themenfeldern der Oberstufe der Qualifika-
tionsphase Q3.1.

10



1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

2 Kombinatorik

Wir betrachten zunéchst 4 Abzéhlprobleme.

I: Wie viele 10-stellige Dualzahlen gibt es?

II: Auf wie viele Arten konnen 3 verschiedene Autos auf 8 Parkpliatzen parken?

III: Wie viele mogliche Ergebnisse gibt es beim Lotto ,,6 aus 49«7

IV: Auf wieviele Arten kénnen 10 gleiche 1-Euro-Miinzen auf 3 Kinder verteilt werden?

Es sei im Folgenden stets M ={1,...,n}.

Modell I:

Modell II:

Modell III:

Stichprobe der Léange k aus M in Reihenfolge mit Zuriicklegen.
Qr=Mf=Mx---xM={(wi,...wx) |wi e M fiiri=1,...,k}.
Satz 2.1. Es gilt |Q;] =nk.
Stichprobe der Linge k aus M in Reihenfolge ohne Zuriicklegen (k < n).
Qp = {(w1,...,wk) e M* | w; # w fﬁri;éj}.

Satz 2.2. Es gilt |Qpl=n-n—1)---m—k+1) = (Tl%lk)’ Ist k = n,
so befinden wir uns im Spezialfall Q = &y, der Menge aller Permutationen
von M, auch symmetrische Gruppe von M genannt. Es folgt, dass |S,,| = n!
gilt.

Stichprobe der Lénge k aus M ohne Reihenfolge ohne Zuriicklegen.
Q= {{w1,...,wk} ‘wi S M,wi #(Uj fir alle 1 §i<j STI}
Satz 2.3. Es gilt |Q1H| = ﬁlk)' = (E)

Beweis.

Betrachte zunéchst Qp = {(w1, e, wi) € MR | w; # wj fiir 1 # ]} und die
Aquivalenzrelation ~ auf Qp : (w1,...,wi) ~ (wq,...,w), falls eine Per-
mutation 7t von {1,..., k} existiert mit w; = w;(i) firi=1,...,k. Offenbar

gilt Qi = Qi /~. Jede Aquivalenzklasse hat k! Elemente. Ein Reprisentant
ist etwa jeweils (w1,...,wk) € Qp mit Wy < wy < --- < wyg. Damit folgt
|Qmil = [Qul/k! = nl/(kl(n —k)!). I
Aus dem Beweis folgt, dass man statt Qg alternativ auch

_QI,H:{((,U],...,wk)GMk w1 <w2<---<wk}

wahlen kann.

11
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Modell IV: Stichprobe der Linge k aus M ohne Reihenfolge mit Zuriicklegen.
Q= {(w1,...,wk) S Mk‘(m <wy; <o < wk}.

Satz 2.4. Es gilt |Qpv| = (“ﬂz“) — (n+k—1)‘

n—1

Beweis.
Wir betrachten M* ={1,...,n+k — 1} und

i = {(@iy o 0] & (M| 0] < wp < < wi
sowie die Abbildung f: Qpy — Qf}; mit
(Wi, wi) = (Wi, w2+ 1, .., w+k—1).

Man sieht leicht, dass f bijektiv ist. Damit gilt |Qy| = [Qf};]. Nach Modell
I gilt |Qfy | = (V). |

Definition 2.5. Die Groflen (Tk‘) w1 k fiir k = 0,1,...,n heiflen Binomialkoeffizi-
enten. Wir setzen (1) := 0 fiir k < 0 oder k > n.
Interpretation der 4 Modelle:
a) k-maliges sukzessives Ziehen aus einer Urne mit n nummerierten Kugeln:
e mit/ohne Zuriicklegen,

e mit/ohne Beachten der Reihenfolge des Ziehens.
b) Besetzung von n Zellen durch k Objekte

e mit/ohne Mehrfachbesetzungen,
e unterscheidbare/ununterscheidbare Objekte.

Pauliprinzip: Mehrfachbesetzungen verboten.

Der Rest dieses Abschnitts besteht aus Anwendungen und Verallgemeinerungen der vier
kombinatorischen Grundmodelle.

Korollar 2.6 (Binomischer Lehrsatz). Fiir alle x,y € R und n € N gilt

(X+y)n:Z (k> kyn k

k=0
Beweis.
(x+y)t =(cty) ety = 3 XMy
AC{lem)
n n
k n— K ( k, n— k

=Y Y Y (T

k=0 Ac{1,...n}A|=k k=0

12
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Korollar 2.7. Fiir n € N gelten

£0)-r £

k=0 k=0
Beweis.
Esgilt > 1 o (}) =X o ()11 = (1+1)" = 2™ und mit x = 1,y = —1 in Korollar
2.6 erhélt man auch die zweite Summe. |

Die Binomialkoeffizienten geben an, auf wie viele Arten man n nummerierte Kugeln in
zwei Gruppen teilen kann, so dass sich k Kugeln in Gruppe 1 befinden. Allgemeiner teilen
wir nun in r nummerierte Gruppen der GréBen ki,..., K, mit Y [ ; ki = n. Wieviele
mogliche Arten gibt es?

Losung: Fiir die erste Gruppe gibt es (12 ) Moglichkeiten, zu jeder dieser Moglichkeiten

n—kq

gibt es fiir die zweite Gruppe ( o ) Moglichkeiten, usw. Fiir die r-te Gruppe gibt es
(nfk‘ 1"7]‘“1) Moglichkeiten. Die Gesamtanzahl ergibt sich durch Multiplikation als

n Tl—k1 Tl—k]—kz Tl—k]—-‘-—qu
ki k2 k3 Ky

onln—k)l-(n—ky—-—Kkpq)! B n!
Ckiln =kl =k —k)! kel —n)! kylko! k!

Damit ist gezeigt:
Satz 2.8. Zu jeder Menge M ={1,...,n} und ki,...,k € No mit } :_; ki =n gibt es

genau
n! n

_— 2

kil k! <k1,...,kr) @)

viele geordnete Zerlegungen in Teilmengen My, ..., M, mit [M;| = k;. Die Zahlen in (2)
heilen Multinomialkoeffizienten.

Korollar 2.9. Fiir xq,...,% € Rund n € N gilt

T'L k kr
gttt =Y <k1,...,kr>x‘1 B

K1seens kreNg
Zki:“
Beweis.
T T
|A] ki
(X1 4+ +x)" = E ||x-lL: E E ||in
Ay Ar 1i=1 K1seens kr>0 Aq,..., At Zerlegung i—]
Zerlegung von {1,..., n} > ki=n A=K, |Ar|=kr
(2_8) n ke
Z Kiyeooyke) T
Kiyeey krGNO
Zki:“

13
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Satz 2.10. Seien pi,...,pr > O mit } ; ;pi = 1 und n € N. Dann ist auf Q =
{(k1y..., k) € NJ| X1 ki = n} durch

Ptk = (1 " el et 3)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben. Sie heifit Multinomialverteilung zu den Pa-
rametern n und p1,...,Pr.

Bewets.
Zu zeigen ist, dass fiir die Festlegung (3) gilt } .o P({w}) = 1, vgl. Bemerkung 2. Dies
folgt aber aus Korollar 2.9. |

Beispiel 2.11. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, bei n Wiirfen mit einem fairen
Wiirfel, ki mal 1, k; mal 2,....kg mal 6 zu werfen?
Mogliche Formalisierung: Wir wéhlen

Q={1,...,6", A={weQ :[1<i<n:wi=jll=k firj=1,...,6}

Jedem w € A entspricht genau eine geordnete Zerlegung von {1,...,n} in Gruppen mit
Grofen kq,...,kg. Nach Satz 2.8 also |A] = (k1 .T."kG). Da ein Laplace-Modell vorliegt,

folgt
1 n
PA) = — .
(A) 6n<k1,...,k6)

Beispiel 2.12. In einer Urne seien s schwarze und w weifle Kugeln, n := s +w. Es
werden k < n Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die Stichprobe genau { schwarze und k — { weile Kugeln enthélt.

Mogliche Formalisierung: Seien

A={1,....,n}, As={1,...,s}, AL,=A\A;={s+1,...,nkL

Ferner sei
Q:{(w1,...,wk)€Ak w1 <w2<---<wk},

also Q] = (}) (Modell III). Es sei

By = ,,genau { schwarze Kugeln unter k gezogenen*
={weQlwieAfiri=1,...,{ und w; € A, firi=4€+1,...,k}.

Es gilt [B| = (2) (kv_"e). Das Laplace-Modell liefert

P(Be) =

(Siw) = h({k,s +w,s).

14
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Satz 2.13. Fiir die Parameter s,w € Nund 1 < k < s +w ist durch

10
s+wy )
")

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {0,...,k} definiert. Sie heifit hypergeometrische

Verteilung.

pe:=h(k, s +w,s) =

£=0,...,k (4)

Beweis.
Seien QO und By wie oben. Die By sind fiir £ =0V (k —w),...,k/\'s paarweise disjunkt
mit Q = JB,. Es folgt
ks
Z h(&k, s +w,s) =1.
=0V (k—w)

Fiir £ <0V (k—w) oder £ > kA s gilt h({;k,s +w,s) =0, da entsprechende Binomial-
koeffizienten in (4) nach der Definition 2.5 Null sind. Wir haben also Z}LO pe=1. 1

Beispiel 2.14 (Beispiele zur hypergeometrischen Verteilung). (1) Die Wahrscheinlich-
keit, genau { Richtige im Lotto ,6 aus 49“ zu haben: s = 6, w = 43, k = 6, also
h((;6,49,6).

(2) Qualitéatskontrolle: n Produktionsstiicke, davon s defekt, w = n — s nicht defekt.
Stichprobe der Grofle k. Die Wahrscheinlichkeit, dass genau { Defekte unter der Stich-
probe sind, ist h({, k,s +w,s).

(3) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A beim Skat 3 Asse erhilt? (Er erhilt
10 von 32 Karten, in denen sich insgesamt 4 Asse befinden.)
G _ e

(o) — &%

L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Fiir allen > 1 und 1 < k < n gilt bekannt-

lich

ny (/n-1 n n—1

k) \k-—1 k )
Geben Sie einen analytischen Beweis durch Rechnung mit Fakultéten, siehe Definition
2.5. Geben Sie einen zweiten, kombinatorischen Beweis, der nutzt, dass (L‘) die An-
zahl k-elementiger Teilmengen einer n-elementigen Menge angibt. (Hinweis dazu: Sie
konnen unterscheiden, ob eine k-elementige Teilmenge ein ausgezeichnetes Element
einer n-elementigen Menge enthélt oder nicht.) Welchen der beiden Beweise wiirden

Sie in einem versténdnisorientierten Unterricht bevorzugen?
Ahnlich kann man folgende Identitéit einsehen: Fiir alle m > n > 1 gilt

(22 @6 <5>

15
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Indem Sie die Kardinalitit der Potenzmenge P({1,...,n}) auf zwei Arten zihlen,
kénnen Sie kombinatorisch auch die Identitét

(1)
Z =2", neN
oo \k

aus Korollar 2.7 direkt einsehen.

Bestimmen von Laplace-Wahrscheinlichkeiten mithilfe von Zé&hlverfahren, Ldsen
einfacher kombinatorischer Zahlprobleme sowie Binomialkoeffizienten sind Teil der
Themenfelder der Qualifikationsphase Q3.2.

3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit

Beispiel 3.1. 1. Ein fairer Wiirfel werde geworfen. Modell: Q ={1,...,6}, P({i}) =
1/6 fiiri=1,...,6. Ein Beobachter verrate, dass eine gerade Zahl geworfen wurde.
Fiir die neue Situation gilt intuitiv

1

B({i)) = 0, falls i ungerade
B 3, falls i gerade.

2. Versicherungsproblem: Ein ménnlicher Biirger werde genau k Jahre alt mit Wahr-
scheinlichkeit py, k € N, mit Zkz] px = 1. Gesucht: Wahrscheinlichkeit qg, dass
er im {-ten Lebensjahr stirbt, gegeben, dass er bereits das k-te Jahr erreicht hat.
Dazu:

sy = P (wird mindestens k Jahre alt)

=P (U{Wil‘d genau i Jahre alt}) = Zpi.
i=k

i=k
Nun ist intuitiv (heuristisch iiber relative Haufigkeiten einsichtig)
0, fir £ <k
e =
9 Pe/sk, fir £ > k.
ALLGEMEINES KONZEPT

Definition 3.2. Sei (Q,%2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Sei B € 2 mit
P(B) > 0. Dann heif3t

P(A N B)

PIAIB) =~ 5 (6)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (Bedingung) B.

16
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L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Wem die Definition der bedingten Wahr-
scheinlichkeiten in (6) durch die Beispiele dariiber nicht ausreichend motiviert er-
scheint, kann sie fiir den Fall von Laplace-Modellen direkt ,,einsehen*, man vergleiche
dazu die Diskussion in [2, Seite 202] oder das Beispiel zum Ziehen zweier Kugeln
aus einer Urne in [4, Seite 52], das dort auf Seite 53 unten dann nochmals aus dem
Blickwinkel der formalen Definition (6) aufgegriffen wird.

Das Rechnen mit bedingten Wahrscheinlichkeiten betrifft die Schwerpunktsetzungen
zweistufige Zufallsexperimente, Baumdiagramme und Vierfeldertafeln sowie Pfadre-
geln des Inhaltsfelds ,,Daten und Zufall“ der Jahrgangsstufen 7/8 sowie fiir mehrstu-
fige Zufallsexperimente in den Jahrgangsstufen 9/10. Siehe auch Qualifikationsphase

Q3.1.

Im Folgenden sei (Q, 2, P) stets ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

Lemma 3.3. Fiir B € 2 mit P(B) > 0 ist P(-|B) : 2 — [0, 1] eine auf B konzentrierte
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Bewets.

Es gilt gemifl Monotonie 0 < P(A N B) < P(B) und somit 0 < P(A|B) < 1. Es gilt
P(Q|B) = P(QNB)/P(B) = P(B)/P(B) = 1. Sei ferner (Ai)i>1 eine Folge paarweise
disjunkter Ereignisse in 2. Dann folgt

IPOJAiB):EWMP(<&*%>QB>:EWMP<E%MHBO

i=1
oadd _1_ ipm NB) = i]P’(A IB).
P(B) i=1 ' i=1 '

Damit sind alle Eigenschaften aus Definition 1.1 erfiillt und P(- | B) ist eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung.
Auf B konzentriert: Fiir A C B¢ gilt P(A|B) =P(ANB)/P(B) =P(0)/P(B) = 0. |

Satz 3.4. Seien Aj,...,A, Ereignisse mit P (ﬂ?:_]] Ai) > 0. Dann gilt

PAiN...NAL) =PA)P(A|A)P(A3 AT NAY) - - PALTATN...NAL)

n
=TIPAc| A
k=1

j<k

Beweis.
Induktion nach n:
n=1:P(A;) =P(A;]Q) nach Definition.

17
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n—1—mn:

PA1N--NA =P | An

AA -2 N A

j<n ji<n—1
v n—1
=P | A (A TP | A A
j<n k=1 j<k

Satz 3.5 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei By, B, ... € 2 eine endliche oder
abzéhlbar unendliche Zerlegung von Q, d.h. B; sind paarweise disjunkt und |J; By = Q.
Dann gilt fiir A € 2:
P(A)= )  P(A|B)P(B;).
{iIP(B)>0}

Beweis.

Esist A=ANQ=AnJ;Bi = J;(BiNA), wobei die Mengen B; N A paarweise disjunkt
sind fiir i € N. Es folgt

P(A)= ) PANB)= )  PA[BJP(Bi).

{iIP(B;)>0} {i1P(B;)>0}
1

Satz 3.6 (Satz von Bayes (1763)). Sei A € 2 mit P(A) > 0 und By, B,,... € A eine
endliche oder abzéhlbar unendliche Zerlegung von Q mit P(B;) > 0 fiiri = 1,2,... Dann
gilt

P(A[B{)P(By)
2 i>1 P(A[B)P(B;)

P(B{|A) =

Beweis.

b ist p(p.|a) = FBINA) _ P(AIBUP(B)

wobei die letzte Gleichheit durch den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit (Satz 3.5)
begiindet wird. |

Beispiel 3.7 (Test fiir eine seltene Krankheit). Eine Krankheit trete insgesamt bei 0,5%
der Bevolkerung auf.

99% der Kranken zur Reaktion,

Ein Test fiihre bei
2% der Gesunden zur Reaktion.

18
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Man sagt auch, der Test sei positiv, wenn er zur Reaktion fiihrt, andernfalls negativ. Ge-
sucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person, bei der der Test positiv ist, tatséichlich
die Krankheit hat.

Formalisierung: Sei X eine zufillig ausgewéhlte Person und B = {X hat die Krankheit},
d.h. P(B) = 0,005, auch ,,Priavalenz“ genannt. Ferner sei A = {bei X ist der Test positiv},
d.h. P(A|B) = 0,99, auch ,Sensitivitdt* genannt, und P(A|B¢) = 0,02. (Die ,Spezi-
fitat“ ist damit P(A€|B¢) = 0,98.) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist P(B|A). Nach

dem Satz von Bayes und mit der disjunkten Zerlegung QO = B U B¢ gilt
P(A|B)P(B) _ 99 02
P(A|B)P(B) +P(A|BS)P(Be) 497 =~ 7

Von allen Personen, bei denen der Test positiv ist, sind also etwa 20% tatséchlich krank.

P(B|A) =

L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Bei Anwendungen des Satzes von Bayes
(auch Bayessche Regel genannt) kommt es 6fters zu Ergebnissen, die zunfichst wenig
plausibel erscheinen mégen. Wie kann es in Beispiel 3.7 sein, dass ein Verfahren, das
sowohl bei den Kranken wie Gesunden zuverléssig ist, doch im Falle eines positiven
Tests mehr Unklarheit als Klarheit schafft?

Das liegt hier hauptséchlich daran, dass die Gruppen der Gesunden und Kranken so
unterschiedlich grof§ sind. Die Graphik veranschaulicht diese Situation. Die Kranken
sind durch die Kreise im pinken Bereich (Dreieck) dargestellt, die Gesunden durch
die restlichen Kreise im hellblauen Bereich. Ein rot gefiarbter Kreis bedeutet, dass
der Test positiv ist, blau gefiarbt, dass der Test negativ ist. Die Verhéltnisse im Bild
entsprechen in etwa den Zahlen in Beispiel 3.7. Die Gesunden haben nur selten einen
positiven Test, die Kranken (fast) alle. Da nun aber die Gruppe der Gesunden so
grof3 ist gebeniiber den Kranken, gibt es unter den Gesunden, absolut gesehen, doch
wesentlich mehr positive Testergebnisse als unter den Kranken.
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Wenn nun nach der Wahrscheinlichkeit gefragt wird, dass eine Person krank ist gege-
ben der Test ist positiv, so bedeutet diese, dass unter den positiv getesteten Personen
(also unter allen roten Kreisen) eine gleichverteilt gezogen wird und die Wahrschein-
lichkeit gefragt ist, dass diese Person krank ist. Es wird nun offenkundig, dass unter
allen roten Kreisen die der Gesunden in groBer Uberzahl sind, was dazu fithrt, dass
die gezogene positiv getestete Person wesentlich hiufiger gesund als krank ist.
Andern Sie nun in Beispiel 3.7 die Privalenz von 0,5% auf 50%. Berechnen Sie damit
P(B|A) und machen Sie sich klar, wie eine entsprechende Graphik aussehen kénnte.
Verbreitete Methoden, Wahrscheinlichkeiten (und Héufigkeiten) im Kontext des Sat-
zes von Bayes graphisch darzustellen, sind Vierfeldertafeln und Baumdiagramme, sie-
he etwa [2, Tabelle 3.4 und Abb. 3.33]

Definition 3.8. (a) Zwei Ereignisse A,B € 2 heiflen (stochastisch) unabhingig, falls
P(A N B) = P(A)P(B) gilt.

(b) Sei I # () eine Indexmenge und A; € 2 fiir i € I. Die Familie (Ai)ie; heifit un-
abhéngig, falls fiir jede endliche Teilfamilie ] C I gilt

P ﬂ Al = H P(A;) »,Produktformel*.
i€] i€]

(c) Die Familie (Aj)icr heifit paarweise unabhingig, falls fiir alle i,j € T mit 1 # j gilt:
Ai und A; sind unabhéngig.
Lemma 3.9. Sei B € 2l mit P(B) > 0. Dann gilt:

A, B sind unabhingig & P(A|B) =P(A).

Beweis.
»=P(A|B) =P(ANB)/P(B) = (P(A)P(B))/P(B) = P(A).
~<=“P(ANB)=P(A|B)P(B) =P(A)P(B). |

Beispiel 3.10 (Zweimaliges Wiirfeln mit fairem Wiirfel). Es ist
Q={1,...,6} x{1,...,6} ={(wy,wy) |w; €{1,...,6} fiir i =1,2}.

Im Laplace-Modell gehen wir davon aus, dass die Wahrscheinlichkeit eines zweifachen
Waurfes gegeben ist durch P({(w1, w>)}) = 1/36 fiir alle (w7, w;) € Q. Seien A =“beim
ersten Wurf < 4“ und B =“beim zweiten Wurf > 3.

1
A:{(w1,w2)€Q:w1<4}, |A|:18, ]P)(A):z
2
B :{(wth) € Q: wy > 3}) |B| :243 P(B) = g

1

ANB ={(w,w) e Q:wi<4,w; >3} |ANB| =12, P(ANB)= 3

Es folgt P(ANB) =P(A)P(B), also sind A und B unabhingig.
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Lemma 3.11. Sei {Aj,...,A;} eine unabhingige Familie von FEreignissen. Seien
Bi1,..., By Ereignisse mit By = Aj oder By = A{ fiir i = 1,...,7. Dann ist die Fami-
lie {By,..., By} unabhéingig.

Beweis.

Zu zeigen ist, dass fiir jede Auswahl (Bi)ic; mit ] C {1,...,7} die Produktformel gilt,
d.h. P(ﬂie] Bi) = Hie]P(Bi)- Sei [J| =s und 0.B.d.A. ] ={1,...,s}.

1. Fall: By = Ay fur i = 1,...,s. Dann folgt die Produktformel aus der Definition der
Unabhéngigkeit.

2. Fall: Gelte fiir genau ein 1 <1 < s: B; = A{ und B;j = A; fiir alle anderen j € ]\ {i}.
O.B.d.A. sei i = 1, also By = Af, B; = Aj fiir j = 2,...,s. Dann ist eine disjunkte
Vereinigung gegeben durch

(A? N ﬁAg) U <A] N ﬁAg) = ﬁAe.
(=2 (=2 =2

Also erhalten wir

S

P <A$ N Ae) =[IP(A0 —PAN T P(AY
(=2 (=2 (=2

= (1=P(A)) [ [P(A) = B(AS) T [ P(AD).
(=2 =2

Der allgemeine Fall ergibt sich nun durch Induktion iiber die Anzahl der Indizes 1 <1 <
s, fiir die By = A{ gilt. Der Induktionsanfang ist gerade der 2. Fall, der Induktionsschritt
kann mit einem &hnlichen Zerlegungsargument gezeigt werden. |

4 Produktraume

Wir wollen Modelle entwickeln, um m Zufallsexperimente unabh#ngig voneinander
hintereinander ausfithren zu konnen. Seien (Qq,%4;,Pq),..., (Qn,2An,Pn) diskrete W-
Réume, die die Zufallsexperimente beschreiben. Betrachte

n
Q=X 0Q; =0 % xQp

i=1
={w=(wry...,wn) |w; € Q; fiiri=1,...,n}.
Sei A := P(Q) und seien 7; die Projektionen
Q0 — 0, w=(wi...,wn) — Wi.
Fiir A; € 2 sind Urbilder gegeben als
ﬂi_](Ai) =01 x Q) x-- X 1 XA X Qi1 X x Oy

= ,das i-te Teilexperiment hat Ausgang in A;“.
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Beispiel 4.1. Wir kommen zu Beispiel 3.10 zuriick: Q; ={1,...,6} fiir i =1, 2.
Q:Q] X Qz :{],...,6}X{],...,6},

A = “beim ersten Wurf < 4“= 7[?1 ({1,2,3}) ={1,2,3} x Qy,

B = “beim zweiten Wurf > 3“= 712_] ({3,4,5,6}) = Qq x{3,4,5,6}.

Die passende Wahl des W-Mafles in diesem Beispiel fithrt auf ein allgemeines Problem:
Suche eine W-Verteilung P auf (Q,2(), sodass:

(1) P(m’! (Ai)) =Pi(A;) fir alle Ay e Qi und i=1,...,n
{7‘[71 i=1,. ,n} soll eine unabhéingige Familie in (Q, 2, P) sein fiir alle A; €
A, 1= 1 o

Satz 4.2. Seien Q = X?:] Q; sowie 2 und 7; wie oben. Dann existiert genau eine
W-Verteilung P auf (Q,2l), sodass (1) und (2) gelten. Dabei ist P gegeben durch

P({(wiy. .y wn)}) = [ [Pi{wi)),  (wi,...,wn) € Q. (7)

Beweis.

Beweis hier fiir n = 2, der allgemeine Fall kann analog bewiesen werden.

Eindeutigkeit: Angenommen, P existiere mit (1) und (2). Wahle Ay = {w1}, Ay = {wy}
mit wy € Qq, wy € Qy. Dann ist 7[1_] (A7) = {w1} x Qy, 712_] (Az) = Q7 x {wy} und
7[?1 (A1) N 7[51 (A2) ={(wr1, w3)}. Wir erhalten

P ({(wr, w2)}) =P (m (A1) N5 (A2) 2P (w7 (AD) P (7 (A2)

)
=P1(A1)P2(Az) =Pri{wiDP2({w2})
Also kann P héchstens die Form (7) haben.
Existenz: Z.z. P wie in (7) ist eine W-Verteilung mit (1) und (2).

o W-MaB: 3 o PUw}) = X ca, Zw,eq, Pr{wi)P2({wa}) = 1, da P, P, W-
Mafle sind.

e Zu (1): Sei etwa i=1:

P(ﬂﬂ(A])):P(A]xQz)“‘édd > E({(ww))

(wy,w2)eATXQ)

Z Z IP)] {w1} ]P)z {wz} Z ]P)1 {wl} ]P)1 (A1)-

w1 GA] szQz (U1€A1
e Zu (2): Seien Ay € 2; und A; € ;. Dann 711_] (A7) N 712_] (Az) = A7 x Az. Also

P(r' (AN (A) =PA x A = Y P{(wr,w))

(w1,w2)EAT XA,

= Y 3 PillwiPaliws)) = Pr(ADPA) P (m (AN P (5 (A2),

wW1EA] WrEA)

woraus die Unabhéngigkeit folgt.
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Es folgt die Behauptung. |

Definition 4.3. Der in Satz 4.2 definierte W-Raum (Q, %A, P) heifit das Produkt der
W-Riume (Qi, i, Py). P wird Produktmaf genannt.

Anwendung: Bernoulli- Experimente.

Ein Zufallsexperiment mit zwei moglichen Ausgéngen heifit Bernoulli-Experiment. Wir
wollen die n-fache unabhingige Wiederholung modellieren. Sei Q; = {0, 1} und P;({1}) =
p = 1 —P({0}). Man bezeichnet den Ausgang ,1* als Erfolg und nennt p € [0,1] die
Erfolgswahrscheinlichkeit. Ein Modell fiir die n-fache unabhéngige Wiederholung ist:

Q ={0,1", P{w}) =p*(1 —p)" ™ fitr w = (wy,...,ws) mit Y w; =k

i=1

Mit k wird also die Anzahl der Erfolge gezihlt.

Zwei grundlegende Fragen dazu sind die Folgenden: Wie lassen sich W-keiten fiir die
Anzahl der Erfolge und die Wartezeit auf den ersten Erfolg beschreiben? Wir betrachten
analog zu Modell III aus Abschnitt 2

n
Ex = {w eQ: Z wi = k} = ,genau k Erfolge in n Experimenten®, |Ex|= <2>

i=1

Folglich ist P(Ex) = 3~ e, PUWH) = 3 yep, PA(T—p)" = () p (1 —p)™ .
Satz 4.4. Fiir die Parameter n € N und p € [0, 1] ist durch

n _
by (1K) = ()51 =) k=0,ein
eine W-Verteilung auf {0,...,n} definiert. Sie heit Binomialverteilung mit Parameter
n € Nund p € [0, 1]. Statt by p wird auch B(n,p) geschrieben.

Korollar 4.5. Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Anzahlen der Erfolge in n unabhéngigen
Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1] sind durch die Binomi-
alverteilung by, beschrieben.

Wir betrachten nun die Wahrscheinlichkeit, im k-ten Teilexperiment erstmals einen Er-
folg zu haben. Dies ist das Ereignis

Fr={fweQ:w=-=wr1=0w=1}
={0} x -+ x {0} x {1} x Qp1 X -+ X Qy, (8)

also ergibt sich
P(F) =p(1—p) . 9)

Man beachte, dass auch n Misserfolge moglich sind, weshalb die Zahlen in (9) fiir k =
1,...,n keine W-Verteilung definieren kénnen. Fiir k € N liefert (9) allerdings eine
W-Verteilung.
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Satz 4.6. Zum Parameter p € (0, 1] ist durch

gk} =p(1—p)* !, k=1,2,...
eine W-Verteilung auf N erklart. Sie heiit geometrische Verteilung zum Parameter p.

Korollar 4.7. In einer Folge von unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p € (0,1] sind die Wahrscheinlichkeiten fiir den Index (Zeitpunkt),
bei dem erstmals ein Erfolg eintritt, durch die geometrische Verteilung zum Parameter
P beschrieben.

Verallgemeinerung: Zeitpunkt des r-ten Erfolgs, r € N. Wir betrachten die W-keit, im
(r 4+ k)-ten Teilexperiment den r-ten Erfolg zu beobachten (k € Ny, v+ k < n). Dazu sei

r+k
Gk:{wEQ:Zwi:r,errk:]}.

i=1
Fiir jedes w € Gy gilt P({w}) = p"(1 — p)™* T = p"(1 — p)*. Andererseits ist |Gy| =
(”k*]), denn r— 1 Indizes werden von v+ k — 1 gezogen ohne Zuriicklegen ohne Reihen-

r—1
folge. Damit gilt
r+k—1
O R AR

Satz 4.8. Zu den Parametern p € (0, 1] und r € N ist durch

r+k—1

nbr,p ({k}) = < 1

>PT(1 —p)¥, keN
eine W-Verteilung auf Ny gegeben. Sie heifit negative Binomialverteilung mit Parametern
r und p (oder auch Pascal- oder Pdélya-Verteilung).

Korollar 4.9. In einer Folge von unabhingigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p € (0, 1] sind die W-keiten fiir die Anzahl der Misserfolge bis zum
r-ten Erfolg durch die negative Binomialverteilung zu den Parametern r und p beschrie-
ben.

Bemerkung 3. In der Literatur werden auch andere Vereinbarungen zum Gebrauch
der Parameter der negativen Binomialverteilung gemacht. Beim Vergleich verschiedener
Quellen sollte stets die individuelle Definition der negativen Binomialverteilung beachtet
werden.

5 Diskrete Zufallsvariablen

Definition 5.1. Sei (Q,%2[,P) ein diskreter W-Raum, Q' eine beliebige Menge. Jede
Abbbildung
X:Q— Q'

heiBt Q'-wertige Zufallsvariable (ZVe). Falls Q" = R, so heifit X reellwertige ZVe (oder
einfach nur ZVe), falls Q' = R¢, so heiBt X Zufallsvektor.
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Satz 5.2. Sei X : Q — Q' eine Q'-wertige diskrete ZVe und A’ = P(Q’). Dann ist
durch
Py’ —[0,1], AP (x—‘ (A’))

ein W-Maf auf (Q',2) definiert. Px heifit Verteilung der ZVe X (oder auch Bildmaf}
unter X).

Beweis.
Py bildet offenbar in [0, 1] ab. Wir haben

Py(Q) = P (X*‘ (Q’)) —P(Q) =1.

Sei (Ai)i>1 eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 2. Dann folgt

Py (U Ai> P (x—‘ <U Ai)) —Pp (U X (Ai)> - iﬂ” (x—1 (AJ) - iPX(Ai).

ieN ieN ieN
Es folgt die o-Additivitt. 1

Bemerkung 4. Man beachte, dass Q' i.A. nicht abzéhlbar ist (z.B. Q' = R), jedoch
bildet X nur auf eine héchstens abzihlbare Menge X(Q) ={w’ € Q'|Fw € Q : X(w) =
w’} ab. Px ist also auf X(Q) ein diskretes W-Maf3.

Notationen 1. Die folgenden Kurzschreibweisen sind gebrauchlich:
XTA)={w e Q|X(w) e A} ={X € A}.
Fiir reelle ZVe X: Sei A = (—o0,x], dann X 1(A) = {X < xJ.

Px(A) =P ({X € A}) = P(X € A),
Px({k}) =P (X € {k}) = P(X = k).

Beispiel 5.3 (n-maliger Miinzwurf). Wir betrachten n unabhingige Bernoulli Ex-
perimente mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0,1]. Q = {0, 1}", P ({(w1,...,wn)}) =
p*(1 —p)"* mit k=3 ', w;. Die ZVe

n
X:Q—=Ny, we ) w

i=1

beschreibt die Anzahl der , Erfolge” in Q. Es ist X(Q) = {0,...,n}. Wie lautet die
Verteilung von X? Sei Ay :={(wr,...,wn) € Q: >, w; =k}. Dann

Pulf) = PUX = k) =P (X' (0h) = Plaw = (ot —p) -

Die Anzahl der Erfolge bei n unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p € [0, 1] ist binomial by, verteilt (d.h. die Verteilung Px von X ist die
Binomialverteilung mit Parametern n und p, vgl. Korollar 4.5.)
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Beispiel 5.4 (k-maliges Ziehen ohne Riicklegen aus einer Urne mit s schwarzen und w
weiflen Kugeln). Betrachte eine ZVe X =“Anzahl gezogener schwarzer Kugeln“. Seien
A={1,...,n}, Ag={1,...,8}, Aw = A\ A;, Q = {(w1,...,wi) € A¥|w; < < wy}
(vgl. Beispiel 2.12). Damit haben wir

k
X:Q—){O,...,k}, (w1,...,wk)HZ]1As(wi).
i=1

Wie in Abschnitt 2 gezeigt, liefert das Laplace-Modell auf Q:

(©) ()

stwy

(")
Die Anzahl X der schwarzen Kugeln ist folglich hypergeometrisch verteilt (zu entspre-
chenden Parametern).

Px({0) =P (X' (1) = P(By) =

Ebenso: Bei einer Folge von unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p € [0, 1] ist die Wartezeit bis zum ersten Erfolg eine Zufallsvariable, die
geometrisch g, verteilt ist.

L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Zufallsvariable (dort Zufallsgrofie genannt)
und Wahrscheinlichkeitsverteilung sind Gegenstand des Kerncurriculums zur Ober-
stufe in der Qualifikationsphase Q3.3. Die hier betrachteten grundlegenden Vertei-
lungen im Kontext von unabhéngigen Bernoulli-Experimenten (geometrische Ver-
teilung, hypergeometrische Verteilung, Binomialverteilung) sind ebendfalls Bestand-
teil von Q3.3. Dort ist im Kontext von unabhéngigen Bernoulli-Experimenten von
,,Bernoulli-Ketten“ die Rede, was insofern eine ungliickliche Bezeichnung ist, da es zu
Missverstdndnissen mit Bernoulli-Experimenten kommen kann, die nicht unabhéngig
sind. Solche abhéngigen Bernoulli-Ketten finden sich zum Beispiel auf natiirliche Art
im Kontext von Markov-Ketten, die in Kapitel 6 besprochen werden. Der Begriff
,Kette* geht in der Fachstochastik typischerweise mit Prozessen (Familien von Zu-
fallsvariablen) einher, die nicht unabh#ngig sind. Den wesentlichen Begriff der Un-
abhéngigkeit von Zufallsvariablen kldren wir gleich als néchstes.

Definition 5.5. Seien (Q,2,P) ein diskreter W-Raum und X; : Q — Q; ZVe fiir
i € LI # 0. Die Familie {X; |1 € I} von ZVen heifit (stochastisch) unabhingig, falls fiir
jede Wahl A; € Q; die Familie von Ereignissen {{X; € A;}|1i € I} unabhingig ist.

Satz 5.6. Sei (Q,2(,P) ein diskreter W-Raum und Xj,..., Xy ZVe auf Q, X; : Q — Q;.
Dann sind dquivalent:

a) Xi,...,Xn sind unabhéngig.

b) Fiir alle (x1,...,xn) € Q1 X -+ X Qp gilt

P(ﬂ{xizxi}> =P (X :Xla---»xnzxn):HP(Xi:Xi)-
i1 i
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c¢) Fiir beliebige A; C Q; gilt

P (ﬂ {Xi S A1}> :HP(Xi GA{).

i=1

Beweis.

a) = c): folgt aus den Definitionen 5.5 und 3.8 b).

c) = b): Wahle A; ={xi} firi=1,...,n

b) = a): Seien A; C Q; Mengen. Z.z. ist, dass {{X; € Aj}:1=1,...,n} Familie un-
abhingiger Mengen ist, d.h. fiir jede Teilfamilie die Produktformel gilt. Wir betrachten
o.E. die Teilfamilie {1,...,s} C {1,...,n}. Dann gilt

P(ﬁ{xie/\i})—]}” ﬁ Ux=x|=P| U - U (ﬁ{Xi—xi])

i=1 i=1x€A; X1€EAT  xs€As \i=1

-y .y P(ﬁ{xizxi}) -y .y f[uv(xlz

X1EA XsEAg i=1 X1€EA; XsEAg i=1

= ) PX =x) (Z P(stxs)>

X1E€A; XsEAg
= P(X] S A]) .. -P(XS S AS).

Also gilt die Produktformel. |

Satz 5.7. Seien Xj,..., X, unabhingige ZVe, X; : Q — Q;. Seien f; : Q; — I} Funktio-
nen fiir i =1,...,n. Dann sind die ZVe Yi,..., Yy mit Y; = f; o X; unabhéngig.

Bewets.
Seien A; C I3 fiir i =1,...,n beliebig. Dann ist

Vi€ A ={fio X; eAl}—{X et }
Da Xj,..., X, unabhéngig sind, ist {{X; € f T(A)) - ., M} eine unabhingige
Familie von Ereignissen. Folglich ist {{Y; € Al} i=1,. ,n} eine unabhingige Familie.
Es folgt die Unabhéngigkeit von Yi,..., Yy. |

Als Beispiel zur stochastischen Unabhéngigkeit betrachten wir die lokalen Rénge einer
gleichverteilten, zufilligen Permutation:

Definition 5.8. Sei m € S, eine Permutation der Lénge n. Dann heifit
Ri(rm) = {1 <j <i:m <l

lokaler Rang von i in m. Falls Ry = 1, so heiit 7; ein (auf-)Rekord in m, (falls Ry =1, so
heift 7t; ein ab-Rekord.)
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Sei nun eine zufillige, gleichverteilte Permutation durch den Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,A,P) = (Sh,P(Sn),P) beschrieben, wobei P hier die Gleichverteilung auf S, be-

zeichnet. Ferner seien

Xi:Sn—{1,...,1}, 7~ Ry(m),
Yi : Sn — {O, 1}, T — ]1{1}(X1)

Satz 5.9. Der lokale Rang X; einer zufélligen gleichverteilten Permutation ist gleichver-
teilt auf {1,...,1} fiir alle i = 1,...,n. Die ZVe Xj,..., Xy sind unabhéngig. Die ZVe
Y1, ..., Yy sind unabhéngig.

Beweis.
Wir zeigen zunéchst, dass X; gleichverteilt auf {1,...,1}ist. Sei dazu k € {1,...,1} beliebig
gegeben und 7 = (717, ...,7,). Nach dem Satz von der totalen W-keit 3.5 gilt

PXi=k)= )Y PX=kl{m,...,i}=A)P({m,...,m}=A).

Wir haben P (X; = k|{m,...,m} =A) = %, da gegeben, dass die ersten i Werte der Per-
mutation die Elemente aus A sind, es gleichwahrscheinlich ist, welches dieser Elemente
an Position i steht. Aus dem Laplace-Modell folgt ferner

-1
P({ﬂh'--’ﬂi}:A):(?) .

1

Damit gilt

AC{1,..., n}

Zur Unabhéngigkeit der Xj,...,Xn: Man beachte, dass zu jeder Wahl von Werten 1 <
xi < 1ifiiri=1,...,n genau eine Permutation 7 € S, existiert mit Ri(7m) = x; fir
i=1,...,n. Dies sieht man wie folgt ein: R (71) = xn legt den Wert 7, = x5, fest. Nun
legt aber R,_1(7) = xn_1 den Wert 71, 1 fest, denn dies ist gerade die x,,_1-kleinste der
Zahlen {1,...,n}\{xn}. Ebenso werden die weiteren Werte m,,_3,..., 7 festgelegt. Diese
Bijektion liefert

P(X]:X])...)Xn:‘x“):izf '''''' -

Nach Satz 5.6 sind Xj,..., X, also unabhéngig.
SchlieBlich haben die Y; die Form Y; = fi(X;) mit fi(x) = 1 (x). Nach Satz 5.7 sind
damit auch Yi,..., Y, unabhingig. |
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L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Praxismaterial fiir angehende und ausge-
bildete Lehrkrifte an Gymnasien zur Thematik der Rekorde gleichverteilter Permu-
tationen im Kontext stochastischer Unabhéngigkeit, Erwartungswerten und Varianz
(siche Abschnitt 6) sowie auch aus dem Blickwinkel von Tests (sieche Abschnitt 17)
findet sich fir den Unterricht ab Klasse 10 in [7, Kapitel 5.

6 Erwartungswert und Varianz

In diesem Abschnitt sei stets (Q,2(,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem
alle auftretenden Zufallsvariable definiert sind.

Definition 6.1. Sei X eine reellwertige ZVe. Falls ) .o X(w)|P{w}) < oo ist, so
existiert die Erwartung (Erwartungswert, EW) von X und ist gegeben durch

=Y X(w)P{w}).

we

Lemma 6.2. Sei {x1,x3,...} eine Abzéhlung des Wertebereichs von X. Es existiere der
EW von X. Dann gilt

Xl = ZMP(X =) = in Px ({xi}).
i1 i

Beweis.
Es gilt
o
=) _X@Plwh=) ) P({w)) = le X =xi).
we i=1 {w|X(w)=xi}
Dies liefert die Behauptungen. |

Bemerkung 5. Der Erwartungswert von X héngt also nur von der Verteilung Px der
ZVen X ab. Derartige Groflen heiflen Verteilungsgrafsen.

Satz 6.3. Seien X,Y reellwertige ZVe mit existierenden EWen. Dann gelten:
(i) Fiir A € R existiert der EW von AX, und es gilt E [AX] = AE [X].

(ii) Der EW von X + Y existiert, und es gilt E[X + Y] = E [X] + E[Y].

(iii) Sind X,Y unabhingig, so existiert der EW von XY und es gilt

E [XY] = E [X]E[Y].

(iv) Falls X > 0, so gilt E [X] > 0.

(v) Falls X > Y (punktweise), so gilt E [X] > E[Y].
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(vi) Esist E[1a] =P(A) fiir alle A € 2.
Beweis.

(i) Existenz: )} .o AX(w)IP{w}) =AY eca IX(w)P{w}) < co. Folglich ist

=Y M(w)P({w) =AY X(w)P{w}) = AE XI.

we we

(ii) Mit der Dreiecksungleichung gilt

D X(w)+ Y(w)P({w)) < > (X(w) +[Y(w)]) P({w))
we we
=) X()P{w) + Y IY(w)P{w}) <
we wen

Die gleiche Rechnung ohne Betréige (und Gleichheit statt der Dreiecksungleichung)
liefert die Behauptung.

(iii) Seien {x1,x2,...} und {y1,yz,...} Abzidhlungen der Wertemengen von X und Y.
Dann folgt wie im Beweis von Lemma 6.2, dass

3 X(w)Y(w)|P({w)) =Zz|x1y]u@ —xi,Y = y)

we

=3 > Illyj P(X =x)P(Y =)

Die gleiche Rechnung ohne Betrége liefert E [XY] = E [X]E [Y].
(iv) Aus X >0 folgt E[X] =} .o X(w)P{w}) > 0.

(v) Sei X(w) > Y(w) fiir jedes w € Q, dann ist Z(w) = X(w) — Y(w) > 0. Die
Behauptung folgt mit

() D (it

0 < E[z) LY

(vi) Esist E[lal =Y oo Ma(w)P{w}) = ¥ 4 cq PUw)) = P(A).

E X —E[Y].

Korollar 6.4. Die Menge aller auf (Q,2(,P) definierten reellwertigen ZVe mit existie-
rendem Erwartungswert ist ein Vektorraum, der mit £;(Q, 2, P) bezeichnet wird. Der
Erwartungswert ist ein lineares Funktional

E[-]:£1(Q,2P) > R.
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Beweis.

Nach Satz 6.3 ist £1(Q, 2, P) abgeschlossen bzgl. Addition und Multiplikation mit Ska-
laren, also ein Untervektorraum der Menge aller reellwertigen ZVen auf (Q,2,P). Die
Abbildung X — E[X] ist linear nach (i) und (ii) in Satz 6.3. 1

Beispiel 6.5. Sei X binomial by, , verteilt mit n € Nund p € [0, 1]. Dann gilt E [X] = np.

Beweis.
Sei X binomial by, verteilt. Wegen X < n existiert der EW von X. Es ist X verteilt wie
die Anzahl der Erfolge bei n unabhingigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p. Also gilt X = Y I, 1a,, wobei A; = {Erfolg im i-ten Teilexperiment},
also P(A;) =p firi=1,...,n. Es folgt

n n

6.3(vi)

EX “E)Y Ela) “2V Y PA) =np.

i=1 i=1

1
L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Hiufig wird fiir den Erwartungswert ei-

ner binomialverteilten Zufallsvariablen in Beispiel 6.5 folgender (didaktisch verfehlte)
rechnerische Beweis gegeben: Es gilt nach Lemma 6.2

E[X] = ék(g)—pk(] _p)n*k — ;kk,(nnik)'pk“ _p)nfk
v (n—1)! k=171 _ -k
_énp(k—ﬂl(n—k)!p (1=7)
n—1 1
:an (le >pk(] _p)n—1—k
k=0
=np(p+ (1—p))"" (10)
=np,

wobei in (10) der Binomische Lehrsatz aus Korollar 2.6 angewandt wurde. Manchmal
wird diese Rechnung in Schulbiichern nur fiir den Fall n = 3 présentiert, da fiir allge-
meines N der Binomische Lehrsatz nicht verfiigbar ist. In jedem Falle fordert solch ein
rechnerischer Beweis kaum stochastisches Denken. Dagegen sind die Struktur bino-
mialverteilter Zufallsvariable sowie grundlegende Eigenschaften des Erwartungswerts
wie oben gezeigt imstande, die Formel E [X] = np erkldrend zu beweisen.

Wir betrachten nun Erwartungswerte passender Kompositionen: Sei X : Q — Q' eine
ZVe und f: Q' — R eine Funktion. Mit 2’ = P(Q’) und Px wird der Definitionsbereich
von f zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q’, 21, Px). Deshalb kann man die Abbildung
f: Q" — R als reellwertige ZVe auffassen. Der Deutlichkeit halber bezeichne Ep den
EW von ZVen auf Q, Ep, den EW von ZVen auf Q.
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Satz 6.6 (Transformationssatz). In der Situation der vorigen fiinf Zeilen gilt: Es existiert
der EW von foX (bez. Ep) genau dann, wenn der EW von f (bez. Px) existiert. In diesem
Fall gilt

Eplf o X] = Ep,[f].

Beweis.
Sei {x1,%2,...} eine Abzéhlung der Werte von X und A; = {X = x;} C Q. Dann bilden
A1,Az,... eine disjunkte Zerlegung von Q und fiir w € A; gilt X(w) = x;. Damit folgt

ZlfxlllP’x () = ZIfXIIIP’ ZZIfMIP{w}

i=1 weA;

_ZZ|f NIP{w)) = Y IfF(X(w))I P({w)).

i=1 weA; we

Damit hat f einen EW bez. Px genau dann, wenn fo X einen EW bzgl P hat. Die gleiche
Rechnung ohne Betrige liefert die Behauptung. 1

Bemerkung 6. Lemma 6.2 kann wie folgt umgeschrieben werden: Bezeichne id : R — R,
x — x die Identitdt auf R. Dann gilt

E[X] = Ep[X] =Epl[id o X] = Ep, [id].

Der Erwartungswert kann als Maflzahl fiir den ,,Schwerpunkt* bzw. den ,,mittleren Wert*
einer Verteilung aufgefasst werden. Wir betrachten zudem Mafizahlen fiir Streuung um
den Erwartungswert.

Definition 6.7. Seien X,Y reelle ZVe, sodass X%, Y? existierenden EW haben. Dann
heiflen:

e Var(X) :=E[(X —E[X])?] die Varianz von X,
e 0x := +/Var(X) die Standardabweichung von X,
e Cov(X,Y)=E [[X—=E[X)(Y—E[Y])] die Kovarianz von X und Y,

® Oxy = C‘;‘)’((;(Y der Korrelationskoeffizient von X und Y.

X und Y heiflen unkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0 gilt.

Bemerkung 7. Alle EWe in Definition 6.7 sind definiert (existieren), da |X| < 1+ X2,
also existiert E[X] und (X —E[X])? < X2 4+ 2[E[X]|X| + (E[X])?. Also existiert auch
E[(X—E [X])z], ferner benutze man |X - Y| < X? + Y2. Falls X eine ZVe ist, so dass der
EW von X? existiert, sagt man, dass X ein endliches zweites Moment habe.

Satz 6.8. Seien X, Y, X1,..., X, ZVe mit endlichem zweiten Moment. Dann gilt fiir alle
a,b,c,d € R:
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(i) Var(X) =E[X?] —E[X]?,
(ii) Var(aX +b) = a?Var(X),
(iii) Cov(X,Y) =E[XY] —E X]E[Y],

)
)
)
(iv) Cov(aX+b,cY +d) = acCov(X,Y),
(v) Cov(X,Y) = Cov(Y, X),

(vi) Var(Xj + -+ Xy) = > 1L, Var(Xy) + 2_iz Cov(Xy, Xj),
(vii) X,Y unabhéngig = X,Y unkorreliert.

Bewess.
(i)-(v) folgen direkt aus der Definition. Z.B. fiir (i):

Var(X) = E[(X —E[X])?] = E[X? — 2E [X]X + E [X]?]
=E[X* —ERZE[XIX] + E[X]? = E[X?] — 2E [X]? + E [X]%.

(vi) Wegen (ii) kénnen wir o.E. E[X;] =0 fiir i =1,...,n annehmen. Dann folgt
Var(Xi 4+ 4+ X0) ZE[(X) 4+ + — ¥ EXX; ZE[X%]—FZE[XiX]—].
i,j<n i=1 i#j

Wegen E [X;] = 0 ist dies ) ", Var(X;) + 2 iz Cov(Xy, Xj).
(vii) Seien X, Y unabhingig. Nach Satz 5.7 sind dann (X —E [X]), (Y —E [Y]) unabhéngig.
Also

Cov(X,Y) =E[X=EXNY—-EN)]=EX-EKXJEY-E[Y]=0-0=0.

Somit sind X,Y unkorreliert. |
Satz 6.9 (Bienaymé). Seien Xj,...,X, unabhingig mit endlichem zweiten Moment.
Dann gilt

Var(X; 4+ -+ X)) = Z Var(X;)

Beweis.

O.E. gelte E[X;] = 0 fiir i = 1,...,n. Nach Satz 6.8 (vi) gilt Var(X; +--- + X,) =
> iy Var(X;) + 214 E [XiXj]. Nach Satz 6.8 (vii) sind Xi, X;j unkorreliert fiir i # j. Damit
ist E [XiX;] = E [X{E [X;] = 0. Es folgt die Behauptung. |

Beispiel 6.10. Sei X binomial by}, verteilt mit n € N und p € [0, 1]. Dann gilt

Var(X) =np(1 —p).
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Beweis.

Wie im Beweis von Beispiel 6.5 haben wir X = Y ', 1,,, wobei P(A;) = p und
Ta,y...,1a, unabhingige ZVe sind. Es gilt Var(1,) = E []13\1] —E []lA P =p—p>=p(1—
P). Nach Satz 6.9 liefert Unabhéngigkeit der Indikatoren, dass Var(X) = ) ', Var(1a,) =
np(1—p). I

L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Erwartungswert, Varianz und Standardab-
weichung sind Themenfelder der Qualifikationsphase 3.3, ebenso deren Berechnung
fiir binomialverteilte Zufallsvariable. Das erhohte Niveau (Leistungskurs) der Quali-
fikationsphase Q3.3 umfasst zudem Erwartungswerte von Zufallsvariablen mit Dich-
ten, insbesondere fiir normalverteilte Groflen. Dies wird im vorliegenden Skript in
Abschnitt 10 abgedeckt.

7 Erzeugende Funktionen

FErzeugende Funktionen sind ein analytisches Hilfsmittel zum Studium von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen auf Np.

Definition 7.1. Die erzeugende Funktion einer W-Verteilung p auf Ny mit u({k}) =
ist gegeben durch

g(s) = guls) = )_pis™. (11)
k=0

Beobachtungen:

e Die Funktion in (11) ist innerhalb des Konvergenzradius (also im Konvergenzin-
tervall) der Potenzreihe definiert. Fiir [s| < 1 gilt 3 32 pylsk| < 3 px = 1 < o0.
Die Potenzreihe in (11) ist also mindestens fiir |s| < T definiert. (Fiir den Konver-

genzradius v gilt r > 1.)
e Sei X eine ZVe in Ny mit Verteilung Px. Dann ist gp,(s) =E [sX].

e Ableitungen: Bezeichne g™ die n-te Ableitung von g, ¢(® := g. Dann gilt

_ § k— n _ § -—n
k=1 k=n

Speziell fiir s = 0: g™ (0) = nlpy, also, pn = g™ (0)/n!, n € Ny.

Korollar 7.2. Eine Verteilung auf Ny ist eindeutig durch ihre erzeugende Funktion
festgelegt, d.h. die Abbildung u — g, ist injektiv.

Beispiel 7.3. (i) Poisson-Verteilung TTy zum Parameter A > 0: Es gilt px = e*)‘%.

Damit folgt fiir alle s € R

o0 o0
AR (sA)k
griy(s) =) ex—sk—exg - = M=)
k=0 k=0
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(ii) Sei X geometrisch g, verteilt mit p € (0,1): Es ist dann py = p(1—p)*! fiir k > 1.
Damit gilt
=P T 1-s(T-p)

9go(s) =Y p(1—p) s = L5 ((1—p)s) b
k=1

—_

fiir [s| < 1/(1 —p). Der Konvergenzradius ist hier also beschrankt.

(iii) Fiir die Binomialverteilung byp mit n€ Nund p € [0, 1] erhalten wir fiir s € R

Jon,(8) = (ps+1—p)".

Ein allgemeines Problem stellt die Riickgewinnung von Information {iber u aus g, dar.
Wir diskutieren, wie Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable X mit Verteilung
Px = u, falls diese jeweils existieren, aus g, berechnet werden kénnen.

Satz 7.4. Sei X eine ZVe in Ny mit Verteilung Px und erzeugender Funktion g = gp,.
Der EW von X existiert genau dann, wenn der linksseitige Grenzwert

"M1=) :=limqg’
g'(1-) Slglg(s)

existiert. Es gilt dann E [X] = g’(1-).

Bewers.

Fiir |s| < 1ist g’(s) = Y 12 kpks® ! endlich. Falls E [X] existiert, ist also auch }_ 2, kpy <
0o. Nach Korollar 25.4 der Vorlesung Analysis 1 (was im Wesentlichen der Abelsche Ste-

tigkeitssatz fiir Potenzreihen ist) folgt dann limg g'(s) = > ¢y kpx = E[X]. Falls der
EW von X nicht existiert, gilt Y ,~; kpx = oo und damit lims g'(s) = oo. 1

Bemerkung 8. Analog zeigt man, dass der Erwartungswert von X(X—1)--- (X—k+1)
genau dann existiert, wenn g (1—) :== limgps g'®(s) existiert. In diesem Falle gilt

EXX—1)---(X—k+1)] =gMa-).
Wegen E X2 =E[X(X—1)]+E[X] = g”(1-) + g’(1—) folgt mit Satz 6.8 (i):

Korollar 7.5. Sei X eine ZVe in Ny mit Verteilung Px und erzeugender Funktion g =
gp, . Falls limgy g”(s) existiert, so gilt

Var(X) = g”(1-) + ¢g’(1-) — (g’(1-))%

Beispiel 7.6. Sei X poissonverteilt zum Parameter A > 0. Damit ist gp,(s) = eMs—1)

und wir erhalten E [X] = A und Var(X) = A.

Satz 7.7. Sind X, Y unabhéngige ZVe in Ny mit erzeugenden Funktionen gx := gp, und
gy := gpy. Dann gilt fiir die erzeugende Funktion gxyy := gpy,

gx+v(s) = gx(s)gv(s)

fiir alle s, fiir die sowohl gx als auch gy definiert ist.
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Beweis.
Nach Satz 5.7 sind die Zufallsvariablen s* und s¥ unabhiingig. Es folgt also

gx-v(s) = B[] =E [ 5] “EVE [¥]E [5Y] = ox(s)gv(s).
|

Beispiel 7.8. Seien X,Y unabhéngige ZVe mit Poissonverteilungen Px =TT\ und Py =
T, zu Parametern A, p > 0. Dann ist X 4 Y poissonverteilt zum Parameter A 4, d.h. es

gilt Pxqy =TTty

Beweis.

Mit Satz 7.7 folgt gxiy(s) = exp(A(s — 1)) exp(p(s — 1)) = exp((A + u)(s — 1)). Dies
ist die erzeugende Funktion der ITy;,-Verteilung. Nach Korollar 7.2 ist X + Y damit
T4 u-verteilt. |

Beispiel 7.9. Seien X und Y unabhéngige Zufallsvariable mit Binomialverteilungen
Px = bpp und Py = by,p mit n,m € N und gemeinsamem p € [0,1]. Dann ist X +Y
binomialverteilt zu den Parametern n + m und p, d.h. es gilt Px;y = bpymp.

Bewets.
Kann analog zu Beispiel 7.8 gefiihrt werden. |

L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Geben Sie eine verstindnisorientierte
Begriindung der Aussage in Beispiel 7.9 durch Interpretationen mit passenden
Miinzwurfexperimenten (ohne Verwendung erzeugender Funktionen).

BSc: Bemerkung fiir Bachelor-Studierende: Erzeugende Funktionen transfor-
mieren Verteilungen auf Ny in reelle Funktionen. Allgemein werden bei Transforma-
tionen mathematische Objekte auf Funktionen abgebildet. Aus analytischen Eigen-
schaften dieser Funktion soll dann auf Eigenschaften der Objekte geschlossen werden
(hier etwa, bei erzeugenden Funktionen, von Ableitungen auf Erwartungswert und
Varianz). Eine prominente Transformation ist die Fourier-Transformation, die in ver-
schiedenen Gebieten der Mathematik (und anderen MINT-Féchern) verwendet wird.
Techniken, die auf Transformationen beruhen, ergeben, falls sie anwendbar sind,
héufig prézise Ergebnisse. Dabei fehlt jedoch oft zunéichst das Verstdndnis, weshalb
die durch pure Rechnung bewiesenen Aussagen wahr sind.
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2 Alligemeine Modelle

In diesem Kapitel werden nun auch Wahrscheinlichkeitsriume definiert und untersucht,
die nicht abzdhlbar zu sein brauchen.

8 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdaume

Definition 8.1. Sei Q # () eine beliebige Menge. Ein System (Familie) 2( von Teilmengen
von Q) heifit o-Algebra (iiber Q), falls gelten:

(a) Q e,

(b) VA eA: A e,

(c) Fiir jede Folge (Ai)i>1 in A gilt J;5; Ay € 2L

Lemma 8.2. Sei 2 eine o-Algebra. Dann gilt

(a) 0 e

(b) Ist (Ai)i>1 eine Folge in 2, so gilt ()57 Ai € 2L

(c) Seien Aj,...,Ap € sogilt AyN...NA, €A und AjU...UA, €2
Beweis.

(a) 0 =QF°,

(b) Niz1 AL = <U121 A§>

(c) AiN...NAL=A1N...NALNAQNAN... e,
AlU...UAL=A1U...UALUDUDU... e .

C
’

Beispiel 8.3. e Sei Q # () eine beliebige Menge, so ist P(Q) eine o-Algebra.
e Sei A C Q, soist {0}, A, A%, Q} eine o-Algebra.

e Sei Q' C Q und A eine o-Algebra iiber Q. Dann ist A’ =2ANQ’ :={ANQ’: A € A}
eine o-Algebra iiber Q. Sie heifit die Spur von 2 in Q' (Ubung).

e Seien 2; o-Algebren iiber Q fiir i € I mit beliebiger Indexmenge 1 # (). Dann ist
(Nie1 2l o-Algebra iiber Q.

Beweis.

Qe fiirallei eI, also Q € (o Ai. Fiir A € N 2 gilt A € fir alleie L.
Damit ist auch A® € 2; fiir alle i € I, also A® € ();c; 2. Sei (Aj)j>1 eine Folge in
Nicr &i- Dann ist (Aj)j>1eine Folge in 2U; fiir alle i € 1. Somit ist Uj21 A; € 2 fiir
alle i € I, also Ui Aj € Nigr i |

37



2 Allgemeine Modelle

Satz 8.4. Sei Q) # () und F eine beliebige Familie von Teilmengen von Q. Dann existiert
genau eine kleinste o-Algebra A(F), die F enthélt (d.h. F C A(F)). Dabei heifit A(F)
die von F erzeugte o-Algebra und F Erzeuger von 2A(F).

Bewets.

Es existiert mindestens eine o-Algebra 2 mit F C 2 (etwa A = P(Q)). Sei {2 : 1 € [}
die Familie aller o-Algebren 20; mit F C ;. Wir setzen 2(F) := [;; 2. Offenbar gilt
F C A(F) und A(F) ist nach dem vorigen Beispiel eine o-Algebra. Jede F enthaltende o-

Algebra ist beim Durchschnitt ();; % zugelassen. Damit ist (F) kleinstméoglich. |

Beispiel 8.5. Sei Q = RY. Fiir a,b € RY mit a = (ar,...,aq) und b = (by,...,by)
bezeichne

[a,b) = [a1,b1) X --- x [ag, bg) = {(x1,...,xd) eRY: qp < x; < by fiir i = 1,...,d}.
Derartige Teilmengen des RY heifien halboffen, F = {[a,b) c R? : a,b € RY} ist die
Menge der halboffenen Intervalle des RY.

Definition 8.6. Die o-Algebra B9 := (F) iiber RY mit F ={[a,b) c R4: a,b € RY}
heiit Borelsche o-Algebra im RY. Die Mengen von B¢ heifien Borelsche Mengen oder
Borelmengen. Es bezeichne B := B'.

Bemerkung 9. Alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen des R9 sind Borelmengen.

Definition 8.7. Ein messbarer Raum ist ein Paar (Q,2A) bestehend aus einer nichtleeren
Menge Q und einer o-Algebra iiber Q. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf 2 ist eine
Abbildung P : 24 — [0, 1] mit

(i) PQ) =1,

(ii) P ist o-additiv, d.h. fiir jede Folge (A;)i>1 paarweise disjunkter Mengen in 2 gilt

P <G Ai> = ip(/\i).
i=1 i=1

Das Tripel (Q,2(,P) heiit (allgemeiner) W-Raum, P auch W-Verteilung, die Elemente
von 2 heiflen Ereignisse.

Satz 8.8. Die Aussagen und Begriffe aus Lemma 1.2, Lemma 1.3, Definition 3.2 sowie
Lemma/Satz 3.4-3.11 fiir diskrete W-Rdume gelten auch fiir allgemeine W-Raume.

Definition 8.9. Sei P eine W-Verteilung auf (R, ). Dann heifit
F:R—[0,1], x— P((—o0,x))

Verteilungsfunktion von P.
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Lemma 8.10. Sei F die Verteilungsfunktion einer W-Verteilung P auf (R, ). Dann
gelten:

a) F ist monoton wachsend.

b) F ist linksseitig stetig.

¢) limy_,_ o F(x) =0, limy 00 F(x) = 1.
d) P ist durch F eindeutig festgelegt.
Beweis.

a) Fiir x <y gilt wegen der Monotonie des W-Mafles F(x) =P ((—o0,x)) < P ((—o0,y)) =
Fly).

b) Sei (zn)n>1 eine Folge in R mit z, T z € R. Dann definiert A,, := (—00, z,) eine aufstei-
gende Folge von Ereignissen in B mit (J,~; An = (—00,z). Die Stetigkeit von unten
(vel. Lemma 1.3) liefert limy oo F(zn) = limp_0 P(An) = P(A) = P((—00,2)) =
F(z), also ist F linksseitig stetig.

c) Mit An := (—oo,—n) ist eine absteigende Folge von Ereignissen mit (), ~; An =
() definiert. Die Stetigkeit von oben liefert limp_oo F(—m) = P() = 0. Wegen der
Monotonie von F gilt damit limy_,_o F(x) = 0. Analog folgt mit A,, := (—oo, 1), dass
limp o F(n) =P(R) = 1.

d) Jede Verteilung auf (R%,89) wird durch ihre Werte auf F = {[a,b) ta,b e Rd}
bereits vollsténdig festgelegt. (Dies ist ein mafitheoretischer Satz, der ,Eindeutig-
keitssatz*, der hier ohne Beweis verwendet wird.) Speziell fiir d = 1 folgt:

P (la,b)) =P ((—o00,b) \ (—0o0,a)) =P ((—o0,b)) = P ((—o0, a)) = F(b) — F(a)
fiir alle a < b. Also legt F das W-Maf} P fest.
|

Bemerkung 10. Jede monoton wachsende, linksseitig stetige Funktion G : R — [0, 1]
mit limy_,_oo G(x) = 0 und limy o, G(x) = 1 heifit Verteilungsfunktion und definiert
vermoge P ([a,b)) = F(b) —F(a) eine eindeutige W-Verteilung auf (R, B). (Die Existenz
von PP ist nichttrivial und wird hier nicht bewiesen.)

Fin wichtiger Spezialfall sind Verteilungen mit Dichten: Sei f : R — R(J{ eine nichtnegative
Funktion mit

Joo f(x)dx = 1. (12)

—00

Dabei soll das Integral definiert sein, etwa f|;q,) Regelfunktion sein fiir alle a,b € R mit
a < b. Fiir derartige Funktionen f definiert

Y
F(y) :== J f(x)dx
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eine Verteilungsfunktion. Fiir die zugehorige W-Verteilung P gilt

b
P ([a,b)) :J f(x) dx. (13)
Definition 8.11. Sei P eine W-Verteilung auf (R,8) und f: R — Rg, so dass (12) und
(13) fiir alle a,b € R mit a < b gelten. Dann heifit f Dichte oder W-Dichte von P.

Beispiel 8.12. 1) Gleichverteilung auf dem Intervall [c, d]: Fiir ¢,d € R mit ¢ < d ist

fx) = 1 g(x)

d—c
eine Funktion mit (12). Die zugehorige Verteilung heifit Gleichverteilung auf [c, d].
Es ist f also die Dichte der Gleichverteilung auf [c, d].

2) Fiir A > 0 ist durch
falx) = ]1[0‘00)(x)7\e_7\", x € R,

eine Funktion mit (12) definiert. Die zugehorige Verteilung heilt Ezponentialvertei-
lung zum Parameter A > 0. Es wird spéter klar werden, dass die Exponentialvertei-
lung ein stetiges Analogon zur geometrischen Verteilung ist. Sie wird etwa verwendet,
um die Wartezeit auf den ersten radioaktiven Zerfall zu modellieren, oder allgemei-
ner fiir das erste Auftreten unter zufilligen Phinomenen mit , konstanter Rate pro
Zeiteinheit .

3) Fiir p € R und o > 0 ist durch

1 (x — p)?
- ()

2702 202

eine Funktion mit (12) gegeben. Die zugehorige Verteilung heifit Normalverteilung mit
Parameter u und o?. Diese bezeichnen wir auch mit A (, 62). Speziell heifit A/(0, 1)
Standardnormalverteilung. Sie wird zur Modellierung von Messfehlern verwendet und
zur Approximation von Verteilungen. Dies wird spéater durch den ,,Zentralen Grenz-
wertsatz“ begriindet.

Verallgemeinerung auf R9: Sei f: R4 — Rg eine nichtnegative Funktion mit

J f(x)dx =1, (14)
Rd

und fiir a = (aj,...,aq), b= (by,...,bq) € R? gelte

by ba
P([a,b))zj J f(x1y...,%q) dxq - -+ dxq. (15)

a aq

Definition 8.13. Sei P eine Verteilung auf (R4, 84) und f: R¢ — ]Rsr, so dass (14) und
(15) fiir alle a,b € R gelten. Dann heiBt f Dichte von P.
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9 Messbare Abbildungen und ZVe

Im Fall diskreter W-Réume (Q, 2, P) ist jede Abbildung X : Q — Q' eine ZVe. Wir wol-
len nun auch im allgemeinen Fall (Q, 2, P), wobei 2 eine o0-Algebra, nicht notwendiger-
weise die Potenzmenge von Q ist, (reelle) Zufallsvariable X einfithren und insbesondere
wieder Ereignissen der Form {X < 7} oder {X gerade} Wahrscheinlichkeiten zuordnen.
Dabei tritt das Problem auf, dass fiir eine allgemeine o-Algebra 2l iiber Q) nicht jedem
A C Q eine W-keit zugeordnet wird.

Definition 9.1. Seien (Q,2l) und (Q’,2') messbare Riume. Eine Abbildung f: Q — Q'
heifit messbar, falls fiir alle B € A’ gilt:

f~1(B) € 2.

Ist zudem P ein W-Maf auf (Q, %) (also (Q,2(,P) ein W-Raum), so heifit jede messbare
Abbildung X : Q — Q' Zufallsvariable. Dann definiert Py : 2’ — [0,1], B — Px(B) :=
P (X_] (B)) eine W-Verteilung auf (Q’,2l’). Sie heiit W-Verteilung der ZVe X.

Lemma 9.2. Seien (Q,2), (Q’,2l') messbare Rdume und £ C 2’ ein Erzeuger von 2’
(d.h. (&) =2"). Dann gilt:

f:Q — Q' messbar & f'(E) € A fiir alle E € £.

Bewets.

.= klar, da & C A" =A(E).

. Seien C =2 ({f*1 (E):Ee E}), D ={B e :f1(B) € C}. Nach Voraussetzung gilt
C C 2. Wir zeigen unten, dass D eine o-Algebra ist. Wegen £ C D folgt A’ = A(E) C D.
Fiir B € 2’ beliebig gilt damit B € D, also f~'(B) € C und wegen C C 2 dann f~'(B) € .
Es bleibt damit zu zeigen, dass D eine o-Algebra iiber Q' ist:

(i) f1(Q')=Q e, also Q' € D.
(i) Sei B € D. Dann gilt f~'(B¢) = (f7'(B))" € C, also B¢ € D.

(iii) Sei (Bi)i>1 eine Folge in D. Dann ist

f_] UBi = Uf_1(Bi) S C,

i>1 i>1
also ;> Bi € D.
I

Lemma 9.3. Seien (Q,2l) ein messbarer Raum und f; : Q — R messbare Funktionen
(bez. B) fiir i = 1,...,d. Dann ist f: Q — R4, f(x) = (fi(x),...,fa(x)) messbar (bez.
B9,
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Beweis.

Fiir a = (a1,...,a4), b = (by,...,ba) € R4 gilt £ ([a,b)) = NL; ;' ([ai, bi)) € 2,
da fi,...,fq messbar sind. Da die halboffenen Intervalle einen Erzeuger von B¢ bilden,
folgt die Behauptung aus Lemma 9.2. |

Lemma 9.4. Seien (Q,2), (Q',20"), (Q",;A”) messbare Rdume, f: Q — Q'/g: Q" —
Q" messbare Abbildungen. Dann ist g o f messbar.

Beweis.
Fiir B e 2" ist (gof)~"(B) =f (g7 "(B)) € A, da f, g messbar sind. |
A
e /

Von besonderem Interesse sind messbare Funktionen mit Wertebereich R oder RY. Wenn
nicht anders angegeben, seien R und R¢ stets mit der Borelschen o-Algebra B bzw. B4
versehen.

Bemerkung 11. Es ist leicht zu sehen (hier ohne Beweis), dass die Borelsche o-Algebra
neben den halboffenen Intervallen auch von den offenen Mengen des R¢ erzeugt wird.

Lemma 9.5. Sei f: R4 — RY stetig. Dann ist f messbar (jeweils bez. der Borelschen
o-Algebren B¢ und B4").

Beweis.
Urbilder offener Mengen unter stetigen Abbildungen sind offen. Das System offener Men-
gen des RY bildet einen Erzeuger von B4’. Aus Lemma 9.2 folgt die Behauptung. 1

Lemma 9.6. Seien (Q,2() ein messbarer Raum und f; : Q — R messbare Funktionen
fiir i € N sowie (o)i>1 eine Folge in R. Dann sind

oofy + -+ onfny,  f1e--fh, inlg fi, supfi, liminffj, limsupf;
1€

ieN i—00 i—00
messbare Funktionen mit Wertebereich R := [—o0, 00].

Beweis.

Sei f:= (f1,...,fn) : Q = R™ und g : R™ — R die Abbildung g(x1,...,Xn) = x1x1 +
- -+ onXn. Nach Lemma 9.3 ist f messbar, nach Lemma 9.5 ist g messbar, nach Lemma

94 ist gof=oyfi + -+ anfy messbar. Ebenso folgt die Messbarkeit des Produkts.

Das System {(—oo,x) : x € R} bildet einen Erzeuger von 98, denn [a,b) = (—oo,b) \

(—oo, a). Wir haben

{mffe } U{fe —00,x)} € A

fir alle x € R. Nach Lemma 9.2 ist inf f; messbar. Die restlichen Behauptungen folgen
ahnlich. |
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Definition 9.7. Seien Pq,...,Pq W-Verteilungen auf (R,®B). Eine Verteilung P auf
(R4, B9) heiBt das Produkt der Verteilungen Pi,...,Pq, falls fiir alle a = (aj,...,aq),
b = (by,...,bq) € RY gilt:

Bezeichnung: P=P; ® - -- ® Pg.

Fiir reellwertige ZVe X : QO — R oder Zufallsvektoren X : Q — R¢ wird im Folgenden
stets (R,B) bzw. (RY,B4) als messbarer Bildraum zugrunde gelegt.

Definition 9.8. Seien Xj,...,Xq reellwertige ZVe auf (Q,2(,P) und (Xi,...,Xq) : Q —
R4, Dann heiit Px = Pix,,..xq) die gemeinsame Verteilung von X, ..., Xq.

Definition 9.9. Sei (Q, 2, P) ein W-Raum, (Q4,2(;) messbare Rdume und X; : Q — Q;
ZVe fiir 1 € I # (). Die Familie von ZVen {X; : i € I} heiit unabhingig, falls fiir jede Wahl
B;i € 2 die Familie {{X; € Bi}: 1 € I} unabhéngig ist (vgl. Definition 3.8).

Fiir reellwertige ZVe gilt folgende Charakterisierung der Unabhéngigkeit.

Satz 9.10. Sei (Q,2(,P) ein W-Raum und Xj, ..., Xq reellwertige ZVe auf Q. Dann gilt:
Xiy...,Xq unabhéngig & Px; ® -+ @ Px, = Prx, ... x4)-

Bewets.

“=¢“: Fiir die Gleichheit von Verteilungen auf (R%,B4) geniigt, die Gleichheit auf F =
{la,b) : a,b € R} zu zeigen, vgl. den Beweis von Lemma 8.10 (d). Fiir a = (ay,...,aq),
b= (by,...,bq) € RY gilt

d d
Px, @ - ®Px, ([a,b)) = [ [ Px, ([ai, b)) = [ [P ({Xi € [as, b)})
i

i=1

d
Wp (ﬂ Xi e [ai,bi)}> =P ((Xq,...,Xq) € la,b)) =Px,,..xy ([a, b)),
i1

wobei fiir (x) die Voraussetzung der Unabhéngigkeit verwendet wird.
»<": Seien By,...,Bq € B beliebig. Dann gilt

d
]P’(ﬂ{XieBi}) =P ((X1,...,Xa) € By x -+ x Byq)
i=1
(34) d d
= JIPx(B) =]]P{X: € B,
i=1

i=1

wobei fiir (x*) die Voraussetzung verwendet wird. Also sind Xy, ..., X4 unabhéngig. |
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Lemma 9.11. Seien Xj,...,X3q unabhéngige reellwertige ZVe, Px, habe Dichte f; fiir
i=1,...,d und es sei X = (Xj,...,Xq). Dann hat Px die Dichte

d

f:0xa,...,xa) = [ ] filx).

i=1

Beweis.
Fir a = (ay,...,aq),b = (by,...,bq) € R? gilt

d  b;

d
Px (la, b)) (Q)pri (lay, bi)) = HJ f(xi) dx
[

i=1 73

by ba
:J J fi(x1) - falxa) dxq - - - dx,
aj aqg

wobei fiir (#) Satz 9.10 verwendet wurde. Nach Definition 8.13 ergibt diese Darstellung
gerade die Behauptung. |

Satz 9.12. Seien Xj, X; unabhéngige, reelle ZVe auf (Q,%2,P) mit Dichten f; und f;.
Dann hat X; + X; die Dichte

(e.o]

f]*fz(u)zj filu—v)fa(v)dv, ueR.

—0o0
f1 % fy heiflt Faltung von f; und f;.

Beweis.
Seis € Rund B = {(x1,xz) ERZ:x1 +x < s}. Dann gilt mit der Substitution u =
X1+ X2:

P (X + Xz < s) = Py, x,)(B) = JB 1061 Fa(x2) d(x1, x2)

f1(x1)f2(x2) d(x1,%2) = Joo JS_XZ f2(x2)f1(x1) dxq dx;

—00 J—00

J{(X1»X2) Ix14+x2<s}

:J'oo fz(Xz)Js f1(u—xz)dudxzzr JOO f](U.—Xz)fz(Xz)ddeu.

—00 —0Q o9}

Damit folgt fiir alle s < t

t poo
P(X;+X; €ls,t)) :J J fi(u—v)fy(v)dvdu.

§ J—00

Nach Definition 8.11 ist damit der innere Integrand u +— fiooo f1(u —v)f(v) dv Dichte
von Xj + Xj. |
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10 Erwartungswerte und hohere Momente

Sei X eine diskrete ZVe mit Werten {x1, X2, ...} und existierendem Erwartungswert. Dann
gilt E[X] = > 2, %P ({X =xi}). In allgemeinen W-Réumen kann der EW durch einen
Grenziibergang aus dem EW fiir den diskreten Fall gewonnen werden: Sei X : Q — R
eine ZVe mit (allgemeinem) W-Raum (Q, 2, P) und Bildraum (R,®). Dann setze man
etwa fiir alle n > 1

k K+ 1
Ank::{§X<+} fiir k € Z
n n

und approximieren X durch die diskrete ZVe
— k
XT'L = Z E]}.Ank) n Z ].
k=—00
Es gilt dann X, < X < X+ % Falls die EWe der X;, existieren, so gilt |E [Xp] —E [X]| <
Tll—i— lm, d.h. (E [Xn])n>1 ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent in R. In diesem Fall
setzt man

E[X] = lim E[X]. (16)

n—oo
Andere Schreibweisen sind E p[X] oder IX dP.

Bemerkung 12. Man beachte, dass sich die Vorgehensweise von der Definition von
Riemann-Integralen oder Integralen von Regelfunktionen dahingehend prinzipiell unter-
scheidet, dass nicht der Urbildraum, sondern der Bildraum (dquidistant) unterteilt wird.
Dies entspricht dem Vorgehen zur Definition des Lebesgue-Integrals.

Da sich Grenzwerte der Form (16) nur selten explizit berechnen lassen, ist fiir praktische
Zwecke folgender Zusammenhang zentral, den man auch als Definition des Erwartungs-
werts direkt verwenden konnte.

Satz 10.1. Sei X eine reellwertige ZVe, deren Verteilung Px eine Dichte f besitze, die
bis auf endlich viele Stellen stetig sei. Sei g : R — R stetig. Dann existiert der EW von
g(X) genau dann, wenn fiooo lg(x)|f(x) dx < oo, und in diesem Fall gilt

Beweisskizze.

Zu & > 0 existiert eine Folge (Xn)nez mit x, — oo fiir n — oo, X, — —oo fiir n — —oo
und [g(x) — g(xn)| < 8 fiir alle x,, < x < xpaq. Sei gs(x) := g(xn) fiir alle x € [xn, Xni1)-
Damit ist eine Treppenfunktion gs definiert mit |gs(x) — g(x)| < & fiir alle x € R. Da
gs(X) eine diskrete ZVe ist gilt

Elgs(X)] = > g(xn)P (X € KnyXni1))

=3 bl [ e [T gt as

n=—oo Xn
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2 Allgemeine Modelle

falls dieses Integral existiert, d.h. falls fiooo lg(x)|f(x) dx < oo. |

Bemerkung 13. Es handelt sich hierbei nur um eine Beweisskizze, da in der Definition
(16) die Unabhéngigkeit des Grenzwerts von der verwendeten approximierenden Folge
gezeigt werden miisste.

BSc: Bemerkung fiir Bachelor-Studierende: Die Schwierigkeiten der Definition
des Erwartungswerts in (16) sowie des Nachweises von Satz 10.1 sowie der Tatsache,
dass im vorliegenden Skript letztlich nur Erwartungswerte fiir diskrete Zufallsvaria-
ble sowie fiir Zufallsvariable mit Dichten berechnet werden kénnen, liegen darin be-
griindet, dass auf die Verwendung des Lebesgue-Integrals hier verzichtet wird. Das
Lebesgue-Integral wird in der Vorlesung ,Integrationstheorie“ im dritten Semester
entwickelt. Steht das Lebesgue-Integral zur Verfiigung, so wird fiir eine reelle Zufalls-
variable X auf (Q,%d,P) zwecks Definition ihres Erwartungswerts als reelle, messba-
re Funktion interpretiert. Ist X dann nichtnegativ oder integrierbar (also Lebesgue-
integrierbar bez. IP), so wird

E[X] ::chu[»

erklirt, wobei auf der rechten Seite das Lebesgue-Integral steht. Dies ist dann nicht
nur auf den Fall diskreter Zufallsvariable oder auf Zufallsvariablen mit Dichten be-
schrinkt, sondern liefert den Erwartungswert fiir beliebige nichtnegative oder P-
integrierbare Zufallsvariable.

Korollar 10.2. Fiir eine reellwertige ZVe X, deren Verteilung eine Dichte f besitzt mit
fiooo [x|f(x) dx < oo, existiert der EW und es gilt

(o)

E [X] :J xf(x) dx.

—00
Beispiel 10.3. Sei X gleichverteilt auf [c, d], d.h. Px habe Dichte x — ﬁ]l[cyd](x) dx.
Dann folgt mit Korollar 10.2
0 1 1 d 1 d?—c¢* d+c
—1 dx = dx = = .
Jooxd—c () dx d—ch *Td-c¢ 2 2
Definition 10.4. Sei X eine reellwertige ZVe mit Dichte f und fiooo [x|™f(x) dx < oo fiir
ein m € N. Dann heif3t

EX] =

E[X™ = J x™f(x) dx m-tes Moment der ZVe X,

—0Q

E[X™ = J [x|™f(x) dx m-tes absolutes Moment der ZVe X.

Hat X ein endliches zweites Moment (d.h. existiert der EW von X?), so heifit
Var(X) =E[(X—E[X])?] = J (x — E [X])*f(x) dx

Varianz von X.
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Lemma 10.5. Die Rechenregeln fiir den Erwartungswert aus den Sétzen 6.3 und 6.6
und fiir die Varianz aus den Sétzen 6.8 und 6.9 gelten auch fiir allgemeine reellwertige

ZVe.

Satz 10.6 (Jensensche Ungleichung). Seien X eine reellwertige ZVe und f: R — R ein
konvexe Funktion, so dass die EWe von X und f o X existieren. Dann gilt

E[foX] > f(E[X]).

Beweis.
Sei f konvex, d.h. es gilt

Vx,y € RyRA € [0,1]: f(Ax + (T —A)y) < Af(x) + (1 —A)f(y).

An jeder Stelle xo € R existiert eine Stiitzgerade x — ax + b, d.h. a,b € R mit f(xo) =
axp + b und f(x) > ax + b fiir alle x € R. Wir wihlen xo = E [X]. Dann folgt

f(EX]) = aE [X] + b = E [aX + b] < E [f(X)].

Beispiel 10.7. e x — |x| ist konvex, also gilt [E [X]| < E [|X|], falls E [|X|] existiert.
e x — |x|P ist fiir p > 1 konvex, also gilt [E [X]|P < E [IX[P].

Lemma 10.8 (Eigenschaften von Momenten). Seien X,Y reellwertige ZVe.

a) |X|" habe EW fiir ein r > 0. Dann hat [X[* EW fiir alle 0 < s <.

b) Es gilt
N EIXIT+ENYF)  fiir v > 1,

E[X+ VT <
EIX[T+EY]  firo<r<T1.

Insbesondere ist
L:(Q,2P):={X:Q —=RZV : [X]" hat EW}
fiir r > 0 ein Vektorraum.
¢) Es gilt (E[XIN"® < (E[IXID)V" fiir alle 0 < s < 7, falls [X|" einen EW hat.
Beweis.
a) Es gilt [XF <14+ [X["=E[IXF] <T+E[X[] < 0.

b) Falls r > 1, so ist x — [x|" konvex. Damit ist ‘%V < % (Ix[" 4+ [y[") fir alle x,y € R.

Also E[X+ YT < 2T (E[IXT+E[Y]]). Falls 0 < r < 1, so gilt (a+b)" < a4+ b"
fir alle a,b > 0. Dies liefert die Behauptung im Fall 0 < r < 1.
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¢) x — |x|"/% ist konvex. Die Jensensche Ungleichung angewandt auf [X|* liefert

E (X)) > (E IXF)*, also (EIXI)" > (EIXFD"*.

Satz 10.9 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Fiir beliebige X,Y € £,(Q,2(,P) gilt
(EXY])? <E [xz} E [YZ] .

Beweis.
Fiir A € Rist 0 < E [(AX—Y)Z] = A2E [X2]—2AE [XY]+E [Y2]. Speziell fiir A = E [XY]/E [X]
ergibt sich

2 2
o< EDXV)’ L (EXY)

2 2 2 2

Satz 10.10 (Paley—Zygmund Ungleichung). Fiir nichtnegative Zufallsvariable X € £,(Q, 2, P)
und 0 <9 <1 gilt
E [X]?

2
P(X > 9 X]) > (1= 9)* oy

Beweis.
Es ist

E[X] = E XLix<or xp] + E XLixsok x)]
<IEX] + E[XHV2P(X > 9K [X])/2,

wobei in der Abschétzung des zweiten Summanden die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung
(Satz 10.9) verwendet wurde. Auflosen liefert die Behauptung. 1

Bemerkung 14. a) Fiir 0 <s <r gilt £,(Q,2,P) C L;(Q, A, P).

b) Fir r > 1 und X € £,(Q,2,P) definiert || X[y := (E[X)"" eine Semi-Norm auf
L:(Q,2,P). Es gilt ||X]|s < |[X]||r fiir T <s <.

c) Fir X,Y € £,(Q,,P) und (X,Y) := E[XY] liest sich die Cauchy—-Schwarzsche Un-
gleichung (X, Y) < [[X]|2[[Y]]2-

L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Der Erwartungswert fiir Zufallsvariable mit
Dichten betrifft die Themenfelder der Qualifikationsphase Q3.3 mit erh6htem Niveau
(Leistungskurs).
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3 Summen unabhangiger Zufallsvariablen

In einem fairen Spiel zwischen zwei Spielern werde vielfach unabhéngig eine Miinze
geworfen. Bei Kopf erhilt jeweils Spieler A einen vorgegebenen Einsatz E > 0 von Spieler
B, bei Zahl erhélt Spieler B den Einsatz E von Spieler A. Was kann man iiber den Gewinn
von Spieler A asymptotisch sagen, wenn das Spiel sehr lange dauert?

Wir modellieren dies wie folgt: Es sei (Xi)i>1 eine Folge unabhéngiger ZVen mit P(X; =
1) = % = P(X; = —1). Das Ereignis {X; = 1} bedeute, dass Spieler A im i-ten Spiel
gewinnt. Dann ist der Gewinn von Spieler A gegeben durch

n
Sn=E-) X
i=1

falls n Spiele gespielt werden. Es ist Sy also eine Summe unabhéngiger ZVe. Summen
unabhéngiger Zufallsvariablen treten bei der stochastischen Modellierung in zahlreichen
Situationen auf. Deshalb untersuchen wir das asymptotische Verhalten solcher Summen.
Es zeigt sich dabei, dass der Zufall nichts vollig Willkiirliches ist, sondern Gesetzen folgt,
die wir im Rahmen mathematischer Modellierungen beweisen kénnen.

11 Die Gesetze groBBer Zahlen

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Verhalten von S,/n, wobei S, eine Summe
von n unabhéngigen Zufallsvariablen ist. Wir erhalten zwei Konvergenzaussagen, die
als schwaches bzw. starkes Gesetz der groflen Zahlen bekannt sind. Wir formulieren
und vergleichen zunéchst die beiden Satze. Im Anschluss werden Methoden entwicklen
(Chebyshev Ungleichung bzw. Lemma von Borel-Cantelli), um diese zu beweisen.

Satz 11.1 (Schwaches Gesetz grofler Zahlen). Seien (X;);>1 eine Folge unabhéngiger ZVe
mit E [X;] = p und Var(X;) < M fiir alle i € N mit einer Schranke M < oo. Bezeichne
Sn =Y i ; Xi. Dann gilt fiir alle ¢ > 0:

1 M
P <‘Sn—li’ Z €> S 5 — O, (nﬂ OO).
n £en

Bemerkung 15. Sei (X;)i>1 eine Folge von Bernoulli-Experimenten, die unabhéngig mit

Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1] ausgefiihrt werden. Bezeichne Hy (w) = % > g Xi(w)

fiir w € Q die relative Anzahl von Erfolgen, sieche Abbildung 1. Das schwache Gesetz
grofler Zahlen liefert

P([H, —pl > ¢€) (17)

< ——.
~ 4eln
Fiir grofle n ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich die relative Haufigkeit von der Erfolgs-
wahrscheinlichkeit um mehr als ¢ unterscheidet, also klein.

Definition 11.2. Sei (Xy)n>1 eine Folge von ZVen und X eine ZVe auf (Q, %, P). Die
Folge (Xn)n>1 konvergiert stochastisch gegen X, falls gilt

Ve>0: lim P(| Xy —X| > ¢) =0.
n—oo
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Stochastische Konvergenz bezeichnen wir mit X, 5 x

Bemerkung 16. Die Aussage des schwachen Gesetzes grofier Zahlen ist also %Sn 5 LL.

Definition 11.3. Seien (Xy)n>1 eine Folge von ZVen und X eine ZVe auf (Q,2(,P). Die
Folge (Xn)n>1 konvergiert fast sicher gegen X, falls

P({ lim X, :x}) :IP<{w €0 lim Xy (w) :X(w)}) —1.

n—oo n—oo

Fast sichere Konvergenz bezeichnen wir mit X;; — X f.s.

Satz 11.4. Seien (Xn)n>1 eine Folge von ZVen und X eine ZVe auf (Q, 2, P). Dann gilt
mit n — oo:
Xn — X £5. = Xy 5 X.

Beweis.
Sei ¢ > 0 beliebig und bezeichne

By ={Xn—X| < efirallen>N}={w e Q:|Xp(w)—X(w)| < ¢ fiir alle n > N}.

(Bn)n>1 bildet eine aufsteigende Folge von Mengen mit

A:={lim X, =X} | ] Bn.
n—oo
N>1

Wegen P(A) = 1 folgt, dass IP’(UNZ] Bn) = 1, mit der Stetigkeit von unten gilt also
P(Bn) — 1 fiir N — co. Damit gilt P(|[Xn — X| > €) < P(Bf) — 0 fiir N — oo. |

Satz 11.5 (Starkes Gesetz grofier Zahlen). Sei (Xn)n>1 eine Folge unabhingiger ZVe
mit E [Xf] < M < oo fiir alle i € N. Dann gilt

.] n

—Z (Xi —E[X;]) = 0 fs. fiir n — oo.

n i=1

Bemerkung 17. Die Voraussetzung endlicher vierter Momente in Satz 11.5 kann zu
endlichen ersten absoluten Momenten abgeschwécht werden. Dies erfordert einen auf-

wendigeren Beweis.

Fiir den Beweis des schwachen Gesetzes der groflen Zahlen werden zwei Ungleichungen
bereitgestellt:

Satz 11.6 (Markovsche Ungleichung). Sei ¢ : [0,00) — [0, 00) monoton wachsend und
€ > 0 mit ¢@(e) > 0. Dann gilt fiir jede reellwertige ZVe Z

Elo (12D

P(lZ] > €) <
o(e)
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p=0.5 p=0.95
©
0 |
o o
O_ —]
< -
n |
o 0
(o)
o o
0 |
o ©
(o) R
_ 9 _ ©
T n — T
o <
o
© o
ﬂ: —
o N
o
© o
<
o o
& |
< o
<|: —
© T T T T T T T T T T T T
0 2000 6000 10000 0 2000 6000 10000
J J
Abbildung 1: Gezeigt sind jeweils Simulationen (Hj(w;i))j=1,...10000 fiir i = 1,2,3, vgl.

Bemerkung 15. Im linken Bild ist p = %, rechts p = 0.95. Zur Simulation
wurde folgender R-Code verwendet:

n <- 10000
P <- 0.5 # Hier entsprechend 0.95 ersetzen.
m <- 3

plot(0, 0, type="n", xlab="j", ylab=expression(paste(H[j])),
xlim=c(0,n), ylim=c(0,1))
abline(h=p, 1lty=2)
for (i in 1:m){
X <- sample(c(1,0), prob=c(p,1-p), replace=TRUE, n)
S <~ cumsum(X)/(1:n)
lines(S, col=rainbow(m, start=0.6, end=0.8)[i])

}
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Beweis.
Fir w € Q sei
Y(w) = {@(8% falls |Z ()| > ¢,

0, falls |Z(w)| < e.
Dann gilt Y < @(]Z|) punktweise. Die Monotonie des EW liefert E[@(|Z])] > E[Y] =
@(e)P(|Z] > ¢€). Dies ist die Behauptung. |

Bemerkung 18. Falls der EW von ¢(|Z]) nicht existiert, wird E [¢@(|Z])] = oo gesetzt,
die Behauptung gilt dann trivialerweise. Eine Abschéitzung in die andere Richtung liefert
die Paley—Zygmund Ungleichung, siehe Satz 10.10.

Korollar 11.7 (Chebyshevsche Ungleichung). Sei X eine reellwertige ZVe mit Var(X) <
0o. Dann gilt fiir alle ¢ > 0

< Var(X).

P(IX-E[X]| > ¢)

e2

Beweis.
Sei Z:=X—E[X] und @(x) := x2. Dann liefert die Markovsche Ungleichung

Ele(1Z))] E(X—EXD)Y Var(X)
ele) g2 g2

PIX-EX][=¢) =P(Z 2 ¢) <

Dies ist die Behauptung. 1

Beweis von Satz 11.1.
Bezeichne X := 1S, Dann gilt E[X] = L ¥ | E[X;] = p und

1 = 1T & M
Var(X) = FVar in = Z Var(X;) < e
i=1 i=1

wobei Satz 6.8 und der Satz von Bienaymé 6.9 verwendet werden. Die Chebyshevsche
Ungleichung liefert

Var(X) < M

— 0.
g2 e2n

P(‘lsn—u' >e) CPX—EX]| > ¢) <

Dies ist die Behauptung. 1
Fiir den Beweis des starken Gesetzes grofier Zahlen sind folgende Begriffe niitzliche:

Definition 11.8. Sei (An)n>1 eine Folge von Ereignissen. Dann heifit

o0 (o]

limsup A, = ﬂ U Ax  Limessuperior von (An)n>1,
00 n=1k=n
o0 o0

liminf Ay = U ﬂ Ay Limesinferior von (An)n>1.
n=1k=n
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Bemerkung 19. Es gilt

limsup A, ={w € Q: w € A, fiir unendlich viele n € N},

n—oo

liminf A, ={w € Q: w € A, fiir fast alle n € N}.

n—oo

Satz 11.9 (Lemma von Borel-Cantelli). Sei (Ay)x>1 eine Folge von Ereignissen.

a) Falls ) 27, P(Ay) < oo, so gilt

P (lim sup Ak) = 0.

k—oo

b) Sind (Ax)k>1 eine unabhéingige Familie und ) 2, P(Ay) = oo, so gilt

P (lim sup Ak> =1.

k—o0
Bewets.
Ad a): Es ist limsupy_,o Ak = ney Urey Ak, also fiir n > 1
(hmsupAk> <P <U A | < ZIP Ay) = 0,
k= k=n k=n

da die Reihe ) 2, P(Ax) konvergiert.

Ad b): Die Unabhéngigkeit der Ereignisse liefert mit Lemma 3.11 fiir festes n € N und
N >n:

N
(ﬂAC>—H I—P(Ak))gnexp(—IP’(Ak —eXp< ZPAk>N =0,
k=n k=n

da die Reihe ) ;2 P(Ax) divergiert. Hierbei wurde die fiir alle x € R giiltige Ungleichung
1+ x < e* verwendet. Die Stetigkeit von oben liefert also IP’(ﬂan Ay) = 0. Die Sub-o-
Additivitat liefert nun

B ((msupns) ) = (U (pv) <ZP<ﬂ A°> _

n=1k=n

Es folgt die Behauptung. 1

Beweis von Satz 11.5.
Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass E [X;] = 0 fiir alle 1 € N. Damit ist zu
zeigen, dass le 1 Xy — 0 fs., d.h.

P({Tlllngo:lgxi:O}>:1. (18)
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3 Summen unabhéngiger Zufallsvariablen

Wir haben fiir alle w € Q, dass

JH&EZX
] n
(:)V£>OHN€NVn2N:|ZXi(w) <e
ni:1
1 & 1
& VmeNINENVR>N: |- ) X(w)| < —.
Tli:] m

Damit lasst sich das Ereignis in (18) umformulieren in

teatxee =0 0N s

m=1N=1n=N

L

] }
| <=7
m
Fiir das Komplement dieses Ereignisses erhalten wir
o [e.e] [e.e] ]
U ﬂ U { Z } Uhmsup{ m} (19)
m=1N=1n=N —1 - "o
Wegen der Subadditivitdt des W-Mafles reicht es fiir alle m € N zu zeigen, dass

1 & 1
IP’(limsup{|nZX;L >m}> =0.
i=1

n—oo
Wegen der Unabhéngigkeit der X; und E[X;] = 0 fiir alle i € N gilt E [X;X;XiXi] = 0,
aufler 1,j,k,l € N sind paarweise gleich. Damit folgt

(ixiy iZiiE [XiX; XiXe)

n

> X

i=1

wobei fiir (%) die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung, Satz 10.9, verwendet wurde. Dies

liefert
& e L
P(nZXiZE>—P szl 284
i=1 i=1
Satz 11.6 ] 4 3
< E [x X ] <>V
= (5“)4 ( 1 + + Tl) — £4n2
Es folgt
> 1 & 1 ‘M
ZP(ZX1>>§ MM o,
n 4 m n
n=1 i=1 n=I
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-ah)-e

Es folgt die Behauptung. 1

also nach dem Lemma von Borel-Cantelli 11.9 a)

1 n
P (hmsup {‘n in
i=1

n—oo

12 Approximation der Binomialverteilung

Wir betrachten nochmals den Kontostand S, = > ' ; X; von Spieler A (mit Einsatz
E = 1) in Abschnitt 11, wobei Xj,..., X, unabhéngig sind und wir hier P(X; = 1) = p,
P(X; = —1) = 1—p =: q annehmen mit p € (0,1). Mit B; := %(Xﬁ—]) sind By,..., B, die
Ausgiénge von n unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.
Wir erhalten

n
Sp=-n+2) Bi
i=1

Wir wissen, dass ) ;. Bi binomial by, p-verteilt ist. Damit gilt fiir a < b, dass

a+n b+n
2 0 2 )

i<n
P (Sn € [a,b]) = buy ({

Die Verteilung Ps_ von S, ist also vollstdndig beschrieben. Das schwache Gesetz grofer
Zahlen (auf By,...,B, angewandt) liefert dann

] n
n;Bi_p

oder dquivalent, dass fiir alle ¢ > 0 gilt

V£>O:IP’<

ZE) —0, (n— o)

P (Z B; € (n(p—e¢)y,n(p+ e))) — 1, (n— o).
i=1

Die Summe Zogign B; liegt also ,,mit hoher Wahrscheinlichkeit“ (genauer: mit gegen 1
konvergierender Wahrscheinlichkeit) im Intervall (n(p —¢),n(p + ¢)). Fiir die Binomi-
alverteilung bedeutet dies fiir alle € > 0:

bnp ((n(p—e)yn(p+e))) =1, (n—oo)

In diesem Abschnitt soll nun die Binomialverteilung by, in diesem Intervall genauer
untersucht werden. Wir haben fiir k € {0,...,n}

n _
brp({K}) = (k)pkm —p)
Zur Approximation eignet sich die Stirlingsche Formel:

n\n n
n! = v2mn (—) ™ ~ V2m (E) ,
e e
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wobei (12n + 1)7! < 9(n) < (12n)~'. Fiir Folgen (an)n>1, (bn)n>1 werden folgende
Bezeichnungen verwendet:

an ~ by = % — 1 firn — oo (asymptotische Aquivalenz),
n
an = o(by) &= g—n — 0 fir n — oo (klein-o-Notation).
n

Wir betrachten ein von n abhéngendes k = k,, mit %“ — p fiir n — oo, d.h. insbesondere
gilt k € (n(p —¢),n(p + ¢)) fiir alle n hinreichend groff. Die Stirlingsche Formel liefert
dann

B n! " n—k n 12 n" k n—k
by ({k}) = Am_wiP (1—p)" "~ (hk(n_k)> PI—T= (1—p)

1 n 1/2 np\k / ng nok
_\/ﬂ(k(n—k)> <?> <n—k) ’

wobei ¢ =1 —p verwendet wird. Aus k ~np und n — k ~ nq folgt

n \ 1 1
k(n —k) Jpq  on’
wobei 02 die Varianz einer by p-verteilten ZVe bezeichne (vgl. Beispiel 6.10). Wir haben
also

1 npy\k [/ ng \"* 1
bn,p({k})w\/ﬁ(k> <n—k> = ﬁ)((nﬁd- (20)

Um x(n, k) asymptotisch zu beschreiben, kiirzen wir t = t, = %“ = % ab. Dann gilt
t 1—t
—Inx(n,k)=ntln—+(1—1t)ln q =:ng(t). (21)
P

Die Funktion g spielt auch in anderen Untersuchungen der Binomialverteilung eine we-
sentliche Rolle, sie heiflt Ratenfunktion der Binomialverteilung by . Wir betrachten die
Taylorentwicklung von g um p: Es ist g(p) =0, g'(p) =0, g”(p) = p]—q, also

g(t) (t—p)? +¥(t—p),

~ 2pq
wobei der Restterm 1 die Abschitzung [(p(t—p)| < Clt—p]? fiir eine passende Konstante
C > 0 in einer Umgebung von p erfiillt. Nehmen wir nun fiir t = t,, die stérkere Annahme

n(t —p)® — 0 fir n — oo (22)

an, so folgt np(t —p) — 0 und damit in (21):

(t—p)?

—Inx(n,k)—n
2pq
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3 Summen unabhéngiger Zufallsvariablen

Mit der Abkiirzung

k —
x(n, k) == np (23)
On
folgt also
k 2
—Inyx(n, k) — x(n, k) — 0 fiir n — oo. (24)

2
Die Bedingung (22) bedeutet fiir x(n, k):
x(n, k)?
vn
Bezeichnen wir mit @(x) := \/% exp(—x?/2) die Dichte der Standardnormalverteilung,
so liefert Einsetzen von (24) in (20):

— 0. (25)

Satz 12.1 (Lokaler Grenzwertsatz fiir die Binomialverteilung). Sei 0 < p < 1 und
(kn)n>1 eine Folge mit (25), wobei x(n, k) gegeben ist durch (23) mit o, = \/npq. Dann
gilt

bap () ~ - (x(m, k). (26)

Sind (&tn)n>1, (Bn)n>1 Folgen mit (25), so ist die Konvergenz (26) gleichméfig fiir alle
(kn)n>1 mit on < kp < Py fiir allen > 1.

Fine typische Situation, in der Satz 12.1 angewandt wird, ist

kn =np +xy/npq+ O(1)

mit x € R, wobei O(1) (groB-O-Notation) einen von n anhéngenden Term bezeichnet
(also eine Folge), der beschrénkt in n ist. Genauer: Eine Folge (rn)n>1 ist O(1), falls
SUPp>1 [Tnl < c0.

Bemerkung 20 (Veranschaulichung von Satz 12.1). Wir betrachten das Histogramm
der Binomialverteilung, d.h. wir tragen iiber dem Intervall [k — %,k + %] ein Rechteck
der Fliche by p({k}) ein. Fiir groBe n wird das Histogramm sehr flach (da sich die Fliche
aller Rechtecke stets zu 1 summiert). Man reskaliert deshalb wie folgt: Betrachte statt
k nun x(n, k) = f/;n% und trage auf [x(n,k) — ﬁ,x(n, k) + ﬁ] ein Rechteck der
Flache bynp({k}) ein. Fiir k wie in Satz 12.1, d.h. mit (25), konvergiert die Hohe des
Rechtecks gegen @(x(n, k)) nach Satz 12.1. Das reskalierte Histogramm konvergiert also
in diesem Sinne gegen die Dichte der Standardnormalverteilung. Um Satz 12.1 fiir ZVen
umzuschreiben, bezeichne S, eine by p-verteilte ZVe, also etwa die Summe der Erfolge
bei n unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0,1). Es
ist dann

oy Sp—mp  k—mp) Sph—np B .
P(Sn—k)—IP< g npq>_P(npq —X(ﬂ,k))—]P’(Sn—x(n,k))

im Sinne der folgenden Definition.
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3 Summen unabhéngiger Zufallsvariablen

Definition 12.2. Sei X eine ZVe in £,(Q, 2, P). Dann heifit

~ X—-E[X]
B Var(X)

X*

die standardisierte Form (oder ZVe) zu X.

Bemerkung 21. Es gilt stets E [X*] = 0 und Var(X*) = 1. Fiir die standardisierte ZVe
S; zu Sy gilt dann
. 1
P (S, =x(n,k)) ~ —¢ (x(n, k))

On
fiir (kn)n>1 mit (25).
Im né#chsten Schritt sollen nicht nur die Wahrscheinlichkeiten der ,lokalen“ Ereignisse
{S;, = x(n, k)} approximiert werden, sondern auch Wahrscheinlichkeiten fiir Ereignisse
der Form {a < S} < b} fiir a < b. Wir bezeichnen dazu mit

O(x) = J_ o) du = ¢]zTT J_ 2 4y

die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

Satz 12.3 (Satz von de Moivre-Laplace). Sei 0 < p < 1 und Sy, eine by p-verteilte ZVe.
Dann gilt fiir alle a < b:

lim P(a<S*<b)=0(b)—d(a).

n—oo

Beweis.
Seien a < b und, wie zuvor, o = \/npq. Es seien an := [aon +np], fn := [bon +np].
Da S, eine ganzzahlige ZVe ist, gilt dann

{a < S}, <b}={aon +np < Sy <bon +np}={axn < Sn < Pk

Ferner gilt nach Konstruktion

1 1
|X(Tl, o‘n) - C1| S ) |X(Tl, Bn) - bl § — -

O—n O-Tl

Nach Satz 12.1 existieren eine Folge (&n)n>1 mit €5 | 0 und

b p ({k}) .
g, < — WP fiir all <k< By
S Glxin k) gy — e e om S s B
Mit Ry = 3 P, L (x(n,k)) gilt also
(1 —En)RnSP(QSSﬁSb) < (1 +£n)Rn- (27)

Andererseits ist aber R,, die Riemann-Summe zu
x(n,Bn+3) 1 1
J (p(x)dx@(x(n,[ﬁn—l—))—@(x(n,an—)). (28)
K(nan—1) 2 2
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Mit n — oo folgt aus (27) und x(n, Bn + %) — b sowie x(n, oy — %) — a, dass

lim P(a <S% <b)=d(b)—d(a).

n—oo

Dies ist die Behauptung. |

Beispiel 12.4. Es werden 600 faire Wiirfel geworfen. Die Wahrscheinlichkeit, mindestens
90 Sechsen und hochstens 100 Sechsen zu werfen, wird gesucht. Exakt erhélt man

brp({90,...,100}) = 0,4024...

fir n = 600 und p = % Damit gilt np = 100, o, = /npq = 9,13. Die Approximation
aus dem Satz von de Moivre-Laplace liefert

P(90 < S, < 100) = P <9O_]OO < st < 100—100) ~ (0) — @ <—]O> ~ 0,36,
Oon On 9,13

wobei Sy, die bggg 1/6-Verteilung hat.

Genauer kann mit den Korrekturtermen i% in (28) im Beweis von Satz 12.3 approximiert
werden: Statt des Integrals iiber [(90 — 100)/0n, (100 — 100)/0n] nehme man das Inte-
gral iiber [(90 — % —100)/0n, (100 + % —100)/0n]. Wegen 05, — oo fiir n — oo macht
dies asymptotisch im Grenzwert keinen Unterschied, fiir festes n liefert dies jedoch eine
bessere Approximation:

0,5 10,5
< < ~ ) — === ~ .
P (90 < S, <100) (D<9)]3> < 9)]3) 0,397

L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Die Normalverteilung als Naherung der
Binomialverteilung ist Themenfeld der Qualifikationsphase Q3.3 mit erhchtem Ni-
veau (Leistungskurs). Dazu gehoren die Dichte (im Kerncurriculum als ,,Dichtefunk-
tion* bezeichnet) der Normalverteilung sowie ihre Momente. Der Satz von de Moivre—
Laplace leistet zwar die im Kerncurriculum gewiinschte Naherung der Binomialvertei-
lung durch die Normalverteilung, ist allerdings nur ein (enger, historisch relevanter)
Spezialfall des Zentralen Grenzwertsatzes, der in Abschnitt 14 besprochen wird.

Im Kerncurriculum fehlt die fiir das stochastische Denken ebenso wichtige Ndherung
der Binomialverteilung (und verwandter Verteilungen) durch die Poissonverteilung.
Denn oft kann fiir groBe n die Erfolgswahrscheinlichkeit p nicht als fest (also un-
abhéingig von n) angesehen werden wie im Satz von de Moivre-Laplace. Der folgende
Abschnitt ergéinzt das Verstédndnis deshalb wesentlich im Fall np — A € (0, 00) fiir
n — 00, wobei p dann offenbar von n abhéngen wird.

13 Poissonapproximation

In diesem Abschnitt werden Summen unabhéngiger Indikatorvariablen (die also die
Ausgiinge unabhéngiger Bernoulli Experimente beschreiben) approximiert, deren Er-
folgswahrscheinlichkeiten nicht gleich zu sein brauchen. Die hier dargestellte Approxi-
mation durch die Poissonverteilung ist niitzlich, falls die Erfolge vieler unabhéngiger
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Bernoulli-Experimente mit kleinen Erfolgswahrscheinlichkeiten gezdhlt werden. Insbe-
sondere kann die Binomialverteilung by, , fiir grofie n und kleine p approximiert werden.
Die Poissonverteilung TT, zum Parameter A > 0 war definiert durch

7\k
T ({k}) = e*AF fiir k € No.
In Beispiel 7.8 zu Satz 7.7 iiber erzeugende Funktionen erhielten wir
X,Y unabhéngig mit Px =TT\ und Py =TI, = Pxyy =Ty, fir A,p>0. (29)

Zur Approximation von Verteilungen auf Z verwenden wir folgenden Abstandsbegriff.

Definition 13.1. Seien Q; und Q; W-Verteilungen auf (Z,P(Z)). Dann heifit

drv (Q1,Q2) =) 1Qi({k}) — Qa({Kk})|

kEZ
der Totalvariationsabstand von Q1 und Q;.
Bemerkung 22. Wir haben folgende offensichtliche Eigenschaften:
e Es gilt stets drv(Q1,Q2) < 2, denn

D 1Qi{kD — QKNI < D> (Qi{k}) + Qal{k}) < 2.

kezZ keZ

e Seien Qn, Q W-Verteilungen auf Z fiir n > 1. Falls drv(Qn, Q) — 0, so Qn({k}) —
Q({k}) fiir n — oo fiir alle k € Z. Die Konvergenz gilt gleichméflig in k € Z.

Satz 13.2 (Koppelungslemma). Seien Qq, Q2 W-Verteilungen auf Z und X, Y ZVe auf
einem W-Raum (Q,2(,P) mit Px = Q; und Py = Q;. Dann gilt

drv(Q1, Q2) < 2P(X #Y).

Beweis.
Fir k € Z ist

P(X=%k)—-P(Y=Xk]
=PX=kY=k+P(X=kY£k) —P(Y=kX=k)+P(Y =k X=k)]
<PX=kY#K +P(Y=kX#k).

Andererseits ist

XY= (X#Vn{X=x) =] {X=Kn{Y £k}

kEZ keZ

eine paarweise disjunkte Vereinigung. Es folgt also

D P(X=kY#k) =P(X#Y).

kEZ
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Insgesamt folgt

drv(Q1,Q2) = ) 1Qi{k) — Q2({k)l = ) IP(X =k) —P(Y =k

kEZ kEZ
<Y (PX=KY#K) +P(Y =k X #k)) =2P(X #Y).
keZ
Dies ist die Behauptung. 1

Satz 13.3. Seien Xj,..., X, unabhingige ZVe mit P(X; = 1) = pi, P(Xy =0) =1 —p;
und pr,...,pn € [0,1]. Seien Sy = Y 1 X{ und Ay = p1 + - - + pn. Dann gilt

n
dry (Ps,,Th,) <2 ) pt.

i=1
Bewets.
Um Satz 13.2 anwenden zu konnen, miissen Sy, und ZVe T, mit Py, =TT, auf einem W-
Raum konstruiert werden, sodass Sy und T,, mit moglichst groflier W-keit gleiche Werte
annehmen. Dazu wéhlen wir Q; = {—1,0,1,2,...} und je eine W-Verteilung auf Q; wie
folgt fr allei=1,...,n:

Pi({0}) =1 —ps,

k
Py ({k}) = e—m% fiir k> 1,

Pi({=1}) = e Pt — (1 —py).

(Wegen T+x < e* fiir x € R ist P;({—1}) > 0 und damit durch die Werte oben tatéchlich
eine W-Verteilung P; definiert.) Ferner seien Q := Qq x - - - x Q,, und P das Produktmafl
der Py,...,Py auf Q (vgl. Definition 4.3), d.h. fiir w = (wy,...,wy) € Q gilt P{w}) =
[[i<icn Pi{wi}). Wir definieren ZVe auf Q durch

0, falls w;=0 k, fallsw;j=k>1
xi(w)—{’ aeeEn Yi(w)—{’ R

1, sonst, 0, sonst,

fir i = 1,...,n. Nach Satz 4.2 bilden {Xj,..., Xy} und {Yj,...,Yn} jeweils eine un-
abhingige Familie von ZVen. (Die Projektionen auf die einzelnen Komponenten sind
unter einem Produktmafl unabhéngig, die X; sind Funktionen der Projektionen, es
greift deshalb Satz 5.7. Fiir die Y; ebenso.) Nach Konstruktion sind Xj,..., X, ver-
teilt wie im Satz vorgegeben, Y7,..., Yy sind poissonverteilt, Py, = TIp,;. Nach (29) ist
also T, := Y7 + --- + Yy, poissonverteilt zum Parameter A, > 0, d.h. Pr, = TI,,. Das
Koppelungslemma (Satz 13.2) impliziert

drv (Ps,, Ty, ) <2P(Sn # Ta). (30)
Wegen {S,, # Ta} C U1§i§n{Xi =Yy} schitzen wir P(X; # Y;) ab: Es ist

P(X; =VYy) =Pi({0}) +P;({1}) =1 —pi + e Pipy,

61



3 Summen unabhéngiger Zufallsvariablen

also P(X; # Yy) =pi(1 —ePi) < piz, wobei wieder die Ungleichung e* > 1+ x fiir x € R
verwendet wird. Mit (30) folgt deshalb

drv (Ps,,TT,) <2P(Sp #To) <2) P(Xi#Y:) <2 pi.

i=1 i=1
Dies ist die Behauptung. 1

BSc: Bemerkung fiir Bachelor-Studierende: Es sind weitreichende Verallgemei-
nerungen und Verbesserungen von Satz 13.3 bekannt, insbesondere schérfere Ab-
schitzungen des Totalvariationsabstands in Satz 13.3 sowie Versionen, in denen auf
die Unabhéngigkeit der Xj,..., X, verzichtet werden kann. Zum Beispiel gilt unter
den Voraussetzungen von Satz 13.3, dass

T—e? ¢

)\e > i,
i=1

dW (PSn)ﬂAn) <

was etwa fiir p; = ]; eine Konvergenzaussage liefert, wihrend Satz 13.3 fiir diese Wahl
der p; zu grob ist. Zahlreiche Ergebnisse in diese Richtungen sind mit der Stein-
schen Methode erzielt worden. Solche finden sich, auch Variante mit Abhéngigkeiten
zwischen den X, ..., Xy in [1].

Korollar 13.4. Sei p = p(n) eine Folge in [0,1] mit n-p — A > 0 fiir n — oco. Dann
gilt fiir die Binomialverteilung by p:

by ({k) =3 T ({k}) fiir alle k € No.

Beweis.

Fiir festes n € N setzen wir py := - -+ := pn := p(n). Es seien Xj,..., X, unabhingige
ZVe mit P(X; = 1) = p; = P(X; = 0). Dann ist S, = ZL] Xi binomial by, ,n) verteilt.
Nach Satz 13.3 gilt also

2
drv (bn,p(n))nnp(n)) < ZTL]DZ(TL) ~ T — 0 fiir n — oo.

Andererseits gilt fiir die Poissonverteilung
nnp(n) ({k}) nﬂo ”A({k})>
da np(n) — A. Zusammen folgt die Behauptung. |

Man verwendet Korollar 13.4 héufig, um by ; fiir grofie n und kleine p durch die Pois-
sonverteilung TT,, zu approximieren.

Beispiel 13.5. Es gebe 30 Selbstmorde pro 100000 Einwohner pro Jahr. Wie ist die
Anzahl der Selbstmorde pro Jahr in einer Stadt mit 120000 Einwohnern approxima-
tiv verteilt? Nehmen wir an, jeder der Einwohner begehe unabhéingig von den anderen
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Selbstmord mit Wahrscheinlichkeit p = 3/10000 = 0,0003. Bei 120000 Einwohnern wére
die Verteilung der Anzahl der Selbstmorde also binomial

b120000,0.0003 =~ TT36.

Nach Satz 13.3 kann man die gefragte zufillige Anzahl also durch die Poissonverteilung
T3¢ approximieren.

14 Der Zentrale Grenzwertsatz

Sind By,..., B, unabhingige ZVe mit P(Bi =1)=p=1—P(B; =0) und p € (0,1), so
lieferte der Satz von de Moivre-Laplace 12.3, Abschnitt 12, dass fiir die Summe S, =
2_1<i<n Bi fiir alle a < b gilt

lim P(a<S;;, <b)=d(b)—D(a), (31)

n—oo

wobei S} die standardisierte ZVe zu Sy, bezeichnet (vgl. Definition 12.2). Die Verallge-
meinerung dieses Resultats auf Summen unabhéngiger ZVe, die alle dieselbe Verteilung
haben (mit endlicher Varianz), bezeichnet man als ,, Zentralen Grenzwertsatz* (wie auch
weiterreichende Verallgemeinerungen, die hier nicht besprochen werden).

Definition 14.1. Zufallsvariablen Xy,..., Xy heiflen identisch verteilt, falls gilt:
Px, =Px, =--- =Px,.

Definition 14.2. Sei (Xy)n>1 eine Folge reeller Zufallsvariable und X eine reelle Zufalls-
variable mit Verteilungsfunktionen F,, bzw. F. Die Folge (Xn)nen konvergiert in Vertei-
lung gegen X, falls fiir alle x € R, in denen F stetig ist, gilt

Fa(x) = F(x), (n — o).
Bezeichnungen: X, £ X oder Xn 4L X fiir n — oo. (Dabei stehen £ und d fiir engl. law
bzw. distribution, was beides englische Begiffe fiir die Verteilung einer ZVe sind.

Bemerkung 23. Ist gezeigt, dass (S}, )n>1 in Verteilung gegen eine standardnormalver-
teilte Zufallsvariable konvergiert, so folgt insbesondere (31), da

n—oo

P(a <S5 <b) =Fs;(b) —Fsy(a) — @(b) — @(a),
da @ stetig auf ganz R ist.

Satz 14.3 (Zentraler Grenzwertsatz). Sei (Xp)nen eine Folge unabhingiger, identisch
verteilter reeller ZVe mit Var(X;) € (0, 00). Bezeichne Sy = 3 1., Xi, sowie

. Sn—E[Sh] . Sn—nE[X]
o v/ Var(Sy) B oy/n

mit o2 := Var(Xj). Sei Z eine standardnormalverteilte ZVe. Dann konvergiert (S¥)nen
in Verteilung gegen Z.

*
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Der hier gegebene Beweis stiitzt sich auf folgendes Lemma.

Lemma 14.4. Sei h : R — R eine dreimal stetig differenzierbare Funktion mit be-
schriinkter erster, zweiter und dritter Ableitung. Seien X,,Z wie in Satz 14.3. Dann
gilt

E h(S;)] — E[h(Z)].

Bevor wir Lemma 14.4 beweisen, zeigen wir, wie daraus der Zentrale Grenzwertsatz 14.3
folgt.

Beweis von 14.35.
Sei x € R beliebig gegeben. Dann existieren zwei Funktionen hy, h; wie in Lemma 14.4
mit

]1(—00‘)(—5) <h < ]1(_003)() <h < ]1(_00 X+€)*

- )

Wir konnen etwa

1, falls t < x,
4
ha(t) = ¢ (1 (5)"), falsx<t<x+e,
0, fallst > x+¢

wéahlen, hy entsprechend. Die Monotonie des Erwartungswertes liefert
E [h(SR)] < P(S; < x) < E [ha(S3)]

sowie

P(Z<x—e¢) <E[h(Z)], Ehy(Z)] <P(Z<x+e¢).

Mit Lemma 14.4 und n — oo erhalten wir

P(Z < x—¢) < liminf P(S}, < x) (32)

n—oo
<limsupP(S;;, < x) <P(Z < x+ ¢).
n—oo

Es ist fiir ¢ | 0 jeweils

X+e 1
P(XSZ§X+€):J Te
X T

Px—e<Z<x)—0.

2
2

dy < — 0,

B
A

Mit ¢ | 0 in (32) folgt

lim P(S}, < x) =P(Z < x) = O(x).

n—oo

Dax € R beliebig war, ist dies gerade die Konvergenz in Verteilung von S}, gegen Z. 1
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3 Summen unabhéngiger Zufallsvariablen

Beweis von Lemma 14.4.

Wir nehmen an, dass E [X;] = 0 und Var(X;) =1 ist. (Andernfalls kann X; durch seine
standardisierte Version ersetzt werden.) Wir ergénzen Xj, ..., X;, durch standardnormal-
verteilte ZVe Z1, ..., Zy, sodass die 2n ZVen X, ..., Xy, Z1, ..., Zy unabhéngig sind. Wir
erzeugen kiinstlich eine Teleskopsumme durch schrittweises Ersetzen der X; durch Z;:

() () £ 32 (0-5).

wobei Ui := (X3 4+ -+ + Xi—1 + Zis1 + -+ + Zn)/v/n. Man beachte, dass (nach einer
Ubungsaufgabe) (1/y/n) 3, <i<n Zi wieder standardnormalverteilt ist. Taylorentwick-
lung von h um U; liefert

h<ui+§%>—h<ui+5%>

Xi — Z; X; | X? Zi\ Z?
— h/ u 1 1 h” u 71 M h// u / 1 =i
(W) Vn + <1+(X\/ﬁ>2n < l—i_oc\/TT)Zn
X: — 7. X2 _ 72
=h'(l) 1\/?1 =+ h(Uy) lzn Y+ Rin,
wobei
" Xi " Xiz " / Zi " Ziz
und «, o’ zufillig in [0, 1] sind. Bezeichne ¢’ := ||h"||o = supyer [h"”(x)| < co. Nach

dem Mittelwertsatz gilt stets [h”(x) —h”(y)| < ¢”’|x — y|. Damit folgt

kS XZ ” | Zi | 3

) " nei
IRinl < Tyx,<igc V) + Lyx1p2¢ L Te /2’

wobei ¢” := ||h”||c und k > 0 beliebig ist. Da U, Xi, Z; unabhéngig sind, folgt

E[h'(U)(X; — Z)] = Eh (U)IE[X; — Z{] =0,
E[h"(Uy)(X? — Z2)] = E [h(W)]E [X? — Z2] = 0.

Also folgt
E |h U~+ﬁ —h U-—i—£ = |E [Rind| < E[IRin]
1 \/ﬁ 1 \/ﬁ - n. — mn
K +E[ZP]  2¢”
< C///T + TE |:X%]l{|X1|>k}}
und mit Summation iitber i =1,...,n

* C "
B (531~ E W2 < <= + 2"E [XFipxon)
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mit einer von k abhéngenden Konstanten C > 0, also

limsup [E [h(S%)] — E [R(Z)]] < 2¢"E [x%n{p(]bk}} .

n—oo

Hieraus folgt die Behauptung, da E [X%1{|X1\>k}] — 0 fiir Kk — oo, was aus E [X%] < 00
folgt. Z.B. gilt im diskreten Fall ist

E |:X%]l{|X1\>k}] = Z aZIP’(X1 = Cl)

alal>k
und die Konvergenz dieser Reihen liefert die gewiinschte Konvergenz. 1

Bemerkung 24. Man kann (recht leicht) zeigen, dass die Konvergenz der Verteilungs-
funktion in Satz 14.3 nicht nur punktweise, sondern sogar gleichméflig gilt.

Definition 14.5. Seien X,Y reelle ZVe mit Verteilungsfunktionen F und G. Dann ist
durch

P(X,Y) :=p(FG) = Slelﬂg\F(X) — Gl = |IF = Glleo

eine Metrik auf der Menge der Verteilungsfunktionen definiert. Sie heifit Kolmogorov-
Metrik (oder auch uniforme Metrik).

Bemerkung 25. In der Situation von Satz 14.3 gilt also sogar

p(S5,Z) — 0 fiir n — oo.

4 Mathematische Statistik

Die Stochastik teilt sich in zwei Teilgebiete ein:

Wahrscheinlichkeitstheorie (Kap. 1-3,5,6)

Stochastik
Statistik

In der W-Theorie nimmt man an, W-Mafe, die einfache Zufallsexperimente ,,steuern®, zu
kennen, und moéchte daraus Eigenschaften komplizierterer Groflen herleiten, z.B. Gesetze
grofler Zahlen, Grenzwertséitze, Poissonapproximation. Die Statistik wiederum l&sst sich
in zwei Gebiete unterteilen:

deskriptive Statistik (Darstellung von Daten: Tabellen, Graphiken)

Statistik ) o o ) O
schlieflende Statistik (Inferenzstatistik, induktive Statistik) (Kap. 4)

Man kennt das W-Maf3 P, das ein Zufallsexperiment steuert, nicht und moéchte aus Beob-
achtungen (Realisierungen) von Versuchsausgingen auf P oder zumindest Eigenschaften
von P schlieflen. Drei typische Beispiele sind:
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1. Miinzwurf (Bernoulliexperiment mit Erfolgsw-keit p € [0,1]): Der Parameter p
sei unbekannt. Das Experiment werde n mal unabhéngig ausgefiihrt. Dies liefert
Daten x1,...,xn € {0,1}.

Problem: Riickschliisse auf p.

a) Gebe Schitzwert fiir p an — Schétzproblem.
b) Gebe Intervall fiir p an — Konfidenzintervall.
c) Entscheide etwa, ob die Miinze fair ist, d.h. ob p = % oder p # % — Test.

2. Karpfen im Teich: In einem Teich befindet sich eine unbekannte Anzahl N von
Fischen. Es werden s Fische gefangen, markiert und wieder ausgesetzt. Nachdem
sich die Fische gut durchmischt haben, werden in einem zweiten Fang n Fische
gefangen und die darunter Markierten gezihlt. Wie schliefit man auf N?7
Betrachte Verhéltnisse: Sei x die Anzahl der markierten Fische im zweiten Fang.
Naheliegend ist x/n ~ s/N, also N ~ *F.

3. Physikalische Messung: Eine Messung setze sich aus dem zu messenden Wert (de-
terministisch) und einem zufilligen Messfehler, der sich als Uberlagerung vieler
kleiner Einfliisse zusammensetze, zusammen. Der Zentrale Grenzwertsatz legt na-
he, die Messungen als Realisierungen unabhingiger A (u, 02)-verteilter ZVen mit
unbekanntem (i1, 0%) € R x (0,00) zu modellieren. Das statistische Problem ist,
aus den Daten auf (1, 0?) riickzuschliefen.

Annahme: Der Fehler sei im Mittel 0. Messungen werden als Realisierungen einer
N (p, 02)-verteilter ZVe X = p+ Z aufgefasst, wobei Z normalverteilt und zentriert
ist.

15 Schidtzen

Es wird folgender allgemeine Rahmen fiir Schétzprobleme verwendet.
Definition 15.1. Ein Schdatzproblem besteht aus

a) Stichprobenraum (S,C): messbarer Raum.
(S beschreibt die Menge der moglichen Beobachtungsergebnisse.)

b) Familie {Py : 9 € ©} von W-Maflen auf (S,C), O eine beliebige Parametermenge.
(Menge der moglichen Verteilungen aufgrund theoretischer Voriiberlegungen.)

¢) g:0 =T CRY zu schitzende Funktion.
(Haufig '=0 C R und g(9) =9.)

Beispiel 15.2. Miinze mit unbekannter Erfolgw-keit p € [0, 1] werde n-mal geworfen:
(5,€) = ({0, 11", P({0,1}")), ©=1[0,1]
und fiir @ € © und x = (x1,...,Xn) € S sei
Py ({x}) =925 (1 —9)n 2
sowie g(9) = 9.
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Beispiel 15.3 (Karpfen im Teich). N sei die Anzahl der Fische im Teich (unbekannt),
s Anzahl markierter Fische, n Anzahl Fische im zweiten Fang.

(S>C) = ({0,],,1’1},7)(3)) .

Voriiberlegung: Angenommen, es seien N Fische im See. Dann gilt fiir die Anzahl x der
markierten Fische im zweiten Fang

N—
()G
N
(v)
Die Anzahl der markierten Fische im zweiten Fang ist hypergeometrisch verteilt zu
Parametern n, N, s, d.h. Py = h(-;n,N,s) mit h wie in Satz 2.13. Wir wihlen deshalb

Pn({Xx}) = , X €S.

O=eN:9>sVnlundzud € ®:Py =h(-;n,d,s).
Die zu schétzende Funktion ist g(d) = 9.

Beispiel 15.4. Messungen Xi,...,Xn seien unabhiingige N (u, 0%)-verteilte ZVe mit
unbekannten ¥ = (u,0?) € R x [0,00) =@ ©. Man beobachtet also Daten im Raum
(5,C) = (R™,B™). Zu ¥ € O sei Py = Px,,..x,)- Dann hat Py nach Lemma 9.11 die
Dichte

n L 2 n n
fa(x) = H . exp <_(x1202u)> = ( 1 ) exp (‘2162 Z(Xi - u)z>
i1 i

. 270? 270?

fiir x = (x1,...,%n) € S. Die zu schitzende Funktion ist g(&) = 9.

Definition 15.5. Fiir ein Schitzproblem gegeben durch Stichprobenraum (S,C), Ver-
teilungen {Py : 9§ € ©} und zu schiitzender Funktion g: ® — I' C RY heifit jede messbare
Abbildung T : S — T Schitzer fiir g. (T ist dabei mit der Spur von B¢ in T versehen,
vgl. Beispiele 8.3).

Bemerkung 26. Statt Schétzer wird auch Punktschétzer oder Schétzfunktion gesagt.

Wir betrachten im Folgenden Methoden, um Schétzer zu konstruieren, anschlieend
Giitekriterien fiir Schétzer.

(A) Wir betrachten zunéchst héchstens abzihlbares S, d.h. {Py : & € O} ist eine Familie
diskreter W-Mafe, C = P(S).

Definition 15.6. Sei S hochstens abzihlbar und {Py : ¥ € ©} eine Familie von Vertei-
lungen auf S. Zu x € S heifit

Ly:© = [0,1], ¥— Py({x}) Likelihood-Funktion.

Falls Ly ein globales Maximum 9(x) annimmt, so heit §(x) Mazimum-Likelihood-Schitzer
(ML-Schétzer) von 9, und g(@(x)) heifit ML-Schitzer von g(9).
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Der ML-Schiéitzer schéitzt also zu gegebener Beobachtung x € S denjenigen Parameter
3(x), fiir den die beobachteten Daten die gréBte W-keit haben.

Beispiel 15.7 (ML-Schétzer fiir Beispiel 15.2). Zu x € {0, 1}" ist L((9) = 9Lxi(1 —
X und Ly (9) == log Le(®) = (3 xi) log 9+ (n—Y_ x;) log(1—9). Da der Logarithmus

monoton wachsend ist, ist L, maximal genau dann, wenn £, maximal ist.

dLy 1 1 !
o (B):§in—m<n—2xi):0. (33)

In der Nullstelle §(x) = %Z x; hat Ly ein globales Maximum. Es ist also

d(x) :% Z Xi

1<i<n

ML-Schétzer fiir 9.
Bemerkung 27. Die Gleichung (33),

M) =0

dd
heifit ML-Gleichung.

Beispiel 15.8 (ML-Schétzer fiir Beispiel 15.3). Im Setting von Beispiel 15.3 gilt
Py ({x}) (0 —s)(®—n)

Py 1({x}) dd—-s—n+x)
und damit

Py((x}) > Py 1((x) & (D—s)(®—n)>dB —s—n+x) 9 < %

Es ist zu x € S also Py({x}) maximal fiir

S(x) =[], falls 1S ¢ N,
9(x) =28 oder Y(x) =12 — 1, falls 2 € N.

Bei beliebiger Wahl der beiden Werte im Fall =8 € N ist § ML-Schétzer fiir 9. Der
ML-Schétzer braucht also im Allgemeinen nicht eindeutig zu sein.

(B) Wir betrachten nun S C R™ und nehmen an, dass alle Verteilungen Py eine Dichte
haben, die wir mit fg bezeichnen. Man beachte, dass dann fiir alle x € S und ¥ € O gilt:
P({x}) = 0. Das Konzept der ML-Schéitzer muss deshalb modifiziert werden.

Definition 15.9. Sei S C R™ und Py habe die Dichte fy fiir alle & € ©. Fiir x € S heif}t
dann L, : ©@ — R:{, 9 — fy(x) Likelihood-Funktion. Falls L ein globales Maximum in

§(x) annimmt, so heiBt ¥(x) ML-Schitzer von 9, und g(9(x)) heifit ML-Schétzer von
g(9).
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Beispiel 15.10 (ML-Schiitzer fiir Beispiel 15.4). Es sei § = (i, 0%) € R x [0,00) =: ©
unbekannt. Wir haben

1 " -
fa(x) = <27t02> €xp <—202 ;(Xi - H)2> .

Damit
£(9) = log Ly(9) = —nlog(v/20) — 51 Z
Wir 16sen
(aa‘; a,(fo) (1,0) £ (0,0)
<= zgzzz _ound——+632 W) =0

n
:l;xi und 0'2::1; (Xi—:l;7q>
1= i= i=

An dieser Stelle liegt auch tatséichlich ein Maximum vor. Damit ist

i=1

ML-Schitzer fiir ¥ = (u, 02).

Wir kommen nun zu Giitekriterien fiir Schétzer. Im Folgenden betrachten wir Schétz-
probleme mit zu schéitzender Funktion g : ® — T mit I' C R. Fiir Zufallsvariablen
X:S — R werden Erwartungswerte beziiglich Py mit E 3[X] bezeichnet.

Definition 15.11. Sei T : S — T ein Schitzer fiir eine zu schitzende Funktion g(98). Der
Schétzer T heifit erwartungstreu, falls

E3[T] = g(9) fiir alle & € ©.

Erwartungstreue bedeutet also, dass der Schétzer im Mittel (d.h. im Erwartungswert)
die zu schéitzende Funktion korrekt schétzt; unabhéngig davon, welches Py das Wahre
ist.

Bemerkung 28. Man bezeichnet auch Biasy(T) := Ey[T]—g(9®) den Bias des Schiitzers
T. Es ist T also erwartungstreu (,,unbiased®), falls Biasy(T) = 0 fiir alle ¥ € © gilt.

Beispiel 15.12 (ML-Schitzer in Beispiel 15.2). In Beispiel 15.2 waren S = {0, 1}",
O =[0,1], Py({x}) = 0% (1 =)™ 2% fiir 9 € O, x = (xX1,...,Xn) € S und g(®) = 9.
Wir hatten den ML-Schétzer bestimmt zu

Th) =90 = 3 x,
i=1
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Damit gilt fiir alle © € O:

n

EolT =) % <Tk‘>ﬁk(1 —9)" T = %E X] = %(nﬁ) =9,
k=0

wobei X eine by g-verteilte ZVe bezeichne. Der ML-Schétzer fiir Beispiel 15.2 ist also
erwartungstreu.

Beispiel 15.13 (ML-Schétzer in Beispiel 15.4). Beispiel 15.4 waren (S,C) = (R™,8"),
©® = R x [0,00), Py = Py, x,) mit Xi,..., Xy unabhéingig und identisch N (p, 0?)
verteilt, wobei § = (u, 0?). Wir wollen nun g(9) = o? schiitzen und hatten bereits den
ML-Schétzer bestimmt zu

1 1\
T(X):EE <xi—ng xi> , x=(X1y...,%Xn) €S.
i=1

i=1

Mit Py = Px,,...x,) und dem Transformationssatz (Lemma 10.5 bzw. Satz 6.6) gilt

2
1« 1«
Ey[TI=E nZ<Xi—n;Xi) . (34)

i=1
Eine einfache Rechnung liefert
nZ(m-ﬂZm) :aniz—(ani) : (35)
i=1 i=1 i=1 i=1
Zwischeniiberlegung: Fiir unabhiingige X,Y mit Px = N(w,0?), Py = N (uy, 03) gilt
Pxiy = N(w + p2,0% + 03) (vgl. Ubungsaufgaben). Damit hat 2 1<i<n Xi die Ver-
teilung N (ny,no?) und %Z1§i§n X; die Verteilung N (u, %O‘Z). Ferner gilt nach einer

Ubungsaufgabe, dass fiir X mit Px = N (1, 0'%) gilt: E [X] = wy, Var(X) = G%. Insbeson-
dere gilt also

e\ 1 ¢
E (n;Xi> :Var<n;Xi>+E
1= 1=
Wir erhalten aus (34) und (35), dass

n 5 ) B
Eo[T] :lZE[XiZ]_ <i+uz> =0’ +p— <i+u2> _nole

2
1 & o?

— X:| = — 2
w2 X =

i=1

n “ n
i=1

Der ML-Schitzer fiir g(8) = o2 ist also nicht erwartungstreu. Erwartungstreu ist der

Schétzer
~ n 1 o 1 &)
T(x) = mT(X) “h_1 Z1 (Xi n ;M) )
i= i=
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denn es gilt
B —1
Eolf] = ——EoT =" = o2
n—1 n—1 n

Der ML-Schétzer T unterschétzt g also im Mittel.

Bemerkung 29. Erwartungstreue ist eine wiinschenswerte Eigenschaft, allerdings exis-
tieren erwartungstreue Schétzer nicht immer und falls sie existieren, sind sie nicht unbe-
dingt gute Schiitzer (vgl. Ubungsaufgaben). Ein anderes Ma8 fiir die Giite von Schiitzern
ist der mittlere quadratische Fehler.

Definition 15.14. Sei T: S — I' C R ein Schétzer fiir eine zu schitzende Funktion g.
Dann heif3t
MSE(9) := E[(T — g(9))?]

mittlerer quadratischer Fehler (MSE=mean squared error).

Bemerkung 30. Es gilt
MSE(®) = Eo[(T—E3[T] +E[T] — g(9))%]
= Eo[(T—E3[T])?] + (E5[T] — g(9))?
= Vary(T) + ( Biasg(T))?.

Man méchte also MSE($) klein halten, damit die W-keit dass Schéitzwerte nahe an der zu
schitzenden Grofle liegen, grof3 ist. Allerdings existieren im Allgemeinen keine Schitzer
T, der MSE gleichméf8ig in ¥ minimiert.

Beispiel 15.15. Gegeben seien Realisierungen X1, ..., X, unabhingiger ZVe Xi,..., Xn,
die identisch gleichverteilt auf [0,d] seien mit unbekanntem ¥ > 0. Wir haben also
S = [0,00)™ und Py ist die Gleichverteilung auf [0,9]". Wir wollen g(9) = 9 schétzen.
Dazu betrachten wir My (x1,...,%n) = max{xy,...,Xn} sowie die Schéitzer

N n-+ 1 A n-+ 2

H(x) = 7Mn(x)) % (x) = 7Mn(x)v X = (X1y...,xn) €S. (36)
n n+1

Wir benétigen zunéchst ein technisches Hilfsmittel:

Lemma 15.16. Unter Py hat M,, die Dichte

n o
fﬁ(x) = ]l[O,S} (X)ﬁinxn 1) X € R)

und es gilt
n
EsM3] = ——9°
B, EolMi n+219

n
E =
o [Mn] n—+1

Beweis.
Bezeichne Fx, die Verteilungsfunktion der ZVe X;. Dann gilt

0, x<0
Fx,(x) =P(Xy <x) =<3, 0<x<9
1, x>0
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Damit folgt fiir die Verteilungsfunktion Fpm, von My:

n O, XSO
Fu, (x) P(ﬂ%g}) {3, 0<x<d

i=1

Fir 0 <a<b <Y gilt also

b b b
Pm,, ([a, b)) = Fm, (b) — Fpm, (@) = J Fi/vln (x)dx = J T ax = J fg(x) dx.

Damit folgt

9

9
n n 1 n
EsM, ] = — ! — |\
oMn Lxsnx = [n—HX h >

0 9
1 n
EolM2] = | Pax™dx = o | ——x™2| = 92,
oM Lxﬁnx AT A (R

In Beispiel 15.15 gilt damit:

Satz 15.17. Fiir die Schiitzer in (36) gilt: Der Schétzer 9; fiir 9 ist erwartungstreu, 9,
ist nicht erwartungstreu. Der Schétzer 9, hat gleichméfig kleineren mittlerene quadra-
tischen Fehler als 1@1.

Beweis.
Es gilt mit Lemma 15.16:

n+1

Ep] =Ey [ Mn] =9 =g(d),

d.h. 9 ist erwartungstreu. Ebenso folgt

A nn+2) 1
Bold) = e ® = (1 _(n+1)2) %

d.h. der Schitzer 9, unterschitzt g(9) im Mittel.
Fiir den mittleren quadratischen Fehler MSE; von o8 gilt

MSE; (8) = E [(@1 —8)2}
2
(WMn> ] — 20K, [““Mn} 492
n n

192
T i1

Analog folgt fiir den mittleren quadratischen Fehler MSE, von 9,
82
(m+1)2
also MSE;(9) < MSE;(9) fiir alle ¥ > 0. |

MSE;(9) =
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16 Konfidenzintervalle

Wir kommen zuriick zum Schétzen der Erfolgswahrscheinlichkeit beim Miinzwurf. Ein
Schétzer gibt einen Hinweis auf die wahre Erfolgswahrscheinlichkeit, allerdings ist nicht
klar, wie zuverldssig dieser Wert dann ist. Man mochte deshalb oft auch Abweichungen
vom Schéitzwert zulassen, etwa dazu ein Intervall um den Schétzwert angeben, um im
Gegenzug Garantien zu erhalten, dass der wahre Wert mit hoher Wahrscheinlichkeit
vom entsprechenden Intervall (oder Bereich) tiberdeckt wird. Um solche Wahrschein-
lichtkeiten abzuschitzen, tritt hier wieder (wie beim Begriff der Erwartungstreue) das
Problem auf, dass wir nicht wissen, welches das Wahrscheinlichkeitsmaf} ist, auf das wir
uns beziehen miissen. Wir kommen deshalb zu folgender Definition, in der wir uns auf
den Rahmen unserer Schéitzprobleme beziehen mit Stichprobenraum (S,C), {Py : ¥ € O}
der Menge moglicher W-Maflen auf (S,C), © der Parametermenge und g : © - ' C R
einer reellwertigen Funktion des Parameters. Bezeichne Z :={[a,b] : —oco < a < b < oo}
die Menge der abgeschlossenen Intervalle in R.

Definition 16.1. Seien (S,C), {Py : & € O} und g wie oben gegeben und 0 < o < 1.
Eine Abbildung I: S — 7 heifit Konfidenzintervall fiir g zum Irrtumsniveau o, falls

Py(g®) €I) >1—« fiir alle d € O. (37)

Das Ereignis in Definition 16.1 ist also {g(®) € I} = {x € S|g(®) € I(x)}. Man beachte,
dass ¥ (und damit g(9)) stets fest ist, aber das Intervall I zufillig. Ist etwa X eine
Zufallsvariable in S mit Verteilung Py, so ist Py(g(d) € I) = P(1(X) 2 g(9)). Die Notation
{I(X) > g(¥)} wird oft verwendet um klarzumachen, dass I(X), also das Intervall, zufillig
ist. Das Kriterium der Definition 16.1 ist damit, dass das (zufillige) Intervall I(X) den
(festen) Wert g(9) mit der gewiinschten Wahrscheinlichkeit iiberdeckt.

L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Es kommt im Bereich der Konfidenzinter-
valle (und &hnlich bei Tests, die im folgenden Abschnitt besprochen werden) hiufig
zu Fehlvorstellung, die auf Missverstiandnissen beruhen, welche Groflen fest, welche
zufillig sind. Aus den Daten x € S, die wir als Realisierung einer Zufallsvariable X (mit
Verteilung Py) modellieren, wird das Konfidenzintervall I(x) konstruiert. Es ist also
I(X) ein zufilliges Intervall mit Realisierung I(x). Der Wert g(8) fiir das tatséchlich
zugrunde liegende ¥ ist dagegen fest, also deterministisch. Deshalb die Schreibweise
{I(X) > g(®)}. Aussagen der Form ,wir haben die Beobachtung x € S gemacht, der
Wert g(9) fillt also mit mindestens Wahrscheinlichkeit 1 — & in das Intervall 1(x)* er-
geben deshalb keinen Sinn. Es ist dagegen so, dass der wahre Wert g(9) fest ist und
das Intervall I(X) mindestens mit Wahrscheinlichkeit 1 — o den Wert g(d) iiberdeckt.
Derartige Fehlvorstellungen werden etwa in einem fiktiven Dialog zwischen einem
Statistiker und einem Anwender in [11, Seiten 61-64] diskutiert.

Beispiel 16.2. Es werde wieder eine Miinze aus Beispiel 15.2 mit unbekannter Erfolg-
wahrscheinlichkeit p € [0, 1] n-mal geworfen:

(S,€) = ({0, 11", P({0, 1}")), ©=10,1]
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und fiir 8 € ® und x = (x1,...,xn) € S sei
Py({x}) = 92X (1 —9)n 2 x

sowie g(¥) = 9. Es sei 0 < o« < 1 gegeben. Gesucht ist ein Konfidenzintervall fiir 4 zum
Irrtumsniveau «.

GeméiB Beispiel 15.7 ist der ML-Schiitzer fiir & gegeben durch §(x) = %Z?:l x;. Wir
betrachten deshalb Intervalle der Form I(x) = (§(x) — €,9(x) + €¢) und versuchen, ¢
geeignet festzulegen. Die zu erfiillende Bedingung (37) in diesem Beispiel ist dann

Py (B —9>e) <

fiir alle ® € [0,1]. Oder mit Xj,..., X, unabhingigen und Bernoulli Ber(d) verteilten
Zufallsvariablen und Sy = X7 + - -+ + X;, ist dies gleichbedeutend mit

P(Sn/mn—=9=>¢) < o (38)

Es gibt mehrere Moglichkeiten nun abzuschétzen bzw. zu approximieren.

Abschétzung mittels Chebyshev Ungleichung: Um schnell zu einem (groben) Konfidenz-
intervall zu kommen, wenden wir die Chebyshevsche Ungleichung aus Korollar 11.7 an:
Es ist

Var(Sn) (1 —19) 1
— 9 > < = <
P(Sn/n =92 ¢) < n?e? neZ2  ~ 4ne?

fiir alle 9 € [0, 1]. Die Bedingung (37) ist also erfiillt, falls 4ne?o > 1, d.h.
1) = (00 — ———, 8(x) + —
N 2/on’ 2\/am

ist ein Konfidenzintervall fiir & zum Irrtumsniveau «.

Approximation mittels Zentralem Grenzwertsatz: Wir betrachten wieder die Wahrschein-

lichkeit in (38) und bringen den Zentralen Grenzwertsatz (Satz 14.3) ins Spiel. Fiir grofe
Sp—nd

n ist
) kL A P L
nd(1—9) ¥(1—19)
n n
“Q(gsm—w)_®<ﬁ:sm—m>

n
=20 <£ 8(1—8)) —1.

Dies ist allerdings nicht exakt. Um einen Vergleich zur Abschétzung mittels der Chebes-
hev Ungleichung zu haben, setzen wir n = 1000 und & = 0.025. Um den Approximati-
onsfehler aufzufangen geben wir 0.02 zu, d.h. wir sehen Bedingung (37) fiir diese Werte
von n und « als erfiillt an, wenn

P(ISpy/n—38 <¢e)=P (

n
20 (e, /— 2 ) —1>0. 02
(s 3(1—s)> > 0.975 + 0.02,
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also

n
>0 0. ~ 2.82.
13 509 > (0.9975) 8

Verwenden wir wieder 9(1—9) < 1/4, so bekommen wir fiir diese Werte ¢ > 2.82/+/4000 ~
0.0446. Dies liefert im Vergleich mit der Abschéitzung mittels Chebyshev Konfidenzin-
tervalle, die nichtmal halb so lang sind, also wesentlich besser sind.

Man kann fiir dieses Beispiel noch schirfere Konfidenzintervalle mittels Beta-Quantilen
konstruieren, worauf hier nicht weiter eingegangen wird.

Zur Konstruktion von Konfidenzintervallen zu einem vorgegebenen Irrtumsniveau « kann
man allgemein folgendem Schema folgen:

(1) Zu jedem ¥ € © bestimme man ein moglichst kleines Cy € C mit Py(Cy) > 1T — cx.
Haben die Py z.B. alle Dichten fy, so kann man der Idee der ML-Schétzer folgend

Co ={x € SIfy(x) > cy}

setzen, wobei cyg moglichst grofl gewéhlt wird, so dass aber das Irrtumsniveau noch
eingehalten wird.

(2) Man setzt dann I(x) :={g(9) € R|x € Cy}.

Dieses Schema kann auch zu einem Bereich I(x) C R fiithren, der nicht notwendigerweise
ein Intervall ist. Man l&sst deshalb oft statt Intervalle auch allgemeinere Bereich in
Definition 16.1 zu und spricht dann von Konfidenzbereichen. In vielen Standardmodellen
fiihrt dieses Schema allerdings tatséichlich auf Intervalle.

17 Testen

Wie in den vorigen beiden Abschnitten haben wir einen Stichprobenraum (S,C) der
moglichen Beobachtungsergebnisse sowie eine Familie von Verteilungen {Py : ¥ € O},
die aufgrund theoretischer Voriiberlegungen fiir das Experiment in Frage kommt. Wir
wollen nun nicht mehr 9 oder eine Funktion g(9) schétzen oder ein Konfidenzintervall
dafiir angeben, sondern entscheiden, ob wir es im Lichte der Stichprobe fiir plausibel
halten, dass der wahre Parameter ¥ zu einer vorgegebenen Teilmenge @y C © gehort
oder eben nicht. In den drei Beispielen aus Abschnitt 15 wollen wir also etwa testen, ob
die Miinze wohl fair ist oder nicht, ob im Teich z.B. eine gewisse Anzahl von Fischen
iiberschritten wird oder nicht, oder, ob der Messwert aufgrund der Messungen zu einem
Intervall gehort oder nicht.

Im Folgenden sei stets (S,C) ein Stichprobenraum und {Py : & € O} eine Familie von
Verteilungen auf (S,C). Dies wird auch als parametrisches Modell bezeichnet. Folgende
Bezeichnungen sind {iblich.

e Nullhypothese (Hp): ,,Der wahre Wert & gehort zu Gy, wobei ©y C O.

o Alternative (Hy): ,,Der wahre Wert & gehort zu ©1%, wobei ©1 = © \ ©y.

76



4 Mathematische Statistik

Definition 17.1. Ein Test ist eine messbare Abbildung T :S — {0, 1}, wobei T(x) =1
bedeutet, dass wir die Hypothese Hgy ablehnen, und T(x) = 0, dass wir Hp nicht ablehnen.
Die Menge K ={x € S: T(x) = 1} heif3it kritischer Bereich von T.

Bemerkung 31. Man spricht von einem Fehler 1. Art, falls man die Hypothese filschlich
ablehnt, von einem Fehler 2. Art, falls man die Hypothese filschlich annimmt.

Definition 17.2. Ein Test hat (Signifikanz-)Niveau o € [0, 1], falls
VI € Qy:Py(K) < .

Bemerkung 32. Bei einem Test mit Niveau o ist die W-keit fiir einen Fehler 1. Art also
durch o« beschriankt. Haufig liegt eine Asymmetrie beziiglich der Fehler 1. und 2. Art vor,
z.B. soll getestet werden, ob eine gewisse Krankheit vorliegt (Ho) oder nicht (H;), um
gegebenenfalls eine Behandlung durchzufiihren. Fiihrt nun die Nichtbehandlung eines
Kranken zu irreparablem Schaden, die Behandlung eines Gesunden nur zu materiellem
Schaden, so muss der Fehler 1. Art kontrolliert werden. Typische Vorgehensweise: Man
fixiert ein & € [0, 1] und sucht unter den Tests zum Niveau «, d.h. mit Py(K) < « fiir
¥ € B) denjenigen Test, der die W-keit fiir Fehler 2. Art minimiert.

Definition 17.3. Die Funktion : © — [0, 1],
B(D) =Py(K)

heif3t Giitefunktion des Tests. Fiir & € ©1 heifit B(9) die Macht des Tests an der Stelle
de0o.

Bemerkung 33. Fiir & € Qg ist f(d) die W-keit fiir einen Fehler 1. Art, fiir 9 € Oy ist
1 — B(¥) die W-keit fiir den Fehler 2. Art.

Beispiel 17.4. Wir betrachten Beispiel 15.2: (§,C) = ({0, 1}, P({0,1}™)), ® = [0, 1],
Py({x}) = 92X Xi(1 —9)™ L. Wir wihlen als Hypothese Ho, dass die Miinze fair ist, und
testen gegen die Alternative Hy, dass & # 1/2 ist, d.h. ©y = {1/2} und ©; = [0, 1]\{1/2}.
Wir legen das Niveau zu o« = 0,05 fest.

Es ist plausibel, die Hypothese abzulehnen, falls |} ;;.,, xi —n/2| > c fiir einen kriti-
schen Wert ¢ > 0. Wir wihlen also ¢ > 0 minimal mit

n n
n n 1
(Ex-10- 5 (@) e
i=1 k:lk—n/2|>c
wobei Xj,..., X, unabhingig sind mit P(X; = 1) = 1/2 = P(X; = 0). Z.B. fiir n = 100
erhalt man ¢ = 10. Damit ist der kritische Bereich

K:{xes:( in—so‘mo}.

<100

Was passiert mit dem Fehler 2. Art? Falls etwa ¥ = 0,6, so ist 3(d) = 0,462, d.h. der
Fehler 2. Art hat W-keit 0,538 fiir & = 0,6. Die Daten reichen nicht aus fiir eine bessere
Trennschérfe. Mochte man etwa Py ,(K) < 0,05 und Po(K) > 0,2, so muss n erhoht
werden.
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Man nennt einen Test mit kritischem Bereich von der Form von K in Beispiel 17.4, bei
dem an einem linken und rechten Rand (also im Beipiel fiir Summen unter 40 und iiber
60) abgelehnt wird, einen zweiseitigen Test.

Ein weiterer wichtiger Begriff bei statistischen Tests ist der p-Wert. Der p-Wert ist
eine Funktion der Daten: Fiir x € S gibt der p-Wert p(x) an, wie wahrscheinlich eine
,mindestens so extreme®“ Beobachtung wie x unter der Nullhypothese ist. ,,Mindestens
so extrem® kann man mittels einer Ordnung auf S fassen. In Beispiel 17.4 etwa wird man
{yeS 1Y ,yi—50> 1Y% — 50|} als die Menge der Beobachtungen betrachten, die
mindestens so extrem wie x sind, und den p-Wert deshalb als

=y (o | 3 w2 | ¥ s

<100 <100

erkldren. Der Test lehnt also fiir die Beobachtung x € S genau dann ab, wenn p(x) < «.
Man sagt dann auch, dass die beobachtete Diskrepanz zur Nullhypothese zum Niveau o
signifikant ist. Im Falle p(x) > « sagt man entsprechend, dass die Diskrepanz auf dem
Niveau o nicht signifikant ist.

Es ist fiir den Anwender aussagekriftiger, einen p-Wert zu erhalten, als nur die Informa-
tion iiber Annahme oder Ablehnung der Hypothese. Denn die Wahl des Signifikanzni-
veaus (typisch ist o« = 0,05) bleibt willkiirlich, der p-Wert dagegen ist unabhéngig vom
Signifikanzniveau.

L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Im Kontext statistischer Tests kommt es
hdufig zu Fehlvorstellungen, die sich teils darum drehen, dass man aus den Beobach-
tungen schliefen konne, dass Hypothese oder Alternative mit gewissen Wahrschein-
lichkeiten gelten oder Hypothese bzw. Alternative gar bewiesen seien. Oder etwa,
dass man die Wahrscheinlichkeit berechnet hitte, die Hypothese félschlicherweise zu
verwerfen. All dies macht hier keinen Sinn. Es kénnen im Kontext unserer Hypothe-
sentests grundsétzlich keine Wahrscheinlichkeiten iiber Hypothese oder Alternative
angegeben werden.

Zu einer gegebenen Beobachtung x € S kann man unter der Hypothese (also ei-
nem Wahrscheinlichkeitsmafl Py der Hypothese) angeben, wie wahrscheinlich so ei-
ne Beobachtung oder eine mindestens so extreme Beobachtung ist. Je kleiner die-
se Wahrscheinlichkeit, desto weniger plausibel erscheint die Hypothese. Fallt diese
Wahrscheinlichkeit unter das Signifikanzniveau, lehnen wir die Hypothese als zu we-
nig plausibel ab.

Um dies konkreter zu machen, betrachten wir nochmals Beispiel 17.4. Die Daten lie-
fern den Wert ) ; ;- X, also wie oft Kopf geworfen wird. Die Hypothese ist, dass die
Miinze fair ist. Unter dieser theoretischen Annahme kénnen wir die Wahrscheinlich-
keit berechnen, dass wir ) ; ;- Xi oder eine noch gréfere Abweichung von n/2 als
S Y j<icn Xi schon ist, beobachten. Der kritische Bereich ist so konstruiert, also ¢ so
gewihlt, dass der Test ablehnt, wenn diese Wahrscheinlichkeit das Signifikanzniveau
unterschreitet.

Die Hypothese ist also eine theoretische Annahme, die keine Wahrscheinlichkeit
hat. Es ist zu beachten, dass die Begriffe ,,unwahrscheinlich“ und ,wenig plausi-
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bel“ im Kontext der Stochastik, speziell der Statistik, nicht annédhernd synonym sind.
Das Adjektiv ,,(un-)wahrscheinlich“ nimmt stets Bezug auf ein Wahrscheinlichkeits-
mafl. Es kann in diesem Kontext deshalb nur dariiber gesprochen werden, wie (un-
Jwahrscheinlich Ereignisse sind. Was kein Ereignis ist, hat auch keine Wahrschein-
lichkeit und kann deshalb auch nicht mehr oder weniger ,, wahrscheinlich“ sein.
Grundsétzlich kann man aus den Daten gegebenenfalls zwar schlieflen, dass die Hy-
pothese wenig plausibel ist, ndmlich eben, falls unter der Hypothese die Beobachtung
oder eine mindestens so extreme Beobachtung entsprechend unwahrscheinlich ist. Aus
den Daten jedoch auf die Hypothese zu schlieen, ist nicht moglich. Die Hypothese
kann héchstens nicht verworfen werden. (Prinzip der Falsifizierbarkeit)
Fehlvorstellungen sowie falsche Ausdrucksweisen rund um statistische Tests werden
auch in einem fiktiven Dialog zwischen zwei Studierenden und einem Dozenten in [11,
Seiten 107-110] diskutiert. Siehe auch [6, Abschnitt 30.15].

Bezeichnung 2. Falls |©y| = 1, so heifit die Hypothese einfach, falls |©;] = 1, so heifit die
Alternative einfach. Im Falle |©| > 1 bzw. |©1] > 1 heilen Hypothese bzw. Alternative
zusammengesetzt.

Der Fall einer einfachen Alternative, d.h. @; = {8}, fithrt auf ein Optimierungsproblem:
Suche K C S, so dass Py, (K) maximal unter der Nebenbedingung Py (K) < « fiir ¥ € @9
wird. Der Fall einer zusammengesetzten Alternative, d.h. |©] > 1: Falls eine Menge
K C S existiert, die fiir alle 91 € ©; optimal ist unter der Nebenbedingung Py(K) < «
fir 9 € By, so spricht man von einem gleichméflig méchtigsten Test zum Niveau «.
(UMP-Test, uniformly most powerful)

Konstruktion von Tests: Likelihood-Quotienten-Tests. Wir betrachten — wie bei ML-
Schétzern — wieder zwei Falle.

e S abzihlbar, d.h. {Py : & € O} ist eine Familie diskreter W-Verteilungen.

e S C R™ und alle Py haben Dichten fg.

Im Fall einfacher Hypothese und Alternative sei © = {8y, 91}, die Hypothese Hg sei durch
By = {Vo} gegeben. Wir betrachten fiir jedes feste x € S wieder die Likelihood-Funktion

L.(8) = {Ps({x}), falls Py, Py, diskret,

v € 0.
fa(x), falls Py,, Py, mit Dichten,

Definition 17.5. Der Quotient
| (191 )

Lx (190)
heifit Likelihood-Quotient. Ein Likelihood-Quotienten-Test (LQT) von @y = {d¢} gegen
©7 = {91} ist ein Test T: S — {0, 1} der Form

]> falls LX(‘91 )/LX(BO) > c,
T(x) =
0, sonst,

(39)

mit ¢ > 0.
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Bemerkung 34. Die Idee eines LQT ist, dass hohe Werte des Likelihood-Quotienten
fiir 91, d.h. fiir Ablehnung der Hypothese, sprechen. Der kritische Bereich des LQT ist
gegeben durch

Lxﬁﬂ)
Lx(ﬁo)

Man sagt auch, der LQT habe Signifikanzniveau o« = Py, (K).

K= {X €S: > c} und das Signifikanzniveau o« > Py, (K).

Satz 17.6 (Lemma von Neyman-Pearson). Jeder LQT T ist im folgenden Sinne optimal:
Ist T ein weiterer Test mit Py, (K) < Py, (K), wobei K, K die kritischen Bereiche von T
und T bezeichnen, so hat T eine mindestens ebenso grofie Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art
wie T:

Py, (K) <Py (K) = Py, (K) < Py, (K).

Beweis.
Wir betrachten den Fall diskreter Rdume S. Fiir den Fall mit Dichten kann man analog

schlieBen. Wir haben Py (K) < Py (K). Sei A :={x € S : T(x) > T(x)}. Fiir x € A ist
T(x) = 1, geméB (39) also Py, ({x}) > cPy,({x}). Auf B := {x € S : T(x) < T(x)} ist
T(x) =0, also Py, ({x}) < cPy, ({x}). Damit folgt

Py, (K) — Py, (K) = E, [1x] — Em] Eg, [T —Eg,[T]

_ ( 3%1 (x})
T(x))

X€S
-y (1 By, () + Y (T = T0)) P, ()
XEA x€B
>3 (T00=T(x)) ePo, ((x)) + Y (T0) = T(x)) cPo, ({x)
XEA x€eB
=Y (T0) = Tx)) Poy (0) = ¢ (B, [T) — E g, 7))
X€S

Im Fall zusammengesetzter Hypothesen bzw. Alternativen, also |®] > 2, kann man analog
vorgehen: Fiir x € S sei
supgee Lx (V)

Ax) = ————-——.
() Supyee, Lx(D)

Dann gilt A(x) > 1 fiir alle x € S. Grofie Werte von A(x) legen wieder nahe, die Hypothese

zu verwerfen. Man wéhlt dann den Test mit kritischem Bereich K = {x € S : A(x) > ¢}
mit einem ¢ > 1.
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Bemerkung 35. Falls © = {8y,%} und ¢ > 1, so gilt

_ max{Ly(¥o), (1)} Lx(91)

Alx) L) =°© L.(9)

Die Vorgehensweise fiir zusammengesetzte Hypothesen bzw. Alternativen ist also tat-
séchlich eine Verallgemeinerung des LQT.

81



5 Informationstheorie

5 Informationstheorie

In diesem Kapitel wird die Entropie definiert und der Quellenkodierungssatz erldutert.

18 Entropie

Definition 18.1. Eine (Informations-)Quelle ist ein Paar (S,P), bestehend aus einer
hochstens abzidhlbaren Menge S # () von Symbolen (oder Signalen) und einem diskreten
Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (S, P(S)).

Es soll der ,, Informationsgehalt von Quellen gemessen werden. Die Quelle (S, P) liefert
Symbole, die zun#chst unbekannt sind und von der Quelle generiert werden. Die Sym-
bole sind zufillig und geméafl P verteilt. An den Informationsgehalt von Quellen stellen
wir axiomatisch einige Anforderungen. Zunichst entwickeln wir eine Maf3zahl I fiir den
Informationsgehalt eines einzelnen generierten Symbols: Sei s € S und ps := P({s}) die
W-keit, dass die Quelle s generiert.

e ps = 1: In diesem Fall liefert die Quelle (fast sicher) das Symbol s. Dies interpre-

tieren wir als keine Unsicherheit/Uberraschung bzw. keine Information: I(ps) =
I(1):=0.

e ps > 0 sehr klein: Generiert die Quelle trotz kleinem ps dennoch das Symbol s, so
ist die Unsicherheit/Uberraschung grof}, I(ps) soll deshalb grof sein.

Wir fordern:
(a) I(1) =0,
(b

)
(c) 1ist stetig,
)

(d

Eigenschaft (d) bedeutet: Werden zwei Symbole unabhéngig voneinander empfangen, so
addieren sich deren Informationen. Insbesondere folgt aus ¢) und d), dass I(p") = rI(p)
fiir alle r > 0 und p € [0, 1].

In der Analysis zeigt man, dass eine Funktion I mit (a)—(d) von der Form I(p) = K-logy, p
ist, mit b > 0, K < 0.

p — I(p) ist monoton fallend,

I(p1-p2) = Lip1) + 1(p2).

Definition 18.2. Fiir eine Quelle (S,P) ist die Information (Unsicherheit) eines gene-
rierten Symbols s € S mit ps = P({s}) definiert als:

I(ps) :=—log, ps, 1(0):=0.

Mit der Information eines generierten Symbols kann nun die Information der Quelle
definiert werden: Die Information einer Quelle soll nun die mittlere Information eines
durch die Quelle generierten Symbols sein, d.h. der Erwartungswert der Information
eines zufilligen von der Quelle gesendeten Signals.
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Definition 18.3. Die Entropie einer Quelle (S,P) mit S = {s1,s2,...} und p; := P({si})
ist gegeben durch

Hy(P):= ) pil(pi) =—) pilog, pi.
i i

Dabei wird xlog, x := 0 fiir x = 0 gesetzt. (Dies setzt die Funktion x — xlog, x stetig
nach 0 fort.)

Bemerkung 36. Fiir endliches S ={sy,...,sn} und p; = P({si}) wird auch

H(Pl yooe )pn) = H(P)

geschrieben. Fiir jedes n € N ist H dann eine Funktion H : A,; — [0, 00) mit dem Simplex
Ay ={(p1y.--,pn) €[0,1]™: Y, pi = 1}. Damit kann H auch als Funktion auf |5 ; An
definiert werden, ist aber zudem fiir abzahlbar unendliche Vektoren (p;)i>1 in [0, 1] mit
Y 2, pi =1 definiert.

Fiir ZVe X mit Werten in einer héchstens abzéhlbaren Menge S wird die Entropie von
X durch

H(X) := H(Px)

definiert. Wir untersuchen nun zunéchst den Wertebereich von H(P) fiir W-Verteilungen
P mit endlichem S.

Lemma 18.4. Fiir (p1,...,pPn), (q1y.-.,qn) € (0,1, 1 =31, pi > > 114 i gilt:
n n
— pilog;pi <—) pilog, qs.
i=1 i=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn (p1,...,pn) = (q1,-..,qn).

Beweis.
Es gilt logy x < c¢(x — 1) fiir alle x > 0 mit passendem ¢ > 0, z.B. ¢ = 1/1In2. Dabei gilt
Gleichheit genau fiir x = 1. Seien pj, q; > 0. Dann folgt

qi i
log, — <c¢c|— —
gzpi_ <Pi )

mit Gleichheit genau fiir p; = g3, also p; log, % < cqi — cpi und damit

1 1
pilog; — < pilog; —+cqi —cps (40)
Pi qi

1
mit Gleichheit genau fiir p; = gi. Ungleichung (40) ist ebenfalls wahr fiir p; =0 (wegen
0 < gi) und fiir p; # 0 und q; = 0 (rechte Seite ist dann co). Die Ungleichung (40) gilt
also fiir beliebige pi, qi > 0 mit Gleichheit genau fiir p; = qi. Summation in (40) tiber i
liefert nun

n 1 n 1 n n n 1
Zpil(’gl ; < Zpilogz q— + CZ qi — CZPi < ZPilng qi
im1 L v i=1 i=1 i=1 t

<0

Dies ist die Behauptung. Gleichheit gilt genau fiir p; = q; firi=1,...,n. |
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Satz 18.5. Sei P eine W-Verteilung auf S = {sy,...,sy}. Dann gilt
0 < Hy(P) < log, n.

Zudem gilt Hy(P) = log, n genau fiir die Gleichverteilung P auf S und H;(P) = 0 genau,
falls P({si}) =1 fiir ein i € {1,...,n}

Beweis.
Seien p; = P({si}) und q; := ]ﬁ fir i =1,...,n. Dann folgt mit Lemma 18.4

n n n
1 1
Hy(P) = ) pilog, - <> pilog, Tn = logyn ) pi =log;m.
i=1 o=

i=1
Gleichheit gilt genau dann, wenn p; = q; = 1/n fir i = 1,...,n gilt, d.h. wenn P die
Gleichverteilung auf S ist. Falls Hy(P) = 0 ist, so gilt p;log Pii =0firallei=1,...,n
also pi € {0, 1} fir i=1,...,n. |

19 Codierung von Quellen

Ziel dieses Abschnitts ist es, Symbole einer Informationsquelle moglichst effizient zu
codieren.

Definition 19.1. Sei (S,P) eine Quelle. Ein bindrer Code ist eine injektive Abbildung

k:S— [ J{o,1m

n>1

Fiir s € S wird k(s) als Codewort von s bezeichnet. Ferner sei £ : S — N, s —“Anzahl
der Komponenten von k(s)*. Die Zahl £(s) heifit Codewortlinge von s.

Bemerkung 37. Um effizient zu codieren, sind kurze Codewortldngen von Vorteil, al-
lerdings muss dabei gewihrleistet sein, dass Codewdrter eindeutig zu entziffern sind.
Wir fordern deshalb fiir Codes die Prdfiz-Figenschaft: Kein Codewort ist Prifix eines
anderen Codeworts. Man sagt auch, der Code sei prdfizfrei. Im Weiteren werden wir
nur préfixfreie bindre Codes betrachten. Wir kénnen diese veranschaulichen, indem die
Codewdérter mit Blittern eines (gewurzelten) Bindrbaums identifiziert werden, vgl. Ab-
bildung 2.

Satz 19.2 (Fano-Kraft Ungleichung). Sei k ein préfixfreier bindrer Code fiir S und
€:S — N die Funktion der Codewortléngen. Dann gilt

S 2t <,

seS

Gleichheit gilt genau dann, wenn der Code einem vollen Bindrbaum entspricht.

84



5 Informationstheorie

Beweis.

Wir betrachten einen bindren Baum, dessen Blitter die Codeworter von k enthalten
und konstruieren in diesem Baum einen zufilligen Pfad. Dazu starten wir an der Wurzel
und werfen eine faire Miinze, um festzulegen, ob der zufillige Pfad der 0-Kante oder
der 1-Kante folgt. Falls die entsprechende Kante im Baum nicht existiert, terminiert das
Verfahren. Andernfalls fiihrt die Kante zu einem weiteren Knoten. Ist dieser ein Blatt,
so stoppen wir, andernfalls werfen wir unabhéngig eine faire Miinze und iterieren das
Verfahren, um den Pfad fortzusetzen. Es bezeichne A das Ereignis, dass das Verfahren in
einem Blatt mit Codewort k(s) stoppt. Nach Konstruktion folgt, dass P(Ag) = (1/2)4s)
gilt fiir alle s € S. Zudem sind die Ereignisse Ag fiir s € S paarweise disjunkt. Es folgt
also

1>P <U AS> =Y PA)=) 270
seS seS seS

Dies ist die Fano-Kraft Ungleichung. Das Argument zeigt zudem, dass Gleichheit genau
dann gilt, wenn jeder innere Knoten zwei Kinder besitzt, der binire Baum also voll

ist. |
Korollar 19.3. Sei S ={s1,...,sm}und {;,..., ¢y € Nmit Z]TL 27% < 1. Dann existiert
ein bindrer préfixfreier Code fiir S mit Codewortléngen {(s;) = ¢; fiir j =1,..., m.
Beweis.

Wir nehmen ohne Einschriankung £; < --- < {;; an und fithren Induktion iiber m. Fiir
m =1 ist die Behauptung trivial. Sei nun die Behauptung fiir je m — 1 Codewortlédngen
bewiesen. Fiir das Teilalphabet {s1,..., sm_1} existiert dann nach Induktionsvorrausset-

zung ein bindrer préfixfreier Code. Fiir seine Codewortlangen gilt dann echte Unglei-
chung in Satz 19.2. Damit lédsst sich dieser Code fortsetzen. Da fiir s, ein Codewort mit
maximaler Lange {;, benotigt wird, kann der Code fiir {sy,...,sm_1} passend zu einem
Code fiir S fortgesetzt werden. |

Definition 19.4. Seien (S,P) eine Quelle, k: S — (J, {0, 1} ein prifixfreier Code sowie
€:S — N die Funktion der Codewortléingen. Sei ferner X eine ZVe in S mit Verteilung
Px = P und fiir alle s € S sei ps = P(X = s). Als mittlere Codewortlinge bezeichnen wir
dann

E[0X)] =) psl(s).

seS

Satz 19.5 (Quellencodierungssatz). Sei (S,P) eine Quelle und X eine ZVe in S mit
Verteilung Px = P. Fiir jeden préfixfreien bindren Code gilt

E [£(X)] > H,(X) = Ha(Px).

Beweis.
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Es existert eine Konstante ¢ > 0 mit log, x < ¢(x — 1) fiir alle x > 0, z.B. ¢ = 1/1n(2).
Fiir jeden préfixfreien bindren Code gilt

1 2—t(s)
Hy(X) —E[R(X)] = ) ps <1og2 —— e(s)> = pslog,
s€S Ps s€S Ps
27 ()
<D pec —1)=c) 2 —c> p,
s€S Ps s€S s€S
<1 =c-1
<.
Es folgt die Behauptung. |

Beispiel 19.6 (Shannon-Code). Sei (S,P) eine Quelle. Es bezeichne ps = P({s}) und
ts = [—log, ps] fiir s € S. Es gilt also

_logzps < es < _Ingps"‘]-

Nach Korollar 19.3 existiert ein zugehoriger Code mit Codewortlangen £(s) = {5, denn es
gilt > (g2 <Y gPs = 1. Solch einen Code bezeichnet man als Shannon-Code. Er
benétigt zur Codierung im Mittel hochstens ein Bit pro Symbol mehr als jeder andere
préfixfreie binédre Code, denn

E[£(X)] = Zpsfs < —Zps log; ps +Zps =H(P) +1,
seS seS seS
und H(P) ist nach dem Quellencodierungssatz eine untere Schranke fiir die mittlere

Codewortlédnge fiir jeden prifixfreien bindren Code.

Beispiel 19.7 (Huffman-Code). Sei (S,P) eine Quelle mit endlichem S und ps = P({s}).
Ein (beziiglich der mittleren Codewortldnge) optimaler préfixfreier binérer Code fiir
(S,P) muss die folgenden Eigenschaften haben, denn andernfalls kénnte man ihn jeweils
direkt verbessern:

(i) Ein Knoten, der kein Blatt ist, hat genau zwei Kinder.

(ii) Falls ps, < ps, fiir s1,82 € S, so gilt €(s1) > £(s2). Andernfalls tausche man die
Codeworter fiir s; und s und vermindert damit die mittlere Codewortlénge.

(iii) Haben s1,s; € S die kleinsten Wahrscheinlichkeiten, d.h. ps, < ps, < ps fiir alle
s € S\ {s1,s2}, dann gilt: £(s7) = £(s2) > £(s) fiir alle s € S\ {s1, s2}.

(iv) O.E. sind s1,s; € S mit minimalen W-keiten also ps, < ps, < ps fiir alle s €
S\ {s1,s2} Geschwister (haben einen gemeinsamen direkten Vorfahren im Baum).
Mit S muss dann auch

S = (S\{s1,52)) U{(s152)}
betrachtet werden, wobei s1,s; zu einem neuen Buchstaben (s1sz) verschmelzen.
Die neue W-Verteilung P auf S ist dann gegeben durch

P({s}) = P({s}), falls s € S\ {s1,s2} und I~P’({<s1sz>}) =P({s1}) + P({s2}). (41)
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Abbildung 2: Beispiel zur Konstruktion eines Huffman- Codes flir (S P) mit S =
{a,b,c,d, & , f} mit P({a}) = 50, P({b}) = &, P({c}) = &, P({d}) = &,
P({e}) = =5 und P({f}) = =3. Die mittlere Codewortlinge des Huffman-
Codes erglbt sich zu 2,48. Der Shannon-Code fiir diese Quelle hat eine mitt-
lere Codewortlidnge von 3,02. Die Entropie der Quelle ist Hy(P) = 2,443.

Dies liefert umgekehrt die Konstruktion der Huffman-Codes: Man verschmilzt geméfl
(iv) zwei Symbole kleinster Wahrscheinlichkeit zu einem neuen Symbol mit entsprechend
aktualisierten Wahrscheinlichkeiten geméf (41) und wiederholt die Prozedur iterativ bis
ein Symbol mit W-keit 1 verbleibt. Dann liest man den so entstandenen Baum von
der Wurzel (dem Symbol mit Gewicht 1) zu den Bléttern, um den Code zu erhalten,
vgl. Abbildung 3.

BSc: Bemerkung fiir Bachelor-Studierende: Wer mehr iiber relative Entropi-
en, gemeinsame Entropien und bedingte Entropien erfahren méchte, sowie iiber die
Kapazitit gestorter Kanéle, redundantes Kodieren sowie Shannons Kanalcodierungs-
satz, findet eine schone Darstellung in den Abschnitten 24 und 25 von [9]. Auf Claude
Shannon, der als Begriinder der Informationstheorie gilt, geht {ibrigens auch Satz 19.5
zuriick.
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6 Markov-Ketten

Es werden nun am Beispiel der Markov-Ketten stochastische Modelle betrachtet, die
zusétzlich eine zeitliche Dynamik enthalten.

20 Die Markovsche Eigenschaft

An einem Skilift starten zu den Zeitpunkten n € Ny Tellerbiigel, die je eine Person
beférdern konnen. Zwischen den Zeitpunkten n und n 4+ 1 kommen Y, neue Skifahrer
am Lift an. Es sei (Yn)n>o eine Folge unabhéngiger Zufallsvariable. Sei X, die Lange
der Warteschlange unmittelbar vor der Abfahrt des Tellerbiigels zur Zeit n. In diesem
Warteschlangenmodell gilt offenbar fiir all n > 1, dass

Xn =max{0, Xn_1 — 1} 4+ Yu_1.

Es sei Xo = 1ip eine bekannte Zahl zu Beobachtungsbeginn. Da Y,, unabhéngig von
Yoy - ..y Yn_q ist, ist Y;, auch unabhéngig von (Xo,...,Xn), da (Xo,...,Xn) eine Funktion
von (Yo, ..., Yn_1) ist, vgl. Satz 5.7. Damit gilt fiir 1, 11,...,1ine1 € No,

P(Xn+1 :iTLJr])Xn:in)-")XO :10)
:P(Yn:in+1 _max{in_ho})xn =1, Xn1 =1in1y..., X0 =1p)
=P (Yn =inp —max{i, — 1,0} - P (X = in,..., Xo = 10),

und es folgt
P(Xnﬂ =it |Xn:in)--->X0:i0) :P(Yn:inﬂ _in_”-

Die bedingte W-keit hiangt also gar nicht von den Groéflen der Warteschlange zu den
Zeitpunkten 0,1,...,n — 1 ab. Dies ist eine wesentliche, hidufig auftretende Eigenschaft
eines sich ,,zeitlich entwickelnden zufilligen Systems*.

Definition 20.1. Sei (Q,2l,P) ein W-Raum, T # ) beliebige Indexmenge und (S, S) ein
messbarer Raum. Eine Familie {X; : t € T} von ZVen mit Werten in S heif3t stochastischer
Prozess mit Parameterbereich T und Zustandsraum S.

Bemerkung 38. Im Folgenden wird S stets héchstens abzihlbar sein, S = P(S) und
T = Np. Statt {X¢ :t € T} schreibt man auch (Xt)¢er.

Definition 20.2. Eine Markov-Kette ist ein stochastischer Prozess (Xn)nen, mit hoch-
stens abzéhlbarem Zustandsraum S, der die Markovsche FEigenschaft besitzt: Fiir alle
n e Nund sgy...,8n41 € S mit P(Xy = s0,...,Xn = sn) >0 gilt

P (Xn1 = Sns11Xo =80y . o, X = 5n) =P (Xpp1 = sn1 [ X = sn) -

Bemerkung 39. Folgende Interpretation ist niitzlich: X;; beschreibt den Zustand eines
Systems zur Zeit n. Die Markovsche Eigenschaft bedeutet, dass die W-keit, zur Zeit n+1
in einen beliebigen Zustand s,11 zu gelangen, nur vom Zustand s, zur Zeit n (und n)
abhéngt, nicht aber von den Zusténden, in welchen sich das System frither befand.
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L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Markov-Ketten kénnen als mehrstufige Zu-
fallsexperimente (Jahrgangsstufen 9/10 sowie Qualifikationsphase Q3.1) aufgefasst
werden. Sie sind die einfachsten Modelle von Folgen von Zufallsvariablen, die nicht
aus unabhingigen Zufallsvariablen bestehen, mit zahlreichen Anwendungen in den
Natur- und Lebenswissenschaften und engen Verbindungen zu anderen mathemati-
schen Gebieten (etwa der Potentialtheorie).

Das Verhalten von Markov-Ketten zu studieren, férdert stochastisches Denken sowie
die Intuition fiir asymptotische stochastische Vorginge und hat viele Beziige zur Ana-
lysis und Linearen Algebra. Markov-Ketten sind deshalb ein beliebter Gegenstand der
Didaktik der Stochastik.

Lemma 20.3. Sei (Xn)n>0 eine Markov-Kette. Fiir alle n € N und sg,...,sn € S gilt:

P (Xo=50,.--yXn =5sn) =P (Xo =50) P (X7 =511Xo = 50) - - P (Xr, = sn|Xri1 = 5n—1) .

Bewess.
Es ist
P(XO = SO)--'axn = Sn)
=P (Xn =snlXo =50,.. .y Xn-1 = sn—1) - P(Xo =50y ...y Xn—1 = Sn—1)
P (X = snlXn 1 =sn1) - P(Xo = 505+ -+, Xn1 = Sn_1)
Ind
= P(Xn =sn) - P(Xno1 =sn1lXn2 = sn2) - - P(Xg = 51[Xo = s0) .
Dies ist die Behauptung. 1

Satz 20.4. Sei (Xy)n>o eine Markov-Kette und 0 < n < N. Dann gilt fiir alle s, € S
und E C S™, Fc SN™

P ((Xng1y- oy XN) € FIXn = 50y (Xoy ooy Xn1) € B) =P ((Xng1y .-, XN) € FI Xy =51
Zum Beweis von Satz 20.4 zeigen wir zunéchst:

Lemma 20.5. Seien A, B, Cq, Cy, ... Ereignisse, wobei C1, Cy, ... paarweise disjunkt sind
mit P(B N C;) > 0 fiir alle i € N. Die W-keiten P(A |B N C;) seien fiir 1 € N alle gleich.
Dann gilt
P(A|BNCi) :IP’(A‘BO Uci).
i>1
Bewets.
Es ist mit C :=J;>; Ci

P(AIBNCy)-P(BNC)=) P(A|BNC)-P(BNC) =) P(ANBNC)

i>1 i>1

=P(ANBNC)=PA|BNC)-P(BNC).

Kiirzen von P(B N C) liefert die Behauptung. |
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Beweis von Satz 20.4.

Wir betrachten zunichst den Spezialfall F = {(syi1,...,5n)} mit (Spgq,...,sn) € SN
und bezeichnen py (jli) := P (Xi1 = sj|Xi = si). Fiir (so,...,Sn—1) € S™ beliebig gilt nach
Lemma 20.3

P((Xn-i-h---)XN) S F|Xn:sn) (XOv---)Xn—1) - (507---)371—1))
_ PXo=s0,...,Xn =5n) _ P(Xo = s0)po(110) - - - pn_1(NIN — 1)

P(Xo=50y..-sXn =5n)  P(Xo =350)po(10)---pn1(mn—1)
=pnn+Injpppam+2n+1)---pnoa(NIN=T1) = p.

Damit ist p insbesondere unabhéngig von sg, ..., sp—1. Nach Lemma 20.5 gilt dann fiir be-
liebige disjunkte Vereinigungen C von Mengen der Form {(Xo, ..., Xn_1) = (S0y.-+,Sn_1)},
dass

P ((Xng1y.--yXN) € FI{Xq =384} N C) =p.

Mit C = {(Xp,...,Xn_1) € E} und C = Q erhilt man die Behauptung fiir den Fall F =
{(Sns1y+--,5N)}. Nun kann man fiir allgemeines F € SN™™ aber iiber (sni1,...,5n) € F
summieren und erhélt mit der o-Additivitdt die Behauptung. |

Satz 20.6 (Chapman-Kolmogorov-Gleichung). Sei (Xn)n>o eine Markov-Kette. Dann
gilt fiir alle 0 <k < m < n und alle u,v € S:

P(Xn=vIXe =w) =) PXp=5|Xp=u) P(Xn =v|Xp =5s).

seS

Beweis.
Es ist

P (X =1Xn=v) =) P(Xg=1Xn=v,Xp =5)

seS
=Y PXe=1,Xm =5)-P(Xq =v[ X =1,Xp, =5)
seS
SN P (X =, X =5) P(Xn =V [Xm = 5).
seS

Dividieren durch P(Xx = u) auf beiden Seiten liefert die Behauptung. |

Bisher hingen die W-keiten P(X, 11 = v|X,, = u) formal auch von n ab. In vielen An-
wendungen trifft man auf Markov-Ketten, bei denen diese Ubergangswahrscheinlichkeit
unabhéngig von n sind.

Definition 20.7. Eine Markov-Kette heiit homogen (oder Kette mit stationdren Uber-
gangswahrscheinlichkeiten), falls fiir alle u,v € S

P(Xng1 =vIXn =u) = puwy

unabhéngig von n ist.
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Bemerkung 40. Mit p,, wie in der vorigen Definition ist P := (pw)uves eine sto-
chastische Matrix, d.h. es gilt fiir alle u,v € S, dass pyy > 0 und fiir alle u € S gilt

ZvES Puw = 1.

Definition 20.8. Sei (Xy)n>0 eine homogene Markov-Kette. Dann heiit P = (puy)uves
Matriz der Ubergangswahrscheinlichkeiten und die Verteilung m = Px, Startverteilung.
Ferner bezeichnet 7, := w({u}) fiir u € S.

Bemerkung 41. Durch Startverteilung und Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten
sind die gemeinsamen Verteilungen der X, festgelegt: Fiir alle (sg,...,sn) € ST gilt

P ((XO) s )XTI) = (SO) teey STI)) = 7-[S()pS(),S]pShSZ T psn,1 S e (42)

Beispiel 20.9. Im vorigen Beispiel der Warteschlange am Tellerlift ist fiir unabhéngige
(Yn)n>o die Lénge der Warteschlange zu den einzelnen Zeitpunkten gegeben durch

Xn = maX{O, Xno1 =11+ Y.
Wir haben
P (X1 = ingt | Xn = iny-. vy Xo = ig) = P (Yo = iny1 — max{in — 1,0})
= P(Xn-H = int | Xn = in) .

(Xn)n>1 ist also eine Markov-Kette. Sie ist homogen, falls Yy, Y7,... identisch verteilt
sind. Es ist dann
pij =P (Yn =j —max{i—1,0})

unabhéngig von n.

Haufig wird die Verteilung einer homogenen Markov-Kette direkt durch Angabe der
Startverteilung und Ubergangsmatrix (Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten) defi-
niert:

Beispiel 20.10 (Einfache symmetrische Irrfahrt auf Z4). Ein Teilchen bewege sich in
jedem Zeitabschnitt n — n + 1 von seinem Ort x € Z% auf dem Gitter Z¢ mit gleicher
Wahrscheinlichkeit zu einem der 2d benachbarten Punkte. Der Zustandsraum ist S = Z4,
und fiir x,y € Z% ist

{z‘d, falls [x —y| =1,
Xy —

0, sonst.

(Hier bezeichnet || - || die euklidische Norm.) Gibt man zudem eine Startverteilung 7t vor,
so ist die Verteilung der Irrfahrt nach (42) festgelegt. Man nennt diese Markov-Kette die
einfache symmetrische Irrfahrt auf Z9.

Definition 20.11. Fiir eine homogene Markov-Kette (X;)n>0 heiflen
pn) =P (Xpom = V| Xn = 1)

die m-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten von u nach v.
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Bemerkung 42. Die m-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten hiingen nicht von n ab.
Fiir m = 1 ist dies gerade die Definition, fiir m > 2 folgt dies induktiv aus der Chapman-
Kolmogorov-Gleichung. Dies lautet im homogenen Fall gerade

2 14
Pl Z 3 pltpl.
seS

Bezeichnet P die Ubergangsmatrix und P™ die entsprechende Matrix der m-Schritt-
Ubergangswahrscheinlichkeiten, so folgt mit Induktion, dass

pim) — pm

)

wobei rechts die m-te Potenz der Matrix P steht (im Sinne des Matrizenprodukts).

21 Absorptionswahrscheinlichkeiten

Es werde eine faire Miinze solange geworfen, bis entweder dreimal Kopf oder ,,Zahl, Kopf,
Zahl“ in Serie gefallen ist. Spieler A gewinnt im ersten Fall KKK, Spieler B im zweiten
Fall ZKZ. Offenbar muss man sich, wahrend das Spiel noch lduft, stets nur den letzten
oder die beiden letzten Wiirfe merken, um zu entscheiden, wer das Spiel gewinnt. Es
interessieren die Wahrscheinlichkeiten, dass Spieler A bzw. Spieler B gewinnt. Da fiir
den Spielverlauf stets nur die letzten beiden Wiirfe (bzw. der letzte Wurf) relevant sind,
kann man wie folgt modellieren:

6 (1) (o8] (1) o5l
(A) 5 & |2
@ 0.5 @ 0.5 @

Wir nehmen als Zustandsraum S = {A, K, Z, KK, ZK, KKK, ZKZ} und Ubergangswahr-
scheinlichkeit 1/2 in Richtung der Pfeile und zudem Wahrscheinlichkeit 1 vom Zustand
KKK und ZKZ jeweils zu sich selbst. Starten wir eine Markov-Kette (Xn)n>o mit Zu-
standsraum S, diesen Ubergangswahrscheinlichkeiten und Xy = A (d.h., Startverteilung
ma = 1 und g = O fiir s € S\ {A}), so gewinnt offenbar Spieler A gerade, falls die
Kette den Zustand KKK erreicht (und dort dann bleibt), Spieler B, falls die Kette im
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Zustand ZKZ ,terminiert“. Dieses Fragestellung fithrt auf die allgemeine Problematik
der Trefferwahrscheinlichkeiten von Markov-Ketten.

Wir betrachten im Folgenden homogene Markov-Ketten (Xy)n>o mit Ubergangsmatrix
(Puv)uyves- Die Kette kann in verschiedenen Zusténden gestartet werden, d.h. wir be-
trachten verschiedene Startverteilungen 7t fiir eine Kette mit derselben Ubergangsmatrix
(Puv)uves- Man schreibt dann Py (- ) und E[-] falls die Kette im Zustand x € S gestartet
wird und allgemeiner P,(-) und E ;[-], falls die Kette mit Startverteilung 7t gestartet
wird.

Definition 21.1. Sei (X;)n>0 eine homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrix (Puv)uves-
Sei ) # B C S eine Teilmenge des Zustandsraumes S. Dann heifit

M :=min{n > 0: X,, € B}
der Zeitpunkt des ersten Fintritts in B. Die Wahrscheinlichkeiten
W(X) :PX(M < OO)XM :Z)»

von Startpunkt x aus bei Eintritt in B den Zustand z € B zu erreichen, heiflen Treffer-
wahrscheinlichkeiten.

Beispiel 21.2. Im vorigen Beispiel lassen sich die Wahrscheinlichkeiten, dass Spieler A
bzw. Spieler B gewinnt, wie folgt in diesem Rahmen einordnen: Wir starten die Markov-
Kette im Zustand x = A, wihlen B = {KKK, ZKZ} und betrachten dann z = KKK bzw.
z = ZKZ. Die Trefferwahrscheinlichkeiten sind dann gerade die gesuchten Wahrschein-
lichkeiten.

Lemma 21.3. Sei (X;)n>0 eine homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrix (Puv)uves-
Seien () # B C S und z € B. Dann gilt fiir die Trefferwahrscheinlichkeiten

1, falls x =z
w(x) = 0, falls x € B\ {z} (43)
Zyes Pyw(y), fallsx € S\B.

Beweis.
Fiir x € B ist die Behauptung klar. Fiir x ¢ B fiithren wir eine ,Zerlegung nach dem
ersten Schritt* durch: Es gilt

wx) =Py (M <o, Xy =2z) =) Pu(X;=yPx (M <oo, Xy =zX; =y)  (44)
yes

nach dem Satz von der totalen W-keit, und es ist Px(X; =y) = pyxy. Wir unterscheiden
nun die Félley € B und y € S\ B. Im Falle y € B ist wegen x € S\ B

Py(M <00, Xm =z| Xy =y) = 1(y) =w(y) fiiralle y € B.

93



6 Markov-Ketten

Sei nun y € S\ B. Wegen x,y € S\ B gilt dann M > 2. Den zweiten Faktor in (44)
schreiben wir mit der o-Additivitat, angewandt auf {M < oo} = UEZO{M = {}, um:

Py (M < 00,Xm =2X; =y) =) P(M ={,Xym =2X; =)
=2

o

=) Pu(Xo, Xi,.., X1 € B, X =2X; =)
=2

=

Py (Xoy .+, Xe—2 & B, X1 = 2)

Me LM

IPy (XO)---)X271 ¢ B>X/Z :Z)

LY
Il
=

M

Py (M = €, Xy = 2) (45)

o~
I

0
=Py (M < 00, Xpm = z) = w(y),

wobei in (45) verwendet wurde, dass unter Xo = y ¢ B dann M > 1 gilt. Zusammen
folgt also w(x) = ZyGS PayW(y). |

Bemerkung 43. Gezeigt ist mit Lemma 21.3, dass die Trefferwahrscheinlichkeiten w(x),
die Bedingungen (43) erfiillen. Sie werden durch (43) i.A. allerdings nicht eindeutig
bestimmt. Die Trefferwahrscheinlichkeiten sind charakterisiert dadurch, dass sie minimal
unter allen nichtnegativen Losungen von (43) sind.

Satz 21.4. Sei f : S — ]RSr eine nichtnegative Funktion mit f(z) = 1, f(x) = 0 fiir
x € B\ {z} und

> Payfly) < f(x)

yes
fiir alle x ¢ B. Dann gilt w(x) < f(x) fiir alle x € S.

Beweis.

Fiir x € B ist die Behauptung klar. Fiir x ¢ B zeigen wir zunichst Py(Xpm = z,M <
{) < f(x) durch Induktion nach £. Der Induktionsanfang { = 0 ist wahr, da Py(Xpm =
z,M < 0) = 0 gilt fiir x ¢ B. Fiir den Induktionsschrit £ — £+ 1 fiihren wir wieder eine
Zerlegung nach dem ersten Schritt durch: Es ist

P (Xm=2z,M <t+1) =) Py(X; =y)Px (Xm =2z,M < £+ 1]X; =)

yes

=) PuPy(Xm=2z,M <)
yes

v

<Y pufly) < f(x).
yes
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Mit der Stetigkeit von unten folgt
]P)X(XM =z,M < e) TPX(XM =z,M < OO) :W(X))
also w(x) < f(x). |

Bemerkung 44. Die eingangs gestellte Frage kann nun gelost werden. Es ist leicht zu
finden, dass

7
P (Spieler A gewinnt) = %, P (Spieler B gewinnt) = 17

Beispiel 21.5 (Gambler’s ruin). Eine Spielerin habe Kapital K € N mit 1 < K < a
und a € N. Sie spiele ein Spiel in Runden. In jeder Runde gewinnt die Spielerin mit
Wahrscheinlichkeit p € (0,1) den Einsatz 1, mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p verliert
sie den Einsatz. Sie hort auf, falls sie ihr Kapital verspielt hat oder Kapital a erreicht
hat. Gesucht ist die Ruinwahrscheinlichkeit.

Wir modellieren dies mit einer Markov-Kette: Der Zustandsraum ist S = {0, 1,..., a}.
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind fiir x € {1,...,a — 1}

p, fallsy=x+1,
Pxy =149, fallsy=x-—1,
0, sonst.
Ferner wird poo = pPaa = 1 gesetzt. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich als
Trefferwahrscheinlichkeit wie folgt: Wir wéhlen B = {0, a}, z = 0. Dann ist die Treffer-

wahrscheinlichkeit w(K) die gesuchte Ruinwahrscheinlichkeit. Nach Lemma 21.3 gilt fiir
1<x<a-1

wkx)=p-wx+1)+qg-wkx—1) (46)
sowie w(0) =1, w(a) = 0. Das Gleichungssystem (46) ldsst sich 16sen:
a X
ROEC)
1

1 — 1
fﬁrp;«éi, w(x):¥fﬁrp:§.

22 Rekurrenz und Transienz

Die Zusténde einer Markov-Kette unterscheidet man danach, ob sie im Verlauf der Zeit
immer wieder besucht werden, oder, ob es einen letzten Zeitpunkt gibt, nach dem die
Kette nicht mehr zum Zustand zuriickkehrt. Im Folgenden sei stets (Xn)n>0 eine homo-
gene Markov-Kette mit Zustandsraum S. Bei Start in x € S bezeichne

Ty :=min{n > 1|X,, = x}

den Zeitpunkt der ersten Riickkehr nach x. Wie iiblich wird min () := oo vereinbart.
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Definition 22.1. Ein Zustand x € S heifit rekurrent, falls Py (T, < oco) = 1. Ein Zu-
stand x € S heifit transient, falls Py(Ty < oo) < 1. Eine Markov-Kette heifit rekurrent
(bzw. transient), falls alle ihre Zusténde rekurrent (bzw. transient) sind.

Satz 22.2. Fiir einen transienten Zustand x € S gilt bei beliebiger Startverteilung T,
dass
P, (X, = x fiir unendlich viele n) = 0.

Fiir einen rekurrenten Zustand x € S gilt
P, (X = x fiir unendlich viele n) = 1.

Bewezs.
Sei Cx = {n > 1: X, = x}| die Anzahl der Besuche in x. Mit der Markov-Eigenschaft
gilt fiir m > 1

M

P, (Cx > m) Pr(Xyy...y Xe1 # %, Xg = X, X =x noch > m — 1 mal fiir n > {)
=1
=2 PalXi,. X £ %, Xe =)
(=1
X Pr (Xn =x noch > m — 1 mal fiir n > €| Xq,..., X1 #x,X¢ =x)
ME

P (Ce> 1P (Cy>m—1).

Iteration des Arguments liefert

2 (T < 00) - (P (T < 00))™ . (47)

Fiir m — oo gilt {Cx > m} | {Cx = oo}. Falls nun x transient ist, also Py(Ty < o0) < 1,
folgt aus der Stetigkeit von oben mit m — oo, dass P(Cx = o) = 0.

Falls andererseits x rekurrent ist, so folgt aus (47) mit 7t = 8, dem Dirac-Ma8 in x, (d.h.
es werde in x gestartet), dass

Py(Cx>m)=Py(Ty<oco)™ =1, m>1.
Wieder mit der Stetigkeit von oben folgt dann
P, (Xy, = x fiir unendlich viele n) =P (Cy = o0) = 1.
Dies ist die Behauptung. |

Satz 22.3. Ein Zustand x € S ist transient genau dann, wenn

Z Py (Xn = x) < 0.

n>1
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Bewets.
w1 Es ist {Xy = x fiir unendlich viele n} = lim sup,,_,..{Xn = x}. Die Endlichkeit der
Reihe liefert mit dem Lemma von Borel-Cantelli 11.9 a), dass

P, (X = x fiir unendlich viele n) = 0.

Nach Satz 22.2 ist x nicht rekurrent. Nach Definition 22.1 ist x somit transient.

»,=: Zunichst muss beachtet werden, dass Satz 11.9 b) nicht auf {X;, = x} angewandt
werden kann, da diese Ereignisse im Allgemeinen nicht unabhingig sind. Nach dem
Beweis von Satz 22.2 gilt

Px(cx:m) :PX(CX > m)_PX(Cx Zm+]) = qm—qu = qm“ _q)

mit q ;= Py(Tx < 00) < 1, da x transient ist. Bei Start in x ist Cy also geometrisch

verteilt zum Parameter 1 — q > 0. Andererseits ist Y > ; Lix, —x} = Cx. Damit folgt nun

ad 1

< 00.

:q

Dies ist die Behauptung.
Als Anwendung betrachten wir die einfache symmetrische Irrfahrt aus Abschnitt 20.

Satz 22.4. Die einfache symmetrische Irrfahrt ist rekurrent fiir Dimensionen d = 1,2
und transient fiir d > 3.

Bewets.

Wir bestimmen die W-keiten Py (X, = x). Offenbar kann man nur in einer geraden An-
zahl von Schritten vom Zustand x € Z% zuriick nach x kommen. Geht man n; Schritte
in positive Richtung der i-ten Koordinate, so muss man auch n; Schritte in die entge-
gengesetzte Richtung gehen. Damit folgt

2
P(Xan=x)= Y " (24)
nip, ni, N2, N2,...,Ng,Ng

ny+--+ng=n
2 2
_ ( ”) ) < m ) (2d)~2". (48)
N g \THy ey
1 d

Fiir d = 1 liefert dies mit der Stirlingschen Formel asymptotisch fiir n — oo

2n\ . _ 1
Py(Xon =x) = <n>2 m *\/T—n-

Da die Reihe Zn21 1/4/n divergiert, folgt aus Satz 22.3 die Rekurrenz der Irrfahrt.
Fiir d = 2 folgt aus (48)

) — /n n (x) [2n 2 1
n Pr j n—j n ™m
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Die zugehorige Reihe in Satz 22.3 ist wieder divergent, die Irrfahrt also rekurrent. Fiir
die in (+) verwendete Identitit > (T]l) (TLT:j) = (2;1) siehe (5), man kann dafiir auch
iiber die hypergeometrische Verteilung argumentieren.

Fir d > 3 betrachten wir zunéchst die Multinomialkoeflizienten ( n ) Es ist leicht

ni,...,Ng
zu sehen, dass fir m:= [n/d] gilt

(o) = ()

< .
ny,...,Ngq m,...,m
Damit folgt aus (48)

Px(xln = X) < <2n> 27271 ( am > ™ Z ( " > d-"
n m,..., M niy...,Ng

ny+--4+ng=n

=1

1/2
:<2n) 22n< dm >d” ~ (2dm> (27m) /2 gdm-,
n m,...,m n

Wegen dm < n + d liefert dies Py(Xon = x) = O(n~%2) fiir n — co. Damit konvergiert
die Reihe in Satz 22.3 fiir jedes d > 3. Die Irrfahrt ist also transient fiir alle d > 3. |
23 Stationare Verteilungen von Markov-Ketten

In diesem Abschnitt betrachten wir homogene Markov-Ketten (Xy)n>o mit endlichem
Zustandsraum S und Ubergangsmatrix P = (puy)uves. Wir studieren die Verteilung Px,,
fiir grofle n.

Definition 23.1. Sei (X )n>0 eine homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P =
(Pw)uyves. Eine Verteilung 7 auf S heifit stationdre Verteilung (oder auch Gleichge-
wichtsverteilung) fiir (Xn)n>o, falls gilt

Ty = Z Typyx  fiir alle x € S.
yes

Bemerkung 45. Wihlt man als Startverteilung eine Gleichgewichtsverteilung 7, so gilt
Px, =m fiir alle n € Np.

Bewers.
Fiir x € S folgt mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Pr(X; =x) = Z Pr(Xy =x|Xo = U)PTE(XO = U) = Zpyxﬂy = T,
YES yes

also Px, = . Mit Induktion nach n folgt die Behauptung. 1

Eine Gleichgewichtsverteilung braucht i.A. nicht zu existieren. Wir schrinken uns des-
halb spéter auf eine wichtige spezielle Klasse von Markov-Ketten ein.
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Definition 23.2. Sei (Xn)n>0 eine homogene Markov-Kette.

a) Wir schreiben x ~» y, falls ein m € N existiert mit Py(X;, =y) > 0. Der Zustand x
kommuniziert mit y (Bez. x «~ y), falls x ~» y und y ~ x.

b n)n>o0 heifit irreduzibel, falls x «~ y fiir alle x,y € S, andernfalls reduzibel.

¢) Fiir x € S heifit d(x) = ggT{n > 1: P, (X = x) > 0} Periode von x.

) |
)

d) (Xn)n>o heiBt aperiodisch, falls d(x) =1 fiir alle x € S.
) |

e n)n>0 heifit ergodisch, falls (Xy)n>o irreduzibel und aperiodisch ist.

Satz 23.3. Sei (Xn)n>0 eine ergodische Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum S.
Dann existiert ein M € N, sodass fiir alle x,y € S und n > M gilt:

Der Beweis benutzt das folgende zahlentheoretische Lemma.

Lemma 23.4. Sei A = {aj,ay,...} € N mit ggT(aj,ay,...) = 1 und abgeschlossen
bez. Addition, d.h. fiir a,a’ € A gilt a+ a’ € A. Dann existiert ein N < co mit n € A
fiir alle n > N. (ohne Beweis)

Beweis von Satz 23.3.

Zux € Ssei Ay ={n > T|P(Xn = x) > 0}. Die Menge Ay erfiillt die Voraussetzungen
von Lemma 23.4: ggT(Ay) =1, da (Xn)n>o aperiodisch ist, und fiir a,a’ € Ay gilt mit
der Chapman-Kolmogorov Glelchung

P( a-&-a’—X ZP a—5|X0—X) ( a+a’:X|Xa:S)

seS
> P(Xa = x[Xo = x)P(Xgtar = x[Xa =)
= IEDx(Xa = X)PX(XG’ = X) > O)

also a + a’ € Ayx. Nach Lemma 23.4 existiert ein Ny, € N mit Py (X, = x) > 0 fiir alle
n > Ny. Seien nun x,y € S beliebig. Wegen der Irreduzibilitit existiert ein m,, € N mit
Py (X, =y) > 0. Fiir m > M := max{Ny + myy |x,y € S} gilt dann

Py(Xm =y) = Z P(memxy =s|[Xo =x)P(Xmn =y |memxy =s)
seS

> P (Xm—my, =% Xo =%) P (X =y Xinemy, =) >0.

>0, da m—myy >Ny =Py (Ximyy =Yy)>0
Es ist M < 0o, da S endlich ist. |

Satz 23.5. Jede ergodische Markov-Kette (Xn)n>o mit endlichem Zustandsraum hat
eine stationdre Verteilung.
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Beweis.
Kann elementar gefiihrt werden, wird hier aber ausgelassen. |

Satz 23.6 (Ergodensatz fiir Markov-Ketten). Sei (Xn)n>o eine ergodische Markov-Kette
mit endlichem Zustandsraum S und Startverteilung p. Sei 7t eine stationére Verteilung
fiir (Xn)n>o. Fiir n — oo gilt dann

dTV(PXm 7T) — 0.

Beweis.

Wir wihlen Xo mit Px;, = p und konstruieren die Markov-Kette Xj, Xj,... explizit:
Sei (Up)n>1 eine Folge unabhéngiger, auf [0, 1] gleichverteilter ZVe. Dann kann X, =
f(Xy_1,Un) gewiihlt werden mit einer deterministischen Funktion f (Ubung). Zudem
konstruieren wir eine Markov-Kette (Xj)n>o mit Startverteilung Py, = m und Xj =
f(X/_;, U;,) mit einer zweiten Folge (U], )n>1 unabhingiger, auf [0, 1] gleichverteilter ZVe
ebenfalls unabhéngig von (Up)n>1. Zudem sei X unabhéngig von Xo. Nach Bemerkung
45 gilt nun Px; = 7 fiir alle n € Ny. Wir betrachten den Zeitpunkt, zu dem sich die
Ketten erstmals treffen:

T =min{n > 0| X, = X/ }.

Nach Satz 23.3 existiert ein M € N, sodass fiir alle x,y € S gilt Px(Xm =y) > 0. Zu
festem y € S sei
o = minPy(Xm =y) > 0.
x€S

Damit folgt

P(T<M)>P(Xm =Xy) >PXm =y, Xy =y) =P(Xm =y) - P(X3y = y)
= < P(Xm =y, Xo = X)) : (Z P(Xp =Y, X0 x))
x€S XES
= ( P(Xo = x)Px(Xm ZU)> : (Z P(Xy = x)Px(Xpy =y)>
x€S x€S
> P(Xo =x) - oc) (Z P(X)=x) - oc) = o’
x€S X€ES

Es folgt also P(T> M) < 1 — «?. Mit demselben Argument folgt nun

P(T>2M) = P(T> M)B(T> 2M|T> M) < (1 — o®)P(Xom # Xy | T> M)
< (1—oh)%

Mit Induktion folgt

P(T>EM) < (1—a2)Z2%0, also lim P(T>n)=0. (49)

n—oo
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Wir definieren nun eine dritte Markov-Kette durch X{ = Xy und

g JFXT Unga),  falls X # X,
MR UL, falls XY =X
Die Folge (X}/)n>0 ist also identisch mit (Xn)n>o bis sich X, und X/, treffen. Danach ist
(X/)n>o0 identisch mit (X} )n>o. Nach Konstruktion ist (X]/)n>o ebenfalls eine Markov-
Kette mit Ubergangsmatrix wie (Xn)n>o und (X} )n>o und Startverteilung IP’X(/)/ =Py, =
i. (Begriindung: Die Uberginge fiir X/ werden mit einer Folge unabhingiger, uniform
auf [0, 1] verteilter ZVen, die as (Uy,) und (U)) ausgewihlt werden, mittels der Funktion
f konstruiert.) Insgesamt haben wir nun

o Px» =Py, fiir alle n € N,
o Py, = fiir alle n € N,
o (X! A£X}C{T>n)
Lemma 13.2 liefert nun mit (49)
drv(Px,, ) = dv(Pxy, Px;) < 2P(X) # X},) < 2P(T>n) "= 0.
Dies ist die Behauptung. |

BSc: Bemerkung fiir Bachelor-Studierende: Die Idee des vorigen Beweises, die
von Wolfgang Déblin stammt, besteht darin, X!/ mit Verteilung von X;, zu konstruie-
ren und gleichzeitig an X/, zu koppeln, d.h. Gleichheit mit hoher Wahrscheinlichkeit
zu erreichen. Man spricht bei derartigen Argumenten von ,, Coupling®“. Verschiede-
ne Arten zu koppeln spielen eine groBie Rolle in der Kontruktion und Analyse von
Markov-Ketten und Algorithmen. Dies, zahlreiche Anwendungen und weiterfithrende
interessante Themen finden sich in dem elementar gehaltenen Buch [5].

L3: Bemerkung fiir L3-Studierende: Im Kontext von Satz 23.3 werden Elemente
der Linearen Algebra (Matrizenkalkiil, Eigenvektoren), der Analysis (Metriken, Kon-
vergenz von Zahlenfolgen) sowie der Stochastik verkniipft. Weiter kann die Thematik
sehr schon mit Anwendungen motiviert und verkniipft werden. Satz 23.3 spielt z.B. ei-
ne grundlegende und weitreichende Rolle bei der Simulation von Verteilungen.

Eine andere interessante Anwendung ist etwa der PageRank Algorithmus der Internet-
Suchmaschine Google, um Internetseiten zu gewichten. Dabei werden die Internetsei-
ten als Knoten eines Graphen modelliert, die Hyperlinks auf andere Seiten als ge-
richtete Kanten zwischen Knoten. Die Gewichte, die der PageRank Algorithmus den
Internetseiten zuweist, sind im Wesentlichen die Wahrscheinlichkeiten der stationéren
Verteilung einer einfachen symmetrischen Irrfahrt auf diesem Graphen. Die Menge
der Knoten bildet also den Zustandsraum, fiir jeden Ubergang folge man jeder der
ausgehenden Kanten mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Um allerdings zu erreichen, dass
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eine ergodische Markov-Kette entsteht, wird zudem mit einem ,, Ddmpfungsfaktor® ge-
arbeitet: In jedem Schritt wird nur mit Wahrscheinlichkeit d € (0,1) ein Ubergang
gemif der einfachen symmetrischen Irrfahrt realisiert. Andernfalls springt die Kette
zu einem zufilligen, uniform verteilten Knoten im Graphen. Uberlegen Sie, dass dieses
Vorgehen mit Dampfungsfaktor stets zu einer homogenen, ergodischen Markov-Kette
fiihrt. Es stellen sich nun PageRank betreffend zahlreiche Fragen, die erlauben, Inhalte
der Linearen Algebra, Analysis und Stochastik zu verbinden, siehe etwa [8].
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