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Ubungen zur Vorlesung

Zufillige rekursive Strukturen

Aufgabe 17. Die Abbildung S : R — P sei gegeben durch

K
we L (\/(Arzr - br)> ,

r=1

wobei Zy,...,Zx, (A1,by,...,Ax, bx) unabhingig sind und £(Z,) = u fir r = 1,...K.
Zeigen Sie: Sind die A, und b, L,-integrierbar fiir ein p > 1 und gilt

K

> EIAPI <1,

r=1
so hat die Restriktion SL ‘B, einen eindeutigen Fixpunkt.

Hinweis: Verwenden Sie die {,-Metrik. Niitzlich ist, dass [aVb—cVdlP <|a—c[P+[b—d]
fiir a,b,c,d € R.

Aufgabe 18. Sei (Aq,...,Ax,b) ein Vektor L,-integrierbarer Zufallsvariable in C und

K
T: B 5Pt ues L (ZATZ“) +b>
r=1
wobei (A1,...,Ax,b), ZW ..., ZX unabhingig sind und die Z" Verteilung p haben fiir
r=1,...,K. Zeigen Sie, dass fiir ein passendes t € C die Restriktion von T auf BE(1) einen
eindeutigen Fixpunkt hat, falls E Z]::] A2 < 1.
Was ergibt sich daraus fiir die Losbarkeit von

b
X<y vyx®
r=1

wobei (Vi,..., Vp), X ..., X® unabhiingig sind, die komplexen X die Verteilung von X
haben, vy € C und (V;,...,Vy) zufillige Wahrscheinlicheiten sind, d.h. Zufallsvariable mit
0<V,<1and ZI::] V. =1 fast sicher?

Aufgabe 19.

(a) Zeigen Sie unter Verwendung der Asymptotiken fiir Erwartungswert und Varianz aus
Aufgabe 3 einen zentralen Grenzwertsatz fiir die Anzahl der Blétter eines zufélligen
2-dimensionalen Quadrantenbaums.



(b) Zeigen Sie fiir die Anzahl rekursiver Aufrufe R, von Quickselect beim Auswiéhlen des
Minimums in einer uniform permutierten Menge von n Daten, vgl. Aufgabe 4, dass

R, —logn ¢4

N —s N(0,1), fiir n — oo.
ogn

Aufgabe 20. Auf (B, || -||) = (C[0, 1], || - ||s) sind fiir B > 1 Operatoren
@p: CI0, 1 = CI0, 1], @p(f)(t) = Lp<r/pf(BL) + Lisr/pyf(1),

Vg : C[0,1] = C[0, 1], Wp(F)(t) = Li<iypf(O) + Lo pf (%t__:) '

gegeben. Zeigen Sie, dass die Abbildung T aus (1.7) mit K = 2 und

1 —1
A1:ﬁ(pﬁ” AZZHBTHJ[S) b=0

in ‘BSC[O’”[)d mit 2 < s < 3 einen eindeutigen Fixpunkt hat, wobei x das Wiener Maf}
bezeichnet. Identifizieren Sie diesen Fixpunkt.

Hinweis: Sie diirfen benutzen, dass ‘BSC[O‘H [L£(X)] fur einen Prozess X = (Xi)iep, mit £L(X) €
‘,BSC[O’” der Raum aller Verteilungen von Prozessen Y = (Yi)iepo,1) in ‘I?f[o’” ist mit

EXu = E[Yu], Cov(Xy,X,) = Cov(Yy,Ys), u,v e [0,1].

Zudem ist (nach Satz 1.2.2) das Paar (BE[v], () fiir s > 0 und v € B ein metrischer

S
Raum fiir jeden separablen Banachraum B.

Abgabe am Dienstag, den 2. Juni 2019, vor der Vorlesung.



