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Übungen zur Vorlesung

Zufällige rekursive Strukturen

Aufgabe 5. Seien 0 < p < 1, U eine unif[0, 1] verteilte Zufallsvariable sowie µ, ν ∈ Pp

mit Quantilfunktionen F−1µ und F−1ν . Zeigen Sie, dass (F−1µ (U), F−1ν (U)) im Allgemeinen kein
optimales `p-Coupling von µ und ν ist.

Hinweis: Sie können ein Gegenbeispiel konstruieren, wobei µ und ν jeweils zweielementigen
Träger haben.

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass µ, ν, ρ ∈ Pp(R2), 0 < p < ∞, im Allgemeinen nicht
gleichzeitig optimal bezüglich `p gekoppelt werden können, dass also keine Zufallsvaria-
ble Wµ,Wν,Wρ existieren, so dass (Wµ,Wν), (Wν,Wρ) und (Wµ,Wρ) jeweils optimale
`p-Couplings ihrer Verteilungen sind.

Hinweis: Für ein Gegenbeispiel können Sie a, b, c ∈ R2 als Ecken eines gleichseitigen Drei-
ecks wählen sowie µ = 1

2
(δa + δb), ν = 1

2
(δa + δc) und ρ = 1

2
(δb + δc).

Aufgabe 7. Sei (M, d) ein kompakter, separabler metrischer Raum und 0 < p <∞. Zeigen
Sie, dass (Pp(M), `p) ein kompakter metrischer Raum ist, in dem Konvergenz äquivalent
zu schwacher Konvergenz ist.

Aufgabe 8. Sei (B, ‖ · ‖) ein separabler Banach-Raum, 1 ≤ p < ∞, µ ∈ Pp(B) und
ta : B → B, x 7→ x+ a die Translation um a ∈ B. Zeigen Sie für das Bildmaß ta(µ), dass

`p(µ, ta(µ)) = ‖a‖.
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