Vorlesung 7b

Unabhangigkeit

Teil 2: Dichten



Unabhangigkeit von Zufallsvariablen mit Dichten

Fur Zufallsvariable mit Dichten
ist die Unabhangigkeit von X7 und X»

aquivalent zur Produktform der gemeinsamen Dichte:

f(a1,a2)day day = f1(ay)day fo(az) das



Allgemeiner gilt der

Satz uber die Unabhangigkeit von Zv’en mit Dichten
X1,..., Xy seien reellwertige Zufallsvariable,
f1, ..., fn seien Dichtefunktionen.

Dann sind aquivalent:
(i) Xq1,...,X5n sind unabhangig,
und X; hat die Dichte f;(a;)da;, i = 1,...,n.

(i) (Xq,...,Xn) hat die Dichte

fi(a1) -~ fn(an) day ... dan



Beispiele:
1. Uniforme Verteilung auf dem Einheitsquadrat:

X1, X5 seien unabhangig und uniform verteilt auf [0, 1].
Dann hat (X1, X») die Dichte

1[0,1](01) day - 1[0,1](a2) day

— 1[0,1]><[o,1](a17 az) dai day,

und ist somit uniform verteilt auf [0, 1] x [0, 1].



2. Standard-Normalverteilung:

Eine R-wertige Zufallsvariable Z mit Dichte

1
V2T

e_a2/2 da

o(a) da =

heil3t standard-normalverteilt.






Wichtige Beobachtung:

Z1, Z» seien standard-normalverteilt und unabhangig.

(Z41, Z») hat dann die Dichte

p(a1) day p(az) das
1 2/2 1

- \/277e V2

2
e~ 2/2 daidas

1
— _€—|a|2/2 da, a= (a'la CLQ) S R2.
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Die Dichte ist rotationssymmetrtisch!



fla1,ap) =




Definition:
Eine R2-wertige Zufallsvariable Z mit Dichte
L —la?/2 2
f(a)da = —e da, a € R=,
2T

heilt standard-normalverteilt auf R2.



Fassen wir das zufallige Zahlenpaar Z = (Z1, Z>) auf
als die (Standard-)Koordinaten
eines zufalligen Vektors
Z in R2,

dann folgt aus der Rotationsinvarianz der Verteilung von Z:

Fiir jeden Einheitsvektor @ € R? ist die #-Koordinate von 7

standard-normalverteilt in R.
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Anders gesagt:

Sind Z1, Z> unabhangig und N(O, 1)-verteilt,

dann gilt fir jedes Zahlenpaar (1, 75) mit 77 + 75 =

41+ ™Z> ist N(O, 1)-verteilt.
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Satz uber die Unabhangigkeit von Zv’en mit Dichten

X1,...,X, seien reellwertige Zufallsvariable,
f1, ..., fn seien Dichtefunktionen.

Dann sind aquivalent:

() X1, ..., Xy sind unabhangig,
und X; hat die Dichte f;(a;)da;, i =1,...,n.

(i) (Xq,...,Xy) hat die Dichte

f1(a1) -+ fn(an) daq ...dan
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Beispiel: Multivariate Standard-Normalverteilung.
Sei Z .= (Z1,...,Zyn). Dann gilt:

Z1,...,Zn sind unabhangig und N(O, 1)-verteilt
—

1

P(Z € da) = (2m)1/2 ex

al? n
p(—7>da, CLGR y
mit |a|? :=af + -+ + a2.

Z heil3t dann standard-normalverteilt auf R".
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Analog zum Fall n = 2 qilt:

Ist Z = (71, ..., Zn) standard-normalverteilt auf R™
und sind 11, . .., 7, reelle Zahlen mit 77 + - - - + 72 = 1,
dannistY .= 721+ --- 4+ ™mZn N(O, 1)-verteilt.

(Y ist die Koordinate von Z = Z1é1 + - - - + Znén
zum Einheitsvektor « := 71+ -+ + ™eén .)

Insbesondere ergibt sich:

Z1+ -+ Zn

Ist N(O, 1)-vertellt.
v (0, 1)
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Unabhangigkeit und Unkorreliertheit.

Seien X1, ..., X} unabhangige reellwertige Zufallsvariable
mit endlicher Varianz.
Dann gilt:
Sind X4, ..., X, unabhangig,

dann sind sie auch paarweise unkorreliert.

Denn fUr ¢ % 5 folgt aus der Produktformel flr E’'werte:
E[XZXJ] — E[XZ]E[X]], also COV[XZ', X]] = 0.
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In Vorlesung 3a hatten wir den Erwartungswert “erlebt”,

und zwar in Gestalt des Mittelwertes

M, = 21Tt Xn (n grof3)

n

von unabhangigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
)(]_7 . oo ,Xn,

mit grof3em n.

Zur Erinnerung sind hier die damaligen Folien:
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Eine faire Minze wird dreimal geworfen.

X = Anzahl der Erfolge.

“Wie erlebt man den Erwartungswert?”

Durch wiederholtes Werfen der drei MlUnzen!
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80 Wiederholungen: X4, Xo, ..., Xg0
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M, = (Xl—I—XQ—I——I—Xn)/n
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My = (X1—|-X2—|——|—Xn)/n

0 2000 4000 6000 8000 21
n



M, — E[X]

0 2000 4000 6000 8000 22
n



DAS GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN

Sei X eine Zufallsgro3e mit Erwartungswert E[X].
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DAS GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN
Sei X eine Zufallsgro3e mit Erwartungswert E[X].

Seien X1, X, ... unabhangige Kopien von X.

Dann gilt

n

> B[ X]



DAS GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN
Sei X eine Zufallsgro3e mit Erwartungswert E[X].

Seien X1, X, ... unabhangige Kopien von X.

Dann gilt

n

> B[ X]

Zu Kklaren



DAS GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN
Sei X eine Zufallsgro3e mit Erwartungswert E[X].

Seien X1, X, ... unabhangige Kopien von X.

Dann gilt

n

> B[ X]

Zu klaren
1. Was heif3t ,unabhangig “?
2. Was heif3t , — “?



Daflr sind wir jetzt gerUstet.

Den Begriff der (stochastischen) Unabhangigkeit haben wir
diskutiert.

Wir wissen auch schon: Aus der Unabhangigkeit folgt
die paarweise Unkorreliertheit, also (mit 2 := VarX;)
X1+ ..+ X, 1 o2

Var = .n.o’=" 00
n n n
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Schwaches Gesetz der GroBen Zahlen
(Buch S. 74)

Die Zufallsvariablen X1, X», ... seien reellwertig,
identisch verteilt mit endlichem Erwartungswert u
und endlicher Varianz, und sie seien
paarweise unkorreliert.

Dann gilt fGr allee > O

X1+ 4 Xn
n

lim P(‘

n— 00

—,u‘Ze)zO.
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Beweis: Wir schreiben

_ X1+ + X

n

My, : o2 := Var[X,].

Wegen der Linearitat des Erwartungswertes ist E[M,] = pu.
Mit der Chebyshev-Ungleichung folgt fur jedes ¢ > O:
P(|My, — p| > €) < 5 Var[My].

Wie wir zwei Folien vorher festgestellt haben,

konvergiert Var[M,,] fir n — oo gegen 0. [
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Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821-1894

P(|X —EX|>ko) <5
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Im Schwache Gesetz der Grof3en Zahlen
begegnen wir der sogenannten

stochastischen Konvergenz von Zufallsvariablen:
Definition: Seien Y, Y7, Y5, ... Zufallsvariable. Man sagt
Y,, konvergiert fir n — oo stochastisch gegen Y,
wenn fir alle € > 0 gilt:

P(Yn-Y[>e) — O
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Das Schwache Gesetz kompakt formuliert:

Unter den angegebenen Voraussetzungen
(paarweise Unkorreliertheit, gleicher Erwartungswert, gleiche Varianz)

konvergiert die Folge der Stichprobenmittel

stochastisch gegen den Erwartungswert.
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Déja vu:

Eine faire Minze wird dreimal geworfen.

X = Anzahl der Erfolge.

“Wie erlebt man den Erwartungswert?”

Durch wiederholtes Werfen der drei MUnzen!
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80 Wiederholungen: X4, Xo, ..., Xg0
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M, = (Xl—I—XQ—I——I—Xn)/n
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My = (X1—|-X2—|——|—Xn)/n
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M, — E[X]

0 2000 4000 6000 8000 35
n



Das Schwache Gesetz der Grof3en Zahlen wurde
von Jacob Bernoulli im Minzwurfmodell endeckt.
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