Pror. Dr. A. WAKOLBINGER Ubung 7 Wintersemester 2012/13

Ubungen zur Vorlesung ., Stochastik fiir die Informatik ¢
Abgabe der Lésungen zu den S-Aufgaben: Freitag, 14. Dezember 2012

25. a) Die Chebychev—Ungleichung besagt, dass fiir eine Zufallsvariable Y mit Erwartungswert
1 und Standardabweichung o gilt: P(|Y — p| > co) < & fiir jedes ¢ > 0.

Begriinden Sie mit der Chebychev—Ungleichung: Fiir jedes p € [0,1] gilt: Falls X3, Xs,... eine
Miinzwurffolge zum Parameter p ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, p durch das Intervall I :=

[Yn - \/L% , Xnt % zu iiberdecken, nicht kleiner als 0.95. (Dabeiist X, := = 3> X;.) (Man
i=1

sagt: I ist ein Konfidenzintervall fiir den Parameter p mit einer Uberdeckungswahrscheinlichkeit
von mindestens 95%.)

b) Es sei Y eine N(p, pg/n)-verteilte Zufallsvariable. Finden Sie ein moglichst kleines § = §(n) so,
dass die Wahrscheinlichkeit, die Zahl p durch das Intervall J = [Y — §,Y + §] zu iiberdecken, (fiir
jedes p) nicht kleiner ist als 0.95.

c¢) Welches approximative 95%—Konfidenzintervall erhélt man fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p
in einem n-fachen p-Miinzwurf aus der relativen Anzahl X, der Erfolge, wenn mit der Normal-
approximation gerechnet wird?

d) (Als Kiir) Bestimmen Sie per Simulationsexperiment fiir n = 25 und p = 3/4 die tatsichliche
Uberdeckungswahrscheinlichkeit des in ¢) gefundenen approximativen 95%Konfidenzintervalls.

26. S. In 30 Laboratorien werden Messungen durchgefiihrt, man stellt sich vor, dass sie
als unabhiingige, identisch verteilte Zufallsvariable (mit endlichem Erwartungswert) zustande
kommen, also von der Form p + Z; sind, mit unabhéngigen, identisch verteilten, zentrierten Zu-
fallsvariablen Z;. Die Standardabweichung einer einzelnen Messung wird mit o = 0.3 angegeben.
Es geht darum, den Modellparameter p “mit Konfidenz” zu schétzen

a) Wie groB ist der Standardfehler, d.h. die Standardabweichung des Stichprobenmittelwertes X
aus den 30 Messungen?

b) Geben Sie ein zufilliges Intervall [X — ¢, X + | an, das den Parameter p mit Wahrscheinlichkeit
~ 0.95 enthélt.

¢) Aus den 30 Messungen ergab sich der Stichprobenmittelwert 27,9. Angenommen pu = 28. Wie
wahrscheinlich ist dann eine mindestens so grofle Abweichung des Stichprobenmittelwertes von p
wie die beobachtete? (Hinweis: Der R-Befehl pnorm ist hilfreich.)

27. (i) Zeigen Sie: Fir = (z1,...,3,) € R"” und z = 237 2, ist 21 = (z,...,%)
die Orthogonalprojektion von x auf D := {(a,...,a) : a € R} in dem Sinn, dass das euklidische
Skalarprodukt (z — Z1,y) fiir alle y € D verschwindet.

n n

(ii) Folgern Sie aus (i), dass fiir jedes ¢ € R gilt: (%) Z(ml —c)? = Z(mz —z)2 +n(z - c)?.

i=1 i=1
(iii) Seien Xi,..., X, paarweise unkorreliert und identisch verteilt mit Erwartungswert y und
Varianz 0? < oo, und sei X := 1(X; + - + X,,) ihr Stichprobenmittel. Zeigen Sie:
1 _ _
: ((Xl — X+ (X, - X)2) hat Erwartungswert o.
n—

Hinweis: Benutzen Sie die Zerlegung (*) mit ¢ := p.

28. S. a) Z; und Z, sind unkorreliert mit Erwartungswert 0 und Varianz 1. Die Zufallsva-
riablen X und Y sind definiert durch X =221+ 75, Y =77 — Z5 + 1.

Finden Sie unter allen Zufallsvariablen h(X) der Form h(X) = fy + 1 X diejenige, fir die
E((Y — h(X))?) minimal wird.

b) Besteht die eingangs von a) fomulierte Eigenschaft von Z; und Zs, wenn Z; und Z3 unabhingig
und N(0, 1)-verteilt sind? Wie sind in diesem Fall X und Y verteilt?



