Vorlesung 9a

Mehrstufige Zufallsexperimente

und

Markovketten (Telil 1)



bisher: von “heute” zu “morgen”

jetzt: von “heute und morgen” zu “Ubermorgen”, etc.

FUrjedesi:=1,...,n — 1 hat man
Ubergangswahrscheinlichkeiten
P(ay...a40;41) = Pay..a;(Xjp1 = a;41)
die angeben,
mit welcher Wahrscheinlichkeit in der (7 + 1)-ten Stufe
das Ereignis { X; 11 = a;4 1} eintritt,
gegeben das Eintreten von { X1 = a1,...,X; = a;}.
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Die gemeinsame Verteilung von X1, ..., Xy
ergibt sich rekursiv als

Multiplikationsregel

P(Xl :al,...,Xn:an)
=P(X1=a1,...,Xp1=ap_1)P(a1...ap_1,an)

= p(a1)P(ay,az)---P(ay...ap_1,an) .

Veranschaulichung von zweistufigen Experimenten

durch Baume:



k1 = a1

R = G142

S2

P(X1 = a1, X0 = ap) = p(a1)P(a1,a2).
(Produkt der Kantengewichte von * zum Knoten «5)
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Veranschaulichung von mehrstufigen Experimenten
durch Baume:
k; = a1 ...a; Istein Knoten der Tiefe 1
Die Nachfolger von k; sind von der Form x; a; 4 1
Die Kanten des Baums erhalten die Gewichte
g(*,k1) :=pla1) , g(KsKi41) = Play...a;a;41)
Mitky = a1, kK =aj...a; Kit] =aj...a;47.
Die Wahrscheinlichkelit, in einem bestimmten Blatt zu enden,
ergibt sich als Produkt der Kantengewichte

entlang des Weges von der Wurzel zum Blatt.



Eine wichtige Beispielklasse mehrstufiger Zufallsexperimente

ISt die, bei der
die Ubergangswahrscheinlichkeiten der nachsten Stufe
nur von der aktuellen Stufe abhangen
(und nicht von den vorhergehenden):

P(...a;j_2a;_1,a;) = P(a;—1,a;)

In dem Fall spricht man von einer Markovkette

mit Ubergangsmatrix P.



Die Stufen sind jetzt mit: = 0, 1, 2, ... indiziert.
Man denkt sich die Ubergangsmatrix P als fest
und notiert die Verteilung p von X (die “Startverteilung”)
als Subskript bei der Wahrscheinlichkeit P.
Die Multiplikationsregel erqibt:

Pp(XO — apy - . - ,Xn — an)
= p(ag)P(ag,a1)--- P(anp—1,an)



Startet die Kette ina € S,
dann ist p die auf a konzentrierte Verteilung

(notiert als p = dq).

Statt Ps_ schreibt man auch Pg,

und erhalt

Pa(XO — CL) — 1,

Pu(X1 =a1,...,Xn=an) = P(a,a1) - P(ap_1,an) .
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Beispiel 1:
Muster der Lange 2 beim fairen Mlinzwurf

Graph der Ubergangswahrscheinlichkeiten:

C@H@
P Z7a
@t@@



Beispiel 2:
Zufallige Wanderung durch einen Baum

von der Wurzel zur Krone
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g(Kk1,K2)

P(X1 = k1, X0 = ko) = g(x, k1) - g(Kk1,K2) .
(Produkt der Kantengewichte von * zum Knoten «5)
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Beispiel 2:
Zufallige Wanderung durch einen Baum
von der Wurzel zur Krone
Die Zustande sind die Knoten;
die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind die Kantengewichte:

, g(k,x’), falls k" Nachfolger von «,
P(k,Kk) :=
O sonst.

Die Blatter werden zu absorbierenden Zustanden.
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Beispiel 3:
(p, q)-Irrfahrt auf Z:

S =7

P(k,k+1)=p, Plkk—1)=1-p=igqg
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Beispiel 4:
Einfache Irrfahrt

auf einem (ungerichteten oder gerichteten) Graphen

@ /N,

S = die Menge der Knoten.

Der nachste Schritt erfolgt jeweils

zu einem rein zufallig ausgewahlten Nachbarn.
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Beispiel 5:

Polya-Urne

S = {(w,b) :w,be N} =N?

P((w,0), (w+1,0) = =

P((w.b). (w,b+ 1)) = wib
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Zur Erinnerung:

Flr eine Markovkette X = (Xg, X1,...)

mit Start in « und Ubergangsmatrix P

hat man die Wahrscheinlichkeiten

Pa(X]_:a,]_,XQZ(JQ,..., n:a’n)
= P(a,a1)P(a1,a2) - P(ap—1,an).
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Zerlegung nach dem ersten Schritt.
Pu(X1 =a1,Xo=an,...,Xn =an)
= P(a,a1)P(a1,a2) - P(ap_1,an)

= P(a,a1)Pq (X1 =ap,..., X1 = an)

Summation tber a1,ao,...,a,_1,

mit b statt aq und c statt a:

Po(Xn=1¢c) = >, P(a,b) P,(Xp_1=0¢).
beS
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Treffwahrscheinlichkeiten
Die Antwort:
Sei w(a) die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Die w(a), a € S, erflllen das Gleichungssystem

> P(a,b)w() = w(a)

besS
firae S\ C
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Treffwahrscheinlichkeiten
Die Antwort:
Sei w(a) die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Die w(a), a € S, erflllen das Gleichungssystem

> P(a,b)w() = w(a)

besS
fiira € S\ C,

w(a) = dqc flira e C. IS
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Beispiel A
Welches Muster kommt eher?
Mit welcher W’keit kommt beim fairen Munzwurf das Muster

K KK fruher als das Muster W KW ?

1 %k 3
Hier ist ein 2 N

“reduzierter Graph” 6@ < @
2 2

v
5
der relevanten N
@ ——

Zustande 1 1
) ) > v 2
und Ubergange: WEW KKK

N|—
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Fir w(a) :=

P, (Spiel endet in KKK) C@ \
2
2

ergibt sich das

|\)|I—*

\ J%

WKW |KKK]

Gleichungssystem

w(KK) =54 sw(W), wWK) = jw(KK)

w(K) = 3w(KK) + s3w(W), w(W)=3w(WK) + 3w(W) .

und daraus
w(W) =3, wK) =3, w(x) =3w(W)+iw(K)=5.
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Beispiel B: Gewinn oder Ruin?
Eine einfache Irrfahrt auf Z starte im Punkt 3.
Mit welcher W'keit erreicht sie den Punkt ¢ = 10,
bevor sie zum Nullpunkt kommt?
“Zerlegung nach dem ersten Schritt” und Randbedingungen:
w(a) Z%w(a— 1)—|—%w(a—|—1), a=1,...,c—1,
w(0) =0, w(c)=1.

Fazit: Die w(a) liegen auf einer Geraden,
w(a) =Pa+~ mity=0,8=1/c.
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also 3/10.

22



Erwartete Treffzeiten

Sei X eine Markovkette mit Zustandsraum S

und Ubergangsmatrix P.
FUr eine Teilmenge C' C S ist
To=min{n :n >0,X, € C}

die erste Treffzeit von C.

Es geht um die Berechnung von E,[T]:
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Fira ¢ C
Zerlegung von Eq[T]

nach dem ersten Schritt:

Erst ein Schritt

von a nach b gemaf P(a,b),

dann “Neustart” in b:

ElTe] = 1+ Y P(a,b) BylTe]
beS

(Formales Argument hierflr: siehe Buch Seite 106.)
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Und flir a € C

also
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Fazit:

a+— e(a) ;= Eq[T] erfullt das Gleichungssystem

e(a) =1+ > P(a,b)e(d) firaé¢C,
beS

e(a) =0 firaeC.
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Beispiel:

Erwartete Zeit bis zum ersten Erfolg.

@@L@

Enl[Te] = 1 4 qEn[Te] + pEe[Te] .

Wegen E¢[Te] = O wird dies geldst durch
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