Vorlesung 14

Gemeinsame Entropie
unad
bedingte Entropie



Wir betrachten ein zufalliges Paar (X, Y")

mit Verteilungsgewichten p(a,b)

Die Entropie von (X,Y)
(auch gemeinsame Entropie von X und'Y genannt) ist

H[X,Y] =H[(X,Y)] = — %p(a,b) log p(a,b).

Die gemeinsame Verteilung von X,Y kann man zerlegen:

p(a,b) = po(a)P(a,b).
Diese Zerlegung Ubertragt sich auf die Entropie:



H[X,Y]
= — Zp(a, b) (log po(a) + log P(a,b))
—Zpo(a) |09 po(a) — ZPO(@)ZP(CL b) log P(a,b)
= H[X] + Zpo(a)H[YlX = a]

mitH[Y|X =a] ;== —-) P(a,b)log P(a,b)

b
(die Entropie von'Y gegeben das Ereignis { X = a}).



H(X, Y] = HIX] + 3 po(@)H[Y|X = al
= H[X] + H[V|X]

mit H[Y|X] = S P(X = o)H[Y|X = a]
die bedingte Enfropie von'Y, gegeben X.
H[X,Y] = H[X] + H[Y[X]

Sind X und Y unabhangig, dann gilt H[Y'|X] = HJ[Y], also
H[X,Y] =H[X] + H[Y]




Allgemein qilt:

H[X] + H[Y] - H[X, Y]
=—YP(X =a,Y =b)logP(X = a)

a,b

—Y P(X =a,Y =b)logP(Y =)
a,b

+> P(X=a,Y =0b)logP(X =a,Y =)
a,b

P(X =a,Y =)
— P — —
C% (X =a,Y =0b)log P(X = a)P(Y = b)

= D((X,Y)|(X,Y))
mit X verteilt wie X, Y verteilt wie Y, X,Y unabhéngig.
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H[X, Y] ist symmetrisch in (X,Y)
(denn die Verteilungsgewichte von (Y, X) sind
p(b,a) 1= p(a,b)).

Also ist auch
H[Y] + H[X] - H[X, Y]

symmetrisch in X und Y.

Dieses ist gleich
H[Y] - H[Y | X] =: I[X| Y],

die sogenannte wechselseitige Information von X und Y.
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Wir hatten I[ X ||Y'] als relative Entropie
(von (X,Y) bezlglich seiner “Entkopplung”) erkannt.
Die relative Entropie ist nichtnegativ (Vorlesung 13),
also folgt
H[Y | X] < H[Y]
und analog (vgl. Buch (24.11))
H[Y | X, Z] < H[Y | Z].

Merke: “Zusatzliches Bedingen verkleinert die Entropie.”



Beispiel: Stationare Quellen.
X1, X0, ... heil3t stationar verteilt,
wenn fur alle m,n € N die gemeinsamen Verteilungen

von Xq,..., Xpundvon X, 1 1,...,X,,4+, Ubereinstimmen.

existiert.

H>|Xq,..., X
Wir werden zeigen: hg 1= |im 2[X1,. ., Xn]

n—0o0 n



hQ:: lim 2[ 1 ) n]

n—oo n

€ [0, Ho(X1)]

Extremfalle:
(i) X1, Xo,...unabhangig und identisch verteilt:
Ho[Xq,..., Xn] =nHs[X1], hg = H>[X{]

(i) Xy = Xo = ...
Ho[X1,..., Xn] = Hp[X1], hg =0

h
=1 — Q heil3t relative Redundanz der Quelle.
Ho[X]
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existiert.

n— 00 n

Bewelis:
H[X1,...,Xn] =H[Xo,...,Xp] + H[X1 | X5,...,Xp] =

:H[Xn]‘l'H[Xn—lan] +"'+H[X1|X27---7Xn] .

Mittels Stationaritat folgt
H[Xq,..., Xy =H[X3] + H[X; [ Xo] + - + H[X1 | X5,..., Xn].

“Zusatzliches Bedingen verkleinert die Entropie”,
also fallen die Summanden monoton.
Aus der Konvergenz der Summanden folgt
die Konvergenz des arithmetischen Mittels gegen denselben Grenzwert.
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Entropiereduktion unter Abbildungen
H[r(X)] < H[X]

denn wegen P(X = a, h(X) = h(a)) = P(X = a) ist
H[X] = H[X, h(X)].

Weiter ist

H[X, h(X)] = H[A(X)] + H[X | A(X)] > H[R(X)].
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Simulation diskreter Verteilungen per Munzwurf

Wir betrachten einen vollen Binarbaum.
Dieser beschreibt einen fairen Mtnzwurf, der zufallig abbricht:
FOr jedes Blatt b der Tiefe ¢

endet das Experiment mit Wahrscheinlichkeit 2~ in b.

Die Blatter seien mit Elementen / \

einer abzahlbaren Menge S c® / \
beschriftet. 0/ T,
/ \

Z.B.fur S = {c,d,e}: ?
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Es sei X das zufallige Blatt, / \

in dem das Experiment endet, '/ < \
und h(X) seine Beschriftung. / \
d

Dann hat die Verteilung von Y = h(X) die Gewichte
1 1 1 1 1
= — — — d) = — = — .
) =5+gt1g ™A=, mle)=7

Das Experiment erzeugt per Minzwurf

eine Zufallsvariable Y mit Verteilung .
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Jede Verteilung 7 auf einer abzahlbaren Menge S

lasst sich auf diese Weise simulieren:

Man schreibe die Gewichte von 7 als Dualbruch,
m(b) = ZQ—E(b,j) |

J
mit natirlichen Zahlen 1 < /4(b,1) < 4(b,2) < ---.

Dann gilt
S22 tld) =S () =1.

b,j b
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m(b) = ZQ—K(b,j) | Zg—ﬁ(b,j) =Y 7(b)=1.
J b,j b
Nach dem Lemma von Fano-Kraft

gibt es also einen vollen binaren Baum,
der fUr jedes Paar (b, j) ein Blatt der Tiefe £(b, 7) frei halt.

Versieht man alle diese Blatter mit der Beschriftung b,
dann endet der MUnzwurf in einem mit b beschrifteten Blatt

mit der Wahrscheinlichkeit "2~ 4%3) = = (p) .
J
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Wir stellen jetzt eine Beziehung her
zwischen der erwarteten Anzahl der
far die Simulation von 7 benotigten Minzwdurfe

und der binaren Entropie von .

Zur Erinnerung:
X ist das zufallige Blatt, in dem das Experiment endet,
und Y = h(X) seine Beschriftung.
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Ist /(a) die Tiefe des Blattes a, dann gilt:
P(X =a) =2 4a)

Also folgt: E[4(X)] = Ho[X]
Fir Y = h(X) gilt
Ho[X] = Ho[X, Y] = Ho[Y] + Ha[X | Y]
Wir werden zeigen:
Ho[X Y] <2
und bekommen so die Abschatzung:
Ho[Y] < E[/(X)] <Hz[Y] +2
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Behauptung: Ho[X | Y] <2
Beweis: Wir hatten die Dualbruchdarstellung

w(b) = ZQ‘“”J), mit natlrlichen Zahlen 1 < 4(b,1) < £(b,2) < - --

J
Die Blatter a1, ao, .. ., die mit b beschriftet sind, lassen sich also

so anordnen, dass 4(a1) < £(a>) < --- qilt.

Fl':ll’pi L= P(X = a; | Y = b) = 2_6(%)/71'([)) fOlgt Pi+1 < pi/Q.

Dies impliziert, dass es eine Zahl k gibt, so dass
p; > 2 ' flri < kund p; < 27*furi > k. Es folgt

> i(Pz' - Q_i) =) (i—Fk) <pz' - 2_i) < 0, und somit
121 i>1 |
>i>1p <Y i>1127 " = 2.

Mit Entropieschranke (Vorlesung 13): H[X | Y = b] < 2.
Esfolgt Ho[X | Y] <2 0O.
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