Vorlesung 4b
Indikatorvariable und Ereignisse.
Das Rechnen mit

Erwartungswerten und
Wahrscheinlichkeiten.



Wir wissen schon:

Eriegnisse kann man oft auf verschiedene Weise darstellen:

Beispiel 1:

Sei (M4, M>», .. .) ein fortgesetzter MUnzwurf

und 71" der Zeitpunkt des ersten Erfolges. Dann gilt

{T >n} ={M1 = My, =...= M,_1 = Misserfolg}



Beispiel 2: Kollisionen (vgl. Vorlesung 1b):
Wir stellen uns vor, dass die Individuen
der Reihe nach ihr Kennzeichen bekommen.
X ... zufalliges Kennzeichen des :-ten Individuums
T sel der Moment der ersten Kollision:

T'=min{t > 1:X; = X;fureinj <i}.

Dann gilt flr das Ereignis
“keine Kollision unter den ersten n Individuen”’:



Allgemeiner qilt

fur die “Verarbeitung” h(X) einer Zufallsvariablen X:

{h(X) e By ={X e h }(B)}.

Wir folgen jetzt dem Buch S. 36-38.



Fur eine Zufallsvariable X mit Wertebereich Sund A C S

betrachten wir die Zufallsvariable 1 4(X).

Sie nimmt den Wert 1 an, wenn das Ereignis { X € A} eintritt,

und den Wert O, wenn das Ereignis { X € A€} eintritt.

Iixeay = 14(X)
heil3t Indikatorvariable des Ereignisses { X € A}. Es qilt

X €Ay = ixeay =1}

E={Ig=1).



Ereignisse sind gleich,
wenn das fur ihre Indikatorvariablen zutrifft.

Und mit Indikatorvariablen lasst sich leicht rechnen.

Fur jede S-wertige Zufallsvariable X qilt:

Iixesy = 15(X)
ISt eine Zufallsvariable, die “sicher” auf den Ausgang 1 fallt.

It x gy = 1p(X)
ISt eine Zufallsvariable, die “sicher” auf den Ausgang O fallt.
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Das sichere Ereignis Es ist dadurch charakterisiert,

dass seine Indikatorvariable sicher den Wert 1 annimmt.

Das unmaogliche Ereignis E\ ist dadurch charakterisiert,

dass seine Indikatorvariable sicher den Wert O annimmt:



Fur zwel Ereignisse Eq, E>

hat deren “Oder-Ereignis” die Indikatorvariable

IE1UE2 = maX(IE17 IEQ)

und deren “Und-Ereignis” die Indikatorvariable

IElﬂEQ L= min<IE17 IEQ)

Man spricht auch von “Vereinigung” und “Durchschnitt”

der Ereignisse F4 und E>.



Flr b1, b € {0, 1} qgilt die Identitat:
b1 + bo = max(by,b2) + min(by, b2).

Dies Ubertragt sich auf

IEl + IEQ — IE1UE2 + IElﬂEQ



Falls
Fi1NE> = FEy,

so heil3en Fq und E»

disjunkte oder sich ausschlielende Ereignisse.



Gilt £1 N E» = FE'1, so schreiben wir
E1 C Es.

und sagen:
“Mit E1 tritt sicher auch E5 ein”
oder auch

“Das Ereignis E; zieht das Ereignis E» nach sich.”
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Fur jedes Ereignis FE ist sein Komplementarereignis
EC
definiert durch

[Ec — 1—IE bzw. FE°€:= {IE:O}

Wegen 1 c=1—14 qgilt

{X e A} ={X € A°}.
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Seien X, Y Zufallsvariable mit demselben Wertebereich S.

D = {(z,y) € S?: x = y}, die ,Diagonale" in S2.

{X=Y}:={(X,Y) e D}
bzw.

Itx=y} =1p(X,Y)
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Fur reellwertige Zufallsvariable X, Y setzen wir

{(X <Y} ={(X,Y) e H}

mit dem Halbraum H := {(z,y) € R? : = < y}.

Wir schreiben

X<Y & {X<Y}=Es.

13



Bringen wir jetzt wieder Wahrscheinlichkeiten ins Spiel.

Fur Indikatorvariablen und Ereignisse
gilt die (einfache und wichtige) Beziehung

E[Z] =P(Z = 1),
E[lz] = P(Ip = 1) = P(E).

Daraus, aus dem Rechnen mit Indikatorvariablen
und aus der Linearitat des Erwartungswertes
ergeben sich die Regeln
fur das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
(Buch S. 57-58).
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() P(Es) =1, P(Ey) = 0.

(i) P(E1) + P(E2) = P(E1 U E>) + P(E1 N EL),
insbesondere P(E; U E») < P(E1) +P(E»).

(i) P(Ey U Ep) = P(E1) + P(E2)
falls £/1 und E> disjunkt.

(iv) P(ES) = 1 — P(E).

v) P(E1) <P(E»),falls E1 C E>.
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Bei (i) verwendet man die Identitat

IEl + IE2 — IE1UE2 + IElﬂEQ

(i) wird verallgemeinert durch die

Einschluss-Ausschluss-Formel:

P(ELU---UEy)

=Y P(E) - X P(ENE)+ - £P(BN--

1<J

NE) .
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Bewels:

1 — IE1U-"UEn

fallt genau dann als 0 aus,
wenn mindestens eines der [, als 1 ausfall,

Ist also gleich dem Produkt

(1-Ig) - (L—-1Ig,)
Ausmultiplizieren ergibt
i i<j
Gehe dann Uber zum Erwartungswert. [
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Beispiel (vgl Buch S. 58) X = (X4,...,Xy) sei eine
rein zufallige Permutation von (1, ..., n).

Was ist die W'keit, dass X mindestens einen Fixpunkt hat?

Sei E; := {X; = ¢} das Ereignis
“X hat Fixpunkt an der Stelle ¢ ”. Offenbar gilt:
P(E;; M- NE;) = m—k)!/nlfalsip <. <
Mit der E-A-Formel folgt fur die gefragte W’kelit
P(ELU--UEp) =1—4+--+ 3. O

(FUr n — oo konvergiert das Ubrigens gegen 1 — e~ 1))
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Noch 2 fundamentale Eigenschaften des Erwartungswerts:
(Buch S. 54)
Positivit at
Fur die reellwertige Zufallsvariable X gelte X > 0. Dann gilt
() E[X] > 0O,
(i) E[X] = 0 genau dann, wenn P(X = 0) = 1.

Monotonie
Fur reellwertige Zufallsvariable X1 < X5
mit wohldefiniertem Erwartungswert gilt
E[X1] < E[X5].
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Wir geben hier einen Bewels nur im diskreten Fall:

Positivitat:
X > 0heilt {X < 0} = Ey, impliziertalso P(X = a) =0
fir a < O. Daraus folgt E[ X ] = > aP(X = a),
{a€S:a>0}

woraus sich beide Aussagen ergeben.

Monotonie:
X1 < X5 ist gleichbedeutend mit Xo — X4 > 0.
Aus der Positivitat und der Linearitat des Erwartungswertes
folgt E[X»] — E[X4¢] > 0. O
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Fur reellwertige Zufallsvariable X gilt
Var[X] =0 < PX=E[X])=1.

Man sagt dann: X ist fast sicher konstant.

Die Aquivalenz sieht man aus Var[X] = E[(X — E[X])?]

und aus dem Satz Uber die Positivitat des Erwartungswertes.
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Beispiel (zur Erinnerung):
Rein zufalliges Ziehen (sukzessive, ohne Zurlcklegen)
aus einer Urne mit g Kugeln, r davon rot.
E; sei das Ereignis “die i-te gezogene Kugel ist rot,
Z; = 1Ig,.
Z1 + -+ Zg ist (sogar sicher) konstant (namlich gleich r)
und hat daher Varianz O.

(Damit war es uns ganz leicht gelungen, die Kovarianz von
Z1 und Z»> und dann die Varianzvon Z1 + - -- + Zp,

auszurechnen — erinnern Sie sich?)
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