Vorlesung 1b

Wiederholte rein zufallige Wahl

(aus endlich vielen moglichen Ausgangen)

mit dem Beispiel

“Wahrscheinlichkeit von Kollisionen”



n = 25 Individuen werden sukzessive

rein zufallig auf » = 365 Platze gesetzt.

(Mehrfachbelegungen sind erlaubt!)

Wie wahrscheinlich ist es, dass dabei

keine Mehrfachbelegung auftritt?



Individuen

Platze




Ein anderer Blick:

Jedes von n Individuen
ISt mit je einem von » moglichen Kennzeichen versehen,

das vom Zufall bestimmt ist.

Wie stehen die Chancen,

dass keine der zwel Individuen gleich gekennzeichnet sind?

(Zitat aus “dem Buch”, Seite 1)



Individuen

Kennzeichen 1



In der Informatik denkt man bei den Individuen an Daten
und spricht bei den Kennzeichen

von Hash-Werten oder Fingerabdricken.



Populare Version:

n = 25 Leute auf einer Party

Kennzeichen ... Geburtstag (€ {1,2,...,365})

Wie wahrscheinlich ist es,

dass keine zwel Leute am selben Tag Geburtstag haben?



Die Individuen denken wir uns mit 1 bis n

und die Kennzeichen mit 1 bis » nummeriert.

Ein Ausgang der Kennzeichnung lasst sich beschreiben

durch das n-tupel

a= (ay,...,an),

wobel a; das Kennzeichen des :-ten Individuums bezeichnet
(1 S a; < T).



Die Menge der moglichen Ausgange der Kennzeichnung ist
S:={1,...,r}",
die Menge aller n-tupel (aq,...,an) mita; € {1,...,r}.
Manchmal schreiben wir daftir auch
S ={1,... ,’r}{l"“’n},

die Menge aller Abbildungen von {1,...,n} nach{1,...,r}.
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Den zufalligen Ausgang der Kennzeichnung

beschreiben wir durch eine Zufallsvariable X .

X

X kommt durch zufallige Wahl

eines Elementes aus S zustande.

Die Menge S heildt Zielbereich der Zufallsvariable X.
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Wie jedes Element (aq,...,an) unserer Menge S

besteht auch die Zufallsvariable X aus n Komponenten:

X =(Xq1,...,Xn).
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Wir interessieren uns flr das Ereignis,

dass keine zweil Komponenten von X gleich sind.

Dieses Ereignis schreiben wir als

oder auch als
{X € A}

mit der Teilmenge
A:={a€S :a;F aj;furalle: = j}.
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Wie kommt man zur Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses {X € A} ?
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Zur Erinnerung:

Wahrscheinlichkeiten gehoren zu Ereignissen
und messen deren Chance einzutreten

mit einer Zahl zwischen O und 1:

P(X € A)
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Zwel einleuchtende Regeln

fur das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten:

P(XesS)=1.
d.h. das sichere Ereignis { X € S} hat Wahrscheinlichkeit 1

und (bei endlich vielen moglichen Ausgangen, d.h. #5 < o0)

P(XecA) =Y P(X =a)
acA

(Additivitat.)
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Um die Wahrscheinlichkeit P(X € A) berechnen zu kénnen,

muss man eine Modellannahme treffen.
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Unsere Modellannahme:

rein zufallige Wahl.

Damit ist gemeint, dass fur je zwei a,a’ € S
P(X =a) =P(X =d).

Das hell3t: kein Ausgang ist bevorzugt.
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P(X:CL):%, G,GS
und
P(XEA)z#—A
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Wir haben nun die Aufgabe des Abzahlens der Mengen
S:={1,....r}"={(a1,...,an) : 1 <aq; <7r}
und

A:={a€cS : a;F#aj;furallei # j}

#S =r"
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S={(a1,.-.,an) : 1 <a; <r}

A:={a€S : a;7#* a;furallei # j}
HA="7

Fur a1 gibt es » mogliche Werte, flr a» dann noch » — 1, usw.
Also: #A=7r(r—1)---(r—(n—1))
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r(r—1)---(r—(n—1))

T

P(X e A) =

r—=1r—-2 r—(n-1)

T T S ’I“i
P A) = ——.
(X eA) 7551 (1 T)
7!
P(XeA)= (e — )]

mitk! :=1-2---k, lies: k-Fakultat



Eine Formel aus der Mathe 1 (“Analina”):
h=1_h4o0o(h) furh — 0.

Damit bekommen wir die “Anallna Approximation:”

T (1-9)~ T exo (- )
— exp ( — ngi %) — exp ( B (n ;rl)’n) .

P(X € A) = exp ( — (n ;Tl)n) :
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Die Stirling-Formel:

k! =~ V2mk (Ey{

e
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Abraham de Moivre (1667-1754)
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1 _;)77,—7“6_” p— exp(—n—l- (n—fr)ln (1 _;))

—exp(—r(C4+ (1= ") in(1-"))

r T r



(1 _ ;>n—7“€_n = exp ( —n—+nm—r)in (1 - ﬁ))

mit

r

—exp(—r(C4+ (1= ") in(1-"))

r T

=exp(—rn(>))

r

n(t) :==t+ (1 —1)In(1 —1),

r

28



n(t) :=t+ (1 —¢t)In(1 —1), 0<t¢t<1.

] -

n(t)

n(0) =7'(0) =0, 7"(0)=1

29



P(X € A) = Jllﬁexp (‘”7(9)

Die “Analina-Approximation” fir P(X € A) war

exp ( ~(n— 1)n) ~ exp ( . %(ﬁ)z)

2r r
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n(t)

t2/2

0 0.5 1

t2 /2 ist die quadratische Approximation
(Taylor-Approximation der Ordnung 2 von n(t) in ¢t = 0).
Fiarn < r (wie z. B. fir n = 25, r = 365) Ist also
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Fazit:

Fir n<r ist P(X € A) = JllﬁeXD <—"“77(;>>
T

mitn(t) =t+ (1 —¢t)In(1 — 1), 0<t<1
(Stirling-Approximation).

n2

FUr n < r ist P(XEA)zexp(—_)

2r
(Stirling+Taylor-Approximation, “Analina-Approximation”)

Firn? < rist P(X € A)~1.
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Beispiel: n = 25,r = 365:
r(r—1)---(r—m-+1)

P(X € A) = = 0.431300

1 exp (—rn(9)> — 0.431308
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