Vorlesung 13b

Relative Entropie



Definition: Selen p und = Wahrscheinlichkeitsverteilungen
mit Gewichten p(a) und w(a), a € S. Dann ist die relative

Entropie von p bzgl. 7 definiert als

D(pllr) = 3 p(a)log 24

acS ( )

wobei die Summanden mit p(a) = 0O

gleich O gesetzt werden.



Eine Interpretation der relativen Entropie:

Man denke sich einen zufalligen Buchstaben mit Verteilung p
mit einem Shannon-Code codiert, der nicht der Verteilung p,
sondern der Verteilung 7 angepasst ist,
also mit Codewortlangen
—logn(a) <¥4(a) < —logn(a) + 1.

Dann andert sich die erwarteten Codelange
Im Vergleich zu dem an p angepassten Shannon-Code
(bis auf hochstens 1) um

=Y p(a)logn(a) — (~ 3 p(a) log p(a) ) = D(pl|).
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Satz: (“Informationsungleichung”) D(pl||m) > 0.

Beweis: Wieder verwenden wir die Abschatzung

logxz < c-(x — 1) mit passendem ¢ > O:

Dl =— ¥ pla)log™
a:p(a)>0 p(a)

>_ Y p(a)c-(”) 1)

a:p(a)>0

=—( % ma)-Yp@)=0

a:p(a)>0
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Bemerkung: Aus D(pl||w) = 0 folgt p = .

In der Tat: In der Ungleichung logz < c(x — 1)
besteht abgesehen flur x = 1 strikte Ungleichung.
Also folgt aus

m(a) m(a)
- X pla)log s t=—c ¥ pla)(- -1,

a:p(a)>0 p(a) - a:p(a)>0 p(a)
dass w(a) = p(a) fur alle a mit p(a) > O.

Daraus folgt )  #(a) =1,
a:p(a)>0

also auch 7w(a) = p(a) furalle a mit p(a) = 0. O



Zusammenfassend ergibt sich der

Satz (von der relativen Entropie):

Die relative Entropie D(p||7) ist nichtnegativ,

und verschwindet genau fur p = .



In den folgenden Beispielen

benutzen wir den Satz in der Gestalt

(x)  — ; p(a)logp(a) < — ; p(a) logm(a)
mit Gleichheit genau flr p = .

Wir sehen:
Hat X die Verteilung p,
so liefert jede Wahl von 7 eine Schranke fur H[ X],

mit Gleichheit genau fur p = 7.



Beispiel: Vegleich mit der uniformen Verteilung:
Sei S endlich mit n» Elementen
und seiw(a) = 1/nflrallea € S.

Dann folgt aus (x):
HIX] < - p(a) log(,)) = logn

H[X] < logn.

Gleichheit gilt genau im Fall der uniformen Verteilung,

sie maximiert auf S die Entropie. O



Beispiel: Vergleich mit (verschobener) geom. Verteilung:
Seinun S = {0,1,2,...},und (k) :=2"k-1
Dann folgt aus (x):

Hy[X] <X p(a) loga (=271

_ kijo(k + 1)p(k) = (E[X] + 1) .

Gleichheit gilt fiir p(k) = 2=%~1, dann ist H>[X] = 2. Also;
Unter allen Ng-wertigen ZV'en mit EW < 1
hat das X mit Gewichten 2—*—1 die groRte Entropie,
namlich Ho[X] = 2. O



Beispiel: Vergleich mit einer “Gibbsverteilung™:
Gegebensel v : S — R, 8>0.
Wir definieren die Gewichte 7(a) := e_ﬁu(a)/z mit

zi= ) e~ Bu(@) ( Annahme: z < 0.)
acsS

Die Abschatzung (x) ergibt
He[X] < BE[u(X)] +Inz.
Ist E[u(X)] <) wu(a)w(a), so folgt
H[X] < B u(@)n(a) +Inz = = ¥ n(a) Inm(a),

mit Gleichheit genau dann, wenn X die Verteilung 7 hat.
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Zusammengefasst:

Unter allen Zufallsvariablen mit
Erwartungswert < >~ u(a)e_ﬁu(a)/z
a

hat diejenige die grofite Entropie,

die die Verteilungsgewichte e_ﬁu(a)/z hat.

Die Verteillung mit diesen Gewichten heil3t Gibbsverteilung

zum Potenzial v mit Parameter 3. O
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Beispiel:
n-maliges Wirfeln zu den Gewichten p = (p1,...,pr).
Die Besetzungszahlen Z() = (Zg”), o Zf,gn))
sind multinomial(n; p)-verteilt.
Wie (un-)wahrscheinlich ist das Ereignis {Z(”) = b}
far grof3es n und untypisches k?
P,(Z(") =b) ~7

Idee: Vergleiche dies mit der Wahrscheinlichkeit von b

unter denjenigen Gewichte, fir die b typisch ist:

b; .
w;i=, g=1,...,m

b , w;
Pp(Z(n) = b) _ r 121 J _ 2— =1 b; |092p—j _ 2—nD(pr)

12



Unter der Annahme w = b/n — « gilt (siehe Nachtrag unten):
P (Z(™) = b) nimmt nur wie eine Potenz von 1/n ab, also folgt:

1092 Pp(Z(™ =b) ~ —nD(2|p)

Nachtrag: Mit der Stirling-Formel n! ~ /27mn n"™e™" folgt

n! 1-r [(n b1 n\ or n
laVY) (27“') 2 _ o o o (—)

1—r _yp
2 wl 1...w

1—r
n 2

—b, 1
T wlooow,r,

= (27)

Firw = w(n) — o ist somit
1—
P,(Z™ =b) ~ const(a)-n2

13



LVDWIG

BWN

S=klogW

Entropie =

< k mal

Logarithmus der
Wahrscheinlichkeit

Ludwig Boltzmann
1844-1906

Grabmal am

= Wiener

Zentralfriedhof

14



