Vorlesung 13a

Quellencodieren und Entropie



S sel eine abzahlbare Menge (ein “Alphabet”).

Die Elemente von S nennen wir Buchstaben.

Wir wollen die Buchstaben a, b, . . . durch

(mdglichst kurze) 01-Folgen k(a), k(b), ... codieren.

Dabel soll so etwas ausgeschlossen sein:
k(a) = 001, k(b) = 00101.



Definition:
Eine Abbildung
k:S— |J{o,1}

1>1

heildt (bin arer) Pr afixcode
wenn kein k(a) Anfangsstick irgendeines k(b), a # b, ist.

Ist k(a) = k1(a) ... k;(a), dann nennt man
l(a) =1
die Lange des Codeworts k(a)
(oder auch die Anzahl der Bits).



Binare Prafixcodes kann man mittels

(verwurzelter, planarer) binarer Baume darstellen:

die Blatter des Baumes werden bijektiv

mit den Buchstaben des Alphabets beschriftet.



Beispiel: S = {a, b, ¢, d}

k(a) := 00, k(b):=01, k(c):=10, k(d) :=11.



Beispiel: S = {a, b, ¢, d}

k(a) := 00, k(b):=011, k(c) := 010, k(d) := 10.



Beispiel: S = {a, b, ¢, d}

k(a) := 00, k(b):=011, k(c) := 010, k(d) := 1.



Merkmale eines solchen binaren Baumes:

Ein Knoten ist ausgezeichnet als Wurzel.

Jeder Knoten (aul3er der Wurzel) hat genau einen Vorganger.

Jeder Knoten hat zwel, einen oder keinen Nachfolger.

Die Knoten ohne Nachfolger heil3en Blatter,

die mit Nachfolger heif3en innere Knoten.



Regeln fur die Beschriftung der Knoten mit 01-Wortern:

Die Wurzel tragt das leere Wort.

Das Wort an einem Knoten (aul3er der Wurzel)
setzt das Wort am Vorgangerknoten um ein Bit fort

(die Worter in der Tiefe [ haben somit die Lange ).

Verschiedene Knoten tragen verschiedene Worter.



00

Beispiel:

01

010 011

10
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Die Fano-Kraft-Ungleichung (Teil 1)
FUr jeden binaren Prafixcode k gilt:

2 Ha) < q
a€sS

Beweis durch ein Gedankenexperiment:
Erzeuge per Munzwurf 01-Folgen und stoppe,
sobald eines der Codeworter vollendet ist.
Wegen der Prafixeigenschaft
schliel3en sich diese Ereignisse paarweise aus. Also gilt:
1 > P (man trifft schlieBlich auf ein Codewort)
=y 2

acsS
11



Die Fano-Kraft-Ungleichung (Tell 2)

st £: S — N eine Abbildung mit 3> 27 %) <1
acsS
dann gibt es einen binaren Prafixcode,

fir den ¢(a) die Lange von k(a) istfur alle a € S.

Bewelis: Wir ordnen die a1, a», ... SO, dass
l(a1) < 4€(az) < ---.
Angenommen aq, ..., am ISt schon codiert,

m
aber a,,, 41 noch nicht. Dannist ) 2—ai) <1 also
i=1

12



1 — in: p—la;) > p—tam),
1=1

Daraus folgt: Bei einem Munzwurf der Lange £(a.m,)
wirft man mit W'keit 2—¢(am) ein Wort w,
das keines der k(aq), ..., k(am) als Anfangsstiick enthalt.
Falls ¢(a,,+1) = £(am), setzt man k(a,,4+1) := w,
falls £(a,,+1) > €(am),
wahlt man k(a,,+1) als passende Verlangerung von w.

So definiert man k(a) induktiv fir alle a € S. O
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Die Ungleichung von Fano und Kraft
formuliert flr binare Baume:

S sei eine abzahlbare Menge
und £(a), a € S, seien natlrliche Zahlen.

Genau dann gibt es einen binaren Baum, dessen Blatter

bijektiv mit den Elementen a € S beschriftet sind
und Tiefen £(a) haben,
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Sparsames Codieren zuf alliger Buchstaben
Sei X ein “zufalliger Buchstabe” mit Verteilungsgewichten
p(a) =P(X =a).

Gefragt ist nach einem binaren Prafixcode,

dessen erwartete Codelange

E[((X)] = > £(a)p(a)

acS

moglichst klein ist.
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Beispiel: S = {a, b, c, d}.
Sind die vier Ausgange gleich wahrscheinlich,

dann ist der Code links glinstiger als der rechts.
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Allgemeiner:

Gilt #S = 2! mit p(a) =27, a € S,

dann ist es am besten, alle 2! Buchstaben

mit den 01-Folgen der Lange [ zu codieren.

In diesem Fall gilt

l(a) =1= —10gsp(a) furallea e S.

17



Ein Shannon-Code ist ein Prafixcode,
bel dem jeder Buchstabe a mit einer 01-Folge codiert wird,
deren Lange ¢(a) durch Aufrunden von — logs p(a)

auf die nachste ganze Zahl entsteht, also

—logs p(a) < £(a) < —l10gz p(a) + 1.

Solche Codes gibt es immer, denn es folgt
S 27 < 5 pla) =1,
a€esS a€eS

die Fano-Kraft Ungleichung ist also erfullt.
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Claude Shannon
1916 - 2001
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Wir werden zeigen:
Shannon-Codes
verfehlen das Optimum der erwarteten Codelange

um hochstens ein Bit.

Seil dazu

Hy[X] = — > p(a)logz p(a),
a€esS

mit O log0 := 0.
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Satz

(Quellencodierungssatz von Shannon)

a) Fdr jeden binaren Prafixcode gilt
E[((X)] > Ho[X].

b) Fudr binare Shannon-Codes gilt aul3erdem
E[{(X)] < Hp[X] + 1.
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Bewels:
Fur Shannon-Codes qilt

(a) < —logzp(a) +1
und folglich
B <2 pla)(=1092p(a) + 1) = Ho[X] + 1.
Dies beweist erst einmal Teil b) des Satzes.

Jetzt zu Tell a):
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Fur beliebige Codes gilt
Ho[X] - E[((X)]= >  p(a)logs
a:p(a)>0 p(a)
Nun ist die Logarithmusfunktion konkav

>—£(a)

und liegt unterhalb ihrer Tangente im Punkt 1.
Folglich gilt logs x < ¢- (x — 1) mit geeignetem ¢ > 0, und

2—6(&)
Ho[X] - E[l(X)] <ec ¥ pla)( ~1)
a:p(a)>0 p(a)

§c-<22_£(a)—1>.

Nach Fano-Kraft ist die rechte Seite < 0O, also
Ho[X] - E[((X)] <0. O
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Die Im Quellencodierungssatz auftretende Grolde

Hy[X] = — > p(a)logs p(a)
acsS

heil3t die Entropie von X (zur Basis 2).

Es ist sinnvoll, auch andere Basen zu erlauben.

Wir schreiben

H[X] = — ¥ p(a)log p(a),
acS

wobei log zu einer beliebigen, festen Basis genommen wird:

Hy[X] := = > p(a)logyp(a).
acS
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Die Entropie ist der fundamentale Begriff

der Informationstheorie.

Nach dem Quellenkodierungssatz gibt die Entropie

fast genau die mittlere Anzahl von Ja-Nein Fragen an,
die notwendig und
- bei guter Wahl des Codes - auch hinreichend ist,
um den unbekannten Wert von X von jemandem zu erfragen,
der X beobachten kann.
Dies ist gemeint, wenn man die Entropie beschreibt als den
Grad von Unbestimmtheit oder Ungewissheit

uber den Wert, den X annimmt.
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