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Ubungen zu
» Stochastische Modelle der Populationsgenetik *

5. In enem Moran-Modell zur Populationsgrofie NV sind zur Zeit Null & In-
dividuen vom Typ A. Die Anzahl der Typ A-Individuen zur Zeit ¢ sei Z;.
Zu dieser Zeit t zieht man (ohne Zuriicklegen) eine Stichprobe der Grofe n.
Begriinden Sie aus der graphischen Konstruktion des Modells die Identitét

Z(Z 1) (Z—n+ )] _p [ kk=1)--- (k=D +1)
N(N—1)~-~(N—n+1)]_ "[N(N—1)~-~(N—Dt+1) '

Dabei sei D = (D,),>o der Anzahl-Prozess im Kingman-Coalescent.

6. Wir bauen eine Nachkommensverteilung im Cannings-Modell, jeweils fiir
ein gerades N € N, wie folgt: Sei n Multinomial(N, (&, ..., +)) verteilt und
v = (1,...vn) so, dass fiir ein rein zufillig ausgewéhltes I € {1,..., N}
die Komponente v; den Wert N/2 hat und die restlichen Komponenten
Multinomial(¥, (15, ..., 525)) verteilt sind. Die Zufallsvariable ¢ komme
so zustande, dass mit W’keit 1 — 1/N die Zufallsvariable 7 realisiert wird
und mit Wkeit 1/N die Zufallsvariable v.

a) Begriinden Sie, warum die Bedingung von Mohle und Sagitov verletzt ist,
d.h. Dreifachkollisionen nicht asymptotisch vernachléssigbar sind gegeniiber
Zweifachkollisionen.

b) Diskutieren Sie (ohne formalen Beweis), gegen welchen Prozess die Folge
der zeitreskalierten

(i) Anteilsprozesse

(ii) Stichprobengenealogien

fir N — oo konvergieren. (Mit “zeitreskaliert” ist hier gemeint: N Genera-
tionen pro Zeiteinheit.)

7. X = (X;) sei eine (Standard-) Wright-Fisher Diffusion, d.h. Losung der
stochastischen Differentialgleichung dX = /X (1 — X)dW mit Werten in
[0,1]. Ferner bezeichne D = (D,) den Kingman’schen Anzahlprozess, also
eine Markovkette auf N in kontinuierlicher Zeit mit Sprungraten (%) von j
nach j — 1. In der Vorlesung hatten wir konzeptionell begriindet, dass fiir

jedes z € [0,1], n € N und ¢t > 0 die folgende Identitét gilt:
(+) B [X]] = Ey[z"].

E;

Beweisen Sie jetzt (x) mit Werkzeugen der stochastischen Analysis (Ito-
Formel, Kolmogorov’sche Riickwértsgleichung). Betrachten Sie fiir beide Sei-
ten die Ableitung nach t. Wie Sie sehen werden, bringt dies die Moglichkeit
der Induktion nach n auf den Plan. Wieso stimmt (x) fir n = 17



