Vorlesung 4a

Versuche, Erfolge, Wartezeiten:

Die Welt des p-Munzwurfs -

von Bernoulli zu Poisson



Jacob Bernoulli (1654-1705)



Seipe (0,1), ¢g:=1-—p, und
(Z1, Z»,...) ein fortgesetzter p-Munzwurf

(eine Bernoulli-Folge zum Parameter p) :

FiUr jede endliche 01-Folge (a1,...,an)

mit k£ Einsen und n — k£ Nullen ist

P(Zi=aq,...,Zn=an) = p"q" "



Zur Erinnerung:
Fur jedes n ist
die Anzahl der Einsenin (Z4,...,Zy)
(die “Anzahl der Erfolge in n Versuchen”)

binomial(n, p)-verteilt:

P(Zi+4 -+ Zn=k) = (Z)pkq”_k-



T:=inf{i : 1e N, Z;, =1}

Ist der Zeitpunkt des ersten Erfolges.

Wie sieht die Verteilung von 1" aus?



P(T =n) =7

(T=n}={21=0,...Z,1=0, Zn =1}

Also

P(T'=n)=P(Z1=0,...Z,_1=0,Z,=1)



Alternativ:
{T>n}={Z1=0,...,Z,_1 =0}
Also

P(T >n)=q¢" 1.



P(T'=n)=q"'p
P(T'>n)=q¢"""!
Das passt zusammen:

P(T=n)=P(T>n)—-P(T>n+1)
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— n—1 1 —
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Definition

Sei p € (0, 1). Eine Zufallsvariable T" mit Zielbereich N heif3t
geometrisch verteilt mit Parameter p,
kurz Geom(p)-vertellt,

wenn
P{TZa}:qa_l, a=1,2...,

mitg .= 1 — p.



E[T] =7
Anschaulich ist klar:
Beim gewohnlichen Wirfeln kommt im Mittel
jedes 6-te Mal eine Sechs.

Beim Munzwurf mit Erfolgswahrscheinlichkeit p
kommt im Mittel jedes (1/p)-te Mal ein Erfolg.

Also wird gelten:

B[] = .
p
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Das beweist man auch schnell

mit dem folgenden

Lemma
(Buch S. 32)

Ist X eine Zufallsvariable mit Zielbereich N oder Np, dann ist

E[X]= Y P(X > i)
1>1
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Bewels.

p(4) seinen die Verteilungsgewichte von X.

EX]= Y jp() = 5 % p()

721 g>li=1

SPX>i =Y Y ()

i>1 i>1 =i

Warum ist das gleich?
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Wie sieht man die Gleichheilt

> ip(j)=2 ioip(j) ?

i>1i=1 i>1j=i
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> i p(J)

i>1i=1
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> § p(J)
i>1j=i
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Es kommt nicht auf die Reihenfolge
der Summation an
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> ip(j)=2§p(j) ]

i>1i=1 i>1 =i
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Fazit

Fur eine Geom(p)-verteilte Zufallsvariable 1" ergibt sich:

E[T]=YP(X>i)=3 ¢ "

1>1

E[T] = —
p

1>1

1
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Nachster Akt:

Kleine Erfolgswahrscheinlichkeit:

Wie lange dauert es bis zum ersten Erfolg?

Wieder sel
T
der zufallige Zeitpunkt des ersten Erfolgs

In einem fortgesetzten p-Munzwurf.
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Beispiel:

1

P = 1000

P(T > 2000) ~ e~ 2.

T =2
P(E[T]>2)Ne .
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Betrachten wir T" auf der Skala seines Erwartungswertes:

Ti= ' —pr

Fur ¢t € R4 und kleines p ist

t

P{T>t}=P(T>t>:P(T> .

p

_ (1_p>BJ

|

~ (e )t = et
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Diese Tatsache formulieren wir als einen Grenzwertsatz:
(vgl. Buch S. 40)
Satz Sei X1, X»,... eine Folge von
geometrisch verteilten Zufallsvariablen mit der Eigenschaft
E[Xn] — .

m—0oo

Dann gilt fur jedes t > O:

P Am >t| — et
E[Xm] M — 00
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Als nachstes betrachten wir wieder einen
Munzwurf mit kleiner Erfolgswahrscheinlichkeit
und fragen:

Wie viele Erfolge gibt es
bel einer grol3en Zahl von Versuchen?

p klein, n grof3

X2221+ZQ—|—...—|—Zn

P(X =k) =7
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Beispiel:
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Clou:
p klein, n grol3:
"=1-p) e

e 1 1,
)pkq”’ " x gnkpkq” o (np)Te ™
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Fazit

Sei p eine kleine positive Zahl,
n eine grol3e naturliche Zahl

und X eine Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariable.

Man kann dann die Verteilungsgewichte von X
approximativ als Funktion von E[X] = n p ausdricken.
Rigoros fasst man diese Behauptung im folgenden
Grenzwertsatz:
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Satz (Poissons Gesetz der seltenen Ereignisse)
(vgl. Buch S. 28)
SeiA>0undsel X,,n=1,2,...,
eine Folge von Bin(n, py )-verteilten Zufallsvariablen,
so dass furn — oo

A
n

Dann qilt fir jedes £ = 0,1, 2, ...

)\k
P(X, =k) — Ee—A
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Siméon Denis Poisson (1781-1840)
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Definition (Poissonverteilung)
(Buch S. 27)
Sel A € Ry.
Eine Zufallsvariable X mit Zielbereich Ny heif3t
Poissonverteilt mit Parameter A,
kurz Pois(\)-verteilt,

wenn

)\k
P(sz):ye_)‘, k=0,1,2,....
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0.00

Binomialgewichte zu n = 100 und p = 0.03
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0.00

Poissongewichte zum Parameter A =3
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Satz.
Der Erwartungswert
einer Pois()\)-verteilten Zufallsvariablen X ist

E[X] = A\
Bewelis:
00 G
E[X]= Y kZe
k=0 K'
00 )\k—l

=\ ) e r=Ax-1 [
k=1 (k—1)!
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Zusammenfassung:
1. Im p-MuUnzwurf ist die Wartezeit auf den ersten Erfolg
Geom(p)-verteilt: P(T >n) = q".

T
2. Furkleine pgilt: P|—— >t¢| ~e?
v (E[T] ) ‘

3. Fur kleine p und grol3e n ist die Anzahl der Erfolge
In n Versuchen approximativ Pois(np)-verteilt.
FUr eine Pois(\)-vertellte Zufallsvariable qilt:

)\k
P(X = k) :ye_)‘, k=0,1,2,....
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