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Vorlesung 2b

Diskrete Zufallsvariable

und ihre Verteilungen



Wir betrachten erst einmal Zufallsvariable,

deren Zielbereich S abzahlbar ist.

(Wir nennen eine Menge S abzahlbar,

wenn sie endlich oder abzahlbar unendlich ist.)



Wir erinnern an die beiden Grundregeln fur

Wahrscheinlichkeiten:



Wir erinnern an die beiden Grundregeln fur
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acA



Wir erinnern an die beiden Grundregeln fur

Wahrscheinlichkeiten:

Additivitat:
P(XeA)= ) P(X =a), ACS
acA
Normiertheit auf Eins:
P(XeS)=1.



Die Abbildung A +— p[A] ;== P(X € A), AC S,



Die Abbildung A +— p[A] ;== P(X € A), AC S,

heildt die Verteilung von X.



Die Abbildung A +— p[A] ;== P(X € A), AC S,

heildt die Verteilung von X.

Die Zahlen p(a) := P(X = a), acS,



Die Abbildung A +— p[A] ;== P(X € A), AC S,

heildt die Verteilung von X.

Die Zahlen p(a) := P(X = a), acS,

sind die Verteilungsgewichte.



Im Fall
X =(X1,...,Xn),
nennt man die Verteilung p von X auch

die gemeinsame Verteilung von X4, ..., Xy.



Im Fall
X =(X1,...,Xn),
nennt man die Verteilung p von X auch

die gemeinsame Verteilung von X4, ..., Xy.

Die Verteilungen pq,..., pn von Xq,..., X, nennt man

die Rand- oder Marginalverteilungen von p.



Beispiel: S = 51 x S»
p(a1,a2) = P((X1,X2) = (a1,a2))

= P(X1 =a1,X0=0an),

p1(a1) = > plag,an).
a>€So



Der Ubergang von X = (X1, X5)
zU einer Komponente X4
ISt ein Beispiel einer

Vergroberung (Weiterverarbeitung) einer Zufallsvariablen:



Der Ubergang von X = (X1, X5)
zU einer Komponente X4
ISt ein Beispiel einer

Vergroberung (Weiterverarbeitung) einer Zufallsvariablen:

Y := X1 = h(X)

mit h((a1,a2)) := aq

Kirzer schreiben wir: h(a1, ao)



Sind S und S’ zwei Mengen,
X eine Zufallsvariable mit Zielbereich S,
h eine Abbildung von S nach S/,




Sind S und S’ zwei Mengen,
X eine Zufallsvariable mit Zielbereich S,
h eine Abbildung von S nach S/,
und nimmt man X zufallige Eingabe von A,

dann bekommt man eine Zufallsvariable Y mit Zielbereich S’:

X N~




Fir jedes b € S’ gilt:
{h(X) =b} ={X e h"1(b)}
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Fir jedes b € S gilt:
{h(X) = b} = {X € h~1(b)}
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Fir jedes b € S gilt:
{h(X) =b} = {X € =1 (b)}
FUr die Verteilungsgewichte von Y = h(X) ergibt sich:
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Fir jedes b € S gilt:
{h(X) =b} = {X € =1 (b)}
FUr die Verteilungsgewichte von Y = h(X) ergibt sich:

P(Y=b=PXech1b)= Y PX=oa).
ach—1(b)
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Bezeichnet p die Verteilung von X und p die von Y,

dann ist
)= Y pla)
ach—1(b)
X vV —
h=1(b
‘ -’b S/

14



Bezeichnet p die Verteilung von X und p die von Y,
dann ist

p(b) = > p(a).

ach—1(b)

Man sagt: Die Verteilung p wird durch die Abbidung h

In die Verteilung p transportiert.
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Beispiel:
§:= {0, 1}{L-m)
die Menge der 01-Folgen der Lange n
X sel uniform verteilt auf S

ein “fairer Munzwurf”: jeder Ausgang hat das Gewicht
1 1 1 1

o 2 2 2

Y := die Anzahl der Einsen in X

16



Beispiel:
§:= {0, 1}{L-m)
die Menge der 01-Folgen der Lange n
X sel uniform verteilt auf S

ein “fairer Munzwurf”: jeder Ausgang hat das Gewicht
1 1 1 1

onT 2 2 2
Y := die Anzahl der Einsen in X

Wie ist Y verteilt?



Jede einzelne 01-Folge a der Lange n mit genau k Einsen
hat Gewicht
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Jede einzelne 01-Folge a der Lange n mit genau k Einsen

hat Gewicht
1

on



Jede einzelne 01-Folge a der Lange n mit genau k Einsen

hat Gewicht
1

on

Wieviele derartige a gibt es?

Antwort:



Jede einzelne 01-Folge a der Lange n mit genau k Einsen

hat Gewicht
1

on

Wieviele derartige a gibt es?
n
Antwort: <k>
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Jede einzelne 01-Folge a der Lange n mit genau k Einsen

hat Gewicht
1

on

Wieviele derartige a gibt es?
n
Antwort: <k>

P(Y:k):(Z)%, k=0,...,n.



Beispiel

n-faches Wirfeln:
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X = (X1q,...,Xpn) uniform verteilt auf
S:=1{1,...,6}L-n}
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X = (X1q,...,Xpn) uniform verteilt auf
S:=1{1,...,6}L-n}

Z = (Z1,.... %), mit
Zi = 176)(X;)



X = (X1q,...,Xpn) uniform verteilt auf
S:=1{1,...,6}L-n}

Z = (Z1,.... %), mit
Zi = 176)(X;)

Z ist also eine zufallige 01-Folge, mit
Z; = 1 falls der i-te Wurf eine Sechs ergibt

und Z; = 0 sonst.



X = (X1q,...,Xpn) uniform verteilt auf
S:=1{1,...,6}L-n}

Z = (Z1,.... %), mit
Zi = 176)(X;)

Z ist also eine zufallige 01-Folge, mit
Z; = 1 falls der i-te Wurf eine Sechs ergibt
und Z; = 0 sonst.

Wie ist Z vertellt?



:P(212:11w..,2k:::h‘Zh+1::(L..w£%z::O)

::]?CX1::6i.”,)QC::6,X%+4_#:6w..an;éED
1k.5n—k

— on

= plg" ",
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P(lez1,“.er::1,Zk+1::(L.“,Zm::(D

::P(Xi::6,”.ng::6,X%+1756,”.PXn756)
1k.5n—k

— on

= plg" ",

mitp := zund q 1=

Auch fur jede andere Reihung von genau £ Treffern
der Augenzahl 6 aus n Wurfen ergibt sich diese W'keit.
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Beispiel:
n-maliges Ziehen mit Zuricklegen

aus einer ideal durchmischten Urne.
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Beispiel:
n-maliges Ziehen mit Zuricklegen

aus einer ideal durchmischten Urne.

Ein Anteil p der Kugeln ist rot,

der restliche Anteill ¢ = 1 — p ist blau.



Beispiel:
n-maliges Ziehen mit Zuricklegen

aus einer ideal durchmischten Urne.

Ein Anteil p der Kugeln ist rot,

der restliche Anteill ¢ = 1 — p ist blau.

Zufallige 0-1 Folge Z = (Z1, ..., Zn):



Beispiel:
n-maliges Ziehen mit Zuricklegen

aus einer ideal durchmischten Urne.

Ein Anteil p der Kugeln ist rot,

der restliche Anteill ¢ = 1 — p ist blau.

Zufallige 0-1 Folge Z = (Z1, ..., Zn):
Z; = 1 wenn beim z-ten Zug eine rote Kugel kommt,

und Z; = O wenn beim :-ten Zug eine blaue Kugel kommit.



Sei a eine vorgegebe 0-1 Folge der Lange n mit k£ Einsen,
z.B.. a:=(,...,1,0,...,0)

4 \

k-mal (n—kv)-mal
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Sei a eine vorgegebe 0-1 Folge der Lange n mit k£ Einsen,
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Sei a eine vorgegebe 0-1 Folge der Lange n mit k£ Einsen,
z.B.. a:=(,...,1,0,...,0)

4 \

k-mal (n—kv)-mal

P(Z=a)="7

Sei g die Gesamtanzahl der Kugeln in der Urne.



Sei a eine vorgegebe 0-1 Folge der Lange n mit k£ Einsen,
z.B.. a:=(,...,1,0,...,0)

4 \

k-mal (n—kv)-mal

P(Z=a)="7

Sei g die Gesamtanzahl der Kugeln in der Urne.

P(Z = a) = P9 @) ™F _

gn




Sei a eine vorgegebe 0-1 Folge der Lange n mit £ Einsen,
z.B.: a:=(,...,1,0,...,0)

g N

k-mal (n—l-cv)-mal

P(Z=a)="7

Sei g die Gesamtanzahl der Kugeln in der Urne.

P(Z = a,) = (pg)k;(ig)n_k — kqn—k

Das ist so fur jede 0-1 Folge a mit k Einsen und n — k Nullen.



Sei a eine vorgegebe 0-1 Folge der Lange n mit £ Einsen,
z.B.. a:=(,...,1,0,...,0)

g o

k-mal (n—l-cv)-mal

P(Z=a)="7

Sei g die Gesamtanzahl der Kugeln in der Urne.

P(Z = ) =P @) _

g’I’L

Das ist so fur jede 0-1 Folge a mit k Einsen und n — k Nullen.
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Definition (p-Munzwurf):
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Definition (p-Munzwurf):
Seipe [0,1],g =1 —p.
Eine Zufallsvariable Z mit Zielbereich
S ={0,11L" = {a = (aq,...,an) :a; € {0,1}}

heil3t n-facher p-Munzwurf,



Definition (p-Munzwurf):
Seipe [0,1],g =1 —p.
Eine Zufallsvariable Z mit Zielbereich
S ={0, 111"t ={a=(ay,...,an) :a; € {0,1}}

heil3t n-facher p-Munzwurf,

wenn far alle a € S mit k& Einsen und n — k Nullen qilt:
P(Z = a) = p"q" "



Ein Paradebeispiel fur die
Weiterverarbeitung einer Zufallsvariablen ist die

Anzahl der Erfolge beim n-fachen p-Munzwurf:
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Sei Z = (Z1,...,Zp) ein n-facher p-Munzwurf
und X = 721 4 --- + Z;, die Anzahl der Erfolge
(die Anzahl der Einsen in der zufalligen 0-1 Folge %)
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Sei Z = (Z1,...,Zp) ein n-facher p-Munzwurf
und X = 721 4 --- + Z;, die Anzahl der Erfolge
(die Anzahl der Einsen in der zufalligen 0-1 Folge %)

{0,...,n}

h(at,...,an) = a1+ -4+ an
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Sei Z = (Z1,...,Zp) ein n-facher p-Munzwurf
und X = 721 4 --- + Z;, die Anzahl der Erfolge
(die Anzahl der Einsen in der zufalligen 0-1 Folge %)

Vertellung von X = ?

h(ai,...,an) = a1+ -+ an
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Jedes a € Smit h(a) =k
(d.h. mit k& Einsen und n — k£ Nullen)
hat Gewicht p* (1 — p)»—F.

. kL S">{0,...,n}

h(z1,...,2n) =21+ -+ 2n
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Jedes a € Smit h(a) =k
(d.h. mit k& Einsen und n — k£ Nullen)
hat Gewicht p* (1 — p)»—F.

Wieviele solche a gibt es?

X — 77
hL1(k
. kL S">{0,...,n}

h(ai,...,an) =a1+---+an
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Jedes a € Smit h(a) =k
(d.h. mit k& Einsen und n — k£ Nullen)
hat Gewicht p* (1 — p)»—F.

) n
Es gibt (k) solche a.

X — 77
hL1(k
. kL S">{0,...,n}

h(ai,...,an) =a1+---+an
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Jedes a € Smit h(a) =k
(d.h. mit k& Einsen und n — k£ Nullen)
hat Gewicht p* (1 — p)»—F.

) n
Es gibt (k) solche a.

n _
P(X=k=()pF@-p""
Z X — 77

hL1(k
. kL S">{0,...,n}

h(ai,...,an) =a1+---+an
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Definition:
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Definition:

Eine Zufallsvariable X mit Zielbereich {0, 1,...,n}



Definition:

Eine Zufallsvariable X mit Zielbereich {0, 1,...,n}

heil3t binomialverteilt mit Parametern n und p,



Definition:

Eine Zufallsvariable X mit Zielbereich {0, 1,...,n}
heil3t binomialverteilt mit Parametern n und p,
Kurz
Bin(n, p)-verteilt,

wenn
P(X =k) = (:)pkqn_k, k=0,1,...,n,

mitg=1—p.



Gewichte

005 0.10 0.15 0.20 0.25

0.00

Gewichte der Bin(10, 1/2) Verteilung




Gewichte

0.04 0.08 0.12

0.00

Gewichte der Bin(40, 1/3) Verteilung



Definition (“Wurfeln”):
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Definition (“Wurfeln”):
Seienr e Nund py,...,pr >0mitp1 +...+pr = 1.



Definition (“Wurfeln”):
Seienr e Nund py,...,pr >0mitp1 +...+pr = 1.

Wir definieren Gewichte auf
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Definition (“Wurfeln”):
Seienr e Nund py,...,pr >0mitp1 +...+pr = 1.
Wir definieren Gewichte auf
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,0(0,1, SRR 7a’n) L= Paq * Pao * " Pap-



Definition (“Wurfeln”):
Seienr e Nund py,...,pr >0mitp1 +...+pr = 1.

Wir definieren Gewichte auf

S = {a=(a1,...,an) : CLZ'E{].,...,’I“}}
durch

,0(0,1, SRR 7a’n) L= Paq * Pao * " Pap-

Eine Zufallsvariable Z mit diesem Zielbereich S



Definition (“Wurfeln”):
Seienr e Nund py,...,pr >0mitp1 +...+pr = 1.
Wir definieren Gewichte auf
S:={a="(a1,...,an) i a; €{1,...,r}}
durch

,0(0,1, SRR 7a’n) L= Paq * Pao * " Pap-

Eine Zufallsvariable Z mit diesem Zielbereich S

und diesen Verteilungsgewichten p nennen wir



Definition (“Wurfeln”):
Seienr e Nund py,...,pr >0mitp1 +...+pr = 1.
Wir definieren Gewichte auf
S:={a="(a1,...,an) i a; €{1,...,r}}
durch

,0((1,1, SRR 7a’n) L= Paq * Pao * " Pap-

Eine Zufallsvariable Z mit diesem Zielbereich S
und diesen Verteilungsgewichten p nennen wir

n-faches (p1, ..., pr)-Wirfeln.



Fur jedes a € S mit
k1 Komponenten gleich 1,

k> Komponenten gleich 2,

k- Komponenten gleich r
Ist dann

ke k
P(Z = a) = p{ips2---phr
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Beispiel: Besetzung der Ergebnisse beim “Wirfeln™.
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Beispiel: Besetzung der Ergebnisse beim “Wirfeln™.
Xj=#{: Z; =]}



Beispiel: Besetzung der Ergebnisse beim “Wirfeln™.
Xji=9#{i : Z; =7}
(die Anzahl der Wurfe mit Ergebnis j).



Beispiel: Besetzung der Ergebnisse beim “Wirfeln™.
Xji=9#{i : Z; =7}
(die Anzahl der Wurfe mit Ergebnis j).

X = (X1,...,X,) hat Zielbereich



Beispiel: Besetzung der Ergebnisse beim “Wirfeln™.
Xji=9#{i : Z; =7}
(die Anzahl der Wurfe mit Ergebnis j).

X = (X1,...,X,) hat Zielbereich
Sn,r:{(kl,...,kr) kl—l——l—kr:n}



Beispiel: Besetzung der Ergebnisse beim “Wirfeln™.
Xji=9#{i : Z; =7}
(die Anzahl der Wurfe mit Ergebnis j).

X = (X1,...,X,) hat Zielbereich
Sn,r:{(kl,...,kr) kl—l——l—kr:n}

Verteillung von X =7?



7 i X\h\z )
hag,... an) = (ki,... k) =: k

mltkj :=#{i:ai:j}),j:1,...,r
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| k  Sh

Y

h(a/]_,...,a,n) — (kl,,kr) =: k

mitkj :=#{i:ai=j}),j=1,...,r
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| k  Sh

Y

h(al,...,an) — (kl,,kr) =: k

mitkj :=#{i:ai=j}),j=1,...,r

Jedesa € Smit h(a) = (kq,...,kr)
hat Gewicht p5L ... pkr



| k  Sh

Y

h(al,...,an):(kl,...,kr) =: k
mitkj Z#{ZCLZ:]}), 7 =1,...,r

Jedesa € Smit h(a) = (kq,...,kr)
hat Gewicht p]fl . .pf?r
Wieviele solche a gibt es?
Dazu Uberlegen wir:



Auf wieviele Arten kann man
n Objekte so auf » Facher vertellen,
dass das j-te Fach genau k; Objekte enthalt?
Dabelistkqy + --- + kr = n.
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Auf wieviele Arten kann man
n Objekte so auf » Facher vertellen,
dass das j-te Fach genau k; Objekte enthalt?
Dabelistkqy + --- + kr = n.

(o) () (T



Auf wieviele Arten kann man
n Objekte so auf » Facher vertellen,
dass das j-te Fach genau k; Objekte enthalt?
Dabelistkqy + --- + kr = n.

(o) () (T

n!

T Feqlkol - Kyl




Auf wieviele Arten kann man
n Objekte so auf » Facher vertellen,
dass das j-te Fach genau k; Objekte enthalt?
Dabelistkqy + --- + kr = n.

Die Antwort ist:

() () (T

!
- kllk;---kr! — <k1nkr>
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Auf wieviele Arten kann man
n Objekte so auf » Facher verteilen,
dass das j-te Fach genau k; Objekte enthalt?
Dabelistkq{ + --- + kr = n.

Die Antwort Ist:

(Z) . (n ;2’“1) . (n — k1 _kr = kr—l)

!
B kllk;---kr! — <k1nl~cr>

Multinomialkoeffizient, lies: n Uber k1, ..., ky



| k  Sh

Y

h(al,...,an) — (kl,,k'r) = k
Jedesa € Smit h(a) = (k1,...,kr)
hat Gewicht plfl . .pff?“

Wieviele solche a gibt es?
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h(al,...,an) — (kl,,kr)
Jedesa € Smit h(a) = (k1,...,kr)
hat Gewicht p]fl . .pff?“

n

Es gibt ( ) solche a.

1, e o o , r
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h(al,...,an) — (kl,,kr)

Jedesa € Smith(a) = (k1,..., k)
hat Gewicht p5L ... pkr

Es gibt ( ) solche a.

1, e o o , r

P(Xlzkl,..., r:kr):< " )plfl,..

kl,...,kr



Definition:

Eine Zufallsvariable X mit Zielbereich .S,

heil3t multinomialverteilt mit Parametern »n; pq, ..., pr,

wenn

n k
P(X:(kl,...,kr))=<kl k)pll,..pff“"“,
N A Y &

(kl,...,k’r) - an/,fr .

47



