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Treffwahrscheinlichkeiten



Treffwahrscheinlichkeiten
Die Frage:
P sei eine Ubergangsmatrix auf der abzahlbaren Menge S
X sei (der zufallige Pfad) eine(r) Markovkette mit UWk’t P
C' C S, ce C selen fest.

Wie wahrscheinlich ist es,
dass derin a € S startende Pfad
die Menge C' erstmals

Im Zustand c trifft?




Treffwahrscheinlichkeiten
Die Antwort;
Sei w(a) die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Die w(a), a € S, erfullen das Gleichungssystem

> P(a,b)w() = w(a)

besS
fira e S\ C,

w(a) = dqc fira e C

Die nachsten 3 Folien enthalten den Beweis dieser Aussage.
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Erste Treffzeit:
T :=min{n : X, € C}

Furn =0,b € S ist
1firb=rc
P:.(Ep) = 6, 1= ’
»(Eo) be {O sonst .
Firn =0, a & C'ist

P.(E1) = P(a,c)= ) P(a,b)Py(Ep)
bes



To = min{n : X, € C}
Alsofirn > 1,a & C:

Po(En) = > P(a,b)Py(En,—1)
beS

Summation tber n > 1, mit £ := {7 < oo, X7, = c}!

Pu(E) = ¥ P(a,b) Py(E), a¢C
besS



To = min{n : X, € C}

EZ{T0<OO,XTC=C}

und fur a € C? S

Bel Startin a ist dann T = O und X7, = a, also

1 flira = c,

Po,(F) = dqc =
alF) e {Osonst.



Treffwahrscheinlichkeiten

T = min{n : X, € C}

E={T¢ < oo, X1, = ¢}

Fazit:
Die Abbildung w : a — Py (F) erfullt das Gleichungssystem
> P(a,b)w() =w(a)firae S\C, w(a)=dgcfiraeC

beS
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Beispiel A
Welches Muster kommt eher?
Mit welcher W’keit kommt beim fairen Munzwurf das Muster
K KK fraher als das Muster W KW ?
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Firw(a) :=

P.(X endetin KKK) @@ \

ergibt sich das

|\)|I—*

\» \/7

WKW |KKK]

Gleichungssystem

w(KEK) = % n %w(W)  w(WEK) = 1w(mo

w(K):%w(KK)—I—%w(W), w(W) = 1w(WK)Jr Sw(W).

und daraus
w(W) =3, w(K) =3, wk) =3w(W) + 3w(K) = 3% .
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Beispiel B: Gewinn oder Ruin?
Eine einfache Irrfahrt auf Z starte im Punkt 3.

Mit welcher W’keit erreicht sie den Punkt ¢ = 10,
bevor sie zum Nullpunkt kommt?

“Zerlegung nach dem ersten Schritt” und Randbedingungen:

1 1
w(a) =§w(a— 1)—|—§w(a—|—l), a=1,...,c—1,
w(0) =0, w(ec)=1

Fazit: Die w(a) liegen auf einer Geraden,
w(a) =Pa+~ mity=0,8=1/c.
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also 3/10.
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Beispiel C: Kommt man je zurlick?
Einfache Irrfahrt auf Z, C := {0}, Ty := T.

wq = Po(Th < 00) erfullt
w(a) = —w(a — 1)+ w(a +1), a#0,
w(O) =1

Also ist w(a) = 1 und
1
Py (Ruckkehr in endlicher Zeit) = —w( 1) + w(l) =1.
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