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17. Fiir n € N sei F}, eine rein zufillige Abbildung von {1,...,n} in sich!, und X,, die Anzahl
der Fixpunkte von Fj,. Bestimmen Sie

a) die Verteilung von X,

b) den Grenzwert fiir n — oo der Verteilungsgewichte P(X,, = k), k=0,1,... .

18. Es sei X eine Zufallsvariable mit Wertebereich Np. Fiir jedes £k € Ny und jedes
i € Ny sei Ijp<ij<x) die Indikatorvariable des Ereignisses {k < i < X}; diese Zufallsvariable
fallt auf den Wert 1, falls £ < i < X, und auf 0 sonst. Begriinden Sie

a) X(X —1)/2= Z Itp<icxy-
(ki)

[e.9]
b) BIX(X —1)] =2) iP(X > ).

1=0
Verwenden Sie a) zur Herleitung von b). Dabei diirfen Sie verwenden, dass der Erwartungs-
wert sogar “abzihlbar additiv” fiir Summen nicht-negativer Zufallsvariabler ist.?

19. S Es sei g eine natiirliche Zahl. Wir stellen uns eine Population von ¢ Individuen
vor - ums konkret zu machen, eine Herde von g Schafen. Jedes Individuum trégt ein
quantitatives Merkmal (jedes Schaf hat sein Gewicht). Es sei X das Merkmal eines rein
zufillig herausgegriffenen Individuums, und o2 die Varianz von X (die sogenannte Popu-
lationsvarianz). Fir n < g seien Xj, Xo,...,X,, die individuallen Merkmale in einer (ohne
Zuriicklegen rein zufillig aus der Population gezogenen) Stichprobe vom Umfang n.

a) Driicken Sie Cov (X, X2) durch g und o2 aus. (Schreiben Sie dazu erst Var(X; +- - -+ X,)
geeignet um.)

b) Berechnen Sie die Varianz des Stichprobenmittels 1 (X7 + -+ + X,,).

20. S (i) Zeigen Sie: Fiir # := (21,...,2,) € R und 7 := 1 Y% | z; ist 71 := (z,...,7) die
Orthogonalprojektion von x auf D := {(a,...,a) : @ € R} in dem Sinn, dass das euklidische
Skalarprodukt (z — z1,y) fiir alle y € D verschwindet.

n n

(ii) Folgern Sie aus (i), dass fiir jedes ¢ € R gilt: (%) Z(mz —c)? = Z(:ﬂi—j)Q—Fn(:E—c)Q.
i=1 i=1

(iii) Seien Xi,..., X, paarweise unkorreliert und identisch verteilt mit Erwartungswert u

und Varianz o2 < oo, und sei X := %(Xl + -+ + X,,) ihr Stichprobenmittel. Zeigen Sie: Die
Zufallsvariable
1

— 1((X1 — X)? 4+ (X, — X)?) hat Erwartungswert .

Hinweis: Benutzen Sie die Zerlegung (*) mit ¢ := p.

lalso eine Zufallsvariable, die uniform verteilt ist auf der Menge S aller Abbildungen f : {1,...,n} —
{1,...,n}.
2d.h. fiir eine zufillige Folge (Z1, Z2, . ..) mit nichtnegativen Z, gilt E[Z; + Z2 + - -] = BE[Z1] + E[Z2] + - - -

Ein elementarer Beweis von b) findet sich iibrigens im Buch auf S. 34.



