Vorlesung 7a

Der Zentrale Grenzwertsatz

als Erlebnis

und

Das Schwache Gesetz der Grof3en Zahlen
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2
o(x) = e /2

Verteilungsfunktion:

D(a) := ]Ja e /2dx
V21 )

/Z standard-normalverteilt:

P(Z<a)=(a)
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Seien X1, X9, ...

unabhangige, identisch verteilte Zufallsgrof3en.

Sei
Sn = X‘] + ... + Xn

und
Zn — (Sn — ESn) / Gsn.

(EZn:O, Gzn:].)
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Dann gilt:

In
ISt
asymptotsich

standard-normalverteilt.

Das heif3t:
P(Zn<a)— ®(a).
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Zentraler Grenzwertsatz

(in mathematischer Sprechweise fomuliert:)

Die standardisierte Summe von n unabhangigen,
identisch verteilten R-wertigen Zufallsvariablen
mit endlicher Varianz
konvergiert mit wachsendem n

In Verteilung

gegen eine standard-normalverteilte Zufallsvariable.

kurz: ... konvergiert in Verteilung gegen N(0, 1).
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Abraham de Moivre

Der faire Minzwurf (1733)



Pierre-Simon Laplace

Allgemeine binomiale Zufallsgrof3en (1812)



Pafnuty Lvovich Chebyshev

P([X—EX|>ko)<-L (1846



Allgemeiner zentraler Grenzwertsatz



Aleksandr Mikhailovich Lyapunov

Noch allgemeiner (1906)
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2
Warum gerade e */2?
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In Wirklichkeit
T =

3.141592653589793238462643383279502884197169399375105...

Im Rechner
7T +— 3.14159265358979
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MODELL

Zahl = Rechnerdarstellung + Rundungsfehler.
A = alRl 4+ ¢X e=10"1
Annahme: X uniform verteilt auf [—0.5,0.5].

im1 Ay =7
n oA _ YN [R] noy.
i AL=2 410 He) i Xy

Wie grof3 ist der Fehler?

n .~ 9
=1 X~
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Empirische Verteilung von

n::X‘]—l_...—|_Xn

100000 Simulationen

n=12,..10
n = 15,20, ..., 100
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Zwei unabhangige Kopien
(U, V) = (Z7100y Z100)

Wie sieht die gemeinsame Verteilung

von U und V aus?
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folgt,

dass U und V normalverteilt sind:

1 e—xz/(ZGZ)
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g(r)=c-h(r)  (c:=h(0)))

ch(va2 + b2) = h(a) h(b)

Eine Losung:
hx) = e
e (a?4Db?) _ e (1ze—b2
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FAZIT

Der Zentrale Grenzwertsatz
lasst sich erraten

(in konkreten Fallen,

mit etwas Gluck).



Bei unserer Entdeckungsreise zum Zentralen Grenzwertsatz
hatten wir die (Beinahe-) Rotationssymmetrie der Verteilung
von (Zn, Z]) aus den Simulationen abgelesen.

Diese lasst sich aber auch konzeptionell begrinden,
wenn man die Existenz (irgend-) einer Grenzverteilung
im ZGS unterstellt.

Aufgabe: Endecken Sie die Rotationssymmetrie der
Grenzverteilung von (Zn, Z/,)

(und damit die GauR3sche Glockenkurve) nochmal,
indem Sie (ohne Ruckgriff auf den ZGS)
Folgendes begrinden:



Falls fir unabhangige, identisch verteilte Xy, X, ...
mit E[X;] =0, E[X{] =1
die Folge %(M + - - - + Xy ) in Verteilung konvergiert,

dann hat die Grenzverteilung v die folgende Eigenschaft:



Falls fir unabhangige, identisch verteilte Xy, X, ...
mit E[X;] =0, E[X{] =1
die Folge %(M + - - - + Xy ) in Verteilung konvergiert,

dann hat die Grenzverteilung v die folgende Eigenschaft:

Sind Z und Z’ unabhangig mit Verteilung v,
und sind « und B positive Zahlen mit «? + p2 =1,
dann hat auch «Z + BZ’ die Verteilung v.
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Der Munzwurf passt in den Zentralen Grenzwertsatz:

Seien X1, Xy, ... unabhangige und identisch verteilte
Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert 1 und endlicher

Varianz 2 > 0. Dann giltfiralle { < r € R

P<X]—I—"'—l—Xn—ﬂFL
VTLO—Z

Dabel ist Z standard-normalverteilt.

c [(Z,r]> n—jooP(Z c L, 7]).

Mit 1 = p und o = pq ergibt sich der alte

Satz von de Moivre und Laplace.
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Das passt zur Approximation der Binomialgewichte

n _ 1 k—pu 1 X — W
(™ ~ Zo(55) = ] qe () e
o o o o

mit 1 :=np, o:= ,/Mpq

kot (kp+3—w)/0
1

Pk < X < k) = J o (P ax- J o(z) dz
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Hier ist noch einmal die (im ZGS prazisierte) Botschaft der Stunde:

Summen (und Mittelwerte) von vielen unabhangigen,
identisch verteilten ZV mit endlicher Varianz

sind annahernd normalverteilt.

Diese Aussage bleibt Gbrigens auch

unter schwacheren Bedingungen bestehen,

sowohl was die Unabhangigkeit,

als auch was die identische Verteiltheit betrifft.



FUr unabhangige, identisch verteilte ZV'e Xy, Xy, ...

mit Erwartungswert . und endlicher Varianz o2

bekommen wir aus dem Zentralen Grenzwertsatz:

X1+--+Xn

FOr grof3e n ist der Mittelwert -

annahernd normalverteilt
mit Erwartungswert u und Standardabweichung %

Daraus folgt insbesondere, dass fUr grof3e n

X1+--+Xn
n

in der Nahe von u konzentriert ist:

die Verteilung von

P<'X1+---+X

n—p' 25)%0 firn — oo
n



Das Schwache Gesetz der gro3en Zahlen

P

<'X1—|—"'—|—Xn

—u' 25)%0 firn — oo
n

gilt sogar fur jede Folge von
paarweise unkorrelierten Zufallsvariablen
mit ein- und demselben Erwartungswert u
und ein-und derselben Varianz o2.

Dahinter steckt,
X1+ —I—Xn

dass der Erwartungswert von gleich u bleibt

und seine Standardabweichung kleln wird, namlich ﬁ'



Den (einfachen) Beweis des
Schwachen Gesetzes der Grof3en Zahlen

bereiten wir vor durch zwei einfache Ungleichungen:

die Markov-Ungleichung und die Chebyshev-Ungleichung.
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E[X].
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Markov-Ungleichung:

FUr jede Zufallsvariable X > 0 und jedes ¢ > 0 qilt

E[X].

o | —

PX>¢) <

Beweis: Es gilt
8I{X2£} = 81[8)00]0() S X.

Mit der Monotonie des Erwartungswertes

folgt die Behauptung. [



Chebyshev-Ungleichung:

FUr eine reellwertige Zufallsvariable X mit endlichem

Erwartungswert gilt fir beliebiges ¢ > 0

P(X—EX]| > &) < 1 - Var[X]




Chebyshev-Ungleichung:

FUr eine reellwertige Zufallsvariable X mit endlichem
Erwartungswert gilt fir beliebiges ¢ > 0

P(X—EX]| > &) < 1 - Var[X]

Beweis:

Markov-Ungleichung angewandt auf Y = (X — E[X])? :
P(X —EX]| > ¢) = P(Y > ¢)

< e ?E[Y] = ¢ *Var[X] .



Schwaches Gesetz der GroBen Zahlen
(Buch S. 74)
Die Zufallsvariablen X1, X5, ... seien reellwertig,
identisch verteilt mit endlichem Erwartungswert pn
und endlicher Varianz, und sie seien unkorreliert.

Dann gilt fir alle ¢ > 0

X1+ + X
n

lim P(|

n—oo

n—u|2&)=0.



Var

Beweis: Gemal Voraussetzung gilt

Xy 4+ -+ Xn

n

—X1_|_...

+ Xn-
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le n



Var

Beweis: Gemal Voraussetzung gilt

X1+ Xn

n

:X1_|_...

4 X

n

CEX) 4 +EXnl
— - =,

~ Var[Xy] +--- + Var[Xn]  Var[Xq]

le n

Die Chebyshev-Ungleichung, angewandt auf

P(
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Var

Beweis: Gemal Voraussetzung gilt

X1+ Xn

n

:X1_|_...

4 X

n

CEX) 4 +EXnl
— - =,

~ Var[Xy] +--- + Var[Xn]  Var[Xq]

le n

Die Chebyshev-Ungleichung, angewandt auf

P(

(X1 4 -+ 4+ Xn)/n ergibt

X1+ 4+ Xn

Var[X1]

n

—u|28) < :
SZTI

Die Behauptung folgt nun mit n — oo. [
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Im Schwache Gesetz der Grof3en Zahlen
treffen wir auf die sogenannte

stochastische Konvergenz von Zufallsvariablen:
Definition: Seien Y, Y1, Y>, ... Zufallsvariable. Man sagt
Yn konvergiert fur n — oo stochastisch gegen Y,

wenn fir alle ¢ > 0 gilt:

P(|Yn — Y’ > 8) leOO 0



Das Schwache Gesetz kompakt formuliert:

Unter den angegebenen Voraussetzungen
(paarweise Unkorreliertheit, gleicher Erwartungswert, gleiche Varianz)

konvergiert die Folge der Stichprobenmittel

stochastisch gegen den Erwartungswert.



Ein Wiedersehen von ein paar friheren Folien:

Eine faire Mlnze wird dreimal geworfen.

X:= Anzahl der Erfolge.

“Wie erlebt man den Erwartungswert?”



Ein Wiedersehen von ein paar friheren Folien:

Eine faire Mlnze wird dreimal geworfen.

X:= Anzahl der Erfolge.

“Wie erlebt man den Erwartungswert?”

Durch wiederholtes Werfen der drei MUnzen!
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1 \ =

iy ‘ ‘ I
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Mp=(X1+Xo+...+Xn)/n

0 2000 4000 6000 8000
n



Mn — E[X]

0 2000 4000 6000 8000
n



Das Schwache Gesetz der Grof3en Zahlen wurde
von Jacob Bernoulli im Minzwurfmodell endeckt.
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Erganzung

Zum Schatzen von Mittelwerten



Eine gro3e Population von Werten

W],...,Wg

ist auf der Zahlengeraden verteilt.



Eine gro3e Population von Werten
Wiy ..o ,Wg
ist auf der Zahlengeraden verteilt.

Man interessiert sich fir den Populationsmittelwert:

=1y
— W
95



Zur Verfugung stehen die Werte einer

rein zufallig aus der Population gezogene Stichprobe

X],...,Xn



Zur Verfugung stehen die Werte einer
rein zufallig aus der Population gezogene Stichprobe
X1yeeoyXn
m:= %(m + ...+ Xn)

ist ein Schatzwert far L.
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— von der “Streuung” der Werte w; in der Population



Wie zuverlassig ist diese Schatzung?

Das hangt ab

— von der “Streuung” der Werte w; in der Population
und

— von der Grol3e n der Stichprobe.



Goldene ldee der Statistik:

Man fasst x1, ..., xn auf als Ergebnis eines

(rein) zufalligen Ziehens aus der Population:



Goldene ldee der Statistik:

Man fasst x1, ..., xn auf als Ergebnis eines

(rein) zufalligen Ziehens aus der Population:

X] = W]pXZ = W]Z’ co

mit J1, J», ... rein zufallige Wahl aus {1, ..., g}.



Ein Maf3 fur die Variabilitat in der Population ist

=13 -
945



Ein Maf3 fur die Variabilitat in der Population ist

5wy
9 =
Stellen wir uns vor:

X1, X3, . . .

unabhangig und identisch verteilt

mit Erwartungswert 1 und Varianz o2



1
m=—(xy+...+xn)
n

fasst man auf
als eine Realisierung (einen Ausgang)

der Zufallsvariable

]
n



1
m=—(xy+...+xn)
n

fasst man auf
als eine Realisierung (einen Ausgang)

der Zufallsvariable

]
n

Wie ist X verteilt?



Wie ist X verteilt?

Der Zentrale Grenzwertsatz gibt eine Antwort:



Wie ist X verteilt?
Der Zentrale Grenzwertsatz gibt eine Antwort:

. L 2 .
X ist approximativ N(u, 7-)-verteilt.



Ein Problem in der Praxis: Man kennt o? nicht.

Auch o2 muss man schatzen.

Zwei Vorschlage:

» 1 ¢ 2
S —FZ(Xl—m)
i=1

1 n
6% = — ) (x;—m)?



