Vorlesung 6b

Der Zentrale Grenzwertsatz

Ein Bewels



Zentraler Grenzwertsatz

Die standardisierte Summe von unabhangigen,
identisch verteilten R-wertigen Zufallsvariablen
mit endlicher Varianz
konvergiert in Verteilung

gegen eine standard-normalverteilte Zufallsvariable.



Formal:

Seien X1, X», ... unabhangige und identisch verteilte
Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert 1 und

endlicher Varianz 02 > 0. Dann giltfiralle c < d € R

P(X1‘|‘"'+Xn—n.u

’TLO'Q

c [e, d]) n:;oP(Z c [e,d]).

Dabel ist Z standard-normalverteilt.



X1, Xo,...seien identisch verteilte rellwertige Zufallsvariable

mit endlicher Varianz.

Ohne Einschrankung konnen wir annehmen:

E[XZ] — O, VarXi = 1.

(Denn sonst gehen wir einfach zu den

standardisierten Zufallsvariablen @ Uber.)



Die Behauptung ist dann:

Xl‘l'““l'Xn)]

Ell[cad]( Jn

— E[l[c,d] (Z)]

n— 00

mit standard-normalverteiltem ~Z.



Weil man Indikatorfunktionen 1. g
durch “glatte” Funktionen h approximieren kann, reicht es
(wie man zeigen kann, mehr dazu spater),
diese Konvergenz nur flr solche h zu beweisen.




Lemma.

Sei h : R — R dreimal stetig differenzierbar

und seien k/, K’ und A/ beschrankt. Dann gilt

B[n(S TS| o, Bl)

n—0o0



Beweisskizze:

Die Hauptidee besteht darin, eine Folge von unabhangigen
standard-normalverteilten Zufallsvariablen (71, Z»,...)
ins Spiel zu bringen, die zusammen mit (X1, X»o,...)
ein zufalliges Paar von Folgen bilden.

Dabei seien alle Z1, Z>, ..., X1, X, ... unabhangig.
Wir wissen schon, dass gilt:

Zt et )

E[h(Z)] = E[h( =

*nach einer Idee von J. Lindeberg, * 1876, + 1932



Aul3erdem ergibt sich

mit der Linearitat des Erwartungswertes:

X1_|_..._|_Xn)]_E[h(Zl—|—...—|-Zn>]

B Ve

X4+ Xn,  Zit+ Zn
1 ) = h(= )]

=B A Jn

Es reicht also zu zeigen, dass letzteres

fir n — oo gegen Null konvergiert.



Eine clevere Idee ist es jetzt, die Differenz als

Teleskopsumme darzustellen:

Xoto 4 Xy g Zate o+ Zny

SSN Ve

Xyt A Xia + X+ Zipa + o+ Iy

gl (h< i

X1+ 4+ Xia+Zi+ Zigr+ -+ Za

NG

)
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Taylorentwicklung ergibt:

Xi— Zipy Xa b A Xica & Ziga ok
Vv VN

-2,

XE—ZEh//(Xl+°°'+X¢—1+Z¢+1+"'+Zn)

T Z:l 2n \/ﬁ

1

3 /1! Z3 /1!

mit passenden Zwischenstellen Y;, Y.
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Wir nehmen hier der Einfachheit halber an:
E[‘Xl‘S] < Q.

(Der Fall ohne diese Zusatzbedingung
ist im Buch S. 78 abgehandelt.)
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Ist C' eine obere Schranke von |h/”|, so folgt

X1+ +Xn, , Z1i+ -+ Zn
1 )M 1 N )]
(E[X1°] + E[| Z1]°)C — 0,

E|h

< n6n3/2
denn die Erw. werte der ersten beiden Summen sind Null
wegen E[X1] = E[Z1] = Ound E[X?] = E[Z7] = 1,
zusammen mit der Unabhangigkeit der X;, Z;
und der Produktformel

fir die Erwartungswerte unabhangiger Zufallsvariabler. [
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Wir folgern jetzt die Ausage des Zentralen Grenzwertsatzes

aus dem Lemma.
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c—¢ c+z¢
Lieqed—e) Sh1 < 1ieg < he < 1ie . gaq

Plc4+e<Z<d—¢)
< E[h1(2)] = liMnoso0 B |y (F1F72050 )

< lim inﬂHooP(c < Xﬁﬁf){n < d)
< lim supn_moP(c < X1+\7ﬁ+X” < d)
< HiMnoso0 B ho(1F5452 )| = E[ho(2)]
<Plc—e<Z2<d+¢e)
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Plc+e<Z<d-—¢)

< lim infn_moP(c < Xﬁﬁ”‘n < d)

< Iim supn_moP(c < Xl"’\;'ﬁ"'X” < d)

<Plc—e< Z<d+e).

Da Z eine Dichte besitzt, gilt
Plcxte<Z<dzFe) >Pc<Z<d)flre — 0,
und die Behauptung folgt. [
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Bemerkung

Die Aussage aus dem Lemma

X144 Xn
\/ﬁ

E[h( )] — E[n(2)]

Ubertragt sich auf alle Funktionen h, die sich (ahnlich wie dort
die Funktionen 1. ;) durch “glatte” Funktionen

approximieren lassen.
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Ein Beispiel ist die Funktion a — a1 := max(0,a) :

FUr unabhangige, identisch verteilte X1, Xo,... mit

Erwartungswert 1 und Varianz 1 und N(O, 1)-verteiltes Z gilt:

E[(Xl + . \/_%_ Xn — n)-l-] N E[Z+]
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Wahlen wir X1, X», ... als Poissonverteilt zum Parameter 1,
so ist (Ubung!)

X1+ -+ + X, Poissonverteilt zum Parameter n,

und folglich
X1+ +Xp—n\tH _ 1 X g
EK Vn >]_\/ﬁk:%:—|—1(k e
e~ M 00 nk nk—l—l
_ﬁk:%l((k—l)!_ )

e—nnn—l—l

vn o n!
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Andererseits gilt:

+ _i o0 —22/2 . 1 _ZQ/QOO_ 1
E[ZT] \/27T/O ze dz = \/ﬂ[e ]O Nk

Insgesamt haben wir gefunden

e~ pntl 1

vn n! V2T

und damit eine Herleitung der Stirling-Formel

aus dem Zentralen Grenzwertsatz gewonnen. [
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Hier ist die (im ZGS prazisierte) Botschaft der Stunde:

Summen (und Mittelwerte) von vielen unabhangigen,
identisch verteilten ZV mit endlicher Varianz

sind annahernd normalverteilt.

Diese Aussage bleibt Gbrigens auch
unter schwacheren Bedingungen bestehen,
sowohl was die Unabhangigkeit,

als auch was die identische Verteiltheit betrifft.
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Als Ausklang und Ausblick ist hier der
Satz von Lindeberg-Feller:
Fur jedes n seien Xy m, 1 < m < n, unabhangige ZV'e mit

EXn,m — O
und
5 EXZ,, "= 0% >0

m=1

’I’L-)OO

n
Firallee > O gelte S E[X%,mIﬂX e

m=1

Dann konvergiert X,, 1 + -+ + Xpn flrn — oo

in Verteilung gegen eine N(0, o2)-verteilte Zufallsvariable.
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