Vorlesung 6a

Unabhangigkeit



Unabhangigkeit von zwei Zufallsvariablen :



Unabhangigkeit von zwei Zufallsvariablen :
Zufallsvariable X1, X5 heil3en (stochastisch) unabhangig,
wenn fur alle Ereignisse { X1 € A1}, {Xo € Ao} qilt:
P(X; € A1, Xo € Ap) = P(X1 € A1) P(X5 € Ap)

(“Produktformel”)



P(X1€ A1, X0€ Ag) =P(X1 € A1) P(X2 € Ap)
anders geschrieben:

E[14,(X1)14,(X2)] = E[14,(X1)]E[14,(X2)]



P(X1€ A1, X0€ Ag) =P(X1 € A1) P(X2 € Ap)
anders geschrieben:

E[14,(X1)14,(X2)] = E[14,(X1)]E[14,(X2)]

Der Erwartungswert des Produktes



P(X1€ A1, X0€ Ag) =P(X1 € A1) P(X2 € Ap)

anders geschrieben:

E[14,(X1)14,(X2)] = E[14,(X1)]E[14,(X2)]

Der Erwartungswert des Produktes

Ist das Produkt der Erwartungswerte.



P(X1€ A1, X0€ Ag) =P(X1 € A1) P(X2 € Ap)
anders geschrieben:

E[14,(X1)14,(X2)] = E[14,(X1)]E[14,(X2)]

Der Erwartungswert des Produktes
Ist das Produkt der Erwartungswerte.

Die Indikatorvariablen Ity c 4,1 und Iy x, c a1

sind unkorreliert.



Wir werden gleich sehen, dass allgemeiner gilt:

Sind X1, X» unabhangig,
dann sind reellwertige “Verarbeitungen”
hl(Xl), hQ(XQ) unkorreliert.



Wir werden gleich sehen, dass allgemeiner gilt:

Sind X1, X» unabhangig,
dann sind reellwertige “Verarbeitungen”
hl(Xl), hQ(XQ) unkorreliert.

Anders gesagt:
Der Erwartungwert des Produktes h1(Xq) - ho(X5)

Ist das Produkt der Erwartungswerte.

Genauer:



Satz:
X1, X> unabhangige ZV'e mit Zielbereichen Sq, So,
h1, ho Abbildungen von S bzw. S5 in die reellen Zahlen.
Haben hq(X1) und ho(X5) endlichen Erwartungswert,
so folgt

E h1(X1)ho(X2)| = E|h1(X1)| E[ho(X2)] .

Insbesondere sind (im Fall endlicher Varianzen)
h1(X1) und ho(X5) unkorreliert.



Beweis fur diskrete ZV'e:
E|h1(X1)ho(X2)]



Beweis fur diskrete ZV'e:
E|h1(X1)ho(X2)]

= > hi(a1)ho(a2) P(X1 = a1, Xo = an)

ai,an



Beweis fur diskrete ZV'e:
E|h1(X1)ho(X2)]

= > hi(a1)ho(a2) P(X1 = a1, Xo = an)

ai,an

= > hi1(a1)P(X1 = a1) ho(a2)P (X2 = an)

aj,a



Beweis fur diskrete ZV'e:
E|h1(X1)ho(X2)]

= > hi(a1)ho(a2) P(X1 = a1, Xo = an)

ai,an

= > hi1(a1)P(X1 = a1) ho(a2)P (X2 = an)

aj,a

- %h1(a1)P(X1 = ay) %hz(az)P(Xz = an)



Beweis fur diskrete ZV'e:
E|h1(X1)ho(X2)]

= Y hi(ar)ho(az) P(X1 = a1, Xo = ap)
ai,an

= > hi1(a1)P(X1 = a1) ho(a2)P (X2 = an)

aj,a

- %h1(a1)P(X1 = ay) %hz(az)P(Xz = an)

= E[h1(X1)|Elho(X2)| O



Beweis fur diskrete ZV'e:
E|h1(X1)ho(X2)]

= Y hi(a1)ho(a2) P(X1 = a1, X = an)

ajl,a

= Y hi1(a1)P(X1 =a1) ho(a)P(Xo2 = a2)

aji,an

- %hl(al)P(Xl = aj) %hz(az)P(Xz = ap)

= E|h1(X1)|Elha(X2)| O



Zufallsvariable X+, ..., X, mit Zielbereichen S1,...,Sn
heil3en
(stochastisch) unabhéangig, falls fur alle Ereignisse { X; € A;}
folgende Produktformel qilt:



Unabhangigkeit “auf Vorrat”
(vgl. Vorlesung 6Db):

Sei X1, X5, ... eine Folge von Zufallsvariaben.
Definition:

Die Zufallsvariablen X1, X5, ... sind unabhangig



Unabhangigkeit “auf Vorrat”
(vgl. Vorlesung 6Db):

Sei X1, X5, ... eine Folge von Zufallsvariaben.
Definition:
Die Zufallsvariablen X1, X5, ... sind unabhangig

<— flr jedes n sind X71,..., X, unabhangig.

Beispiele:

Fortgesetzter MUnzwurf, fortgesetztes Warfeln



FUr diskrete Zufallsvariable X1, ..., X,
ist die Unabhangigkeit geichbedeutend mit der

Produktform der Verteilungsgewichte:

P(X1=a1,...,Xn=2an) = p1(a1) - pnan)

Die p;(a;) sind dann die Verteilungsgewichte von X,.
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Ereignisse F1, ..

., B, heil3en unabhangig
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Ereignisse F1, ..

L IEl,..

., B, heil3en unabhangig

., I'y sind unabhangig.

12



Ereignisse Eq, ..., E, heiBen unabhangig

<= Ig,,...,IE, sind unabhangig.

Satz:
Daflr reicht aus, dass
P(E;, N---NEk; ) =P(E;;) - P(E;,)
far beliebige 1 <11 < -+ < i, < n.



Ereignisse Eq, ..., E, heiBen unabhangig

<= Ig,,...,IE, sind unabhangig.

Satz:
Dafir reicht aus, dass
P(E;, N---NEk; ) =P(E;;) - P(E;,)
far beliebige 1 <11 < -+ < i, < n.

Einen eleganten Beweis fihrt man mit einem
Faktorisierungsargument fur Indikatorvariable (ahnlich wie

bei der Einschluss-Ausschlussformel), vgl. Buch Seite 67.



Zu zeigen ist:
Far alle 01-Folgen (a1, ..., an) gilt die Produktformel
P({lg, =a1}jn---N{lg, = an})
=PEg, =a1) ---P(Eg, = an)
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Zu zeigen ist:
Far alle 01-Folgen (a1, ..., an) gilt die Produktformel
P({lg, =a1}jn---N{lg, = an})
=PEg, =a1) ---P(Eg, = an)

O. B. d. A. nehmen wir an:
a1=...=a;=1,a;41=...=ap=0.
Dann bleibt zu zeigen:
P(Ei1n---NE,NEL;N---NEY)
=P(E1)---P(E)P(E ) - P(E}).



I'gnnenes, n-ngs = 1pneng (1 —Ig, ) (1 —1g,)

1+1

=Ig,nnE — ) Ipin-nENE; + > Ip\n-nENE;NE, T
J>1 k>j>1
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Ellgn.ngnee, n-negl =ElUpnng (1 —Ig, ) (1 —1Ig,)]

1+1
=Ellgn-ngl = 2 Elgn-nEnel+ Y Elpn-nenenel T
J>1 k>j>1
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Ellg n.nenee, n-negl =ElUpnong (1 =1 ) (1 —1g,)]

1+1

=Elgn-ngl = 2 ElUgn.nenel+ Y BElpn.nenenel T

7> k>j>i
Mit den vorausgesetzten Produktformeln folgt

P(EiN---NE;NELN---NEY)
=P(5) - PE)(1- L PEY+ ¥ PEIPE) F )

> ke>j>i
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E[]Elﬁ---ﬂEiﬂE.c

,L+1m--ﬂEg] =Ellpn.neg(1—-1g ) (1 —1Ig,)]

=Elgn-ngl = 2 ElUgn.nenel+ Y BElpn.nenenel T

7> k>j>i
Mit den vorausgesetzten Produktformeln folgt
P(EiN---NE;NELN---NEY)
=P(E) - P(E)(1- L P(E)+ Y PEYP(E) 7+ )
j>i k>j>1
=P(E1) - P(E)(1 —P(E;11)) - (1 —P(En))
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Ellg n.nenee, n-negl =ElUpnong (1 =1 ) (1 —1g,)]

1+1

=Elgn-ngl = 2 ElUgn.nenel+ Y BElpn.nenenel T
J>1 k>j>1

Mit den vorausgesetzten Produktformeln folgt
P(E1N---NE;,NE1N---NE)
=P(E) - P(E)(1- L P(E)+ Y PEYP(E) 7+ )
j>i k>j>i
=P(E1) - P(E)(1 —P(E;11)) - (1 —P(En))

= P(E1) - P(E)HP(E 1) - P(EY) . U
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Korollar zum vorigen Satz:

Die Unahangigkeit zweier Ereignisse F1, E>

Ist aquivalent zur Produktformel

P(E1NEy) =P(E1) P(E>)
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Und die Unabhangigkeit dreier Ereignisse E1, E», E3 ist
aquivalent dazu,

dass beide der folgenden Bedingungen a) und b) erfullt sind:
a) P(E1NE>) =P(E)P(EL),

P(E1 N E3) =P(E1)P(E3),

P(E> N E3) = P(E2)P(E3).

b) P(E1 N ExN E3) = P(E1)P(E2)P(E3)
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Und die Unabhangigkeit dreier Ereignisse E1, E», E3 ist
aquivalent dazu,

dass beide der folgenden Bedingungen a) und b) erfullt sind:

a) P(EiNEy) =P(E1)P(E2),
P(E1NE3) = P(E1)P(E3),
P(E>; N E3) = P(E2)P(E3).
b) P(E1 N ExN E3) = P(E1)P(E2)P(E3)

a) oder b) allein reichen i.a. nicht far die Unabhangigkeit:



Beispiel:
Z1, 4>, Z3 Sel ein %-Mﬂnzwurf,

Eq = {Zl — 1}, I — {ZQ — 1},
Bz :={Z1 = Zp}
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Beispiel:
Z1, 4>, Z3 Sel ein %-Mﬂnzwurf,

Eq = {Zl — 1}, I — {ZQ — 1},
E3:={Z1 = Z2}

F4, E>, E3 sind paarweise unabhangig,

aber nicht unabhangig.



Gewisse Teilaspekte von abhangigen Zufallsvariablen
konnen unabhangig sein:
Beispiel:
(X, Y) seien rein zufallige “Zwei aus {1,2,...,32}".
Offenbar sind X und Y nicht unabhangig.
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Gewisse Teilaspekte von abhangigen Zufallsvariablen
konnen unabhangig sein:
Beispiel:
(X, Y) seien rein zufallige “Zwei aus {1,2,...,32}".
Offenbar sind X und Y nicht unabhangig.
Aber: die Ereignisse
E1 :={Xistdurch 8 teiloar }, FE>:={17 <Y <24}

sind unabhangig.



Gewisse Teilaspekte von abhangigen Zufallsvariablen
konnen unabhangig sein:
Beispiel:

(X, Y) seien rein zufallige “Zwei aus {1,2,...,32}".

Offenbar sind X und Y nicht unabhangig.

Aber: die Ereignisse

E1 :={Xistdurch 8 teiloar }, FE>:={17 <Y <24}

sind unabhangig.

Denn

P(E1) = ,P(E2)= ,P(E1NEZ) =



Gewisse Teilaspekte von abhangigen Zufallsvariablen
konnen unabhangig sein:
Beispiel:
(X, Y) seien rein zufallige “Zwei aus {1,2,...,32}".
Offenbar sind X und Y nicht unabhangig.
Aber: die Ereignisse
E1 :={X istdurch 8 teiloar }, FE>:={17 <Y <24}
sind unabhangig.

Denn
P(E{NE,) =38+t = 1

32.31 — 32
23

P(E1) = 5,P(Ep) =

[N

1
o



Ein Beispiel fur indirekte Abhangigkeiten:
G 1, Go seien gezinkte Munzen,
mit “W’keit far Kopf gleich 0.9”.
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Ein Beispiel fur indirekte Abhangigkeiten:
G 1, Go seien gezinkte Munzen,
mit “W’keit far Kopf gleich 0.9”.
F sei eine faire Minze.

Jede der drei Minzen wird einmal geworfen.



Ein Beispiel fur indirekte Abhangigkeiten:
G 1, Go seien gezinkte Munzen,
mit “W’keit far Kopf gleich 0.9”.
F sei eine faire Minze.

Jede der drei Minzen wird einmal geworfen.

Lernt man aus der Information, ob F' so wie G1 ausfallt,

etwas Uber die Prognose, ob F' so wie GG» ausfallt?



Ein Beispiel fur indirekte Abhangigkeiten:
G 1, Go seien gezinkte Munzen,
mit “W’keit far Kopf gleich 0.9”.
F sei eine faire Minze.

Jede der drei Minzen wird einmal geworfen.

Lernt man aus der Information, ob F' so wie G1 ausfallt,

etwas Uber die Prognose, ob F' so wie GG» ausfallt?

Wenn F' wie (G1 ausfallt, fallt /' eher als Kopf aus, und dann

fallt wohl G» auch eher so aus wie F' ....



Ein Beispiel fur indirekte Abhangigkeiten:
G 1, Go seien gezinkte Munzen,
mit “W’keit far Kopf gleich 0.9”.
F sei eine faire Minze.

Jede der drei Minzen wird einmal geworfen.

Lernt man aus der Information, ob F' so wie G1 ausfallt,

etwas Uber die Prognose, ob F' so wie GG» ausfallt?

Wenn F' wie (G1 ausfallt, fallt /' eher als Kopf aus, und dann

fallt wohl G» auch eher so aus wie F' ....
Hier ist eine mathematische Analyse:



Ein Beispiel fur indirekte Abhangigkeiten:

(X,Y) sei ein p-Manzwurf, U sei uniform verteilt auf {0, 1},

X, Y, U seien unabhangig.

P(X =U) =

25



Ein Beispiel fur indirekte Abhangigkeiten:

(X,Y) sei ein p-Manzwurf, U sei uniform verteilt auf {0, 1},
X, Y, U seien unabhangig.
1 1

1
— — — — — _,
( ) p2 q2 2
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Ein Beispiel fur indirekte Abhangigkeiten:

(X,Y) sei ein p-Manzwurf, U sei uniform verteilt auf {0, 1},
X, Y, U seien unabhangig.
1 1 1

1
P(X=U)=p-+q- =", og: P(Y =U) = =
( ) =pytay =5 analog: P ) =5
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Ein Beispiel fur indirekte Abhangigkeiten:

(X,Y) sei ein p-Manzwurf, U sei uniform verteilt auf {0, 1},
X, Y, U seien unabhangig.
1 1 1

1
P(X=U)=p-+q- =", og: P(Y =U) = =
( ) =pytay =5 analog: P ) =5

1
P(X =U,Y =U) = (p° +q2>5



Ein Beispiel fur indirekte Abhangigkeiten:

(X,Y) sei ein p-Manzwurf, U sei uniform verteilt auf {0, 1},
X, Y, U seien unabhangig.

1 1 1 1
P(X=U)=p- — = —, analog: P(Y =U) = —
( ) 102-I-q2 5 g: P( ) 5

1
P(X =U,Y =U) = (p° +q2>5

p?+q¢°>=(+q)%—2pg=1—2pq > 3,



Ein Beispiel fur indirekte Abhangigkeiten:

(X,Y) sei ein p-Manzwurf, U sei uniform verteilt auf {0, 1},
X, Y, U seien unabhangig.
1 1 1

1
P(X=U)=p-+q- =", og: P(Y =U) = =
( ) =pytay =5 analog: P ) =5

1
P(X =U,Y =U) = (p° +q2>5

p?+q¢°>=(+q)%—2pg=1—2pq > 3,

mit “=” genau dann wenn p = 3.



Ein Beispiel fur indirekte Abhangigkeiten:

(X,Y) sei ein p-Manzwurf, U sei uniform verteilt auf {0, 1},
X, Y, U seien unabhangig.
1 1 1

1
P(X=U)=p-+q- =", og: P(Y =U) = =
( ) =pytay =5 analog: P ) =5

1
P(X =U,Y =U) = (p° +q2>5

p?>+ ¢ = (p+q)? —2pg =1 —2pq > 3,

mit “=” genau dann wenn p = 3.

Fir p # 5 sind Iy x—g7y und Iry-—y positiv korreliert!



Unabhangigkeit von Zufallsvariablen mit Dichten

Fur Zufallsvariable mit Dichten

ist die Unabhangigkeit von X7 und X»

aquivalent zur Produktform der gemeinsamen Dichte:

f(a1,a2)day day = f1(ay)day fo(az) das

28



Allgemeiner qilt der Satz:

Satz
X1,..., Xy seien reellwertige Zufallsvariable.

Dann sind aquivalent:
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Allgemeiner qilt der Satz:

Satz
X1,..., Xy seien reellwertige Zufallsvariable.

Dann sind aquivalent:

() Xq,...,Xn sind unabhangig,
und X; hat die Dichte f;(a;)da;, i =1,...,n.



Allgemeiner qilt der Satz:

Satz
X1,..., Xy seien reellwertige Zufallsvariable.

Dann sind aquivalent:

() Xq,...,Xn sind unabhangig,
und X; hat die Dichte f;(a;)da;, i =1,...,n.

(i) (X1,...,X,) hat die Dichte

f1(aq) - fnlan) daq ...dan



Beispiele:
1. Uniforme Verteilung auf dem Einheitsquadrat:

X1, X5 seien unabhangig und uniform verteilt auf [0, 1].
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Beispiele:
1. Uniforme Verteilung auf dem Einheitsquadrat:

X1, X5 seien unabhangig und uniform verteilt auf [0, 1].
Dann hat (X1, X») die Dichte

1[0,1](611) day - 1[0,1](CL2) day

— 1[0,1]><[o,1](a17 az) day day,

und ist somit uniform verteilt auf [0, 1] x [0, 1].



2. Standard-Normalverteilung:
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2. Standard-Normalverteilung:

Eine R-wertige Zufallsvariable Z mit Dichte



2. Standard-Normalverteilung:

Eine R-wertige Zufallsvariable Z mit Dichte

1
V2T

e_a2/2 da

o(a) da =




2. Standard-Normalverteilung:

Eine R-wertige Zufallsvariable Z mit Dichte

1
V2T

e_a2/2 da

o(a) da =

heil3t standard-normalverteilt.






Wichtige Beobachtung:

Z1, Z> seien standard-normalverteilt und unabhangig.
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Wichtige Beobachtung:

Z1, Z> seien standard-normalverteilt und unabhangig.

(Z41, Z») hat dann die Dichte

p(a1)day ¢(ar) das
1 2/2 1

~ o NGoT:

2
e a2/2da1da2

1 2
= 19"2da, a=(ay,a2) € RZ.
21



Wichtige Beobachtung:

Z1, Z> seien standard-normalverteilt und unabhangig.

(Z41, Z») hat dann die Dichte

p(a1)day ¢(ar) das
1 2/2 1

~ o NGoT:

2
e a2/2da1da2

1 2
= 19"2da, a=(ay,a2) € RZ.
21

Die Dichte ist rotationssymmetrtisch!



fla1,ap) =
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Definition:
Eine R2-wertige Zufallsvariable Z mit Dichte
L —la?/2 2
f(a)da = —e da, a € R=,
2T

heilt standard-normalverteilt auf R2.
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Fassen wir das zufallige Zahlenpaar Z = (Z1, Z>) auf
als die (Standard-)Koordinaten
eines zufalligen Vektors
Z in R2,

dann folgt aus der Rotationsinvarianz der Verteilung von Z:

Fiir jeden Einheitsvektor @ € R? ist die #-Koordinate von 7

standard-normalverteilt in R.

36



Anders gesagt:

Sind Z1, Z> unabhangig und N(O, 1)-verteilt,

dann gilt fir jedes Zahlenpaar (1, 75) mit 77 + 75 =

41+ ™Z> ist N(O, 1)-verteilt.
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Unabhangigkeit von Zufallsvariablen mit Dichten

Satz
X1,..., Xy seien reellwertige Zufallsvariable.

Dann sind aquivalent:
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Unabhangigkeit von Zufallsvariablen mit Dichten

Satz
X1,..., Xy seien reellwertige Zufallsvariable.

Dann sind aquivalent:

() Xq,...,Xn sind unabhangig,
und X; hat die Dichte f;(a;)da;, i = 1,...,n.



Unabhangigkeit von Zufallsvariablen mit Dichten

Satz
X1,..., Xy seien reellwertige Zufallsvariable.

Dann sind aquivalent:

() Xq,...,Xn sind unabhangig,
und X; hat die Dichte f;(a;)da;, i = 1,...,n.

(i) (X1,...,Xn) hat die Dichte

f1(aq) - fnlan) daq ...dan



Beispiel: Multivariate Standard-Normalverteilung.
Sei Z .= (Z1,...,Zyn). Dann gilt:

Z1,...,2%n sind unabhangig und N(O, 1)-verteilt
=

1
(27T)n/2

al?

P(Z € da) = exp(—T)da, acR",

mit |a|? ;= af + -+ + a2.

39



Beispiel: Multivariate Standard-Normalverteilung.
Sei Z .= (Z1,...,Zyn). Dann gilt:

Z1,...,2%n sind unabhangig und N(O, 1)-verteilt
=

1
(27T)n/2

al?

P(Z € da) = exp(—T)da, acR",

mit |a|? ;= af + -+ + a2.

Z heil3t dann standard-normalverteilt auf R".



Analog zum Fall n = 2 qilt:

Ist Z = (74, ..., Zn) standard-normalverteilt auf R
und sind 71, ..., reelle Zahlen mit 77 + - -- 4+ 72 = 1,
dannistY ;=721 4+ --- 4+ ™2, N(O,1)-verteilt.
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Analog zum Fall n = 2 qilt:

Ist Z = (74, ..., Zn) standard-normalverteilt auf R
und sind 71, ..., reelle Zahlen mit 77 + - -- 4+ 72 = 1,
dannistY ;=721 4+ --- 4+ ™2, N(O,1)-verteilt.

(Y ist die Koordinate von Z = Z1é1 + - - - + Znén
zum Einheitsvektor o := me7 + -+ ™eén .)

Insbesondere ergibt sich:

Zi+ -+ Zn

Ist N(O, 1)-verteilt.
7 (0,1)




