Vorlesung 10b

Markovketten

Teil 1
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Eine wichtige Beispielklasse mehrstufiger Zufallsexperimente:

alle X; haben ein-und denselben Wertebereich S

und die Ubergangswahrscheinlichkeiten der nachsten Stufe
hangen nur von der aktuellen Stufe ab

(und nicht von den vorhergehenden):

P(...a;—2a;_1,a;) = P(a;—1,a;)

In dem Fall spricht man von einer Markovkette

auf dem Zustandsraum S mit Ubergangsmatrix P.



Die Stufen sind jetzt mit: = 0, 1, 2, ... indiziert.
Man denkt sich die Ubergangsmatrix P als fest
und notiert die Verteilung p von X (die “Startverteilung”)
als Subskript bei der Wahrscheinlichkeit P.
Die Multiplikationsregel erqibt:

Pp(XO — apy - . - ,Xn — an)



Die Stufen sind jetzt mit: = 0, 1, 2, ... indiziert.
Man denkt sich die Ubergangsmatrix P als fest
und notiert die Verteilung p von X (die “Startverteilung”)
als Subskript bei der Wahrscheinlichkeit P.
Die Multiplikationsregel erqibt:

Pp(XO — apy - . - ,Xn — an)

= p(ag)P(ag,a1)--- P(anp—1,an)
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Startet die Kette ina € S,

dann ist p die auf a konzentrierte Verteilung

(notiert als p = dq).

Statt Ps_ schreibt man auch P,

und erhalt

Pa(XO — CL) — 1,

Pu(X1 =a1,...,Xn =an) = P(a,a1) --- P(ap_1,an) .
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Beispiel 1:

Muster der Lange 2 beim fairen Munzwurf

Graph der Ubergangswahrscheinlichkeiten:

C@H@
P Z7a
@t@@



Beispiel 2:
(p, q)-Irrfahrt auf Z:

S =7

P(k,k+1)=p, Plkk—1)=1-p=igqg



Beispiel 3:
Einfache Irrfahrt

auf einem (ungerichteten oder gerichteten) Graphen

@ /N,

S := die Menge der Knoten.




Beispiel 3:
Einfache Irrfahrt

auf einem (ungerichteten oder gerichteten) Graphen

@ /N,

S := die Menge der Knoten.

Der nachste Schritt erfolgt jeweils
zu einem rein zufallig ausgewahlten Nachbarn.



Beispiel 4:

Polya-Urne
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Beispiel 4:

Polya-Urne

S = {(w,b) :w,be N} =N?

P((w,0), (w+1,0) = =

P((w.b). (w,b+ 1)) = wib



Zur Erinnerung:

Flr eine Markovkette X = (Xg, X1,...)

mit Start in « und Ubergangsmatrix P

hat man die Wahrscheinlichkeiten

Pa(X]_:a,]_,XQZ(JQ,..., n:a’n)
= P(a,a1)P(a1,a2) - P(ap—1,an).
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Zerlegung nach dem ersten Schritt.
Pa(X]_ — a,]_,XQ — an, ... ,Xn — a,n)
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Zerlegung nach dem ersten Schritt.
Pa(X]_ — a,]_,XQ — an, ... ,Xn — a,n)
— P(a'7 a’l)P<a’17 GQ) T P(Cl,n_]_, Cl,n)
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Zerlegung nach dem ersten Schritt.
Pa(X]_ — a,]_,XQ — an, ... ,Xn — a,n)
— P(a'7 a’l)P<a’17 GQ) T P(Cl,n_]_, Cl,n)

= P(a,a1)Pa (X1 =an,..., X1 = an)



Zerlegung nach dem ersten Schritt.

Po(X1 =a1,Xo =ap,..

.,Xn:a,n)

— P(a,al)P(al,aQ)"'P(CLn_]_,CLn)

= P(a,a1)Pq (X1 = an,...

) Xn—l — a'n)
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Zerlegung nach dem ersten Schritt.
Pu(X1 =a1,Xo=an,...,Xn =an)
= P(a,a1)P(a1,a2) - P(ap_1,an)

= P(a,a1)Pq (X1 =ap,..., X1 = an)

Summation tber a1,ao,...,a,_1,

mit b statt aq und c statt a:

Po(Xn=1¢c) = >, P(a,b) P,(Xp_1=0¢).
beS



Transport von Erwartungswerten.
Wir betrachten eine Funktion h : § — R

und interessierten uns fur

un(a) ‘= Eo[n(Xn)] = 3 h(e)Pa(Xn =c) .
ceS
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ceS
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Transport von Erwartungswerten.
Wir betrachten eine Funktion h : S — R

und interessierten uns fur

un(a) ‘= Eo[n(Xn)] = 3 h(e)Pa(Xn =c) .
ceS

un(a) lasst sich als Mittel Gber die u,,_1(b) ausdriicken

Uber eine Zerlegung nach dem ersten Schritt:

S h(OPu(Xn=c) = ¥ h(c) ¥ P(a, b)Py(Xp_1 = c)
ceS ceS beS

Eo|h(Xn)| = bZSP(% b) Ep|h(Xy—1)|, a€S
=



Eq h(Xy)| = bZSP(CL, b) Ep|h(X,—1)], a€S
=

Ist gleichbedeutend mit

unp(a) = Y P(a,b)u,_1(b), a€S.
beS

oder in Vektor-Matrixschreibweise, mit u,, als Spaltenvektor
und der Anfangsbedingung E4[h(Xg)] = h(a)

upn =Pu,_ 1, n=>1
ug = h .
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Treffwahrscheinlichkeiten

P sei eine Ubergangsmatrix auf der Menge S
X sei Markovkette mit Ubergangsmatrix P.

C' C S, c e C seien fest.

e

S
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Treffwahrscheinlichkeiten
Die Frage:
P sei eine Ubergangsmatrix auf der Menge S
X sei Markovkette mit Ubergangsmatrix P.

C' C S, c e C seien fest.

Wie wahrscheinlich ist es,

dass derina € S startende Pfad A‘/\}/Q
die Menge C erstmals .

im Zustand c trifft? g
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Treffwahrscheinlichkeiten
Die Antwort:
Sei w(a) die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Die w(a), a € S, erflllen das Gleichungssystem

> P(a,b)w() = w(a)

besS
fiira e S\ C \

S
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Treffwahrscheinlichkeiten
Die Antwort:
Sei w(a) die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Die w(a), a € S, erflllen das Gleichungssystem

> P(a,b)w() = w(a)

besS
firae S\ C
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Treffwahrscheinlichkeiten
Die Antwort:
Sei w(a) die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Die w(a), a € S, erflllen das Gleichungssystem

> P(a,b)w() = w(a)

besS
fiira € S\ C, %

w(a) = 6qe  flUra € C. g
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Treffwahrscheinlichkeiten
Die Antwort:
Sei w(a) die gesuchte Wahrscheinlichkeit.
Die w(a), a € S, erflillen das Gleichungssystem

S P(a,b)uw(b) = w(a)

beS

fara € S\ C,
w(a) = dqc flira e C.

Die Begrindung sehen wir uns g

jetzt genauer an.
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Treffwahrscheinlichkeiten
Die Antwort:
Sei w(a) die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Die w(a), a € S, erflllen das Gleichungssystem

> P(a,b)w() = w(a)

beS

f[]r a & S \ C,
w(a) = 6qe  flUra € C.

Das Stichwort ist: Zerlegung g

nach dem ersten Schritt.
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Treffereignisse

Ey, := { der zufallige Pfad X
trifft die Menge C
erstmals in n Schritten,

und zwar im Punkt ¢}

X

N
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Erste Treffzeit:
To = min{n : X, € C}
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Erste Treffzeit:
To = min{n : X, € C}

En ={Tc =n, X7, = ¢}
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Erste Treffzeit:
To = min{n : X, € C}

En ={Tc =n, X7, = ¢}

Fur b € S ist
1farb=c,
Py(Ep) = 0pe = {O sonst
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Erste Treffzeit:
To = min{n : X, € C}

En ={Tc =n, X7, = ¢}

Furb € S ist
1farb=c,
Py(Eg) = dpe i= {O sonst
FOra & C ist

P.(E1) = P(a,c)= ) P(a,b)Py(Ep)
bes
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T = min{n : X, € C}
Firn>1,a & C:

Po(En) = > P(a,b)Py(En,—1)
beS

Summation Uber n > 1, mit £ := {Tx < oo, X7, = c}:

Pu(E) = ¥ P(a,b) Py(E), a¢C
besS
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To = min{n : X, € C}

EZ{T0<OO,XTC=C}

S

Bei Startina € Cist T = 0und X7, = a,

alsoistfura € C

1flira=c,

P,(F) = 640 =
alF) e {Osonst.

29



Treffwahrscheinlichkeiten

T = min{n : X, € C}

E={T¢ < oo, X1, = ¢}

Fazit:
Die Abbildung w : a — P4 (F) erflllt das Gleichungssystem
> P(a,b)w() =w(a)firae S\C, w(a) =g flraeC

besS
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Beispiel A
Welches Muster kommt eher?
Mit welcher W’keit kommt beim fairen Munzwurf das Muster
K KK friher als das Muster W KW ?
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Beispiel A
Welches Muster kommt eher?
Mit welcher W’keit kommt beim fairen Munzwurf das Muster
K KK friher als das Muster W KW ?

1 %k 3
Hier ist ein 2 N

/
“reduzierter Graph” 6@ < @%
der relevanten 2 2

—t
Zustande @ 2 @

1

1
2 v 2
WKW |KKK|

N|—

und Ubergénge:




’_\

Fir w(a) :=

-)6
r\JII—l

|\)|I—*

P.(Spielendetin KKK) /7 @ \
2

ergibt sich das

Gleichungssystem

7\»

l
vz 2

WKW
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’_\
-)6
r\)ll—l

Fir w(a) :=

P, (Spiel endet in KKK) C@ \
2
2

ergibt sich das

|\)|I—*

\» \/7

WKW |KKK]

Gleichungssystem

w(KK) =34 3w(W), w(WK) = jw(KK)

w(K) = 3w(KK) + sw(W), w(W)=3w(WK) + sw(W) .
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'_\
-)6
r\)ll—l

Fir w(a) :=

P, (Spiel endet in KKK) C@ \
2
2

ergibt sich das

|\)|I—*

\ J%

WKW |KKK]

Gleichungssystem

w(KK) =34 3w(W), w(WK) = jw(KK)

w(K) = 3w(KK) + sw(W), w(W)=3w(WK) + sw(W) .

und daraus
w(W) =3, w(K) =3, w(x) =3w(W)+iw(K) = 5.



Beispiel B: Gewinn oder Ruin?
Eine einfache Irrfahrt auf Z starte im Punkt 3.
Mit welcher W’keit erreicht sie den Punkt ¢ = 10,

bevor sie zum Nullpunkt kommt?
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Beispiel B: Gewinn oder Ruin?
Eine einfache Irrfahrt auf Z starte im Punkt 3.
Mit welcher W'keit erreicht sie den Punkt ¢ = 10,
bevor sie zum Nullpunkt kommt?
“Zerlegung nach dem ersten Schritt” und Randbedingungen:
w(a) Z%w(a— 1)—|—%w(a—|—1), a=1,...,c—1,
w(0) =0, w(c) =1.

35



Beispiel B: Gewinn oder Ruin?
Eine einfache Irrfahrt auf Z starte im Punkt 3.
Mit welcher W'keit erreicht sie den Punkt ¢ = 10,
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“Zerlegung nach dem ersten Schritt” und Randbedingungen:
w(a) Z%w(a— 1)—|—%w(a—|—1), a=1,...,c—1,
w(0) =0, w(c) =1.

Fazit: Die w(a) liegen auf einer Geraden,
w(a) = Pa+~v mity=0,6=1/c.



Beispiel B: Gewinn oder Ruin?
Eine einfache Irrfahrt auf Z starte im Punkt 3.
Mit welcher W'keit erreicht sie den Punkt ¢ = 10,
bevor sie zum Nullpunkt kommt?
“Zerlegung nach dem ersten Schritt” und Randbedingungen:
w(a) Z%w(a— 1)—|—%w(a—|—1), a=1,...,c—1,
w(0) =0, w(c) =1.

Fazit: Die w(a) liegen auf einer Geraden,

w(a) = Pa+~v mity=0,6=1/c.
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also 3/10.



Beispiel C: Kommt man je zuruck?
Einfache Irrfahrt auf Z, C' := {0}, Ty := T¢.

wq = Po(Th < 00) erflllt
w(a) = —w(a — 1)+ w(a +1), a#0,
w(O) =1

Also ist w(a) = 1 und
P (Rickkehr in endlicher Zeit) = —w( 1) + w(l) =1.
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