Vorlesung 9a

Zwelstufige Zufallsexperimente

Tell 2



Zur Erinnerung: Wir denken uns das zufallige Paar
X = (X1, X5)
auf zweistufige Weise zustande gekommen:

P(X1 =a1,X0=ap) =P(X1 =a1)Py,(Xo=10a0).

Eo, |h(X1,X2)| := > h(a1,a2)Pa; (X2 = ap)
a>€So

nennen wir den
bedingten Erwartungswert von h( X1, X»),
gegeben { X1 = aq}.



E|h(X1, X))

= > > h(ag,a) P(X1 =a1, X0 =ap)
a1€S51 a>€S5>

= > > h(a,a2) P(X1 =1a1) Py (Xo =an)
a1€S51 ar€S5>

= Y P(X; =a1)Eq |h(X1,X2)]
a1€S51

= Y P(X; =a1)Eq |h(a, X)]
a1€S51

= E|[Ex, [h(X1, X2)]].

“Zerlegung des Erwartungswertes nach der ersten Stufe”
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Merke: Der bedingte Erwartungswert
Eo, |h(X1, X2)]

Ist eine Zahl.

Ex, |h(X1, X2)]
Ist eine Zufallsvariable.

Wir sprechen von der

bedingten Erwartung von h( X1, X») gegeben Xj.



Die bedingte Erwartung als

beste Prognose im quadratischen Mittel:

Satz:

Sei X5 reellwertige Zufallsvariable mit E[X%] < 0.

Dann minimiert die bedingte Erwartung E x. [ X 5]
unter allen reellwertigen Zufallsvariablen der Form h(X{)
den erwarteten quadratischen Abstand
E|(Xo — h(X1))?].



Beweis:
Wir zerlegen E|(X2 — h(X1))?| nach X:

E[(X2 — h(X1))?] = E|Ex, [(X2 — h(X1))?]
= ;P(Xl = a1)Eq, [(X2 — h(a1))?]

Wir wissen schon (aus Vorlesung 8a):

Eq, [(X2 — h(a1))?] wird minimal fur
h(ay) ;= Eq[X?2]. O



Definieren wir die
bedingte Varianz von X», gegeben { X1 = a1 }:

Varal [XQ] .= Eal [(XQ — Eal [XQ])Q}

Dann haben wir die Zerlegung
2
Ea, [(X2 — h(a1))?] = Vare, [X2] + (Eay [X2] — h(a1))

Denn was der Varianz recht ist:
E[(Z — ¢)?] = Var[Z] 4+ (EZ — ¢)?
Ist der bedingten Varianz billig!



2
Ea, [(X2 — h(a1))?] = Vare, [Xo] + (Eay [X2] — h(a1))
Ersetzen wir a1 durch die Zufallsvariable X

und bilden wir den Erwartungswert,

dann bekommen wir die Zerlegung

E[(X2 — h(X1))?] .
= E[Var, [X2]] + E[(Ex, [X2] — h(X1))].

Wahlen wir speziell h(X7) := E[X5], dann ergibt sich
Var[X5] = E[Vaer [XQH ~+ Var[EX1 [XQH

“Zerlegung der Varianz nach der ersten Stufe”



Beispiel: Zufallige Anzahl unabhangiger Summanden.
N
Y (= Z Z’i
i—=1
mit Z1, Z», ... unabh., ident. vert. und unabhangig von N.
u = E[Z1], 02 := Var[Z]

E,[Y] =nu, Vary[Y] = no?.

ElY] = E[ENY] = E[Nu] = E[N] - p.

Var[Y] = E[Var N [Y]] + Var [E N[Y]}
= E[N] - 02 + Var[N] - u°.



Beispiel: Addieren von unabhangigen ZV’en
— zweistufig aufgefasst (vgl. Buch S. 92)

X1 =Y, Xo=Y+Z7

P(X1 =a1, X2 =ap)
=P(Y =ay,a1+Z =ap)
= P(X1 =a1)P(a1 + Z = ap)

Dies fiihrt zu den Ubergangswahrscheinlichkeiten
P(ay,ap) :=P(Z =ap —a3)
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P(Y +2Z=0b)=Y P =y)P(Z=0b—y)
Yy

Beispiel (vgl. Buch S. 35)

Y, Z unabhangig und Geom(p)-verteilt
b—1

P(Y+Z=0b)= Y pg¥ lpg®¥~1
y=1

=(b—-1)p%¢"2, b=2,3,...

Die negative Binomialverteillung mit Parametern 2, p
Ist die Verteilung der Anzahl der Versuche

In einem p-Munzwurf bis einschlieldlich zum zweiten Erfolg.
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PY=a,Y+2Z2=0b)=P =a)Pla+ 72 =0)

Haben Y und Z die Dichten f(vy) dy und ¢(z) dz,

so hat man analog

P(Y €eda,Y +Z cdb) =P(Y €da,a+ Z € db)
=P(Y €da)P(a+ Z € db)
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PY=a,Y+2Z2=0b)=P =a)Pla+ 72 =0)

Haben Y und Z die Dichten f(vy) dy und ¢(z) dz,

so hat man analog

P(Y €eda,Y +Z cdb) =P(Y €da,a+ Z € db)
=P(Y €da)P(a+ Z € db)
= f(a) g(b—a) dadb



P(Y €eda,Y+Z cdb) = f(a) g(b—a) dadb

Die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit lautet hier

P(Y + Z € db) = (/f(a,)g(b—a,) da)db.
Beispiel: FlUr Y und Z unabhangig und Exp(1)-vertellt ist

_ b _q —(b—a)
P(Y—I—Zedb)—(/oe . da)db
—be ldb, b>0.

(Dichte der Gamma(2)-Verteilung)
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Beispiel: Munzwurf mit zuf alliger Erfolgsw’keit.
Erste Stufe: Zufallige Erfolgswahrscheinlichkeit U.
Zweite Stufe: Gegeben U = u fuhre u-Munzwurf durch.
Dadurch entsteht eine zufallige O1-Folge 74, Z», . ..
Ist U uniform verteilt auf dem Intervall [0, 1],
dann ergibt sich fur X,, ' =21+ --- 4+ Zp,

)

P(U € du, X, = k) = du (Z)uk(l — )k

P(ank):(Z)/Oluk(l—u)n_kdu, k=0,1,...,n.
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Eine Darstellung des Munzwurfs mit zufalliger,
uniform verteilter Erfolgswahrscheinlichkeuit:

Seien U, Uq, Us, ... unabhangig und uniform auf [0, 1].
U gibt die zufallige Erfolgswahrscheinlichkeit, und
Z]_ — I{U1<U} , ZQ i I{U2<U} , (1)

stellt einen Munzwurf mit zufalligem Parameter U dar.

(Xn=k}={Z1+ -+ Zn =k}
= {von den U4, ..., Uy sind genau k Stuck kleiner als U}.
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Aus Symmetriegriinden hat jedes der Ereignisse Ej, 1=

— {von den U4, ...,Uy, sind genau k Stuck kleiner als U}
die Wahrscheinlichkeit T
(denn die Anordnung der U, U1, U», ... ist rein zufallig).
Also folgt:
P(Xn=k)=:37, k=0,1,...,n.
Fazit:

Die Anzahl der Erfolge im n-fachen Munzwurf mit zufalliger
auf [0, 1] uniform verteilter Erfolgswahrscheinlichkeit
ist uniform verteilt auf {0, 1,...,n}.
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