Vorlesung 11b

Statistik von Antellen



Ein Beispiel:
Grol3e Population (¢ und o)

mit unbekanntem Weibchenanteil p

In einer Stichprobe vom Umfang n = 53 waren
23 Weibchen und 30 Mannchen

Wie kann man p “mit Konfidenz” schatzen?

Hat man Grund, an der Hypothese “p = 1 /2" zu zweifeln?
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Modellvorstellung:
rein zufalliges Ziehen
mit Zurucklegen:
Munzwurf

X = (X1q,...,Xn) mitunbekanntem p

k/n = 23/53 wird gedeutet

als Ausgang der Zufallsvariablen

1
]33:;(X1+”"|‘Xn)-



Wie grof3 p auch immer ist:
Der Schatzer p hat Erwartungswert p

und Standardabweichung o /+/n, mit
o =o(p) :=p(l-p).

Schatzung flr o
5= \p(1 —p).
Im Beispiel ergibt sich firp+o/y/n
der Wert 0.43 + 0.068

typische Schwankung in der Schatzung von p




Es geht noch besser:

De Moivre - Laplace sagt:
FUr nicht all zu kleines np(1 — p) ist
p~p+t 52
mit Z N(O,1) - verteilt



—~
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~ 7
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p—0p
~ 7
o/\/n
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P, —2< <2)~P(—-1.96 < Z2<1.96) =0.95.
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p—p . 0 - 50
{—2§5/ﬁ§2}={p—2%§p§p52\/ﬁ}
R o _ o

Py(p € I) =~ 0.95

Man nennt I ein Konfidenzintervall flr p,

approximativ zum Niveau 0.95



Zum Merken:
Das Ereignis
{1p—p| <26//n}
hat ungefahr W’keit 0.95
(weil p approximativ normalverteilt ist
mit EW p und Standardabweichung o/+/n)
Also Uberdeckt daLs zufallige 1nterva||
O

Izlﬁ—Q%,ﬁ | zﬁ]

den “wahren Parameter” p mit W’kt ungefahr 0.95.



In unserem Beispiel ergab sich das Intervall [0.29, 0.57].



Vertragt sich die Hypothese “p = 1/2“ mit den Daten?
Die beobachtete Abweichung war
\k/n—1/2| =1|23/53 — 1/2|~0.07
Wie wahrscheinlich ist unter unserer Hypothese eine
(mindestens) so grof3e Abweichung ?

Firp = 1/2isto; = 1/v/4n,

In unserem Beispiel ist das 0.069.

P(|Z] >1) =0.32

So etwas wird jedes dritte Mal vorkommen ...
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Maximum-Likelihood-Sch atzer am Beispiel des Munzwurfs:
(X1,...,Xn) sei p-Munzwurf mit unbekanntem p
Beobachtet wird die Realisierung (a1, ..., an)
mtk=ai1+ ...+ an.

Unter allen p ist k/n derjenige Parameter, mit dem
Pp(X1=a1,...,Xn = an) = p"(1 —p)" "
maximal ist.

Man sagt:

S X)

Ist der Maximume-Likelihood-Schatzer flr p.
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Fur £ = n (kein Misserfolg in n Versuchen) ergibt sich 1
als Maximum-Likelikood-Schatzung von p.

Das ist moglicherweise zu optimistisch.
Eine Alternative bietet der sogenannte Bayes-Schatzer
(vgl Buch S. 127).
Hier denkt man an ein zweistufiges Experiment:

1. eine auf [0, 1] uniform verteilte Zufallsvariable U
2. gegeben {U = u} einen Munzwurf mit
Erfolgswahrscheinlichkeit U'.

p .= E[U|K].
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Erinnerung an Vorlesung 9b:
Z1, Zo,...seiein Munzwurf mit uniform auf [0, 1] verteiltem
zufalligem Erfolgsparameter U,
K, sel die Anzahl der Erfolge in den ersten n Versuchen.
Gefragt ist nach E[U | K, = k].

Wir wissen schon:

Die bedingte Dichte von U gegeben {K,, = k} ist
1
P,(U €du) = —— <n) uP (1 —w)" % du
—1— \k
n—+1
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n

E[U|Kn=k]:/T( )uk_l_l(l—u)n_kdu

k41 / 1 (n + 1 uk—l—l (1 _ u)(n‘l'l)_(k_l_l) du
1

Man nennt dies auch den
Bayes-Schatzer fur die Erfolgswahrscheinlichkeit

(bel a priori uniform verteilter Erfolgswahrscheinlichkeit).
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Eine Beziehhung zur Polya-Urne:
Im Buch S. 113/114 liest man nach:

Ein Mianzwurf (Z1, Z»,...)
mit uniform vertelilter Erfolgswahrscheinlichkeit U
ISt so vertellt wie die Folge der Zuwachse in Richtung Osten

in einer Nordost-Wanderung a la Polya.

Also:

E+1
E[U|Kn] = PlZ,41 = 1|Ky] =

n—+4+2
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