Vorlesung 11a

Markovketten

Tell 3



Erwartete Treffzeiten

Sel X eine Markovkette mit Zustandsraum S

und Ubergangsmatrix P.
Fur eine Teillmenge C' C S ist
To=min{n :n >0,X, € C}

die erste Treffzeit von C.

Es geht um die Berechnung von E,[T]:



Fira ¢ C
Zerlegung von Eq[T]

nach dem ersten Schritt:

Erst ein Schritt

von a nach b gemald P(a,b),

dann “Neustart” in b:

ElTe] = 1+ Y P(a,b) BylTe]
beS

(Formales Argument hierflr: siehe Buch Seite 106.)
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und fura € C
ist Po (T =0) =1,

also



Fazit:

a — e(a) .= Eq[T] erfullt das Gleichungssystem

e(a) =1+ > P(a,b)e(d) firaé¢C,
beS

e(a) =0 firaeC.



Beispiel 1.

Erwartete Zeit bis zum ersten Erfolg.

@@L@

En[Te] = 1 4+ qEn[Te] + pEe[Te] .

Wegen E¢[T:] = 0 wird dies geldst durch



Beispiel 2:
Einfache Irrfahrt auf den ganzen Zahlen: Eg[T7] =7

Zerlegung nach dem ersten Schritt:
Eo[T1] =1+ 30+ E_1[T]

Andererseits qilt:
E_1[T1] = E_1[T0] + Eq[T1] = 2Eq[T1]

Zusammen: Eq[T1] = 1 + Eg[T1],
mit der Losung Eg[T7] = .



Transport von Verteilungen

Zerlegung nach X,,_1 ergibt:

Py(Xn=c) = Y Py(X,_1 =b) P(b,c)
beS

Mit
In Vektor-Matrix-Schreibweise:

T = Tph_1P, nmn>1,
T =p .

7 und m,,_ 1 werden hier aufgefasst als Zeilenvektoren.
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Mehrschritt- Ubergangswahrscheinlichkeiten
Pn(CL,C) ::PCL(XTL:C)a nZOaCLaCGS

Zerlegungen nach dem ersten und dem letzten Schritt:

P™(a,c) = Y P(a,b) P" (b, c)
besS
= Y P" " '(a,b) P(b,c)
besS

P" = (P"(a,c))q.ccs lasstsich also auffassen als

n-te Matrixpotenz von P.



Zerlegung der Verteilung von X,,, 1 ,, nach X,

Pa(Xm—l—n =c) = bZS Po(Xm = c)Py(Xn = ¢)
c

oder

Pt (a,c) = Y- P™(a,b) P"(b,c)
beS
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Gleichgewichtsverteilungen

Eine Verteilung 7 auf S heil3t
Gleichgewichtsverteilung zur Ubergangsmatrix P,
wenn eine der folgenden aquivalenten Bedingungen erfullt ist:

(Gl) Pr(Xy1=0b)=Pr(Xo=0), beS

(G2) > @w(a)P(a,b) =n(), beS.
acS

(Dann haben auch X5, X3, ... die Verteilung .)
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Reversible Gleichgewichtsverteilungen

Hinreichend fur (G1) ist die Bedingung
(R)
Pr(Xo=1a,X1 =0b) =Pr(Xg=0bX1=a), abeS
(Denn dann ist das Paar (X, X1) so verteilt wie (X1, Xg),

also insbesondere Xy so wie X1.)

Gleichbedeutend mit (R) ist
mw(a)P(a,b) = n(b)P(b,a), abes.

7 heil3t dann reversible Gleichgewichtsverteilung zu P.
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Beispiel

far eine nicht reversible Gleichgewichtsverteilung:

Zyklische Irrfahrt auf S = {a, b, c}, mit
P(a,b) = P(b,c) = P(c,a) :=p,
P(b,a) = P(¢,b) = P(a,c) :i=1—1p

Die uniforme Verteilung auf S
Ist eine Gleichgewichtsverteilung zu P.
Nur fir p = 1/2 ist sie reversibel.
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Beispiel 3
Die einfache Irrfahrt auf dem Wiirfel S = {0, 1}¢:

Von jedem a € S geht man in einem Schritt
mit Wkeit 1 /d zu einem rein zuféllig ausgewahlten Nachbarn.

Zwel Elemente von S heil3en benachbart,
wenn sie sich in genau einer Komponente unterscheiden.

Die uniforme Verteilung auf S
Ist reversible Gleichgewichtsverteilung.
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Beispiel 4: Das Ehrenfest-Modell,
erfunden 1905 von Paul und Tatjana Ehrenfest
als Spielzeugmodell fir Boltzmanns Statistische Mechanik:

d Teilchen sind verteilt auf eine linke und eine rechte Urne:
¢ Teilchen links, r Teilchen rechts.
In jedem Schritt wird rein zufallig eines aus den d
ausgewahlt und in die andere Urne verfrachtet.
Die Ubergangsw’keiten fiir die Anzahl links sind somit:

d— ¢ ¢
PLt+1)=——, PL-1)="_.
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Hat diese Dynamik eine (reversible)
Gleichgewichtsverteilung,

und wenn ja, wie sieht sie aus?

Ein eleganter Weg zur Antwort fuhrt Gber ein Feinmodell:
Die Teilchen werden durchnummeriert mit 1, ..., d.
a; = 1 falls das Teilchen mit Nr. 7 in linker Urne,

=0 ... In rechter Urne.

a:.= (ay,...,aq) € {0, 1}d.
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Dynamik des Feinmodells:

Ein: € {1,...,d} wird rein zufallig ausgewahlt
und das a; wird “geflippt”
(von 0 nach 1 bzw. von 1 nach 0).
Das ergibt die Irrfahrt auf dem Wiirfel {0, 1}¢.

Diese hat ein reversibles Gleichgewicht:

die uniforme Vertelilung.

17



Vom Feinmodell zum Ehrenfest-Modell kommt man durch
“Zahlen der Teilchen links™:

d
[(a) :== ) aq
1=1

st Z = (z), ..., z(d) uniform verteilt auf {0, 1}4,

d
dannist > Z(¥) Binomial(d, 3)-verteilt.
i=1

Zur Probe: Die Binomial(d, %)-Verteilung
ISt ein reversibles Gleichgewicht flr das Ehrenfest-Modell:
d\ d—/ d \{+1
z—d()—:z—d( )—+ O
¢/ d (41 d
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