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Vorwort

Dies ist das Skript zu einer einfiihrenden, dreistiindigen Vorlesung in Finanzmathematik,
die ich erstmals im Sommersemester 2003 am damaligen Fachbereich Mathematik der
Goethe-Universitat Frankfurt als damals junger Professor hielt. Ziel war es, den Teilneh-
mern grundlegende Begriffe, Zusammenhdnge und Methoden aus der Finanzmathema-
tik ndherzubringen, wie z.B. selbstfinanzierende Handelsstrategien, Arbitragemoglichkeit,
Numéraire, Martingalmafle, Forwards, Optionen, Superhedging, Risikominimierung. Der
Schwerpunkt lag dabei auf der Bewertung und (teilweisen) Absicherung von Derivaten
sowie der Portfoliooptimierung.

Ich habe mich auf zeitdiskrete Modelle beschriankt, was den Vorteil hat, dass man
schon in einer einfithrenden Vorlesung bis zu aktuellen Forschungsproblemen vorstoflen
kann. Folge ist zudem, dass der vollstindige Markt, der sich durch eindeutige arbitragefreie
Derivatepreise auszeichnet, sich schnell als sehr eingeschrankter Spezialfall entpuppt, und
der unwollstindige Markt zum Regelfall wird.

Aufgrund der Kiirze der Zeit mussten natiirlich einige Kompromisse gemacht werden.
Es wurde deshalb bewusst nur der Aktienmarkt behandelt und zum Beispiel der Bond-
markt (,,Zinsstrukturkurven”) auen vor gelassen. Dieser wird in einer spéteren Vorlesung
im Rahmen zeitstetiger Modelle behandelt werden. Auch das Thema Risikomafle ist Ge-
genstand eines spéteren Seminars.

Neben einigen anderen Einfliissen hélt sich das Skript phasenweise sehr eng an Kall-
sen [10] und Fo6llmer und Schied [5]. Bei Philipp Hornung, Nor Jaafari und Andrea

Kuntschik mochte ich mich fiir Hinweise auf Fehler bedanken.
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0 Crashkurs in Maf3- und Integrationstheorie

Nach Einfiihrung des wahrscheinlichkeitstheoretischen Modellrahmens beginnen wir mit
einem Crashkurs in Ma- und Integrationstheorie. Auch wenn der Grofiteil des Stoffs
in anderen Vorlesungen, wie der Hdéheren Analysis, sehr viel detailierter behandelt sein
wird, wollen wir uns mit den fiir die finanzmathematischen Veranstaltungen im Bachelor-
studium zwingend bendétigten Fakten und Zusammenhéngen nochmal im Schnelldurch-
gang beschiftigen. Das Kapitel ist selbsterklarend (setzt also keine mafitheoretischen Vor-
kenntnisse voraus). Aus Zeitgriinden wird jedoch in diesem Kapitel an der Motivation der
gewihlten mathematischen Objekte (“Wieso besitzen i.A. nicht alle Teilmengen von €2 eine
Wahrscheinlichkeit ? Wieso fordert man von einem Wahrscheinlichkeitsmafl o-Addivitat

und nicht nur endliche Additivitdt ?”, etc.) und an Beispielen gespart.

Ein Tripel (2, F, P) nennen wir einen Wahrscheinlichkeitsraum
Q: “beliebige” Menge, w € ) nennen wir ein Ergebnis
F: Mengensystem bestehend aus Teilmengen von Q, d.h. F C 2%, wobei 29 die

Potenzmenge von ) bezeichnet. A € F nennen wir ein Ereignis. F soll zudem eine

o-Algebra sein, d.h. folgende Eigenschaften besitzen

i) Qe F
(i) Ace F = A°=Q\AecF
(iii) Ay, Ag,...e F = U _ A eF
(iv) Wahrscheinlichkeitsmafl P: F — [0,1], P(Q2) = 1, o-additiv, d.h. fiir jede Folge von
disjunkten Ereignissen (A, )nen C F gilt P(U,—; An) = > o P(A,).
Interpretation: F = {A C Q| A ist beobachtbares Ereignis}.

Satz 0.1 (Erzeugung von o-Algebren). Sei & C 2. Es existiert eine kleinste o-Algebra o(E),
die & umfasst, namlich
o(&) = ﬂ A (0.1)

Ac292, A ist o-Algebra mit ecA
= {AC Q| Aec AVo-Algebren A mit € C A}. (0.2)
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“Kleinste” bedeutet, dass jede andere o-Algebra, die £ umfasst, auch o(E) umfasst.

Beweis. Die Minimalitét folgt sofort aus der Konstruktion, da jede o-Algebra, die £ um-
fasst, beim Schnitt berticksichtigt wird und somit Obermenge von (&) ist. Bleibt zu
zeigen, dass o (&) tatsichlich eine o-Algebra ist. Wir priifen die Eigenschaften (i),(ii) und

(iii) von oben.
(i) Fiir jede o-Algebra A gilt Q € A und damit Q € o(&).

(ii) Sei A € o(€). Damit ist A € A fiir alle A, tiber die der Schnitt in (0.1) gebildet
wird. Damit gilt aber auch A° € A fiir die entsprechenden o-Algebren und folglich
Ac e a(€).

(iii) Seien Ay, Ay, ... € o(€). Es folgt Ay, As,... € A fiir alle A, iiber die der Schnitt
in (0.1) gebildet wird. Damit gilt aber auch |J,~, A, € A fiir die entsprechenden
o-Algebren und folglich | J77 | A, € o(€).

Proposition 0.2. Seien &,&, C 2. Es gilt die Implikation
& C 0’((92) - 0'(51) C 0'(82).

Beweis. Sei & C 0(&). (&) ist also eine o-Algebra, die & umfasst und damit ein

Mengensystem, das im Schnitt (0.1) mit £ = & vorkommt. Es folgt (&) C 0(&). O

Definition 0.3 (Borelsche o-Algebra). Seien n € N und Q@ = R". Die Borelsche o-
Algebra B™ ist die von der Menge & der offenen Teilmengen von R™ erzeugte o-Algebra,
wobei Offenheit einer Menge bzgl. der euklidischen Norm ||z|| :== /Y p_, =3, © € R" zu

verstehen ist.

Fiir a,b € R" mit a < b (d.h. a; < b; Vi =1,... ,n) definieren wir den offenen Quader

als das kartesische Produkt
(CL,b) = (Cll,bl) X (ag,bg) X ... X (Cln,bn)

Definiere & = {(a,b) | a,b € R", a < b}.
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Satz 0.4. Es gilt 0(&1) = 0(&2), d.h. die Borelsche o-Algebra wird auch von den offenen

Quadern erzeugt.

Beweis. 1. Aus & C & folgt o(&) C o(&).

2. Sei O eine offene Teilmenge des R"™. Offenbar gilt

0= U (a,b) =: O.

a<b, a,beQm,(a,b)CO

Oco ergibt sich direkt aus der Konstruktion von O. Sei umgekehrt z € O. Da O offen
ist, existiert ein € > 0 mit (1 —¢,z1+¢) X ... X (z, —¢&,z,+¢) C O und da die rationalen
Zahlen dicht liegen, gibt es auch a;,b; € Q mit x; — e < a; < x; < b; < x1 + €. Es folgt
T c 6

O ist als abzihlbare Vereinigungen von offenen Quadern Element aus o(&;) (jede o-
Algebra, die & umfasst, enthilt O als Element). Mit Proposition 0.2 folgt 0(&;) C (&)

und damit insgesamt Gleichheit. O

Bemerkung 0.5. Die Borelsche o-Algebra wird auch von den abgeschlossenen Quadern

(Intervallen) [a, b] oder von den Quadern (a,b] oder von den Quadern [a,b) erzeugt.

Definition 0.6. Sei Q' ein weiterer Grundraum und F' C 2% eine weitere o-Algebra.
Eine Abbildung f : Q — S heiffit F — F'-messbar, falls die Urbilder messbarer Mengen

wieder messbar sind, falls also
A ={weQ| flwed}eF, VAeF.

Bemerkung 0.7. Sei & ein Erzeuger von F'. Die Messbarkeit von f folgt bereits aus
f~YE") € F fir alle E' € & (man rechne nach, dass {B' C Q' | f~1(B') € F} wiederum

eine o-Algebra ist, und wende dann Proposition 0.2 an).

Satz 0.8 (Komposition messbarer Funktionen). Sei Q)" ein weiterer Grundraum und F" C
2 cine weitere o-Algebra. Wenn die Abbildung f : Q — Q' F — F'-messbar und die
Abbildung g : ¥ — Q" F' — F"-messbar ist, dann ist die Komposition go f : Q — Q"
(d.h. (go f)(w) =g(f(w))) F — F"-messbar.
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Beweis. Nach Voraussetzung gilt fir B” € F”, dass B’ := g~ '(B") € F'. Weiter gilt
f~YB') € F und damit (go f)"Y(B") = fY(B') € F. O

Proposition 0.9. Jede stetige Funktion f : R™ — R ist B — B-messbar.

Beweis. Mit Bemerkung 0.7 klar, da unter einer stetigen Funktion das Urbild einer offenen

Menge offen ist. O

Definition 0.10 (Zufallsvariable). Eine reellwertige Zufallsvariable ist eine Abbildung
Y : Q — R, die F-B(R)-messbar ist, wobei B(R) die Borelsche-o-Algebra aufR bezeichnet.
Sei I # () eine beliebige Indexmenge und (Y;);er eine Familie reellwertiger Zufallsva-

riablen. Mit
o(V;, iel):=c({Y,'(B) | BeB(R), icl})

wird die von den 'Y, i € I, erzeugte o-Algebra bezeichnet. o(Y;, i € I) ist also die kleinste
o-Algebra auf 2, so dass alle Abbildungen Y;, i € I, messbar sind.
Bine Abbildung Y : Q — RU {—00,00} =: R, die F-B-messbar ist, wobei

B:={BCcR| (BNR)c BR)},
die Borelsche-o-Algebra auf R bezeichnet, wird numerische Zufallsvariable genannt.

Aus technischen Griinden, die aber zum Verstdndnis der Vorlesung nicht weiter wichtig
sind, konnen wir im Fall, dass 2 iiberabzéahlbar ist, i.A. nicht mehr allen Teilmengen von
) eine Wahrscheinlichkeit zuordnen (wenn zudem das Wahrscheinlichkeitsmafl bestimmte
wiinschenswerte Eigenschaften haben soll). Fiir die Erfordernisse der stochastischen Mo-
dellierung ist die Menge {Y}(B) | B € B} allerdings grofi genug (Es ist gar nicht so

einfach, eine Teilmenge des R anzugeben, die nicht Element aus B ist).

Proposition 0.11. Seien Y1,Ys, ... numerische Zufallsvariablen, dann sind

infY,, supV,, liminfY,, limsup},
neN neN neN neN

wiederum numerische Zufallsvariablen.
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Beweis. {[—00,a) | a € R} ist ein Erzeuger von B (Ubungsaufgabe) und es gilt

—1 o0
inf Y, — = Y Y[~ Va € R.
(2672) oe.an = Unimea) < 7. vae
Die anderen Aussagen folgen dhnlich. ]

Proposition 0.12. Seien Y7 und Ys reellwertige Zufallsvariablen. Dann sind auch
Yi+Ys, Yi—Ys VY, min{Y1,Ys}, max{}y, Ya} (0.3)
reellwertige Zufallsvariablen. Des weiteren gilt
Vi <V} {¥i = Vi) {Yi = Vi) € F. (0.4)

Beweis. Die Abbildung w — (Y;(w), Ya(w)) ist F-B?-messbar. Fiir alle (a1, ;) X (as, bo)

gilt namlich

{we Q| (Yi(w), Ya(w)) € (a1,b1) X (az,b2)}
={w e N |Yi(w) € (a1,b1)} N{w € Q| Yo(w) € (az,b2)} € F,

wobei der Schnitt wiederum in F liegt, da F eine o-Algebra ist. Damit sind die Urbilder
von Erzeugermengen messbar und mit Bemerkung 0.7 alle Urbilder von B2

Da die Abbildungen (y1,y2) — y1 + yo etc. stetig sind, folgt (0.3) aus Proposition 0.9
und Satz 0.8. Aus der Messbarkeit der Abbildung Y; — Y, folgt dann (0.4), da etwa
{Y1 <Yy} ={Y1 — Y2 €[0,00)} und [0,00) € B(R). O

Definition 0.13 (Nullmenge). Fine Menge N € F heifst eine P-Nullmenge, wenn P(N) =
0.

Sei E eine Figenschaft, die in Abhdingigkeit von w wahr oder falsch ist. Wir sagen
E gilt P-fast sicher (abkiirzend P-f.s.), wenn die Menge {w € Q | E(w) ist falsch} eine
P-Nullmenge ist.

Betrachtet man statt P ein Maf}, das nicht als Wahrscheinlichkeitsmafl interpretiert

werden soll, sagt man | fast iiberall” (f.i.) statt ,,fast sicher” (f.s.).
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Lemma 0.14 (Erstes Borel-Cantelli-Lemma). Sei (A,)nen C F mit Y -, P(A,) < 00.
Dann gilt P(,,A, tritt fir unendlich viele n ein”) =P (| U An> =0.

meNn>m

EsgiltA::(ﬂ U An)E]:und

meNn>m

w E ﬂ U A, eVmIn>mwe A, & w e A, fiir unendlich viele n € N.

meNn>m

A, tritt genau dann unendlich oft ein, wenn es nach jedem m nochmal eintritt.

Beweis. Sei m € N. Es gilt A C |J A, und damit

n>m

P(A) < P A0 < iP(An) — 0 fiir m — oo,

n>m

da > > P(A,) < co. Folglich kann die rechte Seite durch Wahl eines grofien m beliebig

klein gemacht werden. Da die linke Seite nicht von m abhéngt, muss sie 0 sein. [

0.1 Das Integral

Der Erwartungswert einer reellwertigen Zufallsvariablen Y : Q — R bzgl. eine Mafles P
wird als Lebesgueintegral [Y dP definiert.

Zur Definition des Integrals beginnen wir zunéchst mit sog. Elementarfunktionen,
das sind messbare Funktionen, die nur endlich viele verschiedene Werte annehmen. Zudem

sollen die Funktionen zunéchst nichtnegativ sein. Fiir

f= ZaklAk7 ar € Ry, Ay € F, (0.5)
k=1
definieren wir
I(f) =) o P(Ay) (0.6)
k=1

Man mache sich klar, dass I(f) wohldefiniert ist, da die rechte Seite von (0.6) nicht von
der konkreten Darstellung von f abhéngt.

Die Menge der Funktionen, die wie in (0.5) darstellbar sind, bezeichnen wir mit E*.
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Definition 0.15 (Integral fiir nichtnegative Funktionen). Sei f : Q — [0,00] F —
B([0, 0o])-messbar. Wir definieren das Integral von f bzgl. P durch

/fdP =sup{I(h) | h€ET, h < f}.

Bemerkung 0.16. Natirlich wiirde Definition 0.15 zundchst auch fiir nicht-messbare
Funktionen f Sinn ergeben. Finige der im folgenden hergeleiteten Eigenschaften des In-

tegrals wiirden jedoch verlorengehen.

Satz 0.17. Fiir messbare Funktionen f,g > 0 gilt
(i) f<g P-fs.= [fdP < [gdP

(ii) f=0P-fs.< [fdP=0

(i) [ fdP < oo = f <oo P-fs.

Beweis. Ad (i): Sei h > 0 eine Elementarfunktion mit A < f. Es folgt, dass b= hlgr<q)
ebenfalls eine Elementarfunktion ist, fiir die zudem gilt h< g (ohne Ausnahmenullmenge).
Wegen P(f < g) = 1 gilt fiir die Elementarintegrale offensichtlich I(h) = I(h). (i) folgt
dann aus der Definition.

Ad (il): [ fdP = 0 ist dazu #quivalent, dass jede nichtnegative Elementarfunktion,
die von f dominiert wird, P-f.s 0 ist. Fir f mit P(f = 0) = 1 ist letzteres sicher der Fall.
Umgekehrt kann man aus der Eigenschaft folgern, dass fiir jedes n € N gilt P(f > 1/n) =

0 (betrachte dazu die Elementarfunktion h = %1{ £>1/n})- Wegen

{f=1/n}1{f >0}, ntoo,

folgt die Behauptung mit der o-Additivitdt von P.
Ad (iii): Betrachte die Elementarfunktionen nlfs—«y, n € N. O

Bemerkung 0.18. Nach Satz 0.17(ii) gilt [ occly dP =0 fiir P(N) = 0.

Satz 0.19 (Satz von der monotonen Konvergenz). Sei (f,) eine Folge von R -wertigen
messbaren Funktionen mit fi < fo < ... und f := sup, ey fn = lim, oo f (nach Propo-

sition 0.11 ist die [0, oo]-wertige Funktion f wiederum messbar). Es gilt

lim fndP:/fdP.

n—o0



0 CRASHKURS IN MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE 12

Beweis. Aus der Monotonie folgt die Existenz des Limes und lim, o, [ f, dP < [ fdP.
Bleibt > 0 zu zeigen. Dazu nehme eine nichtnegative Elementarfunktion h mit h < f. Zu

festem € > 0 betrachte die Elementarfunktionen h,, := (h — )" 1 <h_.y, wobei (h(w) —
e)t = max{h(w) — ¢,0}. Es folgt h, < f,, und damit I(h,) < [ f, dP. Andererseits gilt

I(hy) > I(h) — € — huax P(fa < h —€).

Es gilt {f, < h—¢} ] 0 fiir n 1 oo und damit wegen der o-Additivitat von P P(f, < h—
g) 1 0 fiir n 1 oco. Es folgt, dass liminf,, . I(h,) > I(h) — e und damit lim,, o [ f, dP >
[ fdP (da (fn)nen nicht von ¢ > 0 abhéngt und letzteres beliebig klein gewéhlt werden
kann) und damit die Behauptung. ]

Lemma 0.20 (Lemma von Fatou). Sei (f,,)nen €ine Folge nichtnegativer messbarer Funk-

tionen. Es gilt

/ liminf f, dP < liminf / frndP.

n—oo n—oo

Beweis. Definiere g, := inf,,>,, fi. Die Folge (g, )nen ist monoton aufsteigend mit g, < f,

und lim,, ,+ g, = liminf,, . f,. Mit Satz 0.19 und Satz 0.17(i) folgt

/lim inf f,, dP = / lim g,dP = lim [ g,dP <lim inf/fn dP.
n—oo n—oo

n—oo n—oQ

O

Das Integral fiir beliebige messbare Funktionen kann auf das Integral aus Definiti-

on 0.15 fiir nichtnegative Funktionen zuriickgefiihrt werden. Dazu definieren wir f*(w) :=

max{ f(w),0} und f~(w) := max{—f(w),0}.

Definition 0.21. Fulls [ f*dP < co oder [ f~ dP < oo, dann sei das Integral definiert

durch
/fdP:z/f*dP—/fdP

(mit den iblichen Konventionen oo — a := oo fiir alle a € R und a — oo := —o0 fiir alle

aeR)
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[ heift P-integrierbar falls [ f*dP < oo und [ f~dP < oo. Der Raum der P-
integrierbaren Zufallsvariablen wird mit LY(Q, F, P) bezeichnet .

Analog bezeichnet LP(), F, P) fir p € [1,00) den Raum der messbaren Zufallsvaria-
blen f, s.d. |f|P P-integrierbar ist.

L2(Q, F, P) bezeichnet den Raum der R-wertigen Zufallsvariablen.

L>(Q, F, P) bezeichnet den Raum der Zufallsvariablen f fir die ein M € R, existiert
mit P(|f| < M) =1 (f heifit dann essentiell beschrankt).

Mit LP(Q2, F, P), p € [1,00), L°(Q2, F, P) und L>=(Q2, F, P) bezeichnet man die entspre-
chenden Quotientenrdume der Aquivalenzklassen, die entstehen, wenn Zufallsvariablen,

die P-f.s. tibereinstimmen miteinander identifiziert werden. Also
LP(Q,F,P):=LP(Q,F,P)/IN={f=f+N| feL}
etc., wobei N := {g € L, F,P) | P(g=0) =1}.

Es gelten folgende Eigenschaften des Integrals, die ohne viel Aufwand bewiesen werden

konnen.

Satz 0.22. Seien f und g Funktionen s.d. die Integrale nach P (im Sinne von Definiti-
on 0.21) definiert sind.

(i) (Monotonie) Ist f < g, so ist [ fdP < [ gdP.
(ii) (Linearitit) Fir alle \,p € R ist [(ANf +pg)dP =X [ fdP +p [ gdP.
(i) (Dreiecksungleichung) Es gilt | [ fdP| < [|f]dP.

Ab nun werden wir den Erwartungswert einer reellwertigen (bzw. numerischen) Zufalls-
variablen als Integral nach P definieren (sofern dies im Sinne von Definition 0.21 definiert
ist) und mit Ep(Y) := [Y dP bezeichnen. Solange es nur ein Wahrscheinlichkeitsmaf

gibt, unter dem Erwartungswerte gebildet werden, schreiben wir E(Y) := Ep(Y).
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0.2 Einige Konvergenzbegriffe in der Stochastik

Wir werden kurz die wichtigsten Konvergenzbegriffe in der Stochastik skizzieren. Wir be-
trachten eine Folge (Y},),en von reellwertigen Zufallsvariablen und eine reellwertige Zufalls-
variable Y. Alle Zufallsvariablen sollen auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P)

definiert sein.

Definition 0.23. (1) (Y,)nen konvergiert stochastisch gegen 'Y, wenn fir alle € > 0

P(lY,-Y|<e)—1, n— 0.

(2) (Yn)nen konvergiert fast sicher gegen Y, wenn P(Y,, — Y, n — o0) = 1.
(3) Seip € [1,00). (Yn)nen konvergiert in LP gegen'Y, wenn
E(]Y,-Y[P) =0, n—oo
(2) ist dquivalent dazu, dass fiir alle € > 0
P(lY,,-Y|<eVm>n)—1, n— oo
Damit sieht man, dass (2) = (1). Die Implikation (3) = (1) folgt aus der Abschétzung
E(Y, —Y[") 2 e"P(Y, - Y| > ¢)
Andere Implikationen gelten nicht. Klassische Gegenbeispiele:
(2) # (3). Wahle Q = (0,1) und P das Lebesgue-Maf} (Gleichverteilung auf (0,1)).

Setze. Y = 0 und Y,,(w) = n/P1(g 1 /ny(w). Fiir jedes w € (0, 1) gilt V,,(w) — Y (w), n — o0,
also (2). Es gilt aber

B(Y, ~YP) = (0P P(0,1/m) =n - = 1

und damit liegt keine LP-Konvergenz vor.

(3) # (2) Stellen € Ndurchn =2"+k, m € No, k =0,...,2™—1 dar und definiere

Yo(w) =1 & si(w) sowie wieder Y =0. (0.7)

2m »y gm
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Es gilt
E(Y,-YP)=PY,=1)=—

Da mit n — oo auch m — oo folgt LP-Konvergenz. Fiir jedes w € (0,1) gibt es aber
unendlich viele n mit ¥, (w) = 1. Damit gibt es keine punktweise Konvergenz ((2) ist

nicht erfiillt).

Definition 0.24 (Gleichgradige Integrierbarkeit). Eine Folge (Y,)nen von reellwertigen

Zufallsvariablen heif$t gleichgradig integrierbar, wenn
SuIN)E (’Yn‘1{|Yn|>M}) — O, M — oc.
ne
Wichtig fiir Anwendungen sind die folgenden beiden Sétze.

Satz 0.25. (1) impliziert die Ezistenz einer Teilfolge (Y, )ren, die P-f.s. gegen'Y kon-

vergiert.

Beweis. Sei (Yy,)nen eine Folge, die stochastisch gegen Y konvergiert. Offenbar ldsst sich

dann eine Teilfolge (ny)reny konstruieren mit
P(|Y,, —Y|>2"<27F k=12 ..
Definiere
A= {|Y,, — Y| <27 fiir alle k auBer hochstens endlich vielen}.

Aus dem Erstes Borel-Cantelli-Lemma (Lemma 0.14) folgt, dass P(A°) = 0 und damit
P(A) =1. Zudem gilt A C {Y,,, =Y, k — oo} und damit die Behauptung. O

Satz 0.26. (1) und gleichgradige Integrierbarkeit der Folge (|Yy|P)nen implizieren (3).

Beweis. Unter (1) und der gleichgradigen Integrierbarkeit der Folge (|Y,|?)nen folgere man
mit Hilfe einer Teilfolge (ny)ren, auf der fast sichere Konvergenz gilt, die Integrierbarkeit

von |Y'|P. Es gilt ndmlich

Fatou
E(Y]P)=E (11;11 inf |Ynk|p) < liminf B (|Y,,]7) < oo. (0.8)
—00 —00
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Wegen (0.8) und der Abschétzung
E(Yo =Y P) < E((IYal + Y)") < 2°E (|Ya]?) + 2°E ([Y]?)

zieht die gleichgradige Integrierbarkeit von (|Y,|P),en die gleichgradige Integrierbarkeit

von (|Y,, — Y|?),en nach sich. Dann schitze man ab
E(lY, = Y]") = E(lgve—ypsmyYo = YP) + E (Lya—vp<an|Yn — YP)
< E(lgve—ypsmy|Yo = YP) + MP(|Y, = Y| >¢€) +€, Ve>0,M >0.

Wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit von (|Y,, — Y'|?),en kann man zu festem 6 > 0

ein M € R, finden, so dass

, VneN.

Wl >

K (1{|Yn*Y\P>M}’Yn — Y|p) <

Durch geeignete Wahl von € > 0 und ns folgt E(|Y,, — Y|P) < ¢ fiir alle n > ns und damit

die Behauptung. O

Wenn E(|Y,]?) < oo, Vn € N und E(|Y|’) < oo, dann gilt auch die Umkehrrich-
tung "(3) = (1) & gleichgradig Integrierbar”. Die Zusatzforderung der gleichgradigen

Integrierbarkeit ist also i.W. auch notwendig um LP-Konvergenz zu erhalten.

Korollar 0.27 (Satz von der majorisierten Konvergenz). Sei (Y,,)nen eine Folge, die (1)
erfillt. Wenn es dann ein Z € LY(Q, F, P) gibt mit |Y,|P < Z fiir allen € N, dann erfiillt
(Yn)neN auch (3)

Beweis. Eine einzelne integrierbare Zufallsvariable ist, als konstante Folge betrachtet,
stets auch gleichgradig integrierbar (folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz).
Somit stellt die integrierbare Majorante auch die gleichgradige Integrierbarkeit der Folge
(|Yn|?)nen sicher und das Korollar folgt aus Satz 0.26 O

0.3 Bedingter Erwartungswert

Satz 0.28. Sei Y eine reellwertige Zufallsvariable (also F-messbar) mit E(|Y]) < oo und
sei G C F eine Teil-o-Algebra von F. Dann gibt es eine P-f.s. eindeutige G-messbare
Zufallsvariable Z mit

E(14Y) =E(1,2), VAEG. (0.9)
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(Eindeutigkeit bedeutet also, dass fiir zwei G-messbare Zufallsvariablen Zy, Z5, die (0.9)
erfillen, gilt P(Zy = Zs) =1).

Definition 0.29. Die Zufallsvariable E(Y|G) := Z wird als eine Version des bedingten

Erwartungswertes von Y unter der Information G bezeichnet.

Bemerkung 0.30. Der Ausdruck E(Y|G) ist also immer nur bis auf eine Nullmenge
wohldefiniert. Da die Definition keine kanonische Wahl der Zufallsvariablen liefert, die
Bedingung (0.9) erfillt, kommen wir um die leicht umstindliche Sprechweise von einer
,, Version des bedingten Erwartungswertes” nicht herum (eine Alternative ist der Ubergang
2u Aquivalenzklassen von Zufallsvariablen, womit aber fir das Hantieren mit bedingten

Erwartungswerten auch nichts gewonnen ist).

Bemerkung 0.31. Fir die triviale o-Algebra G = {0,9Q}, bedeutet die geforderte G-
Messbarkeit von Z, dass Z eine konstante Abbildung ist, d.h. Z(w) = zo fiir alle w € Q.
Setzt man in (0.9) A = Q, dann sieht man, dass Z = E(Y'). Der absolute Erwartungswert

kann also als bedingter Erwartungswert bzgl. der trivialen o-Algebra gesehen werden.

Die Eindeutigkeit in Satz 0.28 ist klar: man setze fiir A die G-messbaren Mengen
{we | Z1(w) < Zo(w)} und {w € Q | Z;(w) > Z3(w)} ein und wendet Satz 0.17(ii) auf
die nichtnegativen Zufallsvariablen (Z, — Z1)1{z,52,} und (Z; — Z2)1{z,> 2, an. Es folgt

1=P((Zo— Z)lyz,52, =0) = P(Z, < Zy)
bzw.
1=P((Zy — Zo)lyz,52 = 0) = P(Z1 < Zy)
und damit P(Z, = 7Z;) = 1.
Um die Existenz zu beweisen, benttigen wir das folgende Lemma.

Lemma 0.32. Sei Y eine beschrinkte F-messbare Zufallsvariable. Dann besitzt das Op-

timierungsproblem

min ~ E(Y — Z)? (0.10)

Z G—messbar
einen P-f.s. eindeutigen Minimierer, der zudem von den Schranken von Y beschrinkt

wird.
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Beweisskizze von Lemma 0.32. Seien Z; und Zy Minimierer von (0.10). Mit der Rechnung

71+ 7o\ 1 1 YAV

2 4
1 9 1 o (21— Z,)?

= — (Y -Z Y - Z,) — — =
2( 1)+2( 2) 1

folgt P(Zy = Z;) = 1, d.h. Eindeutigkeit (andernfalls wiren der mittlere quadratische

Abstand zu Z“QLZ2 noch kleiner). Fiir die Existenz muss man noch die Vollstéandigkeit
des Raums der quadratintegrierbaren Zufallsvariablen bzgl. der Norm \/m zeigen
(d.h. die Vollstéindigkeit von F?(Q, F, P)), was wir hier nicht im Detail machen wollen.
Ahnlich wie im Beweis von Satz 0.25 konstruiert man mit dem Lemma von Borel-Cantelli
eine Teilfolge, auf der eine Cauchy-Folge von Zufallsvariablen (bzgl. der Norm \/M)
w-weise, bis auf eine Ausnahmenullmenge, eine Cauchy-Folge in R ist. Dann nutzt man

die Vollstandigkeit von R aus und benutzt, dass limsup und lim inf von Zufallsvariablen

wiederum Zufallsvariablen sind (Proposition 0.11) . O

Beweis von Satz 0.28. Schritt 1: Betrachte zundchst den Fall, dass Y beschrankt ist. Defi-
niere Z als Minimierer in Lemma 0.32. Z ist also die Projektion von Y auf den Unterraum
der G-messbaren Zufallsvariablen. Sei A € G. Betrachte die G-messbare Zufallsvariable

Z =7 + 614. Aus der Optimalitdt von Z folgt
0<E(Y —Z—-014)°-E(Y —2)°=—=20E((Y — Z)14) 4+ 6°P(A)

Es folgt E((Y — Z)14) = 0, da andernfalls eine Entwicklung fiir § — 0 ergeben wiirde,
dass Z nicht optimal wére.

Schritt 2: Der FallY € £1(Q, F, P) mit Y = Y —Y ™~ kann auf Schritt 1 zuriickgefiihrt
werden, indem man zunéchst fiir Y™ An und Y~ An, n € N, die bedingten Erwartungswerte
Zn+ und Z, _ definiert. Die resultierenden bedingten Erwartungswerte sind nichtnegativ

und nichtfallend in n. Somit liefert monotone Konvergenz (Satz 0.19)

E(la lim Z,,) = lim E(14Z,,) = lim E(1,Y" An) = E(1,Y") <00, VAEG

n—00 n—00 n—00
(analog fiir Z,, ). Mit Satz 0.17(iii) folgt, dass P(lim, oo Z, + < 00) = 1 und P(lim, 0 Z,, - <
oo) = 1. Z = lim, o Z, 4+ — lim,,_, Z, _ erfiillt dann die Bedingungen des bedingten

Erwartungswertes von Y. [
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Bemerkung 0.33 (Zusatz). Im Full, dass ) abzdhlbar ist, lisst sich die Existenz von
Z in (0.9) elementar beweisen (Z lisst sich leicht konstruieren): In diesem Fall existiert
eine abzihlbare Familie (A;)ier von Atomen von G, d.h. A; N A; =0 firi # j und
G={Ae2?| A=A, fir einJCI}. (0.11)
ieJ
Man nehme 0.B.d.A. an, dass {w} € F fiir alle w € Q und betrachte eine Zufallsva-
riable Y mit Y o |Y (w)|[P({w}) < co. Der absolute Erwartungswert von Y liefle sich
formal durch eine absolut konvergente Reihe definieren: E(Y) := 3 oY (w)P({w}).
FEine Version des bedingte Erwartungswert von Y unter G ist die folgende Zufallsva-

riable: Fiir w € A; setze

E(Y14,)

E(Y|G)(w)=q "

0 : sonst.

: wenn P(A;) > 0.

FEs lisst sich leicht nachrechnen, dass die so konstruierte Zufallsvariable Bedingung (0.9)

erfiillt.

Definition 0.34 (Absolutstetigkeit und Aquivalenz). Seien p und v endliche Mafle auf
einer o-Algebra A. v heifit absolutstetig bzgl. 1, geschrieben v < p, wenn

w(A) =0 = v(A)=0, VAec A

Ist v absolutstetig bzgl. 1 und p absolutstetig bzgl. v, dann heiffen v und p dquivalent.,

geschrieben v ~ L.

Satz 0.35 (Satz von Radon-Nikodym). Seien p und v endliche Mafle auf einer o-Algebra

A. Dann sind dquivalent

*Sei Q = {wy,wa,ws, ... }. Wir wollen zeigen, dass es zu der o-Algebra G eine abzihlbare Familie von

Atomen gibt. Definiere A; := N B. A; lisst sich als abzdhlbarer Schnitt schreiben, indem man
BegG, wi1€B
alle w = wa, w3, ... durchliduft und schaut, ob man sie von w; trennen kann, d.h. ob es ein B € G gibt mit

w1 € B aber w ¢ B. Damit folgt A; € G. Wenn 4; = , sind wir fertig (In diesem Fall muss G jedoch
trivial sein. Fiir jedes B € G gilt ndmlich A; C B oder A; C B¢). Ansonsten sei n die kleinste natiirliche

Zahl > 1 mit w,, € A;. Setze Ay := N B. Es gilt wieder A € G. Auflerdem A; N As = 0 (sei
BegG, wp€B

w € Ay N Ay, es gilt fiir alle B € G die Aquivalent w; € B < w € B < w, € B. Dies wiire aber ein
Widerspruch zu w,, € A;). Fihrt man so fort, so konstruiert man die Familie von Atomen (Eigenschaft

(0.11) ldsst sich leicht zeigen).
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(i) v<p

(ii) Es existiert eine nichtnegative messbare Funktion h mit v(A) = [1ahdu fir alle

Ae A

Die Funktion h (Radon-Nikodym-Ableitung von v bzgl. v genannt, Schreibweise h = g—/’:)
st dann p-fast tberall endlich und p-fast tberall eindeutiq.

Die Implikation (ii) = (i) folgt sofort aus Satz 0.17(ii). Zudem kann fiir jede nichtne-
gative und yp-integrierbare Funktion h tiber v(A) := [ 14h dp ein endliches Ma8 v definiert
werden (die o-Addivitédt von v folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz).

Die Implikation (i) == (ii) ist recht aufwendig zu beweisen, weswegen wir darauf
verzichten wollen. Ein mafftheoretischer Beweis findet sich im Lehrbuch von Brokate und

Kersting [2], ein funktionalanalytischer im Lehrbuch von Klenke [13].

Bemerkung 0.36. Betrachte den Fuall, dass ) abzdhlbar ist. Wie in Bemerkung 0.33
ausgefiihrt existiert dann eine abzihlbare Familie (A;);cr von Atomen der o-Algebra A.
Wenn v < p, dann erfillt die Abbildung

o= Y A w)

i€l, u(A;)>0

offenbar Bedingung (ii) aus Satz 0.35, ist also eine Version der Radon-Nikodym-Ableitung
von v bzgl. .

Auch die Existenz des bedingten Erwartungswertes kann mit dem Satz von Radon-
Nikodym bewiesen werden. Sei Y € £1(Q, F, P) mit Y = Y+ —Y ~. Man definiere auf der
Teil-o-Algebra G C F die Mafle

pt(A):=E(1,Y") und p (A):=E(14Y"), VAeqg.

Die Differenz der Radon-Nikodym-Ableitungen von p* und g~ bzgl. des MafBies P |g erfiillt
nun die Bedingungen des bedingten Erwartungswertes E(Y | G) (beachte dazu, dass fiir
G-messbare Funktionen Z gilt [ ZdP = [ ZdP |g), also

dut dp~
EV 19 =30~ ap )
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Satz 0.37. [Eigenschaften der bedingten Erwartung/ Seien Yy, Yo undY Zufallsvariablen
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit E(|Y1]) < oo, E(|Ya]) < 00, E(]Y]) < 0.
Ferner seien Gi, G und G Teil-o-Algebren von F. Dann gelten folgende Aussagen

(1) (Linearitit) Fir alle Ay, Ay € R ist E]\ Y1 + XY | G = MEY1 | G] + L E[Yz2 | G]

(ii) Ist Y1 G-messbar und E(|Y1Y3|) < oo, so ist E[Y1Ye | G] = YiE[Y> | G] und
ElY: | ] =Y.

(1i) (Satz vom iterierten Erwartungswert) Ist Gi C Go, so ist
E[E)Y | Go] | Gi] = E[Y | Gi].
(iv) (Monotonie) Ist Y1 < Y3, so ist
ElY) | Gl < E[Y> | G
(v) (Jensensche Ungleichung) Ist ¢ : R — RU{+o0} konver, so ist oo > Elp(Y) | G] >
p(EY | g])
(vi) Sind Y1 und Yy stochastisch unabhdngig, dann gilt
EYy | Yo] := EY1 | 0(Y2)] = E[Y1].

Beweis. Ad (i): Seien Z; und Z, Versionen des bedingten Erwartungswertes von Y] bzw.

Y5 unter der Information G. Fiir alle A, Ay € R ist die Zufallsvariable \{Z; + Ay Z5 G-

messbar und aus der Linearitdat des absoluten Erwartungswertes folgt
E (1A(/\121 + )\QZQ)) = )\1E (1A21> + /\QE (].AZQ)
= ME(14Y1) + ME (14Y5)
= E(ls(MY1+ X)), VAeg.
Ad (ii): Zunéchst soll die Aussage nur fiir den Fall gezeigt werden, dass Y; eine In-

dikatorfunktion ist, d.h. Y7 = 1p fiir ein B € G. Sei Z, eine Version des bedingten
Erwartungswertes von Y, unter G. Da A, B € G — AN B € G, folgt

E(14Y125) = E(lanpZ2) = E(lanpY2) = E(1aV1Ys), VA€G.
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Auflerdem ist Y; Z5 G-messbar. Also ist Y1 Z,; bedingter G-Erwartungswert von Y;Ys. Wegen
(i) gilt die Aussage auch fiir sog. Elementarfunktionen Y7 = >  w;lp,, B € G, a; € R,
n € N.

Die Aussage fiir eine beliebige G-messbare nichtnegative Zufallsvariable Y; mit der
Zusatzbedingung, dass auch Y, nichtnegativ ist und E(Y;Y3) < oo, folgt mit monoto-

ner Konvergenz unter Beachtung von Z, > 0, indem man Y; durch die Folge Y™ :=

n2" k—1

el 2_”1{%<Y1§2%}’ n € N, approximiert.

SchlieBlich folgt der Fall ohne Vorzeichenbeschrankungen mit den Zerlegungen Y; =
ViYL Yo=Y - Yy und (i),

Ad (iii): Sei Z; eine Version des bedingten Erwartungswertes von Y gegeben die Infor-
mation G; und Z; eine Version des bedingten Erwartungswertes von Y gegeben die Infor-
mation Gy. Es gilt also E(1477) = E(14Y), VA € Gy und E(1475) = E(14Y), VA € G,.
Wegen Gy C G, folgt E(1471) = E(14Z5), VA € Gi. Da Z; Gi-messbar ist, ist Z; eine
Version des bedingten Erwartungswertes von Z, gegeben die Information G;. Insbesonde-
re ist der Ausdruck E[E[Y | Go| | G1] wohldefiniert, d.h. der bedingte G;-Erwartungswert
héngt nicht von der Version des bedingten Go-Erwartungswertes ab — bis auf die nicht
vermeidbare Unbestimmtheit auf einer G;-messbaren P-Nullmenge (man beachte, dass
die Versionen Z; und Z; unabhéingig voneinander variiert werden konnen, folglich kann
E(Zs | G1), das P-f.s. mit Z; iibereinstimmt, nicht von der Wahl von Z, abhéngen).

Ad (iv): Es gilt E(14727) = E(14Y1) < E(14Y5) = E(14%5), VA € G. Setzte A :=
{Z, > Zy} € G. Es folgt P(Z, < Z,) = 1.

Ad (v): Der Beweis wird hier nur fiir den Fall gefiihrt, dass ¢ differenzierbar ist. Aus

der Konvexitat von ¢ folgt
oY) = o(E(Y | ) + ¢ (E(Y | @)Y — E(Y | G)), P — fast sicher.
und damit

Elp(Y) 1G] = @(EY [9)+E(EY | )Y -EY [G)]d]
= e(E(Y [9)+(EY |G)EY -EY |G)|J]

N

-~

=0

= @(E(Y | G)), P — fast sicher.
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]

Ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) zu-
sammen mit einer Filtrierung F = (F)er. In dieser Vorlesung ist die Zeit diskret, d.h.

T ={0,1,...,T}. F ist eine Familie von Teil-o-Algebren mit
FoCcFHC...CFrCF

Interpretation: F beschreibt den Informationsverlauf. F; steht fiir die Information, die
wir zum Zeitpunkt ¢t haben. A € F; bedeutet, dass zum Zeitpunkt ¢ bekannt ist, ob das
Ereignis A eingetreten ist oder nicht (d.h. es ist bekannt, ob w € A oder w ¢ A). Wir

setzen voraus, dass Fo = {0, Q} (“triviale o-Algebra”, keine Information) und Fr = F.

Beispiel 0.38 (T-facher Miinzwurf). Der Grundraum ist das T-fache kartesische Produkt

Q={0,1}" ={0,1} x .. x {0,1} = {w = (wi,... ,wr) [ wi,... ,wr € {0,1}}

-~

T-mal

und F = 2%, Zum Zeitpunkt t sind die Ausginge der ersten t Miinzwiirfe bekannt, die der

letzten T — t aber mnoch nicht. Diese Information wird durch die o-Algebra
F,=2001) 510, 11Tt = {A € 22 | A=A, x {0,177 fiir ein A, € 200N

modelliert (2({0’1}t) symbolisiert die Potenzmenge der Menge {0,1}").
FirT =2 undt =1 bedeutet dies

Fi={ 0 {0,001} {1,0), (1, D}, {(0,0),(0,1),(1,0), (1, )} }.

=0x{0,1} ={0}¥{0,1} ={1};’{0,1} :{0,1;; {0,1}
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1 Modellierung arbitragefreier Finanzmaérkte

Gegeben sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, (F3)ieqo,,... 73, P), wobei T' € N.
Eine Filtrierung (F;):cqo,1,.. 7} ist eine Folge von o-Algebren mit F; C F, C F fiir s < t.
Die o-Algebra F; steht fiir die Information, die zum Zeitpunkt ¢ vorhanden ist: A € F;
bedeutet, dass wir zum Zeitpunkt ¢ wissen, ob das Ereignis A eingetreten ist oder nicht.

Eine Stoppzeit ist eine Abbildung 7 : Q@ — {0,1,... 7} mit {7 < t} € F; fur alle
t=0,1,...,T. Anschaulich entspricht 7 einer Stoppentscheidung, in die immer nur die

jeweils zur Verfiigung stehende Information einflief3t.

Proposition 1.1. Eine Abbildung 7 : Q — {0,1,... T} ist genau dann eine Stoppzeit,
wenn {T =t} € F; fir allet=0,1,...,T.

Beweis. Sei T eine Stoppzeit. Es gilt {7 =t} = {7 <t} \{r <t —1}. Da {r <t} und
{r <t —1} beide aus F; sind, folgt {7 =t} € F;.
Erfiille 7 die Bedingung aus Proposition 1.1. Es gilt {r < ¢} = |J'_,{r = s}. Da
——

Fs C F fir s <, folgt {r <t} € F, also ist T eine Stoppzeit. o O]

Ein stochastischer Prozess ist eine Abbildung X : Q x {0,...,7} — R Mit X,
bezeichnen wir die ¢-Schnitte der Abbildung X, d.h. X; : Q — R¢, w — X (w,t). Ein sto-
chastischer Prozess lisst sich somit auch mit der Familie von Zufallsvariablen (X;)i—o1,.. 7
identifizieren.

In diskreten Modellen benutzen wir die Notation ¢t— := ¢t — 1. Ferner sei AX; := X; —
Xi— = X;—X;1. X_ und AX bezeichnen somit die stochastischen Prozesse (X;_1)i—01,... 7
bzw. (X;—Xi—1)t=01,... 7. Wird auf diese Prozesse zuriickgegriffen, so interessiert der Wert

fiir + = 0 nicht, so dass wir X_; beliebig wihlen koénnen'.

"Diese Notation vereinfacht die Darstellung und beriicksichtigt, dass sich zeitdiskrete Prozesse als spe-
zielle zeitstetige Prozesse mit cadlag (rechtsstetig mit existierenden linken Limiten) Pfaden interpretieren
lassen, die nur bei den Gitterpunkten {1,...,T} ihren Wert verindern und dazwischen konstant sind.
Definiere dazu den Prozess: X : Q x [0, 7] — R? mit X, (w) := X (w), wobei [t] ;= max{s € Ng | s <t}.
Fir ¢ € {1,...,T} gilt limgrs, s<t )?S = )Z't,l. Der Limes der Funktionswerte links von einem Gitter-
punkt ist also der Funktionswert am vorherigen Gitterpunkt. Wenn wir in einer spdteren Vorlesung zum

“allgemeinen zeitstetigen Fall” iibergehen, miissen die Notationen also nicht mehr gedndert werden. Viele
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Definition 1.2. (i) Ein Prozess X heifst adaptiert, wenn X, fir alle t € {0,...,T}

Fi-messbar ist.

(ii) Ein Prozess X heifst vorhersehbar, wenn X, fir alle t € {0,...,T} F,_-messbar
ist, d.h. der Wert von X, ist schon in t — 1 bekannt (F_1 := {0,Q}).

Bemerkung 1.3. Im Sprachgebrauch der Stochastiker sind stochastische Prozesse zu-
meist automatisch adaptiert. Adaptiertheit ist dann die Minimalanforderung an einen
Prozess. Trotzdem werden auch nicht-adaptierte Prozesse untersucht — insbesondere in
Modellen mit verschiedenen Filtrierungen (gréfiere Filtrierung, die den Informationsver-

lauf eines Insiders modelliert, kleinere Filtrierung der Allgemeinheit).

Die Filtrierung (F:)i=o.1,.. r heifit von X erzeugt, wenn F; = o(Xo,... , Xt)

Ein adaptierter stochastischer Prozess X mit E(|X;|) < oo ist ein Martingal, wenn
EX, | F) =X, P—fs., firs<t. (1.12)

(1.12) besagt, dass fiir alle s <t X, eine Version des bedingten Erwartungswertes von X

unter der Information F; sein muss, also
E(1aXs)=E(14Xy), Vs<t, AecF,. (1.13)

Wenn gezeigt werden soll, dass ein Prozess X ein Martingal ist, ist also (1.13) nachzuwei-
sen.
Ein adaptierter stochastischer Prozess X mit E(|X;|) < oo ist ein Supermartingal,

wenn
E(lAXS)zE(lAXt), ngt, Ae F

(d.h. E(X; | Fs) < X, P-fs. fur alle s < t). Ein adaptierter stochastischer Prozess X mit

E(]X}]) < oo ist ein Submartingal, wenn
E(IAXS)SE(lAXt), ‘v’sgt, AG]-"S

(dh. B(X, | F,) > X, P-ts. fiir alle s < t).

Resultate gelten auch fiir echt zeitstetige Prozesse und die Formeln sehen dann genauso aus.
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Definition 1.4. Sei X ein diskreter adaptierter Prozess und H ein diskreter vorherseh-
barer Prozess (fiir die Definition in diskreter Zeit wiirde adaptiert ausreichen). X und H
sollen die gleiche Dimension haben, also X = (X',... , X% und H = (H*,... ,H?) fiir
ein d € N. Unter dem stochastischen Integral von H nach X verstehen wir den folgen-

dermajlen definierten reellwertigen Prozess H « X,

t t d
He*X, = /tHsts =Y H/AX,=> Y HIAX
0 s=1

s=1 i=1
wobei Zozl := 0. Den Prozess H bezeichnen wir als Integranden und den Prozess X als

s

Integrator. (Man beachte, dass Hy nicht in das Integral eingeht)

In der Finanzmathematik spielen stochastische Integrale eine wichtige Rolle. Man kann
sie ndmlich als Gewinn einer Handelsstrategie interpretieren. Betrachte dafiir einen Markt
mit d 4+ 1 Wertpapieren, deren Preisprozess durch den adaptierten stochastischen Prozess
S = (S°...,5% modelliert werden soll. S! bezeichne also den Preis von Wertpapier i zum
Zeitpunkt t. Wir nehmen an, dass S > 0, P-f.s. Eine Handelsstrategie ¢ = (¢°, ..., ¢?)
wird als R -wertiger wvorhersehbarer Prozess modelliert. ¢! steht fiir die Anzahl der
Wertpapiere ¢, die in der Handelsperiode zwischen ¢ — 1 und ¢ in unserem Portfolio sind.
©! ist also die Investition in den Sprung AS!. Wenn der Investor keine prophetische
Gaben besitzen soll, sollte man annehmen, dass bei der Entscheidung iiber ¢! die zuféllige
Komponente des Kurssprungs AS; (bzw. die Information iiber S}) noch nicht antizipiert
werden kann. Wir nehmen also an, dass die Zufallsvariable ¢! F; (= F;_)-messbar sein
muss.

Macht das Wertpapier ¢ zum Zeitpunkt ¢ den Sprung AS?, so resultiert hieraus, dass
sich der Wert des Portfolios um den Betrag ¢;AS; verdndert. Damit korrespondiert der
Wert des Portfolio mit einem stochastischen Integral, d.h. vy + ¢ * S; (v Startkapital).

Bevor wir wieder zu den Handelsstrategien kommen, noch ein paar Definitionen und

einfache Rechenregeln:

Proposition 1.5. Seien X, Y reellwertige adaptierte und H, K reellwertige vorhersehbare

Prozesse. Dann gilt:

(i) He (K +X) = (HK)* X
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(ii) Partielle Integration XY = XoYo+ X_ Y +Y ¢ X = XY+ X Y +Y_ ¢ X

(iii) Wenn X ein Martingal und H beschrankt ist, dann ist der Prozess H + X ein

Martingal.
Beweis. (i) He (K *X), ="' | HA(K « X), =" | HKAX, = (HK) * X,
(i)

t
XY, = XoYo+ > (XY, — X, 1Y)

s=1

t
= XoYo+ D> (X (Ye = Yor) + Ya(X, = Xo1))
s=1

= XYoo+ X Y +Y X,

(iii) Zu zeigen ist, dass H < X adaptiert und integrierbar ist und dass gilt E(H -
X; | Fio1) = H » X;_1. Adaptiertheit ist klar, da H ¢ X; nur von F;-messbaren Zu-
fallsvariablen abhéingt. Sei |Hs| < m fir ein m € R und alle s = 1,...,t. Wegen
|H« Xi| <m Y |AX] <2m >t |X,| ist H « X, integrierbar. Fiir alle t € {1,... ,T}
gilt
t
E(H X, | Fi1) = E()  HAX,| Fiy)

s=1
t—1

Satz 0.37 (i) & (ii
atz 0.37 (i) & (i) ST HAX, + HE(AX, | Fiy)
s=1
= H * Xt—l +O
[

Satz 1.6. [Doob-Zerlegung] Sei X = (Xi)i—01,.. 7 €in adaptierter stochastischer Prozess
mit E(|X;|) < oo firt=0,1,...,T. Dann lisst sich X in folgender Weise zerlegen:

Xy = Xo+ M, + Ay,

wobei My = Ay = 0, M ein Martingal ist und A ein vorhersehbarer stochastischer Prozess.

Diese Zerlequng ist P-f.s. eindeutig.

A lasst sich als Drift-Komponente des Prozesses interpretieren und M sind die aufad-

dierten (unsystematischen) Schwankungen um diesen Trend.
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Beweis. Fiirt > 1setze A, := Y\ B(AX, | Foo1)und M, := 32! (AX, — E(AX, | Foi1)).

Offenbar ist A; F;_j-messbar und E(AM; | F,_1) = 0. Damit ist die Existenz bewie-
sen. Nehmen nun an, es giabe eine weitere solche Zerlegung X; = Xy + ]\Z + Zt,, wobei
]\A/[/O = ,ZIO =0, M ein Martingal ist und A ein vorhersehbarer stochastischer Prozess. Fiir

den oben definierten Prozess A gilt

t t t
A=) B(AX, [ Fon) =) EAM +A), | Fy) =) AL = A,
s=1 s=1

s=1

Damit gilt Eindeutigkeit. [

Korollar 1.7. Ein vorhersehbares Martingal M = (My;)i—o1.. 1 ist (in der Zeit) konstant,
dh. P(My= My, ¥t =1,...,T) =1.

Beweis. Folgt sofort aus der Eindeutigkeit der Doob-Zerlegung. O]

Ein Portfolio heifit selbstfinanzierend, wenn die Verdnderung seines Wertes

d
Vi=V(p)=p'S= Z @S’

=0
(ausschliefllich) aus den Preisverdnderungen der enthaltenen Wertpapiere resultiert. Es
gibt also keine externe Kapitalentnahme oder -zufithrung. Alle Umschichtungen im Portfo-
lio miissen kostenneutral erfolgen. Dies lésst sich mathematisch durch folgende Definition

ausdriicken.

Definition 1.8. Eine Handelsstrategic ¢ = (0% o', ... %) heifit selbstfinanzierend,
wenn fiir alle t € {1,... T} gilt (Ap;)"S;_1 = Z?:o ApiS! | = 0.

Man beachte, dass das gesamte Vermdgen immer in Wertpapieren angelegt ist. Es gibt
also keine Kassenhaltung. Diese Annahme macht Sinn, wenn man davon ausgeht, dass
es jederzeit einen , risikolosen” Zins gibt, der fiir eine Periode garantiert wird und der
nicht negativ ist (z.B. Tagesgeldkonto, sofern das Ausfallrisiko der Bank vernachléssigt

werden kann).

Proposition 1.9. Fine Handelsstrategie ¢ ist genau dann selbstfinanzierend, wenn V; :=

0l S =g S0+ S firalet=0,...,T.
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Bewezs.

(90,5 - gOt_l)TSt_l =0 firallet= 1, c. ,T
S 0l S —p, S =9/ S —p] Sy firallet=1,...,T
e Alp'S)=A(p+9S), firallet=1,...,T

S 0 Si=pSy+pe S, firalet=1,...,T
0

Im Folgenden setzen wir stets voraus, dass S° > 0 (d.h. das nullte Wertpapier nimmt

nur Werte in Ry \ {0} an).

~

Definition 1.10. § := %S = (1, g—;, . ,g—j) heifit diskontierter Preisprozess. V := gng

bezeichne den zu der Handesstrategie ¢ gehdrigen diskontierten Wertprozess.

Den Prozess S° nennt man dann das Numéraire.

Proposition 1.11. Fine Handelsstrategie o ist genau dann selbstfinanzierend, wenn
Vi=Vo+y+ 5 (1.14)
Man beachte, dass ¢ * §t nicht von ©° abhingt, da AS® =0,

Die Proposition besagt, dass die Selbstfinanzierungseigenschaft einer Strategie ¢ nicht
davon abhéngt, ob wir alle Wertgréflen als Vielfachheiten der Eins oder als Vielfachheiten

des Numéraires S° verrechnen.

Beweis. Da <ptTSt,1 - gptT_lSt,l = 0 genau dann wenn gotT:g\t,l - <PtT_1§t71 = 0, geht der
Beweis analog zu Proposition 1.9:

0! Si1—¢l S =0 firallet=1,...,T

gpjgt_l — gotT_lgt_l =0 flirallet=1,...,T

gajgt — gojgt_l = (,0:3} — tptT_lgt_l firallet=1,...,T

Alp+S)y=Alg] ) firallet=1,...,T

r ¢ ¢ 0

gpgé\o—l—got'gt:gpjgt firallet=1,...,T
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Satz 1.12. Fiir jeden vorhersehbaren Prozess (¢, ..., ¢%) und Startkapital vy existiert
ein eindeutiger vorhersehbarer Prozess ©°, so dass © = (¢°, ¢, ..., ¢?) selbstfinanzierend

15t mit (,DJSO = .

Beweis. Wihle 8 = Ty — 2% | 04 5% wobei 7 := <. Also Vo = 0. Da S0 =1, ist (1.14)
0

dquivalent zu

W =Vo+ (o' . o) (8. SN = (o), eDT(SE .., 8Y, t=1,...,T(1.15)

und da A(H « X), = HAX, ist (1.15) dquivalent zu
W =Vo+ (ot oD e (S ST = (or, TS, S, t=1,... ,11.16)
Die rechte Seite von (1.16) ist aber offenbar ein vorhersehbarer Prozess und ¢° kommt

dort nicht vor. ]

Bemerkung 1.13. Nun tritt der Vorteil der Arbeit mit diskontierten Grdfien zutage.
Bei vorgegebenem vy (bzw. vorgegebenem vy = 09S)) kénnen die Komponenten ', i =
1,...,d, frei voneinander gewdihlt werden. ¢° ist dann der eindeutige vorhersehbare Pro-
zess aus Satz 1.12, der o = (¢°, 01, ..., ¢%) selbstfinanzierend macht und o] Sy = vy
gewdhrleistet. Wegen ASO =0 geht (gegeben 0y ) der Prozess ©° nicht in den diskontierten
Vermaogensprozess vy + @ * S = Do+ (¢4, ..., 07 (§1, cee §d) ein. Die Nebenbedingung,

dass eine Strategie selbstfinanzierend sein sollte, taucht dann nicht mehr auf.

Okonomisch bedeutet dies, dass nach Spezifizierung der Investments in die Wertpa-
piere S! bis S? der verbleibende Rest des Vermédgens (stillschweigend) in das “risikolose”
Numéraire S° investiert wird.

Wichtig ist hierbei, dass das Numéraire ein handelbares Wertpapier ist. (Dies war fiir
die beiden vorangegangenen Propositionen von keinerlei Bedeutung. Dort hiatte man auch
statt mit S° mit einem beliebigen positiven Prozess diskontieren kénnen). Handelbarkeit
eines Wertpapiers bedeutet, dass man in ihm sowohl long als auch short gehen kann.
“Short gehen” bedeutet dabei 6konomisch, dass man zum Zeitpunkt 0 den Betrag S5
bekommt und dafiir zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ > 0 den Betrag SY zuriickzahlen

muss. Die filligen Zinszahlungen spiegeln sich in dem Anstieg des Prozesses S° wider. S°
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kénnte den Wert eines Bankkontos in EUR darstellen, im einfachsten Fall SY = so(1+7)f,
reR,.

In der Praxis lassen sich Leerverkdufe realisieren, indem man sich das Wertpapier leiht
und es (anstatt es sicher aufzubewahren) an einen Dritten weiterverkauft. Dies bringt
zuniichst den Erlés S} ein. Zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ > 0 ist man jedoch verpflichtet,
die gleiche Aktie zum neuen Preis S} wieder zu erwerben, um den Glidubiger zu befriedigen.

Es wird natiirlich vorausgesetzt, dass Sollzins und Habenzins iibereinstimmen.
Ist dies nicht der Fall, kann man das nicht mehr so einfach modellieren.

Héufig wird von vorne herein mit diskontierten Groflen gearbeitet, bzw. angenommen,

dass “0.B.d.A.” SP =1 fiir alle .

Definition 1.14. FEine selbstfinanzierende Strategie ¢ (vorhersehbarer Prozess) heifit eine
Arbitrageméglichkeit, wenn fiir den dazugehorigen Vermégensprozess V. =o' S = Vy+¢
S qilt

Vo=0, P(Vp >0)=1 und P(Vyr >0) > 0.
Ein Marktmodell heifit arbitragefrei, wenn es keine Arbitragemdglichkeit gibt.

Bemerkung 1.15 (Leerverkdufe). Bei einer Arbitrage im Sinne von Definition 1.14 wird
@ 1.d.R. in einzelnen Komponenten negative Werte annehmen. Bei positiven Preisen setzt
ndamlich der Erwerb eines Wertpapieres ohne Startkapital die Verschuldung in einem ande-
ren Wertpapier voraus. Allerdings erscheint Arbitragefreiheit im Sinne von Definition 1.14
auch in Madarkten, in denen Leerverkiufe verboten sind, eine sinnvolle Voraussetzung

zu sein. Nehme an, ¢ sei eine Arbitrage im Sinne von Definition 1.14, d.h.
P(p+*Sr>0)=1 und P(p+Sr>0)>0.

Zerlegt man ¢ (komponentenweise) in seinen Positiv- und seinen Negativanteil, d.h. ¢ =
ot — @~ und T, 07 >0, dann gilt wegen der Linearitit des (diskreten) stochastischen

Integrals

Pt «Sp > +Sp)=1 und P(etSr>¢ *Sr)>0.
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Die Strategien ot und o~ kommen ohne Leerverkdiufe aus. Die Strategie ot erzielt offen-
bar in allen Zustinden einen hoheren Handelsgewinn als die Strategie ¢~ . Folglich wiirde
die Strategie ¢~ weniger realisiert werden, was zu einem Riickgang der Preise der dort
nachgefragten Wertpapiere fithren wiirde bis die Arbitrage wieder verschwindet'. Aller-
dings wdre ohne eine Verhaltensinderung der Investoren von @~ eine Anpassung nicht
sichergestellt, da deren Kaufentscheidung nicht durch Shortpositionen anderer neutrali-

siert werden konnte.

Bemerkung 1.16. In diskreten Modellen reicht es, wenn wir fir eine Arbitragestrategie
Vr > 0 fordern. Wir miissen nicht noch verlangen, dass V; > 0, fiir alle t € {0,... T}
(oder wenigsten V; > —a, a € Ry (endlicher Kreditrahmen)). Wir werden ndmlich spater
sehen (vgl. Proposition 1.21), dass, wenn in einem Markt eine Arbitragemaglichkeit im
Sinne von Definition 1.14 existiert (d.h. risikolose Gewinnmdaglichkeit, wenn wihrend der
Laufzeit unbegrenzter Kredit gewdhrt werden kann), auch eine Arbitragestrategie existiert,
deren Wertprozess V, > 0, fiir alle t € {0,..., T} erfillt (kein Kredit erforderlich). In

zeitstetigen Modellen ist die Definition von Arbitragefreiheit jedoch etwas komplizierter.

Definition 1.17. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q) heifit dquivalentes Martingalmafs, wenn
Q ~ P (d.h. P und Q haben dieselben Nullmengen, P(A) =0 << Q(A) =0VA € F) und
alle diskontierten Preisprozesse :S’\i, 1=0,...,d unter dem Maf (Q Martingale sind, d.h.
fiir s <t gilt

Eq(5; | i) =5,

Die Menge der dquivalenten MartingalmafSe bezeichnen wir mit /\/le(:S'\)

Satz 1.18 (1. Fundamentalsatz der Arbitragetheorie). Ein Markt ist genau dann arbi-
tragefrei, wenn es ein dquivalentes Martingalmaf gibt, d.h. ein Wahrscheinlichkeitsmafs

Q) ~ P unter dem die diskontierten Wertpapierpreisprozesse i Martingale sind.

Lemma 1.19. Sei C C R" abgeschlossen und konvex mit 0 ¢ C®. Dann ezistiert ein

A € R™ und ein a € Ry \ {0} mit \Tx > « fiir alle x € C. Insbesondere gilt {x €

tMan beachte, dass {(w,t) | (cpi(w))Jr > O} N {(w,t) | (pi(w)) > 0} =0,i=0,1,...,d. D.h. kein

Wertpapier wird gleichzeitig von T und ¢~ nachgefragt.
§Zur Erinnerung: C konvex heifit, dass fiir alle z,y € C und X € [0, 1] gilt Az + (1 — \)y € C.
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R* | ATz =0}NC =0.

Beweis. Sei v > 0 eine nichtnegative reelle Zahl, so dass die Kugel B(0,r) = {y €
R”™ | |lyl| < r} mit Mittelpunkt 0 und Radius 7 einen nichtleeren Schnitt mit C' besitzt
(wobei || - || die euklidische Norm bezeichne, d.h. ||z|| = /> 1, (2%)?). Sei zq der Punkt

i=1
an dem die Abbildung = — [|z|| auf der kompakten Menge C'N B(0,r) ihr Minimum

annimmt. Es folgt, dass
|lz]| = [|zol], Vz € C. (1.17)

xo ist gerade die Projektion des Ursprungs auf die konvexe Menge C'. Fiir jedes z € C'
und t € [0, 1] gilt wegen der Konvexitét von C, dass xg + t(z — xp) € C' und damit wegen
(1.17)

(20 + t(x — x0)) " (w0 + t(x — 30)) > 79 70
also
2t(x — x0)  wo + 3 (x — x0) T (w — 2) >0, Vt€]0,1].

Schaut man sich die Entwicklung fiir t+ — 0 an, so folgt daraus (z — z¢) 29 > 0 also

x> J:OTIO =a Vel

(Beachte, dass wegen 0 ¢ C' o nicht der Nullvektor ist und damit ] 2o > 0 gilt) O

Lemma 1.20. Sei U C R" ein Vektorraum, K C R™ kompakt und konvex, U N K = ().

Dann ezistiert ein X € R™ mit X'z = 0 fiir alle x € U und X"z > 0 fiir alle x € K.

Beweis. Vektorrdume sind per Definition nichtleer. Der Fall K = () ist offensichtlich. Also
0.B.d.A. K # 0.
Die Menge

C=K-U={zeR"|Iy,2) e KxU, x=y— =z}
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ist konvex (da K und U konvex) und abgeschlossen (da K kompakt und U abgeschlossen)?
mit 0 ¢ K. Mit Lemma 1.19 folgt die Existenz eines A € R™ und eines a € R, \ {0} mit

Az >a, Vo e C also
My—ATz>a, WeK, zeU. (1.18)

Hélt man ein beliebiges y fest und wendet (1.18) fiir jedes z auf alle seine Vielfachen an,

so folgt wegen Homogenitit, dass A"z = 0, Vz € U. Dann folgt ATy > «a, Vy € K. O

Wir werden Theorem 1.18 hier nur fiir |2] < oo beweisen. Das Resultat wird aber auch
fiir |2] = oo benutzt werden. Der allgemeine Beweis ist einiges aufwendiger und kann
zum Beispiel in Kapitel 5 von Irle [9] oder Follmer/Schied [5], Theorem 5.17 nachgelesen

werden.

Beweis von Theorem 1.18 fiir || < oco. <: Sei @ ein dquivalentes Wahrscheinlichkeits-
maf (d.h. alle §i, i = 0,...,d sind Q-Martingale) und sei ¢ eine selbstfinanzierende
Strategie mit V5 = 0 und Vp > 0. Dann ist ¢ * §T = \7T > 0. Nach Proposition 1.5(iii)
ist o o S aber ein ()-Martingal, also gilt Eg(p ° §T) = 0 und wegen Nichtnegativitat
Qe Sy # 0) = 0. Da @ zu P dquivalent ist, gilt ¢ * Sy =0, P-fs.

=: Dies ist die interessante Richtung. Die Idee besteht darin, die Menge der reali-
sierbaren Endvermogen zum Startkapital 0 (eine Menge von Zufallsvariablen) von einer
“gewissen Menge” nichtnegativer Auszahlungen durch ein lineares Funktional zu trennen.
Wenn es keine Arbitragemoglichkeit gibt, sind diese beiden Mengen némlich disjunkt.
Vermoge des linearen Funktionals ldsst sich dann ein Martingalmafl konstruieren.

1) Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass F die Potenzmenge von (2 ist, also {w} €

F, fur alle w € . Andernfalls kénnte man zum Grundraum @' := {A € F | A #

9Sei (zn)neny C C mit Darstellung z,, = y, — 2, und z,, — x, n — oo, fiir ein € R™. Zu zeigen:
z € C. Da K kompakt ist, existiert eine Teilfolge (yn, )ren mit yn, — y, k — oo, fiir ein y € K. Es folgt
Zn, = Y —x, k — oo und damit y — x € U wegen der Abgeschlossenheit von U. Wegen x =y — (y — )
folgt z € C.
C miisste offenbar nicht abgeschlossen sein, wenn K nur abgeschlossen aber nicht kompakt wire. Beispiel:
K={(z,y) eR? |2 >0,y =1/}, U = {(z,y) € R? | z = 0}. K und U sind beide abgeschlossen, aber
K —U = {(x,y) € R? | & > 0} ist es nicht.
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() und A ist Atom der o-Algebra F} iibergehen (eine Menge A € F ist ein Atom der o-
Algebra F, wenn fiir alle B € F gilt, dass AN B = A oder AN B = (). Man wiirde
also eine Gruppe von w, die sich durch die o-Algebra F nicht voneinander trennen lassen,
mit einem neuen Element identifizieren. Die o-Algebra F’ auf ) wire dann einfach die
Potenzmenge 2% und das Wahrscheinlichkeitsma$ auf 2 wire gegeben durch P'(A) :=
> pea P(B). Da Erzeugermengen der o-Algebra F; Vereinigungen von Atomen von F
sind, kann die o-Algebra F] auf ' wie folgt gebildet werden: ist Ay U A; U ... U A, eine
Erzeugermenge von F;, dann ist {A;, As,... , A,} eine Erzeugermenge von Fj.

2) Weiter kann man 0.B.d.A. annehmen, dass P({w}) > 0, fiir alle w € Q. Andern-
falls gehe man zu einem neuen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€Y, P', F', (F')i=o... 1)
tiber, der dies erfiillt: setze dazu einfach Q' := {w € Q | P{w}) > 0}, F' = FN Q' bzw.
F = F, N (Spur-o-Algebren) und P’ := P |7. Beide Aussagen im Satz sind invariant
unter dieser Verdnderung.

Setze U := {¢ » Sy | ¢ ein vorhersehbarer Prozess} ¢ R und

K = {Z ,Uwol{wo} ‘ P € Ry, Z Huwoy = 1} C R".

wo €N woEN

1wy ist die Abbildung € — R, die den Wert 1 fiir w = wy annimmt und Null sonst. U ist
ein linearer Unterraum von R und K eine kompakte, konvexe Menge. Jedes Element im
Schnitt von U und K wiirde eine Arbitragemoglichkeit liefern (hier geht P({w}) > 0 fiir
alle w € Q ein). Deshalb gilt nach Voraussetzung U N K = (). Nach dem Hilfssatz existiert

ein A € R mit
Z)\(w)x(w) =0, ze€U (1.19)

und

Z)\(w)x(w) >0 VrekK. (1.20)

weN
Da 1{,} € K gilt A(wp) > 0 fiir alle wy € . Daher kénnen wir vermoge
Aw)
Zweﬂ )‘(&v))

ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl ) definieren (man beachte, dass {w} € F

Q({w}) =

fiir alle w € ).



1 MODELLIERUNG ARBITRAGEFREIER FINANZMARKTE 36

Sei nun ¢ € {1,...,d}, s <t und A € F,. Wir wéhlen folgende selbstfinanzierende

Handelsstrategie

. llweA)l(ue {s+1,...,t}) firj=i
pn(w) =
0 sonst

Dann setzte in (1.19) z(w) = (¢ » S7)(w) = 14(w)(SH(w) — Si(w)) und es gilt Eg(14(Si —

S) = mzweﬂ AMw)(p * Sr)(w) = 0, also Eg(S; — S¢|F,) = 0, d.h. S ist ein
()-Martingal. O]

Man sieht sofort, dass Arbitragefreiheit in diskreten Modellen nicht von der Wahl des
Numéraires abhéngt (sieche Definition 1.14). D.h. wir hiitten die Preise statt mit S° z.B.
auch mit S7, j € {1,... ,d} diskontieren koénnen (In zeitstetigen Modellen ist dies etwas
problematischer). Mit Satz 1.18 héngt damit die FEwistenz eines Martingalmafles auch
nicht von der Wahl des Numéraires ab. D.h. sind fiir das Numéraire S° die diskontierten
Preisprozesse '

5
50
@-Martingale (wobei @) ein Mafl mit Q ~ P), dann sind auch die bzgl. eines anderen
Numéraires, z.B. S7, diskontierten Preisprozess Martingale — allerdings i.A. auch bzgl.
eines anderen Martingalmafles Q7. Zwischen Q und @’ gilt der Zusammenhang
Q' _ SrS
dQ — S% 51
(Ubung). Man muss also ein Numéraire und ein dquivalentes Martingalma$ als ein Paar
(5% Q) sehen. In der Literatur wird hiiufig ein sog. “state price process” L definiert mit
L, := SL?E (% | ft). Die Produktprozesse LS?, i =0, ... ,d, sind P-Martingale.

Generell kommen in Satz 1.18 als Numéraire alle mit Wahrscheinlichkeit 1 strikt po-
sitiven Vermogensprozesse in Frage, d.h. die Prozesse V; = Vj + ¢ « S; (insbesondere
also alle S7). Okonomisch macht es natiirlich Sinn, alles als Vielfaches der risikolosen

Anlagemoglichkeit SO auszudriicken.
Proposition 1.21 (Einperiodenarbitrage). Folgende Aussagen sind dquivalent

(i) Es existiert eine Arbitragemdglichkeit im Sinne von Definition 1.14.
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(ii) Es existiert eint € {1,... T} und ein n € L°(Q, Fi_1, P;R?) mit

d d
P (Z NASE > o) =1 und P (Z ' ASE > 0) > 0. (1.21)

i=1 =1
(iii) Es existiert eint € {1,... T} und einn € L®(Q, Fr_1, P;RY), so dass (1.21) gilt.

(iv) Es existiert eine Arbitragemdglichkeit im Sinne von Definition 1.14 mit beschrankter

Handelsstrategie (o', ..., ©%).

Beweis. (1)=-(ii) Sei ¢ eine solche Arbitragestrategie und V' der zugehorige Wertprozess
(d.h. Vo =0). Sei

t := min{k|P(V; > 0) =1 und P(V} > 0) > 0}.

Nach Voraussetzung gilt t € {1,... ,T}.

1. Fall: P(V;_; = 0) = 1. Dann erfiillt n := ¢; Bedingung (ii).

2. Fall: P(V,-y # 0) > 0. Dann gilt P(V;_; < 0) > 0, da andernfalls bereits bis ¢ — 1
eine Arbitrage erzielt worden wire, was der Minimalitdt von ¢ widerspriache. Definiere
n = @l <op. Da P(V; > 0) = 1 gilt fir X := 3% 7/ASH = 1y, . AV,, dass
P(X >0) =1und P(X > 0) > 0 (Insbesondere gilt {V;_; < 0} C {X > 0}, beachte, dass
der diskontierte Vermdogensprozess genau dann positiv ist, wenn der Vermdogensprozess
selber positiv ist).

(ii)=-(iii) Insbesondere existiert auch eine beschrénkte Einperiodenarbitragestrategie 7.
Definiere 7 := 1{2;_1:1 Ini|>0}m'

(ili)=(iv) Fiir ¢ und 77 wie oben definiere die letzten d-Komponenten eines vorhersehbaren

stochastischen Prozesses

, Nt fiir s =t,
L= (1.22)
0 sonst,

i=1,...,d. ¢° erhilt man dann mit der Selbstfinanzierungsbedingung wie in (1.16). [

Bemerkung 1.22. Insbesondere liefert ¢ aus (1.22) eine Strategie fir die wihrend der

Laufzeit kein Kredit aufgenommen werden muss, vgl. Bemerkung 1.16.
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Fiir zeitstetige Modelle, d.h. 7 = [0, T, gilt die fundamentale Aquivalenz in Theorem
1.18 in dieser Form nicht mehr. Man muss den Begriff einer Arbitragemoglichkeit etwas
verdndern, um die Aquivalenz zu erhalten (und zwar fiir beide Richtungen). Darauf wer-

den wir im zeitstetigen Teil ndher eingehen.

Betrachtet man einen Markt der aus unendlich vielen Wertpapieren besteht, wird
die Aquivalenz in Theorem 1.18 schlicht falsch. Die Existenz unendlich vieler Wertpapiere
kann zum Beipiel auf sog. Anleihenmérkten (Bonds) relevant werden. Zu jedem moglichen
Filligkeitszeitpunkt existiert ein eigenes Wertpapier, das exakt zu diesem Zeitpunkt den

Betrag 1 auszahlt.

1.1 Ausflug in eine Welt mit unendlich vielen Wertpapieren

Gegeben sei also der Fall abzihlbar unendlich vieler Wertpapiere S = (SY St,...).
O.B.d.A. nehmen wir an, dass S° = 1, d.h. S = S. Der stochastische Prozess S neh-
me Werte im Raum [* der beschrénkten Folgen an, d.h. S : Q x {0,... , T} — [*°. [* ist
ein Banachraum im Bezug auf die Supremumsnorm.

Um Vermogensprozesse eindeutig definieren zu kénnen, fordern wir von Handelsstra-
tegien absolute Summierbarkeit, d.h. Y27 [pi(w)] < oo, P-f.s. Wegen S(w) € [* ist auch
die Folge (¢!(w)S}(w))i=o.1,... absolut summierbar. Unser Vermdgen hiingt also nicht davon
ab, in welcher Reihenfolge wir unsere Aktienpositionen zusammenzahlen und alle Defini-
tionen fiir d < oo lassen sich problemlos iibertragen (z.B. Selbstfinanzierungsbedingung
D oico ApiSiy =0).

Proposition 1.23. Wenn ein dquivalentes Martingalmaf existiert, d.h. ein Wahrschein-
lichkeitsmaf3 Q wunter dem alle S', i = 0,1,..., Martingale sind, und zusditzlich

Eq (s.upz-eNO ]Sﬂ) < oo firallet=0,1,...,T gilt, dann ist der Markt arbitragefrei.

Beweis. Der Beweis geht ganz analog zu der Hinrichtung von Satz 1.18. Seien alle S°
@Q-Martingale und V' der Vermogensprozess zu der selbstfinanzierenden Strategie ¢ mit

Vo = 0. Aus der Selbstfinanzierungsbedingung folgt, dass

AV, = gAS]. (1.23)
=1
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Man kann sich iiberlegen, dass Proposition 1.21 sinngeméafl auch fiir den Fall d = oo gilt
(Ubung). Damit kann man sich auf ||-||1-beschrénkte Handelsstrategien beschrénken, d.h.

0.B.d.A. 377 [pi(w)] < 1, fiir alle w, t. Da

D _1ellAS] <218 .

i=1
kann man Erwartungswertbildung und Summation iiber i vertauschen und es gilt

Eq(AV;) =) Eq(#jAS) =0,
i=1

wegen Proposition 1.5(iii) und da S* @Q-Martingale sind. Also EqVr = 0. Aus 1 = P(Vy >
0) = Q(Vr > 0) wiirde also 1 = Q(Vy = 0) = P(Vp = 0) folgen. O

Das folgende Einperioden-Binomial-Modell zeigt, dass i.A. die andere Richtung von
Theorem 1.18 nicht mehr gilt.

Beispiel 1.24. Sei Q = {1,2,...} und P{w}) >0, Vw e Q. T =1, So = (1,1,...). S;

ist gegeben durch SY =1 und

0 wennw =1
Siw)=14 2 wennw=1i+1 (1.24)

1 sonst

fir 1 > 1. Zundchst zeigen wir, dass das Modell arbitragefrei ist. Dazu nehmen wir an,
dass es eine Strategie o € 11 gibt mit Y oo 'St =0 und P(> 50, ¢'S; > 0) = 1.
Betrachte den Fall, dass w =1 eintritt. Es qilt

0<) ¢'Sil) =" +) ¢ =—¢'
1=0 k=2

Analog folgt fiir w > 1

0<) ¢'Siw)=¢"+20° 1+ Y o=t
1=0 i=1iFw—1w

Es folgt sofort, dass 0 > o' > ©? > .... Dies ist aber nur méglich, wenn ©' = 0, Vi da
@ € 1'. Trotzdem existiert kein Wahrscheinlichkeitsmafs Q ~ P, so dass Eg(S}) = S} fiir
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alle i. Fiir so ein Maf$ miisste ndamlich gelten

o0

1 = Bo(S)=2{i+1)+ >  QU{k}

k=1,k£i,i+1
= 1+Q({i+1})-Q({i}), Vi=1
Dies bedeutete aber, dass alle Q({i}), i € N, gleich wiren. Da 1 = Q(Q) = > =, Q({i})

ist dies aber nicht maoglich.

Bemerkung 1.25. Bei dem der Konstruktion (1.24) entsprechenden Beispiel mit endlich
vielen Wertpapieren gibt es ein eindeutiges dquivalentes Martingalmafs — und zwar die

Gleichverteilung.

2 Derivatebewertung und Hedging

Wir gehen wieder von einem Modell mit endlichem Zeithorizont T' € N aus. Viele Termin-
geschéfte lassen sich durch eine einzige Zufallsvariable H beschreiben, die die Auszahlung
an den Besitzer des entsprechenden Wertpapiers zum Endzeitpunkt T ausdriickt. Andere

Derivate sind aber auch von einer etwas komplizierteren Struktur.

Beispiel 2.1. e Europdische Call Option: Der Kdufer dieser Option erwirbt das Recht
(aber nicht die Pflicht), zum Zeitpunkt T Aktie i zum vorher festgelegten Preis
K € Ry zu kaufen. Zum Zeitpunkt T hat dieses Recht den Wert Si — K, wenn
St > K. Im Fall S < K hat dieses Recht keinen Wert. Die Auszahlung ist also
durch die Zufallsvariable H(w) = (Sh(w)— K)* gegeben. Bei der Optionspreisbewer-
tung stellt man sich nun die Frage, wieviel dieses Recht, dessen Wert zum Zeitpunkt

T man kennt, zu einem friiheren Zeitpunkt t < T wert ist.

e BEuropéische Put Option: Im Unterschied zur Call Option erwirbt der Kdufer das
Recht, die Aktie i zum Zeitpunkt T zum vorher festgelegten Preis K zu verkaufen.
Die zufillige Auszahlung ist (K — S4)". Mit Put Optionen kann man auf fallen-
de Aktienkurse wetten. Dies ist nattirlich nicht unproblematisch, da der Halter der
Option ein Interesse an niedrigen Aktienkursen hat (wenn er nicht auch gleichzei-
tig die entsprechende Aktie im Portfolio hdlt und der Put nur der Absicherung der
Aktienposition dient).
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o Zertifikate: Dies sind Anlagemdglichkeiten, bei denen der Investor zu einem Zeit-
punkt T eine Auszahlung H erhdlt, die i.A. nichtlinear vom Preis Sk oder Preispro-
zess (S})i—o1...  einer Aktie (oder Indexes) abhingt. Seien K1, Ky € Ry mit Ky <

K. Betrachte Zertifikate mit folgenden Auszahlungen

H= (S5 ANKy) VK + (ShAKy— Ky, Sprinter.

H = (SpVv K2)1{5§>K1, Vi=1,..,T} T Séfl{sggKl, fir ein t=1,..., T} Ky <5

Bonuszertifikat.

H = S%l{sth viet1,.. 1} K1 < St Hebelzertifikat.

e Forward: Es wird zum Zeitpunkt t = {0, ..., T} vereinbart, dass der Kdiufer das
Wertpapier S* zum Zeitpunkt T zum Preis O, erwirbt, d.h. die Auszahlung an den
Kiufer ist H = S — Oy. Wie gross ist Oy zu wihlen, dass dieser Vertrag zum
Zeitpunkt t nichts kostet, d.h. 0 ein fairer Preis fir den Claim H ist ¢ Ist der
riskolose Zins determinstisch, sei z.B. die Zinsrate konstant v > 0, d.h. S? = €™,

dann ergibt sich fir den Forward ein modellunabhéngiger eindeutiger No-Arbitrage-

Preis O; = Sie"T=),

e Amerikanische Optionen: Bei amerikanischen Call oder Put-Optionen kann der
Kiufer sein Kaufs- bzw. Verkaufsrecht nicht nur zum Endzeitpunkt T wahrneh-
men, sondern zu jedem beliebigen Zeitpunkt t € {0,1,... ,T}. Fine amerikanische
Option ist damit mindestens genauso viel wert, wie die entsprechende europdische
Option. Wir stellen amerikanische Optionen statt durch eine Zufallsvariable durch
einen stochastischen Prozess L = (L;)=o... 7 dar. Call Option L, = (S} — K)*, Put
Option Ly = (K — S))*.

e Swaps. Zum Zeitpunkt 0 werden Zahlungen zwischen zwei Vertragsparteien verein-
bart, die von heute noch nicht bekannten Griflen abhingen (etwa von zukinftigen

Zinssdtzen ~ Zinsswaps) und zu verschiedenen Zeitpunkten stattfinden kénnen. Die
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Zeitpunkte der Auszahlungen sind nach Vertragsabschluss jedoch nicht mehr beein-
flussbar, was diese Kontrakte von amerikanischen Optionen unterscheidet. Da Zah-
lungen, die zu unterschiedlichen Zeitpunkten stattfinden, mit einem geeigneten Nu-
meraire vergleichbar gemacht werden kénnen, lisst sich der Kontrakt auch durch
eine einzelne Zufallsvariable H darstellen (und wird somit grundsdtzlich von Defi-

nition 2.2 erfasst).

Bei der Derivatebewertung geht es um die Frage, wie man eine Option mit einer
zufilligen Auszahlung in der Zukunft heute fair bewerten kann. Eng verbunden mit der
fairen Preisbestimmung fiir Derivate ist die Frage, inwieweit man das Risiko, was mit dem
Verkauf oder den Kauf von Derivaten verbunden ist, mit einer gewohnlichen Anlagestra-
tegie, die nur die Underlyings (Aktien, Bonds) beriicksichtigt, ausgleichen kann. Da die
Auszahlung der Option meistens eine nichtlineare Funktion des Underlyingpreises zum
Zeitpunkt T ist, reicht es nicht aus, nur statische Hedgingstrategien zu betrachten (sta-
tisch: “kaufe/shorte k Aktien zum Zeitpunkt 0 und halte diese Position bis zum Zeitpunkt
T7). Stattdessen miissen dynamische Strategien betrachtet werden, bei denen die Anzahl

der Aktien im Portfolio jede Periode angepasst wird.

Definition 2.2. Sei H ein europdischer Claim (Derivat, Option), d.h. eine Zufallsvariable
H € L%, F, P). Ein adaptierter Prozess S = (§t)t:o,...,T heifit Derivatepreisprozess fiir
den Claim H, wenn Sr = H.

S, legt also den Preis des Claims H zum Zeitpunkt t fest. Was kann man sinnvolles
iiber S, sagen ? Wir behandeln Claims (Derivate, Optionen) im Prinzip wie “gewdhnli-
che“ Wertpapiere. Sie werden zusammen mit den Underlyings (Aktien) auf einem Markt
gehandelt. Die stochastischen Prozesse (S°, St,... ;S9), die den Preis der Underlyings be-
schreiben sollen, sind gewohnlich vorgegeben (d.h. ihre statistische Verteilung ist vorher
spezifiziert). Ziel der Derivatebewertung ist es, daraus Schlussfolgerungen fiir die Deriva-
tepreisprozesse zu ziehen. Bei européischen Claims hat man fiir den Derivatepreisprozess
(§t)t:0,‘..,T die Endbedingung Sr = H. Also zum Beispiel Sp = (S% — K)T fiir eine Call
Option auf die Aktie 1.
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Grundidee der Derivatebewertung:

t=0 t=1
—
1/2
1/2 1
2
12
Call-Option, Strike= 1
1/2 0]

Call-Option: Halter besitzt das Recht (aber nicht die Pflicht),

zum Zeitpunkt 1 eine Aktie zum Strike-Preis 1 zu erwerben.

43
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,,wenn Tag gut”

,,wenn Tag schlecht”
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t=0 t=1
—
1/2
1/2 1
2
1/2
Call-Option, Strike= 1
1/2 0]
Auszahlung der Call-Option lésst sich durch Aktie und Bond
replizieren: kaufe in t =0 A = % Aktien und p = —% Bonds.
P22 =1 o 1 \— 2
H="3 773

p+ix=0
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1 2 1
p = Optionpreis,_, = Replikationskosten = -3 1+ 3 1= 3

Jeder andere Optionspreis als 1/3 wiirde eine “Arbitrage” (risikolose Gewinnmoglichkeit)

ermoglichen.

' 1 2 . o
Optionswert,_; = —3 1+ 3 Aktienwert,—; in beiden Zusténden

e Fall p > 1/3. Shorte eine Option. Kaufe 2/3 Aktien und —1/3 + p — 1/3 Bonds.
Ertrag =p—2/3-1—(—1/3+p—1/3)-1 =0 (d.h. die Kosten = -Ertrag sind auch
0, die Position kann mit Startkapital 0 aufgebaut werden). Zum Zeitpunkt 1 bleibt
stets p — 1/3 > 0 tibrig.

e Fall p < 1/3. Kaufe eine Option. Shorte 2/3 Aktien und kaufe 1/3 +1/3 — p Bonds.
Ertrag = —p+2/3-1—-(1/3+1/3 —p)-1 = 0. Zum Zeitpunkt 1 bleibt stets
1/3 —p > 0 iibrig.
Beobachtung: Wahrscheinlichkeitsmaf P geht nicht in Optionspreis ein !
Allgemein: beliebiger Claim (Auszahlung), (hy, hs) € R2.
Zu bestimmen u, A, so dass
f+ 2N = hy
W+ %/\ = h, 3
immer eine Losung = jeder Claim lésst sich replizieren.

Sei S; (zufélliger) Aktienkurs zum Zeitpunkt 1 und H (zufélliger) Claim
Optionspreis + A(S;(w) — So) = H(w), w € {guter T., schlechter T.} (2.25)

Finde Wahrscheinlichkeitmafl  mit Eg (S — Sp) = 0 (Q ist dann Martingalmaf). Bildet

man auf beiden Seiten von (2.25) den Erwartungswert unter @), dann folgt
Optionspreis = Eg(H).

Zentrale Beobachtung: in diesem Modell ist der eindeutige arbitragefreie Optionspreis
der Erwartungswert der Optionsauszahlung unter dem eindeutigen Martingalmafl. Wiirde
man den Optionspreis als Erwartungswert unter dem physikalischen Wahrscheinlichkeits-

mafl P berechnen, so wiirde es in dem Modell Arbitrage geben.
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[Bond]

| Aktic]

Call-Option, Strike= 1

t=0 t=1
1] [1]
2]

1] [1]
1

2

[1]

7] 0]
[0]

Auszahlung der Call-Option lésst sich durch Aktie und Bond

nicht replizieren:
L4212 =1

w+A =0
p+iA=0

= keine Losung

46

,,wenn Tag gut”

,,wenn Tag mittel”

,,wenn Tag schlecht”

,,wenn Tag gut”

,,wenn Tag mittel”

,,wenn Tag schlecht”



2 DERIVATEBEWERTUNG UND HEDGING 47

Wir nehmen im folgenden stets an, dass der ,,urspriingliche Markt*, der

nur aus den Underlyings (S°, 5!, ..., S9) besteht, arbitragefrei ist.

Korollar 2.3 (zu 1. Fundamentalsatz der Arbitragetheorie). Sei|Q| < co. Seien HY,... , H*
europdische Claims und ST, ... | S™* dazugehirige Derivatepreisprozesse. Der erweiter-
te Markt!

(S°,..., 8% §¥ . §uth)

ist genau dann arbitragefrei (d.h. im erweiterten Markt gibt es keine Arbitragemdiglichkeit

im Sinne von Definition 1.14), wenn

. H? ~ ~
S+t = SVEq (@ | ft) ci=1,... .k, firen Qe M(S ... SY. (2.26)
T

d+1

D.h. die diskontierten Derivatepreisprozesse 5 sind Q-Martingale) M° §1, . ,§d
S

ist die Menge der dquivalenten Martingalmafle (also alle Mafle, die die diskontierten

Preisprozesse der Underlyings zu Martingalen machen)

Beweis. Beide Richtungen folgen sofort aus Satz 1.18:

< Sei Q € M und ST, | S wie in (2.26) definiert, dh %y = g (gf—% | ft> sind Q-
Martingale.  Damit ist @ auch ein AMM im  vergroBerten  Markt
(89,..., 8% §d+tl . S4k) (Q macht also auch die diskontierten Derivatepreisprozes-
se zu Martingalen) und es gilt dort wegen Satz 1.18 Arbitragefreiheit.

= Seien (S4+!, ... §4t%) Derivatepreise fiir (H!, ..., H*) im Sinne von Definition 2.2 und
sei der erweiterte Markt (S°, ... S9, g‘”l, o §d+k) arbitragefrei. Mit Satz 1.18 folgt, dass
es ein Mal ) ~ P gibt, so dass die diskontierten Derivatepreise und die diskontierten

Preise der Underlyings ()-Martingale sind. Zusammen mit der Endbedingung S _ H

d—+1

T H

S0 = S0

i =1,...,k, impliziert dies S{*" = SOE (g—o \ .E) und Q ist Martingalmaf} bzgl. des
T

Underlyingmarktes. O

Damit ist ein enger Zusammenhang zwischen der Arbitragefreiheit von Derivateprei-
sen und der Bewertung von Derivaten durch Erwartungswertbildung unter dquivalenten

Martingalmaflen hergestellt.

'Handel ist sowohl in den “Underlyings” (Basiswertpapieren) mit Preisprozessen (S, ..., S9) als auch

in den Derivaten mit Preisprozessen (S9+1, ... S9t*) moglich
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Bemerkung 2.4. Im Fall || = oo muss ein nichtnegativer Claim H i.A. nicht unter
jedem dquivalenten Martingalmafl einen endlichen Erwartungswert haben. Betrachte et-
wa den Fall, dass alle Underlyings Konstanten sind und H unbeschrinkt ist (genauer
H ¢ L>(Q,F,P)). In diesem Fall ist jedes dquivalente Maf ein dquivalentes Martingal-
mafl und es lasst sich auch ein solches finden mit Eq(H) = 0o. oo kann natiirlich kein
arbitragefreier Preis fiir eine endliche Auszahlung sein. In Korollar 2.8, d.h. in (2.26),

muss daher noch die Zusatzbedingung

H
T

an Q gestellt werden. Die Aquivalenz folgt dann genauso wie oben mit Satz 1.18 (der
auch fir |Q = oo gilt, auch wenn wir thn nur fir |Q < oo bewiesen haben). Dariber
hinaus kann gezeigt werden, dass die Menge der dquivalenten Martingalmafe Q, die (2.27)

erfillen, nicht leer ist.

2.1 Einschub: Lokalisierung

Definition 2.5. Ein Prozess (X;)i=o1

g dlyeeny

7 1st ein lokales Martingal, wenn es eine Folge
von Stoppzeiten (T),)neny mit P(T, = T) — 1, n — oo, gibt, so dass fir jedes n €
N der abgestoppte Prozess X™* ein Martingal ist, wobei XtT” = Xian,- Analog ist ein

Prozess (X;)i=o.1.... v lokal beschriankt, wenn es eine Folge von Stoppzeiten (T,)nen mit

P(T, =T) = 1, n — oo, gibt, so dass fiir jedes n € N der abgestoppte Prozess X
beschrinkt ist.
Fine Folge von Stoppzeiten (T,,)nen mit P(T,, = T) — 1 wird lokalisierende Folge

genannt®.

Jedes Martingal ist natiirlich auch ein lokales Martingal (bzw. jeder beschriankte Pro-

zess ist auch lokal beschriankt). Wihle dazu als Lokalisierungsfolge T,, = T fiir alle n € N.

*Zumeist wird dazu noch gefordert, dass 71 < T < .... Fiir eine beliebige Folge (7}, )nen kann man

sich aber stets die monotone Folge T, = max{T1,...,T,} konstruieren und obige Eigenschaften gelten

auch mit (T),)nen, sofern sie schon mit (T},),en gelten.
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Lokalisierungen spielen vor allem in zeitstetigen Modellen eine wichtige Rolle, sind
aber manchmal auch in zeitdiskreten Modellen mit endlichem Zeithorizont von Interesse.
Wenn der Grundraum endlich ist, d.h. || < oo, sind Lokalisierungen natiirlich iiberfliissig,
da in diesem Fall jedes lokale Martingal ein Martingal ist (in diesem Fall existiert zu

einer lokalisierenden Folge ein n € N, so dass P(T,, =T) = 1).

Bemerkung 2.6. In Abgrenzung zu lokalen Martingalen werden Martingale oft auch als
,,echte Martingale” bezeichnet. Ein lokales Martingal unter einem Maf$ (Q wird QQ-lokales
Martingal genannt (auch wenn sich bei einem dquivalenten Mafwechsel die Menge der
lokalisierenden Folgen nicht verdndert, sich also das QQ nur auf das Wort ,,Martingal”

und nicht auf das Wort ,,lokal” bezieht).

Zur Erinnerung: Allgemeines zur Integrierbarkeit

Yt :=YV0Ound Y~ := (=Y) V0 bezeichnen den Positivanteil und den Negativanteil
einer reellwertigen Zufallsvariablen Y. E(Y ") und E(Y ™) lassen sich wegen der Nichtne-
gativitidt des Integranden stets definieren, kénnen aber unendlich sein. Wenn mindestens
einer der beiden Erwartungswerte E(Y ™), E(Y ™) endlich ist, ldsst sich der Erwartungs-
wert von Y durch E(Y) := E(Y') — E(Y ™) definieren. Fiir E(Y*) = E(Y ™) = oo ergibt

die Differenz natiirlich keinen Sinn und der Erwartungswert von Y ist nicht definiert.

Beispiel 2.7 (Lokales Martingal). Ein Beispiel fir ein lokales Martingal, das kein Mar-
tingal ist, ist der folgende Prozess (Xi)i—o12. Seien Yy und Ys stochastisch unabhdngig
mit P(Y; > 0) =1, E(Y;) = oo und P(Y, = 1) = P(Yo = —1) = 1. Die Filtration ist
gegeben durch Fo = {0,Q}, F1 = o(Y1) und Fo = o(Y1,Y2). Definiere Xo = X1 = 0 und
Xy = 1Y, X kann kein Martingal sein, da Xs nicht integrierbar ist. Es gilt ndamlich
E((X2)") = E (Yil{yy=1}) = 00 und E((X3)7) = E (Yil{y,——1}) = 00. X ist aber offen-

bar ein lokales Martingal mit Lokalisierungsfolge

1: wennY, >n
T, =
2 wenn Y] <n.

n—oo

(T)nen ist lokalisierend, da wegen P(Y; < o0) =1 P(T,, = 2) = P(Y; <n) — 1.
Zudem sind X™ Martingale, da X[ = X = 0 und fir XJ* gilt |X3"| <n (und damit
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E(|XJ"]) < 00) und E(1aX3") = E(1alyy,<nyY1Ya) = E(1alyy, <y Y1) E(Ya) = 0 fiir alle
Ae F = 0'()/1)

Proposition 2.8. Jeder vorhersehbare Prozess ist lokal beschrdnkt.

Proof. Sei (X¢)i—o1,.. r vorhersehbar. Definiere T,, := inf{t | |X;11| > n} AT, n e N
Wegen der Vorhersehbarkeit von X sind 7T}, Stoppzeiten. Es gilt | X" < XV n und damit
die Behauptung, da die Folge (T},)nen wegen P(max;—q 1, 7|X:| < 00) = 1 lokalisierend
ist. Beachte, dass X, eine Konstante ist, da vorausgesetzt wurde, dass F_; = {0, Q} (in
den {iiblichen Anwendungen werden vorhersehbare Prozesse in ¢ = 0 nicht abgegriffen, so
dass die Definition von X, unwichtig ist, entscheidend ist, dass, wenn | X;| die Schranke n

tiberschreitet, der Prozess abgestoppt wird bevor er richtig begonnen hat). O
Proposition 2.9. Sei X ein Martingal. Dann ist ¢ * X ein lokales Martingal.

Proof. Nach Proposition 2.8 existiert eine lokalisierende Folge (T},)nen, so dass ¢ be-
schrankt sind. Die Aussage folgt dann aus (el1o.1.0) e X = (p e X)
——

vorhersehbar & beschrankt
und Proposition 1.5(iii). Dabei ist [0, T,] := {(w,t) € @ x {0,1,... , T} | t < T,(w)} und

esgilt {we Q| 1pnjw,t) =1} ={weQ|T(v) 2t} ={wec Q| T(v) <t} ={we
Q| T(w)<t—1} € Fy firallet €{0,...,T}. O

Proposition 2.10. Jedes P-f.s. nichtnegative lokale Martingal (in diskreter Zeit mit end-

lichem Horizont) ist ein Martingal.

Proof. Sei X ein Prozess mit P(X; > 0) =1 firt = 0,1,... ,7. X ist genau dann ein
(lokales) Martingal, wenn der nichtnegative Prozess max{X,0} ein (lokales) Martingal
ist. Daher konnen wir 0.B.d.A. X > 0 voraussetzen.

Schritt 1: Zu zeigen E(X;) < oo fiir alle t € {0,... ,T}. Sei (T}, )nen eine lokalisierende
Folge. Wegen X, = X fiir alle n € N und E(X]") < oo, muss X, integrierbar sein
(auch wenn wir nicht mit der trivialen o-Algebra Fy = {0, Q} beginnen, bei der X, ja
eine Konstante und damit sowieso integrierbar sein miisste). Es gilt XtT " — X, punktweise.
Da X nichtnegativ ist, folgt mit dem Lemma von Fatou E(X,) < liminf, . F(X/") =
E(Xy) < oc.
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Schritt 2: Seien s <t, A € F. Es gilt
E(14(Xipnr, — Xsar,)) =0, VneN.

Der Integrand konvergiert punktweise gegen 14(X; — Xj) fiir n — oo. Wegen |14(Xiaz, —
Xonr,)| < max,—o1,.. 17Xy < Zfzo X, und Schritt 1 existiert eine integrierbare Majo-
rante. Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz (Korollar 0.27) folgt die Konver-
genz der Erwartungswerte, d.h. E(14(Xiar, — Xear,)) — E(1a(X; — X)) und damit
E(14(X; — Xy)) = 0. O

Proposition 2.11. Jedes lokale Martingal (in diskreter Zeit mit endlichem Horizont) mit

P-f.s. nichtnegativem Endwert ist ein Martingal.

Proof. Sei (Xt)i—o.1,... r ein lokales Martingal mit P(X7 > 0) = 1. Wegen Proposition 2.10
miissen wir nur zeigen, dass P(X; > 0) = 1 fiir alle t = 0,1,... ,7 — 1. Dies machen wir

durch Riickwirtsrekursion. Annahme P(Xr_; < 0) > 0. Dann existiert eine Stoppzeit 7T,
aus der lokalisierenden Folge mit P({Xr_; < 0} N{T,, =T}) > 0. Es folgt

E(lxr_<0y(X1, = X(r-1)a1,)) > 0 (2.28)

(Man beachte, dass die Zufallsvariable 11x, ,<o0}(X1, — Xr—1)a7,) Wegen P(Xp > 0) =1
und T, (w) = (T — 1) A Tp(w) oder T,(w) = T P-f.s. nichtnegativ und auf der Men-
ge {Xr_1 <0} N{T, =T} P-f:s. echt positiv ist). Die linke Seite von (2.28) miisste aber
verschwinden, da X7 ein Martingal ist. Ein Widerspruch. Also folgt P(X7_; > 0) = 1
und schliefllich mit Induktion analog P(X; > 0)=1firt=T7,7 —1,...,0. O

Ende Einschub
Satz 2.12. Sei H ein europdischer Claim mit H > 0. Dann sind dquivalent

(1) H ist replizierbar durch eine selbstfinanzierende Strategie ¢ = (©°, ..., %) in den
Underlyings und mit einem Startkapital vy € R, d.h. H = vy + (©°, ..., %)
(SY ..., 8y, P-fs.

(2) Es gibt genau einen Derivatepreisprozess ST im Sinne von Definition 2.2, so dass

der erweiterte Markt (S°, ..., S S arbitragefrei ist (ndmlich ST =V (p)).
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(3) Fiir jedes dquivalente Martingalmaf$ Q gilt EQ(PAI) < oo und der bedingte Erwar-
tungswert EQ(ﬁ|ft) besitzt den gleichen Wert (nimlich V).

Bemerkung 2.13. Die Implikation (1) = (2) wird auch ,,Jaw of one price” genannt.

Bemerkung 2.14. Ohne die Voraussetzung H > 0 muss aus der Replizierbarkeit von H
nicht die Integrierbarkeit von |I/:7 | unter jedem dquivalenten Martingalmaf folgen. Mit den
Zufallsvariablen aus Beispiel 2.7 kann man ein Gegenbeispiel konstruieren. Wihle S° =1,
Sy =81=0,5 =Y, und H :=Y1Ys. H ist mit S* replizierbar (wihle ' = Y1layo))
und S* ist ein P-Martingal, aber Ep(|H|) = oo (Ubung: Geben Sie ein dquivalentes

Martingalmaf$ an, unter dem |H| endlichen Erwartungswert hat).

Die Richtung (1) = (3) werden wir in voller Allgemeinheit und alles iibrige nur fiir

den Fall || < 0o beweisen.

Beweis. O.B.d.A. S°=1,dh. S=S und H = H.
(1) = (3): Sei vy € R und ¢ = (¢!, ... p?) eine Strategie mit

vo+ (p' . oY) e (S, SN =H, P—fs.

und sei Q € M°(St, ..., S?) (unter den gemachten Voraussetzungen existiert beides).
Mit Proposition 2.9 folgt, dass der Prozess vy + (¢!, ... ¢%) « (S1,...,S5%) ein Q-lokales
Martingal ist. Aus der fast sicheren Nichtnegativitit des Endwertes vy + (o', ... %) *
(St,..., 8%y = H und Proposition 2.11 folgt, dass vy + (¢!, ...p%) « (St,...,S%
dann auch ein )-Martingal ist. Insbesondere folgt Integrierbarkeit unter ) und damit
Eg(H) < oco. Somit kénnen wir den Prozess t — Eg(H | F;) einfiihren, der ebenso ein
@-Martingal ist. Es folgt sofort aus der Martingalbedingung und der Eindeutigkeit des
bedingten Erwartungswertes, dass Martingale mit (fast sicher) gleichem Endwert auch

vorher fast sicher iibereinstimmen, also
B(H | ) =vo+ (9. Y + (S',..., 8%, Q-fs.

Dies liefert die Eindeutigkeit von Eg(H | F;) und von vo+ (¢!, ... ¢%) « (S',..., 5%, (d.h.
der erste Ausdruck héngt nicht von der Wahl von @) und der zweite nicht von der Wahl
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des Paars (v, ) ab)!. Insbesondere ist wegen (¢!, ...¢%) « (S, ..., 5%, = 0 das Start-
kapital vy, das zu Replikation benétigt wird, eindeutig (die Hedging-Strategie (!, ... p%)
ist dagegen i.A. nicht eindeutig).

(2) & (3): gilt wegen Korollar 2.3 (unter |Q] < 00).

(3) = (1): Angenommen H ist nicht replizierbar, dh. H € U := {c + (p',...p%)
(SY,..., 87 | ¢ € R, ist vorhersehbar}. Wir werden zeigen, dass dann schon der De-
rivatepreis zum Zeitpunkt 0 nicht eindeutig ist. Beziiglich des Skalarproduktes (X,Y) :=
Eo(XY) fiir ein beliebiges (aber festes) AMM @ betrachten wir nun die Projektion
H =HY + HV . D.h. HY € U und Eq <HULX> = 0 fiir alle X € U. Da nach Vor-
aussetzung HU™ # 0 kénnen wir das folgende Wahrscheinlichkeitsmafl ()" ~ P definieren

HY (w)
25up,eq [HY™ (o))

Q'({w}) = (1 + ) Q({w}).

Fiir eine Zufallsvariable X gilt

Eq(HU" X)
25U e [ (&)
Nach Konstruktion ist @’ positiv, d.h. Q' ({w}) > 0 fiir alle w € Q, und wegen 1 € U gilt
Eo(HU"1) = 0 und damit Q"(Q) = Eqy(1g) = Eg(1lq) = Q(Q) = 1. Des weiteren gilt fiir
alle Elemente U 3 Z = ¢+ (¢!, ... ¢%) « (S, ..., 5%, dass

1

25up,eq [HY (W)
Daher ist auch Q' ein AMM. Mit (2.29) gilt Eqo/(HY) = Eqg(HY). Andererseits gilt
Eo(HV") — Eo(HV") = o Fo ((HUL)2> > 0. Also Eg/(H) > Eq(H). Aus

2sup,,/cq |HU+

Eq(X) = Eq(X) +

E(Z) = Eo(Z) + EoH" Z)=c+0=c. (2.29)

Nicht-Replizierbarkeit des Claims folgt also, dass es verschiedene Martingalmafle gibt,

bzgl. denen die Erwartungswerte des Claims unterschiedlich sind. O]

Definition 2.15. Ein Marktmodell heifit vollstindig, wenn jeder Claim H replizierbar
istt.

"Man beachte, dass Q und (vo, ) unabhiingig voneinander variiert werden kénnen.
tFormal besteht ein Marktmodell aus einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, (Ft)t=o,... 7, P)

und den stochastischen Prozessen S°, 81, ..., S% die die Preisprozesse der handelbaren Wertpapiere be-
schreiben. Vollstédndigkeit bedeutet also, dass jede in dem Wahrscheinlichkeitsmodell mégliche Auszahlung
H (also z.B. H = 14 fiir ein A € F) durch Handel in den verfiigharen Wertpapieren replizierbar ist.
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Korollar 2.16 (2. Fundamentalsatz der Arbitragetheorie). Ein arbitragefreies Marktmo-

dell ist genau dann vollstindig, wenn nur ein dquivalentes Martingalmafl existiert.

Beweis. <: In einem arbitragefreien Marktmodell existiert zu jedem Claim H ein aqui-

valentes Martingalmafl ¢) mit Eg <50> < oo (ohne Beweis). Da es nach Voraussetzung

7
0
ST

Satz 2.12 folgt die Replizierbarkeit von H.

nur ein Martingalmaf gibt, muss unter diesem integrierbar sein. Aus (3) = (1) in

=: Sei A € F. Wegen der Vollstiindigkeit ldsst sich der Claim H := S%1, absichern
(wenn A einelementig ist, nennt man ein Wertpapier mit Auszahlung H ein Arrow-Debreu
Wertpapier). Nach (1) = (3) in Satz 2.12 stimmt Ej (%) = Q(A) fiir alle AMM Q
iiberein. Folglich gibt es nur ein AMM. O]

Diskrete Modelle sind ,,fast immer” unvollstéindig. Ein Beispiel fiir ein vollstdndiges
Modell ist das Cox-Ross-Rubinstein Modell (CRR Modell). Das CRR Modell ist eine

dynamische Verallgemeinerung des Einperioden-Binomialmodells aus der Motivation.

Beispiel 2.17 (Cox-Ross-Rubinstein Modell). Sei S = (1+r)!, r > —1 und

= f[ A, (2.30)

wobei (A;)i—o.....
d)=1-p,0<d<wuundpe(0,1). Also

1 unabhingig und identisch verteilt sind mit P(A; = u) = p und P(A; =

P(Ay =x1,... ,Apr = x7) H P(A; =z;) = #{”"’“ "}(1 — p)#{”xi:d}, Va; € {d,u}.

Fo ={0,Q} und F; = o(Ay,... ,Ay), t > 0. Die No-Arbitrage-Bedingung fiir das Modell

lautet
d<l+r<u. (2.31)
Gehe nun zu einem neuen Maf§ Q) ~ P tiber mait
QA =xy,... , Ap = zp) = ¢*llei=u (1 — )#lile=d} - o € {d, u}. (2.32)

Beachte, dass die A; (auch) unter dem so definierten Mafi Q) stochastisch unabhdngig und

identisch verteilt sind. §tl = (14 r)7tS} ist genau dann ein Q-Martingal, wenn

qu+ (1 —q)d=1+r, (2.33)
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d.h.
I1+r—d
=——77->¢c (0,1). 2.34
" Ce o) (234)
A; — 1 ist die stochastische Rendite := S"lk;_ls"l‘l wn der i-ten Peritode. Bei der Rendite

setzt man den i.A. zufilligen Gewinn einer Investition ins Verhdiltnis zum gebundenen
Kapital. Im Modell (2.30) sind die Renditen in verschiedenen Perioden also unabhingig

und identisch verteilt.

Proposition 2.18. Wenn die Bedingung (2.31) erfiillt ist, dann gibt es im CRR-Modell

genau ein dquivalentes Martingalmays.

Proof. Es ist offensichtlich, dass @ aus (2.32) mit ¢ aus (2.34) ein dquivalentes Mar-
tingalmafl ist. Bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei dazu @ ein weiteres dquivalentes

Martingalmafl. Aus E@(S\ll — §é) = 0, folgt
QA = wu+ QA =d)d=1+r
und damit @(Al =u) = qund @(Al =d) =1 — q fiir das q aus (2.34). Des weiteren gilt
fir oy € {d, u}
E5 (1{,41:3:1} <§21 — §11>> =0
und damit
QA = 21, Ay = wu+ Q(A; = 21, Ay = d)d = Q(A, = z)(1 + 7).

Analog zu oben folgt

Q(A1 =21, A2 = U) = C?2/(141 = 1‘1)9

und

Q(Al =z, A = d) = Q(Al = $1)<1 - Q)
und damit
@(Al =11, Ay = 15) = q#{i€{172}|xi=U}(1 _ q)#{ie{L?}Isvz:d}7 Va; € {d,u}.

Schliellich folgt mit Induktion, dass @ mit dem Mafl @) aus (2.32) iibereinstimmen muss.
]
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Wegen Korollar 2.16 folgt aus der Findeutigkeit des Martingalmafes im Coz-Ross-
Rubinstein Modell, dass jeder Claim replizierbar ist. Wir wollen die Replizierbarkeit jedoch
nochmal unabhingig beweisen, da dies zusdtzliche Einsichten in das Hedgen im CRR-

Modell liefert.

Satz 2.19 (Martingaldarstellungssatz). Sei Bedingung (2.33) erfillt, d.h. St st ein Q-

geon

50 dassM:Mo+H'§1.
Beweis. Da AM; o(A; ..., A;)-messbar ist, gibt es eine Funktion f; : {d,u}’ — R mit
AM; = fi(Aq, ..., Ay). Da M ein Q-Martingal ist, gilt

0 = Ego(AM; | Fi)

= EQ (ft(Al cee 7At717 u>1{At:u} + ft(Al cee 7At717 d>1{At:d} | E*l)
= (th(Al . ,Atfl, U) + (1 — Q)ft(Al Ce ,Atfl, d)

und damit
ﬁ@%.“,Athd):]i?qﬁ@%.n,Athu) (2.35)
Wahle nun
Ao AL
Ht — . ft( 1 ) L1t 117 U) — t > 1 (236)
(1_+r - 1) (1 + r>_(t_ ) Hi:l A,

Offenbar ist H; F;_i-messbar und wegen

o A [T A
AS = (=L —1) =t
! (1+r )(1+r)t—1’

(2.35) und (2.34) rechnet man leicht nach, dass
HAS = fi(Ay ... A) = AM,.

Es gilt ndmlich fiir A; = u

flAy . A ) (u 0 [T A

H,AS! = _
T ) () DT A \ D7
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und fir A, =d
PN Ay A A,
HtAStl _ fi(A s A1, u) _ ( d . 1) [l t—ll
(s =1) (1L +7) O A N1+ (1+7)
L
= ft(Al ,At_l,u)z_
14r
(2:39) —q

ft(Al e ,Atfl, u)

2.35
( = ) ft(Al e 7At717d)-

O

Sei H nun ein beliebiger europdischer Claim im Coz-Ross-Rubinstein Modell, d.h. eine
Abbildung {d,u}" — R,. Wie kann man H nun hedgen ? Definiere das Q-Martingal M
durch seinen Endwert My = (1+r T d.h. My = Eq < T \.7-}) dann gibt es nach Satz 2.19
einen reellwertigen vorhersehbaren Prozess (] )i— 1,... 7 mit Eg ((Hr) >+g0 51 — (145«)

@t ist also die Anzahl der risikobehafteten Aktien S, die man im Portfolio hdilt um sich
gegen den Claim H (perfekt) abzusichern. Der Anteil ¢° an dem risikolosen Bankkonto

ergibt sich dann durch die Selbstfinanzierungsbedingung (vgl. (1.16))

H o~
@g:EQ <<1+ )T“E 1) _gptlstl—l'

Nun wollen wir damit eine europdische Call-Option bewerten, also S3. = (S — K)™.

Wir wissen, dass sich der eindeutige No-Arbitrage-Preis zum Zeitpunkt t durch die Formel
St = (1+1) T Eg((St — K)*|F)
ergibt, wobei das Mafl Q in (2.32) definiert ist. Wir erhalten
St = (41T VEq((Sp — K)T|F)

= 1+ "E((s) [ Ai- KR

i=t+1

T—t
= (1 + T)_(T_t)EQ (Z 1{H?:t+1 Aizude*t*j}(Stlude_t_j o K)+|‘E>

=0

N
~

= (147 "0y (Sldd" — K)TEq (1{Hf:t+1Ai=ude-t—j}’E>
j:

T—t
Tt | o
= 1+ ”Z =Sl - )T (230)
J

[e=]
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Proposition 2.20. Wenn S2 = H = g(S+), wobei g eine nichtfallende Funktion ist (2.B.
g(z) = (x — K)T), dann ist ' >0, d.h. die (im Coz-Ross-Rubinstein Modell eindeutige)
Hedging-Strategie benotigt keine Leerverkdufe in der Aktie. Analog folgt fiir nichtsteigende
Funktionen g (2.B. g(z) = (K —z)"), dass ¢ < 0.

Beweis. Das Martingal aus Satz 2.19 ist gegeben durch M, = (14+7) T Eq(g(St)|F:). Wie
in der Rechnung (2.37) folgt (1 + )T Eq(g(St)|F) = he(S}) mit

T—t T ¢ ' ' 4 |
hy(s) = (147)"T Z . ¢ (1 — q) Tt g(suidI=t9).
Jj=0 J

Offenbar sind mit g auch die Funktionen s — h;(s) nichtfallend. Damit ist M; = hy(S} ; Ay)
nichtfallend in A;, d.h. fiir f; aus dem Beweis von Satz 2.19 gilt

fi(AL o A ) = h(S/ju) — ke (S))
> hy(Sp_qd) — hy-1(SEy)
= ft(Ala--- ,Atfl,d>

und damit
ft(Ala s 7At—1au) Z 0 Z ft(Ala s 7At—1ad)'

Dies bedeutet fiir den Integranden in Satz 2.19, dass 0 < H; = ¢} . O

3 Portfoliooptimierung

3.1 Einschub: Mafiwechsel

Definition 3.1. Sei Q ~ P, Fy = {0,Q} und Fr = F. Unter dem Dichteprozefl von

Q bzgl. P versteht man den Prozess (Zi)i—o1,.. w mit
Zy= Bp (3 | 1),

wobei die nichtnegative Zufallsvariable % die Radon-Nikodym-Ableitung von @ nach P
bezeichnet, d.h. Q(A) = Ep(14 %2) VA € F (vgl. Satz 0.35). Insbesondere gilt Ep (%2) =
Q) =1.
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Proposition 3.2. 7 ist ein P-f.s. (strikt) positives P-Martingal mit Zy = 1 und Zp = %.

Proof. Fiir die Menge Z—IQD = 0} e F gilt

o({i=2}) =5 (nip) =°

und damit wegen Q) ~ P

@
— P-fs.
P >0 S

Man beachte, dass fiir ein Martingal X die Implikation
PXr>0=1= P(X;>0)=1, vte{o,1,...,T}

gilt (folgt analog zum Beweis von Proposition 2.11). Wegen Ep (%) =1, F = {0,0Q}
und Fr = F folgt die Behauptung. O

Proposition 3.3. Fiir jede nichtnegative Zufallsvariable H gilt
Eq(H) = Ep(HZr) (3.38)

(wobei der Fall co = oo nicht ausgeschlossen ist) und fir jede Zufallsvariable H gilt

He LY (OF,Q) < HZr € LY, F, P).

Proof. Man zeige (3.38) zunéchst fiir Elementarfunktionen H = >}, ay1a,. Wegen der

Linearitdt des Erwartungswertes gilt ndmlich

Eq (Z OéklAk> = Z%Q(Ak)
P f—1

= Z OzkEp (1AkZT>

k=1

Nun approximiert man ein beliebiges H > 0 durch elementare H", wobei

n2"

k—1
H" .= Z on 1{(k_1)27n§H<k27n}.
k=1
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H" steigt fiir n — oo punktweise gegen H auf (und damit auch H"Zp gegen HZr). Es

folgt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz und (3.39)

Eo(H) = lim Eg(H") = lim Ep(H"Zy) = Ep(HZr).

n—oo n—o0

]

Proposition 3.4. Fir jede Zufallsvariable H mit Eg(|H|) < oo und t € {0,1,... T}

qgilt
Ep(HZy | F
B | 7y = P2 L7
t
Proof. Die Zufallsvariable E}’(#ilm ist Fi-messbar. Des weiteren gilt fiir alle A € F;
Ep(HZr | F, Ep(HZr | F
gy (LB HZ L F)Y () EelHZ | F)
Zt Zt
Ep(HZr | F,
T TP )
t
Ep(HZr | F
= Ep <1A il ZT | t)EP (Zr | ]:t))
t
Ep(HZ
= Ep <1A p(HZr | ft)z)
Z
= Ep(Ep(14aHZ7p | F))
= Ep(laHZr)
= FEg(14H).
Damit erfiillt die Zufallsvariable %ﬁ'm die Bedingungen, die den bedingten Erwar-
tungswert von H unter der Information F; bzgl. des Mafles () charakterisieren. ]

Proposition 3.5. Sei Q ~ P und Z;, = Ep(% | Fi) der zugehorige Dichteprozess. Ein
adaptierter Prozess X ist genau dann ein Q-(lokales) Martingal, wenn der Prozess X Z

ein P-(lokales) Martingal ist.

Proof. Schritt 1: Zunéchst soll die Aussage ohne lokal” gezeigt werden. Wegen Z > 0

gilt ohne Voraussetzung von Integrierbarkeit

Eq(IXi]) = Ep(Zr[Xi])
= Ep(Ep(Zr|Xi| | F)) = Ep (|Xu|lEp (Zr | Fi)) = Ep (|X4]Z1) (3.40)
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Die bedingten Erwartungswerte in (3.40) sind wegen Nichtnegativitit stets wohldefiniert
und der ,,Satz vom iterierten Erwartungswert” gilt (ohne Endlichkeit des bedingten Er-

wartungswertes vorauszusetzen). Aus (3.40) folgt die Aquivalenz
Unter dieser Integrierbarkeitsbedingung gilt

X @Q-Martingal < Eo(la(X; —X;)) =0, Vs<t, AeF,

& Ep(la(Xy —X)Zr) =0, Vs<t, AeF
E[1aXsZ1]
= EaX.E(Zr | 7)) — < Ep(la(XiZ — X Z5)) =0, Vs<t, AecF
= BE[1aX:Z]

& X Z ist P- Martingal

Schritt 2: Bleibt die entsprechende Aquivalenz fiir lokale Martingale zu zeigen. Da P
und Q) die gleichen Nullmengen haben, dndert sich die Menge der lokalisierenden Folgen

von Stoppzeiten nicht und es gilt

Def.

X ist Q-lokales Martingal = 3 lokalisierende Folge (T},),en mit X ist Q-Mart.
Sehft 1 3 ) Kalisierende Folge (T},)neny mit X Z ist P-Mart.

Aus der Aussage ,,X "7 sind P-Martingale” folgt offenbar, dass auch die Prozesse X » Z7n
P-Martingale sind (da X7 ZT» = (XT»Z)T» und abgestoppte Martingale wieder Martin-
gale sind, siche Aufgabe 3 auf Ubungsblatt 1). Damit wire X Z ein P-lokales Martingal.
Fiir die Umkehrung bleibt noch zu zeigen, dass unter der Voraussetzung, dass X Z

P-Martingale sind, auch die Differenzprozesse
X (Z = Z™) (3.41)

P-Martingal sind. Wie Schritt 2 im Beweis von Proposition 2.10 zeigt, ist ein lokales Mar-
tingal genau dann ein Martingal, wenn der Absolutbetrag des Prozesses einen endlichen
Erwartungswert besitzt. Da (3.41) offenbar fiir festes n € N ein lokales Martingal mit

Lokalisierungsfolge (7,,)men,

T, : wenn | X, | >m

T :wenn | X7, | <m
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ist, bleibt zu zeigen, dass

!
E(|X/"Z)) <oo, t=0,1,...,T (3.42)

(von | X/"|Z!" wissen wir die Integrierbarkeit bereits). (3.42) folgt aus einer dhnlichen

Rechnung wie in (3.40), ndmlich

Ep(| X1, n2:]) = Ep(| X100 20)
= Ep(Ep(| Xl Ze | Frone))
= Ep (Xt Ep(Z: | Frone))
(

= Ep (| Xrnt|Zrone) < 00,

wobei die Endlichkeit von Ep (| X1, at|Z7,A¢) gilt, da vorausgesetzt wurde, dass der Pro-

zess X1nZTn ein P-Martingal ist. O

Ende Einschub

Wir gehen nun von einer Agentin aus, die unter gegebenen Marktbedingungen ,,méglichst
viel” aus ihrem Startkapital vy € R machen mochte. Sie kann dabei in die am Markt
verfiigharen Wertpapiere mit stochastischen Preisprozessen S°,. .., S¢ investieren.

In diesem Abschnitt gehen wir 0.B.d.A. davon aus, dass S° = 1. Wir fangen
also schon gleich mit den diskontierten Gréfien an.

Da wir Arbitragefreiheit voraussetzen wollen, kann die Agentin ihr Startvermdogen vg
nicht mit Wahrscheinlichkeit 1 vermehren. Sie hat die Méglichkeit alles in S° zu investie-
ren, so dass ihr Endvermégen gleich vy wire. Mochte Sie mehr erreichen, muss sie riskieren,
zum Zeitpunkt 7" eventuell weniger als vy zu haben. Welches zufillige Endvermdégen ist
nun unter allen realisierbaren Endvermogen Vi (p) = vg + ¢ « St das optimale 7 Um dies
beurteilen zu kénnen, braucht man ein Kriterium, das verschiedene zuféllige Auszahlun-
gen miteinander vergleicht. Eine erste Idee wire, zufillige Endwerte Vi(¢) geméfl ihrer
Erwartungswerte Ep(Vr(p)) zu ordnen. Dieses Kriterium wiirde aber das Risiko einer
Anlagemoglichkeit vollig ausblenden. Ein hochspekulatives Investment wiirde einer risi-

kolosen Anlage bereits dann vorgezogen, wenn sein erwarteter Gewinn geringfiigig grofler
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wére. Da die meisten Menschen risikoscheu sind, wire dies wenig sinnvoll. Die ,,Risiko-
aversion” der Agentin kann auf verschiedene Art und Weise in das Optimierungskriterium
einflieen. In Abschnitt 3.2 geschieht dies auf eine recht direkte Weise, in Abschnitt 3.3

cher indirekt.

3.2 Mittelwert-Varianz-Optimierung

Ein in der Praxis recht verbreiteter Ansatz ist die Markowitz-Optimierung (Mittelwert-

Varianz-Optimierung)

(1) Sei 0% € Ry gegeben. Maximiere E(V7(yp)) iiber alle selbstfinanzierenden Strategien
¢ mit Var(Vp(p)) = o

(2) Sei € Ry gegeben. Minimiere Var(Vr(yp)) tiber alle selbstfinanzierenden Strategien
p it E(Va()) = vo + .

Satz 3.6. Sei |Q)| < oo. Fine Strategie, die das Markowitz-Problem (2) fir ein p € Ry
lost, lést auch das Problem (1) fiir ein o € R,. Solche Strategien heiffen Mittelwert-

Varianz-effizient.

Die Umkehrung gilt offenbar nicht. Nehme dazu das Cox-Ross Rubinstein Modell, Bei-
spiel 2.17, mit pu + (1 — p)d = 1 (d.h. die Aktie ist bereits unter P ein Martingal und
@ = P). Alle erzielbaren Endvermégen haben dann den Erwartungswert vg. D.h. jede
Strategie ¢ mit Var(Vy(p)) = o2 lost Problem (1). Wenn Var(Vz(p)) > 0, dann ist ¢
aber keine Losung fiir Problem (2). Da alle realisierbaren Endvermogen den Erwartungs-
wert vy besitzen, kann der Fall p # 0 ausgeschlossen werden. Fiir u = 0 liefert aber die

selbstfinanzierende Strategie @ mit @' = 0,4 = 1,... ,d, das konstante Endvermogen vy

und damit bereits Var(Vr(p)) = 0.

Wenn nicht alle S* Martingale sind (wenn sich also Handelsgewinne mit positivem

Erwartungswert generieren lassen), gilt aber auch die Umkehrung von Satz 3.6.

Beweis von Satz 3.6. Sei ¢ zu gegebenem p € R, eine varianzminimierende Strategie.

Wir zeigen, dass ¢ zu gegebenem o2 := Var(Vr(p)) erwartungswertmaximierend ist.
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1. Fall 0 = 0. Fiir jede Strategie ¢ mit Var(Vy(¢)) = 0 gilt P(Vr(p) = E(Vr(9))) = 1.
Da der Markt arbitragefrei ist, impliziert dies E(Vy(9))) = vo. Ohne Risiko kann also
nicht mehr als vy herauskommen und ¢ ist Losung von Problem (1) mit vorgegebener
Varianz = 0.

2. Fall: 02 > 0. Da ¢ (2) 16st und der Erwartungswert vy bereits ohne Varianz er-
reicht werden kann folgt p > 0. Angenommen, es existiert eine selbstfinanzierende Stra-
tegie @ mit Var(Vy(@)) = o? und 1 := E(Vp(9)) — vo > pu. Wilhle eine selbstfinanzie-
rende Strategie ¢ mit Startkapital Vy (1)) :2110 und 1) ;= %{5’ inir i=1,...,d. Dann ist
E(Vr(¥)) = vg 4+ p und Var(Vy(y)) = (%) Var(Vr(@) = (%) 0? < 02 im Widerspruch
zur Optimalitédt von . O

Beispiel 3.7 (Markowitz-Optimierung fiir ' = 1). Im Einperiodenmodell sind vorherseh-
bare Strategien lediglich reellwertige Vektoren, d.h. ¢ = ¢, € R%. Die nullte Komponente
) ergibt sich wie dblich aus der Selbstfinanzierungsbedingung und kommt hier deshalb
nicht explizit vor.

Beachte, dass E(Vi(p)) = vo + ijl ©'E(AS}) und

d
Var(Vi(g)) = Y ¢'¢'Cov(AS], ASY)

ij=1
d .
= Y ¢'/Cov(S], S).
ij=1
Das Problem (1) ist also in diesem Beispiel folgendes endlichdimensionales Maximie-
rungsproblem
d

d
Z ©'E(ASY) max | unter der Nebenbedingung: Z 0! Cov(SE, S1) = o°

1. . pd\ecRd
— (ot ph)e ij=1

Ableiten der Zielfunktion und der Nebenbedingung nach o ergibt
o (SLieEAs)))
Opk
0 (0,0 #'¢ Cov(ASE AS))
Ok

E(ASY)

d
= 2) QCov(ASF,AS]), k=1,....d

=1
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Es ergeben sich folgende Optimalititsbedingungen 1. Ordnung (die notwendig und hinrei-
chend fiir die Optimalitit von (¢, ... %) sind):

d
E(ASF) = 2)) @/Cov(SY,81) =0, k=1,....d

J=1

oder dquivalent

E(ASY) — 2XCov(SF, Vi(e)) =0, k=1,...,d,

fiir ein A € R. X ist der Lagrange Multiplikator zu der Nebenbedingung Var(Vy(p) = o2

(siehe z.B. Forster [6], Satz 1.8.4). Definiere die Kovarianzmatriz C' = (C; ;)i j=1,...a des
Zufallsvektors (S}, ..., S%) durch C;; := Cov(Si, S7). C ist offenbar symmetrisch. Wir
nehmen o0.B.d.A. an, dass C positiv definit ist (andernfalls gebe es redundante Wertpa-
piere, die man herausnehmen kionnte). Definiere den Vektor b € RY durch b; := E(ASY)
1=1,...,d. Die optimale Strategie ¢ ergibt sich als Losung des folgenden Gleichungssy-

stems:

20(\p) = b (3.43)

0 Cp =0 (3.44)

Wir setzen voraus, dass b # 0 (d.h. nicht alle Komponenten des Vektors b verschwinden,).

In (3.43) geht o* offenbar nicht ein. List man (3.43) nach ¢ auf, so erhdilt man

L
= —C7'b.
7=5¢
Fingesetzt in (3.44) folgt
bTCth
N=———
402
und damait
9 -1

orer )

Der optimale Vektor (3.45) hingt offenbar nur iber einen Vorfaktor von der erlaubten

Varianz o (entspricht der Risikoaversion der Agentin) ab. Zu jedem vorgegebenen o2 ist

es also optimal, o als ein Vielfaches von C~tb zu wdhlen.
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Das optimale Portfolio ldisst sich also stets als Vielfaches einer Investition in das
risikobehaftete Referenzportfolio mit Wert S0 | 3'S?, wobei &' die i-te Komponenete
von C~1b bezeichnet, gewinnen*. D.h. nur die Anzahl mit der das Referenzportfolio gekauft
wird, hdngt von der Risikoaversion ab. Diese Aussage bezeichnet man in der Literatur auch
als “‘mutual fund theorem”. In einer Welt, die nur aus Mittelwert-Varianz Optimierern
besteht (mit maéglicherweise unterschiedlichen Risikoaversionen), braucht man also neben
einem risikolosen Bond nur einen einzigen Investmentfonds, um den Bediirfnissen aller
Anleger gerecht zu werden.

Eine extrem risikoaverse Agentin (o = 0) wiirde nur in S° investieren, d.h. p = 0
und A = oo. Wihrenddessen wiirde eine risikotolerante Agentin (o grof8) viel in das ri-
sikobehaftete Referenzportfolio investieren (eventuell sogar bei einer Shortposition in S°),
d.h. der Vorfaktor \/ﬁﬁ ist grofS und X ist klein.

Gibt man sich umgekehrt eine erwartete Rendite u > 0 vor und mdchte die Varianz

minimaieren, also
miI}l o'Co unter der Nebenbedingung @'b=
pER

dann fihrt dies auf das Gleichungssystem

ZCgo—Xb:O und @b =p

und damit auf die optimale Strategie

~_ H -1
Q= bTC—lbO b, (3.46)
mit Varianz
T M2 10T 1 M2
o' Cp=—"——(C""b = —. A
» 0 (ch—lb)z(C ) cc bTC—1h (347)

Bemerkung 3.8. Ein konzeptioneller Nachteil der Mittelwert-Varianz Optimierung st

die fehlende Monotonie im folgenden Sinne. Eine Strategie ¢ mit P(Vp(@) > Vr(p)) =1

*Man beachte, dass der verbleibende Rest des (vorgegebenen) Startkapitals vg stillschweigend in die

risikolose Anlage S° investiert wird. Man kann also auch von einer Linearkombination einer Investition

in S° und in Zle ¢'S? reden.
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wiirde nicht notwendigerweise der Strategie @ vorgezogen, da Vi (p) eine hohere Varianz
als Vir(p) haben kénnte.
Sind jedoch im FEinperiodenmodell die Preise (St,...,S¢) zum Beispiel multivariat

normalverteilt, dann gilt Monotonie, d.h. aus
PVi(¢) > Vi) =1 (3.48)

folgt, dass ein Mittelwert- Varianz-Optimierer die Strategie @ der Strategie ¢ vorziehen
wiirde. Die multivariate Normalverteilung des Zufallsvektors (S}, ... | S{) impliziert namlich,
dass V1 (@) und Vi (@) normalverteilt sind. (3.48) ist dann nur maéglich, wenn Var(Vi(9)) =
Var(Vi(¢)) und E(Vi(9)) > E(Vi(e)) (wieso ?). Man beachte jedoch, dass selbst wenn
Aktien (multivariat) normalverteilt sind, Auszahlungen von Optionen auf die Aktien dies
wegen der Nichtlinearitit der Auszahlungsfunktion nicht mehr sind, so dass die Klasse

der Normalverteilung schnell verlassen wird.

Bemerkung 3.9 (Diversifikation). Zum einen versuchen die optimalen Strategien (3.45)
bzw. (3.46) einen guten Kompromiss zwischen einer maglichst hohen erwarteten Rendite
und einem moglichst geringen ,,Risiko” im Sinne der Varianz zu finden. Zum anderen
werden die verfiigbaren Wertpapiere gemischt, um das Risiko zu streuen und damit zu
verringern. Letzteres nennt man Diversifikation. Um Diversifikation zu analysieren, be-
trachte man den Fall, dass d = 2, S} = S = 1 und beide risikobehafteten Wertpapiere

haben den gleichen erwarteten Zuwachs py > 0 und die gleiche Varianz o > 0, also

b = (1, ) und
C= ,

wobei p € [—1,1] die Korrelation zwischen den Wertpapieren bezeichnet, also

Cov(Si,81)
p=—""
g

Da C invertierbar sein soll, missen die Grenzfille p = 1 und p = —1 ausgeschlossen

werden.

Mit der Formel
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41 d —b
ad — be c a
fiir
4 a b
c d
mit ad # be folgt
o1 1 o —po? B 1 1 —p
04(1 - P2) —p02 o2 U2<1 - pQ) —p 1
Also gilt
[ M 213 i
= —_— ]_ — —
(i1, ) 0 20— = i)

Fiir die minimale erreichbare Varianz in (3.47) folgt

pro’(1+p)

20
Der Fall p = 1, der formal ausgeschlossen ist, wiirde keine Verbesserung zum Fall
bringen, dass es statt zweien nur ein risikobehaftete Wertpapiere gibe. Der Fall p = —1
wiirde dagegen sogar eine Arbitrage liefern (mehr noch: eine Gewinnmdaglichkeit ohne Un-
sicherheit), da py > 0. Allgemein ist die minimale Varianz steigend in der Korrelation p.
Ein Portfoliomanager sollte also nach Aktien suchen, die untereinander negativ korreliert

sind.

3.2.1 Capital Asset Pricing Model (CAPM)

Wenn alle Investoren Mittelwert-Varianz-Optimierer sind, halten also alle ein Vielfaches
des risikolosen Wertpapiers S° und ein positives Vielfaches der Strategie C~'b in den
Wertpapieren S',...,S?% in ihrem Portfolio. Im Umkehrschluss muss im Gleichgewicht
das sog. Marktportfolio, also die Gesamtheit aller verfiigharen Wertpapiere (ohne dem

risikolosen Wertpapier), ein Vielfaches von C~!b sein.
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Der Wert M des Marktportfolios im Einperiodenmodell aus Beispiel 3.7 ist also gege-
ben durch

d
M, =a) (CT'0)'S;, te{o,1},

i=1
wobei sich der Proportionalitéitsfaktor a € R, in den folgenden Rechnungen herauskiirzen
wird. Definiere die (zufélligen) Renditen

Si = S

Ri = )
So

i=1,....d

und

M, — M,

R
M M

Abweichend vom Rest des Kapitels setzen wir nun nicht voraus, dass ,,0.B.d.A. S° =

17, sondern gehen von der Existenz einer risikolosen Rendite
—1<r:=(S)-5))/5

aus. Es gilt dann die sog. CAPM-Gleichung

E(RZ) - T COV(RZ', RM) ; .
= =: =0,1,....d. 4
) =7 Var(Ra) P 17 0Ld (349)

Gleichung (3.49) rechnet man nach, indem man zunéchst fir die Zuwdchse der diskontier-
ten Preise, die wir im vorherigen Abschnitt betrachtet haben, folgenden Zusammenhang

herstellt

E(AS?) b ae] CC7'b  Cov(ASi, AM)

E(AM,) b CTb o2(CTH)TCCT0  Var(AM)

. i=1,....d, (3.50)

wobei e; € R? den Vektor bezeichnet, der in der i-ten Komponente 1 und sonst 0 ist. Nun

beachte man, dass

ngSlzs—é—(l—i—r):Ri—r, 1=1,...,d,
und entsprechend
0 —_~ M
iAZ\/[l :—1—(1+7"):RM—7“.

My Mo
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Da die Vorfaktoren g—? und % deterministisch sind, folgt (3.49) firi =1,... ,d aus (3.50).
0
Fiir ¢ = 0 ist (3.49) offensichtlich.
Aus (3.49) folgt

E(R)) =7+ B(E(Ry)—7), i=0,1,...,d. (3.51)

Die Geradengleichung (3.51) als Funktion von § wird Wertpapierlinie genannt (“secu-

rity market line”, or SML). Mit

Cov(R;, R .
Corr(R;, Ryy) = ov( M) 1=0,1,....,d.

B \/Var(Ri) \/Var(RM) ’

ergibt dies

EWR) =7 cor(R,, Ry 2 —7
/Var(R;) (B )\/Var(RM)7

Die linke Seite von (3.52) wird Marktpreis des Risikos des i-ten Wertpapiers genannt.

=0,1,...,d. (3.52)

Im Gleichgewicht muss der Marktpreis des Risikos jedes Wertpapiers also mit dem Pro-
dukt aus dem Marktpreis des Risikos (des Marktportfolios) und der Korrelation zwischen
Wertpapier und Marktportfolio iibereinstimmen. Eine Aktie, deren Wert also negativ
korreliert zur Volkswirtschaft ist, besitzt einen negativen Marktpreis des Risikos. Die Er-
wartete Rendite ist geringer als die risikolose Rendite. Isoliert betrachtet wére eine solche
Aktie fiir einen Investor vollig unattraktiv, da sie trotz Risikos geringer rentieren wiirde als
ein Bond. Zusammen mit den anderen Aktien kann sie aber das Gesamtrisiko sogar noch
reduzieren, weshalb sie auch bei einer Rendite < r von Interesse ist. Es kommt also nicht
auf die Varianz einer Aktie sondern auf die Kovarianz der Aktie mit dem Marktportfolio

all.

3.3 Erwartungsnutzenoptimierung

Ein in der dkonomischen Theorie sehr verbreiteter Ansatz ist die Erwartungsnutzenop-
timierung. Die Agentin hat eine Nutzenfunktion v : R — R U {—o0}. Zunéchst wird
jedem moglichen Vermogen z € R (zum Zeitpunkt 7') ein Nutzen u(z) € R zuge-
ordnet. u(x) = —oo kann dabei so interpretiert werden, dass das Vermogensniveau x

absolut nicht akzeptabel ist und demnach mit Wahrscheinlichkeit 1 verhindert werden
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muss (etwa weil es den Ruin bedeuten wiirde). Die Funktion u soll monoton wach-
send sein, auf der Menge {z € R | u(x) > —oo} streng monoton wachsend (“more
is better than less”) und sie soll auf {z € R | u(z) > —oo} streng konkav sein, d.h.
u(Az + (1 — Ny) > Au(x) + (1 — MNu(y) fir alle z,y € R mit x # y, u(x),u(y) > —oo
und A € (0,1). Strenge Konkavitdt kann man so interpretieren, dass der Nutzenzuwachs
bei Gewinn eines Geldbetrages kleiner ist als der Nutzenriickgang bei Verlust des gleichen
Geldbetrages, also u(z+h)—u(zr) < u(z)—u(x—h) fir h > 0 (der Marginalnutzen wird kei-
ner bei héherem Wohlstandsniveau). Der Nutzen des zufilligen Vermogens X (zum Zeit-
punkt T) sei nun der Erwartungswert des zufilligen Nutzens u(X). Die Agentin mochte
ein stochastisches Endvermégen Vr(p) finden, das ihr einen moglichst hohen Erwartungs-
nutzen Ep(u(Vr(p))) liefert. Das Startkapital Vo = wg ist dabei vorgegeben. Strenge
Konkavitdt von u besagt, dass eine deterministische Auszahlung der Hohe A\x + (1 — \)y
einer zufilligen Auszahlung von x oder y mit Wahrscheinlichkeit A bzw. 1 — \ vorgezogen
wird. Mit der Kriimmung von u wird die Risikoaversion der Agentin modelliert, siche

Bemerkung 3.14. Formal definieren wir.

Definition 3.10. Eine Funktion u : R — R U {—oco} heifit Nutzenfunktion, wenn sie
monoton wachsend und auf {x € R | u(z) > —oo} streng monoton wachsend und streng
konkav ust.

Fin vorhersehbarer Prozess ¢ heifit erwartungsnutzenoptimal fir u zum Startkapi-
tal vy, wenn er die Funktion ¥ — Ep(u(vo+1 « St)) tber alle vorhersehbaren Prozesse 1)
mazimiert. Dabei setzen wir Ep(u(vo+1 « St)) := —00, wenn Ep(—u(vo+1 * Sp)V0) =

o0*.

Bemerkung 3.11. Der allgemeinste Ansatz fiir den Vergleich zufilliger Auszahlungen
besteht in der Definition einer sog. Priferenzordnung >~ auf der Menge der zufdlligen
Auszahlungen {X : Q — R, X ist F — B(R) — messbar}. X > Y bedeutet, dass ein
Investor die zufillige Auszahlung X der zufilligen Auszahlung Y vorzieht. Zu = definiert

*Wenn || = oo, kann es passieren, dass sowohl der Positivanteil u(vp+1 ¢ S7) V0 als auch der Negati-
vanteil —u(vg+1 ¢ S7) V0 unendlichen Erwartungswert besitzen. In diesem Fall wire der Erwartungswert

von u(vg + ¢ * St) ohne obige Kldrung nicht definiert.
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man = durch
XY eV # X

>~ ist eine Priferenzordnung, wenn das zugehérige = transitiv und vollstindig ist, d.h.

(X =Y undY = 7) = X = Z und fir jedes Paar (X,Y) qilt X =Y oderY = X.

Wenn zudem gewisse Axiome erfillt sind, dann ldsst sich = durch Erwartungsnutzen

darstellen (,,Neumann-Morgenstern Darstellung”), d.h.
X>Y < Ep(u(X)) > Ep(u(y)), vVX,Y:Q—-R (3.53)
fir eine geeignete Nutzenfunktion w. Siehe dazu Féllmer und Schied [5].

Bemerkung 3.12. FEine leichter zu bekommende Darstellung als (3.53) wdre eine Dar-

stellung durch eine Funktion
U:{X:Q—>R, XistF—B(R)— messbar} — R,
also
X>=Y<eUX)>UY) VX,Y:Q-—=R (3.54)

(3.54) nennt man numerische Darstellung der Priferenzordnung. Aber selbst diese

existiert nicht immer wie das folgende Beispiel zeigt.
Beispiel 3.13. Betrachte fiir Q = {w;,ws} die lexikographische Ordnung
X>Y: e X(w)>Y(w) oder (X(wy)=Y(w) und X(ws)>Y(ws)). (3.55)

Sei U(xy,x9) mit z1 = X (w1) und 1o = X (wy) eine Abbildung R? — R, die die Priferen-
zordnung (3.55) darstellt. Die Abbildung x — U(x, 1) ist monoton steigend und hat daher
hichstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen. Es gibt also ein x* € R, so dass x +— U(x, 1)

i x* stetig ist und wegen Monotonie gilt

U(z*,1) = inf U(z,1).

T>T*
Zusammen mit U(x*,2) < U(x,1) fir alle v > a* folgt U(x*,1) = U(z*,2). Ein Wider-
spruch, da (z*,2) = (x*,1).
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Bemerkung 3.14. Fiir u € C*(R) wird der Quotient r(x) := _;‘,l(lg) als die Risikoaver-

sion der Agentin in Abhdngigkeit vom Wohlstandsniveau x € R bezeichnet. Die exponen-

tielle Nutzenfunktion u(x) =1 — %exp(—px), p € (0,00) (siehe auch Satz 3.25), zeichnet
sich dadurch aus, dass r(x) nicht von x abhdngt. Bei Potenz- und Logarithmusnutzenfunk-
tionen (siche Satz 3.24) nimmt r(x) mit steigendem x ab. r(x) kann wie folgt interpretiert

werden: Zu jedem (x,a) € R? existiert ein eindeutiges b = b(z,a) mit

u(x —b) = = [u(r + a) + u(r — a)). (3.56)

N —

Wegen der strengen Konkavitdt von u folgt aus a # 0, dass b > 0. Die risikolose Aus-
zahlung x wdre ndmlich mehr wert, als eine Auszahlung von x + a bzw. r — a jeweils
mit Wahrscheinlichkeit % —b(z,a) wird auch als “certainty equivalent” zu der zufdlli-
gen Auszahlung “a bzw. —a jeweils mit Wahrscheinlichkeit %” bezeichnet. Allgemein ist
das certainty equivalent zu einer zufdlligen Auszahlung Y (bei Startkapital vo) als das

eindeutige ¢ € R definiert, das
u(vg +¢) = Ep(u(vg +Y))

erfiillt, also ¢ == u™ (Ep(u(vg +Y))) — vo. Man halte nun x € R fest und betrachte b
als eine Funktion von a € R. Es gilt natirlich b(0) = 0. Aus dem Satz iber implizite
Funktionen folgt die Diffbarkeit von a — b(a). Leitet man beide Seiten von (3.56) nach a
ab, so folgt

1
—b'(a)u'(z — b(a)) = 5 (W' (z 4+ a) —u'(z —a)].
Nochmaliges Ableiten beider Seiten nach a ergibt

(@) (x — b(a)) + [F ()]0 (& — b(a)) = % W (@ + a) + oz — a)].

Auflosung nach t'(a) bzw. b"(a) ergibt

1d'(@+a) —u(r—a)

YO) = 5w b))

bzw.

[V'(a)*u'(z — b(a)) — 3 [u"(z + a) + u"(z — a)]
u'(z —b(a)) '

b/l(a) —
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Also insbesondere V' (0) = 0. D.h. fir kleine a ist jeder Erwartungsnutzenoptimierer
anndhernd risikoneutral. Des weiteren gilt b"(0) = —1;,//((;3)) =r(z), d.h.
L, 2 ’
b(x,a) = r(x) 50+ o(a®)) fiira—0.

Standardvoraussetzung: u(vy) > —0o0
vp entspricht dem Endvermogen, das man erhélt, wenn man sein gesamtes Startka-
pital in das risikolose Bankkonto S° = 1 investiert. Wiirde dies bereits einen unendlich

schlechten Nutzen implizieren, wiirde das Optimierungsproblem keinen Sinn ergeben.

Satz 3.15. Sei u eine Nutzenfunktion. Alle erwartungsnutzenoptimalen Strategien besit-

zen P-f.s. denselben Endwert Vi(p).

Beweis. Annahme: Es gibt zwei optimale Strategien ¢, @ mit Vr(¢) = vg + ¢ * Sr #
V(@) =vo+ ¢ * Sp. Fiir ¢ := (¢ + ¢) gilt dann

1

E(ufvo+v+Sr) = E (u G(UO b oS+ (o4 B ST)))

(\]

1 1 -
> F (5“(?10 + ¢+ Sr) + 5“(”0 +e ST))

= LB (u(w+ o 5)+ 5B (ulw + G+ 57))

= E(u(vo +@- ST)) .
Ein Widerspruch zur Optimalitit von ¢. O

Satz 3.16 (Fundamentalsatz der Nutzenoptimierung). Sei u eine stetig differenzierbare

Nutzenfunktion mit {z € R | u(x) > —oo} offen und ¢ eine selbstfinanzierende Strategie.

(i) Wenn E(—u(vo+ ¢ *S7)V0) < oo und das durch die Dichte

dP* 1 ,
5 = E (oot 2+ 50)) u' (vo + ¢ * St), (3.57)

definierte Mafl P* ein dquivalentes Martingalmafs ist, dann ist @ erwartungsnutzen-

optimal fiir u zum Startkapital vy.

(i1) Fiir | < oo gilt auch die Umkehrung von (i): wenn ¢ optimal ist, dann ist das
durch (3.57) definierte Maf ein dquivalentes Martingalmaf.
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Bemerkung 3.17. Satz 3.16 liefert kein Verfahren, das die optimale Handelsstrategie be-
stimmt. Er liefert allerdings ein Kriterium mit dem eine (geratene) Kandidatenstrategie

auf Optimalitat iberprift werden kann (“guess and verify”).

Der Satz zeigt erneut die fundamentale Rolle von Martingalmaflen in der Finanzma-
thematik. P* lisst sich auch als das Optimum eines “dualen” Minimierungsproblems cha-
rakterisieren, bei dem tber alle Martingalmafe ein gewisser Abstand zu P minimiert wird
(Abstand hdngt von der Nutzenfunktion u ab). Hierauf werden wir aber in der Vorlesung

nicht eingehen.

Bemerkung 3.18. Die Voraussetzung, dass die Menge {x € R | u(x) > —oo} of-
fen sein muss, erscheint wenig tiberraschend. Betrachte etwa fir p € (0,1) die CRRA-

Nutzenfunktion (“constant relativ risk aversion”)

uly={ T ezt (3.58)
—o0 :x < 0.
FEs gilt u(0) = 0 aber u(z) = —oc fir alle x < 0. Nehme an, in dem Optimierungsproblem

gilt fiir das optimale Endvermégen Vi(p), dass P(V(p) = 0) > 0. Da die Ableitung von
u in 0 nicht existiert, lisst sich (3.57) gar nicht formulieren. Nimmt man stattdessen die
rechtsseitige Ableitung (die auch in 0 existiert), so wird man kaum erwarten kénnen, dass
(3.57) gilt, da die rechtsseitige Ableitung von u in 0 das Absacken auf —oo natirlich nicht
wiedergibt.

Bemerkenswert ist allerdings, dass Satz 3.16 fir {z € R | u(x) > —oo} offen, etwa
u = log, und |Q2] = oo auch nicht gelten muss. Sogar wenn man die Aktienpreisprozes-
se S% als beschrinkt voraussetzt. In Fall logarithmischen Nutzens muss fiir das optimale

Endvermdagen V() natirlich gelten P(\A/T(gp) > 0) = 1. Aber % muss nicht die
' (Vi

Dichte eines dquivalenten Martingalmafes sein'.

Beweis von Satz 3.16. Ad (i): O.B.d.A. kann angenommen werden, dass E((u(vy + ¢ *

S7))T) < 00, da andernfalls ¢ sowieso optimal wire. Sei 1) eine weitere selbstfinanzierende

TFiir Gegenbeispiel siche Example 5.1 in Kramkov und Schachermayer [15].
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Strategie mit E((u(vo + 1 * Sr)~)) < co. Wegen der Konkavitat von u gilt

u(vo + v+ Sr) —u(vg+ ¢+ Sr) < u(vg+¢Sp)(v—¢)*Sr

= B+ o S (0 — )+ St (359)

Es bleibt zu zeigen, dass
Ep-((1 — ¢) * Sr) = 0. (3.60)

Wenn ) und ¢ beschriankt wéren (was im Fall || < oo automatisch gegeben wére), wiirde
(3.60) sofort aus Proposition 1.5(iii) folgen, da S ein P*-Martingal ist. Der allgemeine Fall
muss auf Integrale mit beschrankten Integranden zuriickgefiithrt werden, was im folgenden
gemacht wird und was das schwierigste am Beweis ist.

Der Negativanteil der Zufallsvariablen auf der linken Seite von (3.59) ist integrier-
bar (d.h. Integral des Negativanteils ist endlich) und es ldsst sich das P-Martingal ¢ —
E((u(vo+v * Sr))~+(u(vo+¢ * St))T | F;) konstruieren. Sei Z; = Ep(%> | F;) der Dich-

teprozess zu P*. Insbesondere gilt Z; = %. Nach Proposition 2.9 und Proposition 3.5

ist der Prozess
t = Zy(vo + (¥ — @) * Sp) + E((u(vo +4 * S1))~ + (u(vo + ¢+ Sr))™ | ) (3.61)

mit nichtnegativem Endwert ein P-lokales Martingal. Da der Endwert von (3.61) wegen
(3.59) nichtnegativ ist, ist der Prozess nach Proposition 2.11 ein (echtes) P-Martingal und
damit auch der Prozess Z((¢) — ¢) + S). Es folgt

B (Gpiw=e)-50) o

Ad (ii): Im Fall || < oo kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass {w} € F und

P({w}) > 0 fiir alle w € Q. Sei ¢ erwartungsnutzenoptimal. Wegen der Offenheit von
{r € R | u(z) > —oo} existiert ein ¢ > 0 mit u(vyg + ¢ * Spr —e) > —o0. Sei s < ¢,
A € F,. Fir § > 0 klein genug gilt u(vg + ¢ * Sp + d14(S; — S5)) > —oo. Nach dem
Zwischenwertsatz existiert ein £ € [vg + ¢ * Sp,v9 + @ ¢ Sy + 014(Sy — Ss)] bzw. £ €
[vo + ¢ ¢ Sp + 014(Sy — Ss),v0 + ¢ * Sr|, je nach Vorzeichen von S; — S, mit

0 > E(u(vo+ @ Sr+014(S; — Ss))) — E(uvg + ¢ * St))

— SE(/(€)La(S: - 5.)).
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Wegen der Stetigkeit von u folgt mit § — 0 E(u'(vo + ¢ ¢ St)1a(S; — Ss)) < 0. Die
Vertauschbarkeit von Limes- und Erwartungswerbildung ist auf einem endlichen Wahr-

scheinlichkeitsraum natiirlich unkritisch. Ersetzt man ¢ durch —4, so folgt insgesamt

E(I/(Uo + (Yo ST)lA(St — Ss)) =0.

Wir wollen die Aussage an einem einfachen Beispiel demonstrieren.

Beispiel 3.19. Man betrachte das Erwartungsnutzenoptimierungsproblem im Einperioden-

Binomialmodell aus Beispiel 2.17 mit r = 0. Also
max (pu(x + (@~ 1) + (1= plulw + pla - 1))
Die Optimalititsbedingung fiir ¢ lautet offenbar
p@a—1u'(x+p@—1)) + (1 - p)la—Du'(z + ¢(a— 1)) =0. (3.62)

Typischerweise ist p(a@ — 1) > (1 — p)(1 — a), d.h. die Aktie hat unter dem Maf P eine
positive Drift. Der Investor kauft gemdfS (3.62) so viele Aktien, bis dieser Effekt durch die

Abnahme des Marginalnutzens, also v'(x + ¢(a — 1)) < v/ (z + ¢(a— 1)), kompensiert ist.
Aus (3.62) folgt

W(et+p@—=1) l-pl-—agesml-p ¢ 5
u(z+ele=1)  p a-1 p 1-—q =

Bemerkung 3.20. Im vollstiandigen Markt lisst sich aus (3.57) das optimale End-

vermaogen bereits gewinnen. P* ist dort eindeutig und die Dichte % i.A. bekannt. Man

mache fiir das optimale Endvermégen X den Ansatz X = (u/)7'(k%5). Das unbekannte
k € Ry bestimmt sich aus Ep«(v/) ' (k%2) = Ep. X = vg. Das Entscheidende ist nun,

dass 1m vollstindigen Markt die Bedingung Ep« X = vg bereits garantiert, dass sich das

Endvermdgen X mit einer Strategie ¢ und dem gegebenen Startkapital vy erzeugen ldisst.

Fiir das (vollstindige) Coz-Ross-Rubinstein Modell (vgl. Beispiel 2.17) ergibt dies fol-
gendes: Die eindeutige Dichte ist gegeben durch

dP* #{i|z;=a} 1 — #{ilzi=a}
75 (w) = <}%) (ﬁ) . fir zp = Ay (w), ... 2 = Ap(w)
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wobei p die “objekte” Wahrscheinlichkeit ist und q die durch (2.34) gegebene Wahrschein-
lichkeit unter dem eindeutigen Martingalmaf (“risikolose Wahrscheinlichkeit”). Insbe-
sondere hdingt die Zufallsvariable % nur vom Endwert S} der Aktie ab (d.h. von der
Anzahl der i mit z; = @) und nicht auch von deren Werten vorher. Auch das optimale

Endvermégen X (w) hiingt damit von w nur iiber Sh(w) ab, d.h. X = h(SL). Es

folgt

- T 1 —g\" o
X =hn(Sh) = (W)™ <c <%> (TZ) ) ., wobei j durch Sk =a’aT™ gegeben ist

und die Konstante c € Ry sich aus der Finanzierbarkeitsbedingung
T , .
- T . . J 1 — J
B0 =3[ Jau-ame (1) (152) ) La
=\ j p l=p

ergibt (v € R ist das gegebene Startkapital).

X = h(S}) impliziert natiirlich nicht, dass die optimale Strategie statisch ist (buy-
and-hold). h ist meistens nichtlinear.

Derivate haben fiir Investoren auch die Funktion, eine nichtlineare Auszahlung wie et-
was h(S}) zu generieren, ohne dass die Investoren tatsdichlich (selber) dynamisch handeln
miissen (letzteres wire fir die meisten viel zu aufwendig bzw. mit zu hohen Transaktions-
kosten verbunden). Den dynamischen Handel tibernimmt somit die emittierende Bank,
indem sie die Derivate (in groffer Anzahl) hedged . Voraussetzung ist natirlich, dass der
Claim h(SL) zu dem fairen Preis Ep-(h(S})) verkauft wird.

Obiges Resultat konnte uns nun suggerieren, dass Investoren, die Derivate nicht als
Absicherungs- sondern Investitionsinstrumente einsetzen, keine pfadabhéngigen Deri-
vatet bendtigen. Wegen der sehr restriktiven Modellannahmen ist die Schluffolgerung al-

lerdings mit Vorsicht zu geniefsen.

Bemerkung 3.21. Nehme an, dass die Prozesse S* schon Martingale bzgl. des urspriing-

lichen Mafes P sind. Es gilt natirlich
dP  u/(vg)
dP  Eu/(vg)’

'Ein Derivat heifit pfadabhingig, wenn die Auszahlung nicht nur vom Endpreis des Underlyings

abhéngt, sondern vom gesamten Kursverlauf.
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Aus Satz 3.16 folgt, dass vy das optimale Endvermdgen ist (Natirlich liefie sich diese Aus-

sagen auch direkt aus der Konkavitit von u gewinnen !). Ebenso folgt die Umkehrrichtung.

Wenn vy das optimale Endvermdgen ist, dann muss es mit Satz 3.16 ein dquivalentes Mar-
dpP*

tingalmafy P* geben, so dass “j5 eine Konstante ist. Dies kann aber nur sein, wenn P

selber Martingalmaf ist.

Bemerkung 3.22. Zumindest im vollstindigen Markt, in dem jeder Claim replizierbar
ist und es ein eindeutiges dquivalentes Martingalmajf$ P* gibt, hat Satz 3.16 eine einfache
Interpretation. Der Wunsch, im Zustand wy eine Geldeinheit mehr zu besitzen (und in
den anderen Zustinden genauso viel wie vorher), ist realisierbar, wenn man ein um den

Betrag

Ep+ (Liwny) = P*({wo})

erhohtes Startkapital zur Verfiigung hat . Der Mehrnutzen, den die zusdtzliche Geldeinheit
liefert, wdre bei linearisierter Nutzenfunktion proportional zu Ep (1{w0}) = P({wo}), also

der “tatsdchlichen” Wahrscheinlichkeit, dass {wo} eintritt. Fir wy mit kleiner Dichte

P*({wo})

P({wo})

wdre also das Kosten-/Nutzenverhiltnis giinstig. Man wiirde also versuchen, in ei-
nem solchen Zustand mdglichst reich zu sein. Um dies zu finanzieren, wirde man in Kauf
nehmen, in einem anderen Zustand wy, mit grofser Dichte % darmer zu sein. Man
beachte in Formel (3.57), dass ein hohes Endvermdgen einem kleinen Marginalnutzen
entspricht. Die Konkavitdt von u sorgt dann dafiir, dass man in die “ginstigen” Zustdnde

auf Kosten der “ungiinstigen” Zustinde nicht zu viel Kapital transferiert.

Bemerkung 3.23. Wir haben bisher noch keine Aussage tber die Existenz einer optima-
len Strategie ¢ gemacht. Allgemein folgt aus der Existenz eines Martingalmafes (Ar-
bitragefreiheit) und der Konkavitit von u noch nicht, dass das Optimierungsproblem
Ep(u(Vr(p))) beschrinkt ist, d.h. es kénnte eine Folge (¢"™),en von Strategien geben
mit lim,, o0 Ep(u(Vr(e™))) = oco.
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3.3.1 Zeitlich homogenes Marktmodell

Wir betrachten nun als Verallgemeinerung des Cox-Ross-Rubinstein Modells einen zeit-
lich homogenen Markt, in dem die (diskontierten) Wertpapierpreisprozesse gegeben sind
durch: .
Si=si[Ja+4), t=1,....T i=1,.. 4
j=1

wobei (A;);=1,.. r nun eine Folge von i.i.d. d-dimensionalen Zufallsvektoren A; = (Ajl., . ,A?)
ist (S° =1). A} sind beliebige Zufallsvariablen mit A% > —1. Fiir festes j diirfen A% und
A;Q auch stochastisch abhéngig sein. A;'- nennt man auch die zufillige Rendite des Wert-
papiers i in der j-ten Periode. Zeitliche Homogenitéat bedeutet, dass die realisierbaren
Gewinnverteilungen in jeder Periode gleich sind und nicht von dem Preisverlauf der
Vergangenheit abhidngen. Sie bedeutet aber nicht, dass das Halten einer bestimmten An-
zahl an Wertpapieren in jeder Periode zu der gleichen Gewinnverteilung fiihrt.

Fiir bestimmte Nutzenfunktionen, ndmlich Potenz-, Logarithmus- und exponentielle
Nutzenfunktionen, kann man in diesem Modell die optimale Strategie ¢ explizit berechnen

und gut beschreiben.

Satz 3.24 (Potenz- und Logarithmusnutzenfunktion). Sei u : (0,00) — R mit x — ””11:;
fir ein p € Ry \ {0,1}. Fir p = 1 sei die Funktion u gegeben durch x — log(x) (man
kann sich vorstellen, dass u = —oo auf dem Intervall (—o0,0) bzw. (—o0,0]). Es existiere

ein v € R mit yT A, > —1 und

Ai
El————) =0, i=1,...,d 3.63
((1 + fYTA1>p> ) 1 9 9 ( )

Dann ist

i 7 o
Sot_ ; ‘/;5—17 1_17"' 7d (364)
Si-1
mit
t

= H (1+~"4)) (3.65)

eine erwartungsnutzenoptimale Strategie und V' ist der zu ¢ gehdrende Vermdgensprozess

mat Startkapital vy, d.h. V; = vy + ¢ * S;.
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Beweis. Es gilt

t
vot+peS = Uo+Z%TASj
=1
t d ’}/’L
= + Z ‘/}_1 Z SZ—AS;
j=1 i=1 "1
t
= v+ Z Vi A
j=1
t
= Vot Z(Vj = Vj-1)
j=1

= Vi

AS? . ., - .
S;'—]l = Aj. Damit ist gezeigt, dass V'

wobei in der dritten Gleichung benutzt wird, dass
der zu ¢ gehorige Vermogensprozess ist.

Definiere o := (E((1 +~"A;)™))"/? und das Ma P* durch

apP*
dP -

T
1
_ a—pTH (1477 4) " = a7/ (J (1477 4)) = vha ™/ (Ve (p)) = ' (Vi(g)).
7=1

K
7=1

Des weiteren setze

t

L= a P H(1 + fyTAj)*p, t=0,1,...,T.

j=1
Nach Konstruktion von L gilt Ly = dP ~ und
t—1
B(L| Fim) = o [[Q 4+ 4) B (1 +474) ™ | Fims)
j=1
t—1
= o [JA+"4)PE (L +4TA)7)
j=1
t—1
— PC1) H(l + 'VTAj)_p
j=1

= Lt—l; tzl,...,T,

d.h. L ist (unter P) ein Martingal. Also ist L der zu P* gehorige Dichteprozess. Aus
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Lo =1 folgt, dass P* ein Wahrscheinlichkeitsmafl ist. Es gilt

E(LS; | Fier) = E(LAS; | Fior) + B(LeS;_y | Fier)
= Lo PE((1+7"A)PAS] | Fior) + SiE(Ly | Fiea)
= Liaa S B((L+yTA) A, | Fia) + LeaS)
= Lo S E(1+~TA)PA) + L 1S)

(3.63) LiiSi |, t=1,...,T, i=1,...,d.

Also sind die Prozesse LS?, i = 1,... ,d, P-Martingale. Mit Proposition 3.5 sind S* P*-
Martingale. Aus Satz 3.16(i) folgt, dass ¢ optimal ist. ]

Satz 3.25 (Exponentialnutzenfunktion). Sei u : R — R mit z — 1 — %exp(—px) fir ein

p € (0,00). Es existiere ein v € R? mit

E(Alexp(—y"A))) =0, i=1,...,d. (3.66)

Dann st
= t=1...,d 3.67
Sot pstz_l ( )

eine erwartungsnutzenoptimale Strategie und

Vi = + 7 (ZA) (3.68)

der dazugehorige Vermdgensprozess mit Startkapital vy.

Beweis. Es gilt

t
UQ"‘(,O'St = Uo‘i‘ZgO;—ASJ

J=1

= vYg+— ZZSZ

]111]1

= ?Jo—f—z—?ZVTAj

= v+ 'y (ZA)

:‘/;57

AS;
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Damit ist gezeigt, dass V' der zu ¢ gehorige Vermogensprozess ist.

Definiere « := log(E(exp(—v" 4;))) und das Wahrscheinlichkeitsmafl P* durch

dP*
7P = exp(—aT + pvy) exp(—pvy — ZA = exp(—aT + pvo)u' (Vr(p))

Nun wollen wir zeigen, dass S* P*-Martingale sind. Wie im vorigen Beweis ist dafiir zu
zeigen, dass E(exp(—y' A;)AYF;_1) = 0. Dies gilt wegen (3.66) und der i.i.d.-Annahme
an (Aj)j=1,...,T' ]

Bemerkung 3.26. Man sieht sofort, dass die optimale Strategien (3.64) und (3.67) nicht
vom Zeithorizont T abhdngen. D.h. alle Rechnungen gingen durch, wenn man z.B. bei
to < T abbrechen wiirde. Das optimale Endvermdgen wéire dann Vi, und das zugehdrige

Martingalmaf P* wire durch

P 2
qP = a—pto H(]_ + ’YTAj)_p = Lto

J=1

gegeben. Hier gehen die zeitliche Homogenitit des Modells und die konstante relative Ri-
stkoaversion

xu”(x)
e

R(z) .= —

ein. Die gangige Anlegerregel, bei lingerem Anlagehorizont stdarker in risikobehaftete Akti-
en zu investierten als bei einem kurzen Anlagehorizont, wird durch dieses Modell offenbar

nicht gerechtfertigt.

In Abschnitt 3.3.3 werden wir sehen, dass bei logarithmischem Nutzen (der dem
Fall p = 1 entspricht) die Eigenschaft, dass der Anlagehorizont nicht in die optimale Han-
delsstrategie eingeht, auch fiir den allgemeinen Fall gilt, dass die Renditen (A;)i—o,. 7

nicht mehr unabhéngig und identisch verteilt sein miissen.

3.3.2 Zwischenzeitlicherer Konsum

Wir werden das Optimierungsproblem aus Definition 3.10 etwas verallgemeinern, indem

wir zwischenzeitlichen Konsum einfithren. k; € R, gibt den ,,Konsumbedart” zum Zeit-
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punkt ¢ an und ist im Optimierungsproblem vorgegeben. Wir fordern

T
Z k; > 0.
t=0

Eine Strategie ist ein Paar (¢, ¢) bestehend aus einer Handelsstrategie ¢ und einem Kon-
sumprozess (ct)i—o1,.. 7. € ist ein adaptierter, nichtnegativer Prozess. ¢; modelliert die
Konsumintensitat bzgl. k;. Der Konsum in Geldeinheiten zum Zeitpunkt ¢ ist also das
Produkt c¢;k;. Der modifizierte Vermogensprozess ist gegeben durch

t

Vi=uvo+ @S — Y ¢k

5=0
V; ist das Vermogen nach dem Konsum, der zum Zeitpunkt ¢ stattfindet. Man beachte,

dass i.A. Vi # wg, da bereits zum Zeitpunkt 0 konsumiert werden kann. (¢, c) heifit

zulassig, wenn V' > 0. Das Optimierungsproblem lautet

sup E (Z ktu(ct)> : (3.69)

(@,¢) zuléssig

Bemerkung 3.27. Offenbar ist dies eine Verallgemeinerung des vorherigen Optimie-

rungsproblems. Setzt man

0 firt<T
1 firt=T

k't -
so findet der Konsum nur zum Zeitpunkt T statt und wegen der Monotonie der Nutzen-
funktion wird in T das gesamte Endvermdgen vy + ¢ * St verkonsumiert.

Satz 3.28 (Fundamentalsatz der Nutzenoptimierung mit zwischenzeitlichem Konsum).
Sei u eine stetig differenzierbare Nutzenfunktion mit {x € R | u(x) > —oo} offen und

(p, ) eine zuldssige Strategie.

(i) Wenn Vp(p,c) =0 und E(—u(c;) vV 0) < oo fiir alle t und die Prozesse
(u/(ct))t:O,l,...,T ’lLTLd (u/(ct)SZ)t:O,l,...,Ty = 1, RN ,d (370)

unter P Martingale sind, dann optimiert (v, c) das Problem (3.69).
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(i1) Fir |Q] < oo und ky > 0 gilt auch die Umkehrung von (i): wenn (p,c) optimal ist,
dann ist Vp(p,c) = 0 und die Prozesse in (3.70) sind unter P Martingale.

Bemerkung 3.29. Die Martingalbedingung bedeutet, dass der Prozess

der Dichteprozess (im Sinne von Definition 3.1) eines Martingalmafes ist. Mit Proposi-

tion 3.5 sieht man, dass Satz 3.28 eine Verallgemeinerung von Satz 3.16 ist.

Bemerkung 3.30. Fiir den Full, dass es nur das Wertpapier S° = 1 gibt (also keine

Handelsgewinne erzielt werden konnen), bedeutet die Aussage, dass das Startkapital vy

gleichmdf$ig in der Zeit konsumiert werden soll, also ¢; = =32 -
=0 j

. Dies heifit, dass zum

Zeitpunkt t Z?—ktk Geldeinheiten konsumiert werden.
j=0Fj

Bemerkung 3.31. Fir k;, = 0 kann c¢; beliebig gewdhlt werden. Daher kann aus der

Optimalitit die Martingalbedingung nur folgen, wenn ky > 0 fiir alle t.

Beweis von Satz 3.28. Der Beweis geht natiirlich dhnlich wie der fiir Satz 3.16. Deshalb
sollen die technischen Feinheiten (Integrierbarkeit, Unterscheidung zwischen lokalen und
echten Martingalen) nicht noch einmal wiederholt werden.

Ad (i): Sei (@, ¢) eine weitere zulédssige Strategie. Wegen der Konkavitét von u gilt

Z kyu(cy) Z ktU(Ct)]

>k (c) (@ — ct)]

(3.70) & iterierter Erwartungswert >

E - F

<FE

Z k' (er) (¢ — Ct)]
< B((F - ¢) » Srl(er)]

=0.

Die letzte Ungleichung gilt wegen vg+¢ ¢ Sp— ZtT:o kic; > 0und vg+¢ ¢ Sp— ZtT:O kic, =
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0. Die letzte Gleichung folgt aus (3.70) z.B. mit der Rechnung

E [$jASid(er)] = B [¢iSiu(er)] — E [4,5]_yu/(cr)]
= B [yiSiu'(cr)] - B [¢iSi v (c-1)]
= E S /(en)] — B [¢iS v/ ()]
= 0.

Ad (ii): Im Fall || < oo kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass {w} € F und
P({w}) > 0 fiir alle w € Q. Sei (p, c) optimal. Wegen der Offenheit von {x € R | u(z) >
—oo} existiert ein € > 0 mit u(c, — ) > —oo. Ahnlich wie im Beweis von Satz 3.16
werden wir die optimale Strategie etwas storen. Nun aber zweifach. Erstmal behalten wir
die Handelsstrategie ¢ bei und konsumieren in ¢ — 1 etwas weniger (mehr) und dafiir in
t etwas mehr (weniger). Dann konsumieren wir in ¢ etwas mehr/weniger in Abhéngigkeit
von Handelsgewinnen durch ein zusétzliches Investment in das i-te Wertpapier zwischen

t—1 und ¢.

Sei A € F,_;. Betrachte den modifizierten Konsum ¢;,_; = ¢;_1 — ﬁlA und ¢ =
Ct+k%1A- Nach dem Zwischenwertsatz existieren &_; € [Ct—l_ﬁ, ci—1]und & € [y, ct—i—k%]
mit

€ €
O Z E |:kft_1u(ct_1 — k‘_lA) ‘I— ]’Ctu(ct + k‘_lA):| — E [kt_lu(ct_l) + ktu(ct)]
t—1 t
/ € / €
= —FE |k (§o1)la— | + E k' (&)1a—
ki1 Ky
= e(B[W/(&)1a] — B/ (§-1)14]) .

Wegen der Stetigkeit von ' folgt mit ¢ — 0 E [u/(¢;)14] — E [t/(¢t-1)14] < 0. Die Ver-
tauschbarkeit von Limes- und Erwartungswerbildung ist auf einem endlichen Wahrschein-

lichkeitsraum natiirlich unkritisch. Ersetzt man € durch —e¢, so folgt insgesamt
E[1a(d'(¢;) — v/ (c-1))] = 0. (3.71)

Also ist der Prozess (v/(¢t))i=o,1,.. v ein P-Martingal.
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Bleibt der zweite Teil von (3.70) zu zeigen. Fiir § > 0 klein genug gilt u(c; + 514(S! —
S! 1)) > —oo. Betrachte nun die modifizierte Strategie ¢! := ¢! + d14 sowie ¢ = ¢; +
,%1,4(5} — 8! ;). Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein £ € [Ct — k%lA(SZ - St ), ct]

bzw. € € |, ¢+ £1a(S] - Sf_l)] , je nach Vorzeichen von S! — S¢ |, mit

0> E [/ctu (ct + %1/4 (Si— Sf_l))} — E [ku(c)]
= 0 [u/(§)1a(S; — S5} )] -

Wegen der Stetigkeit von u’ folgt mit 6 — 0 E [v/(¢,)14(S; — S;i_;)] < 0. Ersetzt man §

durch —4, so folgt insgesamt
E [u'(c)1a(S; = S{_y)] =0

Zusammen mit (3.71) folgt, dass die Prozesse (u'(¢;)S})i=o01... 7,1 = 1,... ,d, P-Martingale
sind. O

3.3.3 Logarithmische Nutzenfunktion

Es stellt sich die Frage, wann die nette Eigenschaft, dass der Anlagehorizont nicht in die
optimale Handelsstrategie eingeht, auch fiir den allgemeinen Fall gilt, dass (A¢)i—o,.. 7
nicht mehr unabhéngig sein miissen (auch nicht identisch verteilt). Im folgenden wer-
den wir uns iiberlegen, dass dies, wenn u(x) = In(z) bzw. p = 1 der Fall ist. Man sieht
zunichst, dass fiir p = 1 der Faktor o im Beweis von Satz 3.24 fiir alle v € R? 1 ist.
Dies ist der Grund dafiir, dass man fiir die logarithmische Nutzenfunktion wie im un-
abhiingigen Fall vorgehen kann. v € R? wird nun durch einen R%wertigen vorhersehbaren
stochastischen Prozess (7;)i=1, .. 1 ersetzt, wobei sich v; analog zu (3.63) bestimmt durch
E (—1 —|—1i1yiTAt|]:t1> =0, i=1,...,d.
Beachte, dass 7; F;_1-messbar sein soll, d.h. in den obigen Gleichungen wie ein Element
aus dem R fungiert. (Fiir andere Nutzenfunktionen wiirde o dann von w abhéingen, was

die Bedingung mit dem Marginalnutzen kaputt machen wiirde.) Der Beweis im logarith-

geer
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Fiir den logarithmischen Nutzen ist die optimale Strategie im allgemeinen Fall ge-

geben durch

Das Optimierungsproblem ist also myopisch (“kurzsichtig”). Zur Bestimmung der opti-
malen Strategie braucht man nur das (optimale) Vermégen zum Zeitpunkt ¢ — 1 und die
lokalen “stochastischen Charakteristiken” fiir den Sprung zwischen ¢t — 1 und ¢ zu kennen
(d.h. die bedingte Verteilung von A; gegeben die Information F;_;). Die stochastische
Verteilung des Aktienpreisprozesse nach t muss der Optimierer gar nicht kennen. Insbe-

sondere geht der Zeithorizont nicht in die optimale Losung ein.

Alternativ kann man die ,,Kurzsichtigkeit” des Problems an folgender Rechnung er-

kennen. Sei V; = Vi(¢) = vg + ¢ * S; der Vermogensprozess zu einer Strategie . Es

)

gilt

Vi Vi 1%
E(In(Vy)) = E(ln (UDJVQ..”‘VTTl

Vo V1

= FE (ln(vo) + tzT;ln (VW )

t—1

|
=3 (n ()
= In(w) + > E <ln (1+ SOéASt)). (3.72)

Da der Raum der Strategien homogen ist, héingt das Optimum sup,,, F <ln <1 + %Vt—_1>)

offenbar nicht von V,_; ab. Folglich ist das Maximum iiber alle ¢ der Summe auf der
rechten Seite von (3.72) die Summe der maximierten Summanden iiber ¢;. Man bestimme

fiir jedes t einen F;_;-messbaren Zufallsvektor 7;, der den Ausdruck
E (In (1+n/ ASy))
maximiert. Dann setze man

o =Viomi, i=1,...,d
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Die Vergangenheit geht also multiplikativ iiber das Vermogen ein, mit dem man in die

Periode (¢ — 1, ] hineingeht, und die Zukunft ist gar nicht relevant.

Wir schreiben wieder

t
Si=sh[Ja+A4), t=1,....T i=1,.. 4 (3.73)
j=1

d.h. A; ist die zufillige Rendite des Wertpapiers ¢ in der j-ten Periode. Im Gegensatz
zu Abschnitt 3.3.1 fordern wir aber nicht, dass die Renditevektoren i.i.d. sind. (3.73) ist
also der allgemeine Fall (mit der kleinen Einschréinkung, dass Wertpapierpreise die null

werden dort bleiben).

Satz 3.32 (Logarithmischer Nutzen aus Konsum). Es existiere ein Re-wertiger vorher-

sehbarer Prozess v = (V¢)i=1... 7 mit v Ay > —1 und

Az‘
E(—L-—|Fa)=0, i=1,...,d, t=1,...,T 3.74
(1+’Y;|—At | t 1) ’ ? ) s Wy 9 ) ( )
(Offenbar ist (3.74) die dynamische Version von (3.63) firp=1).
Setze
ZT—tJrl kj d T
Vi = ﬁvo H(l +7; Aj) (mit der Konvention ZJ ra1---=0).  (3.75)
=0 =1
Die optimale Strategie ist dann gegeben durch
Vi =1,....,d
Py = S; ] t—1, ? ) )
und
t
irt < T Vi
C¢ . H 1 + ")/] fur = T ¢

z] 0 Zj:t+1 kj ‘
V' oaus (3.75) ist der zu (¢, c) gehdrende Vermdgensprozess mit Startkapital vy, d.h. Vi =
vo + e St — Zzzo cik;.
Bemerkung 3.33. Satz 3.32 bedeutet, dass das Optimierungsproblem als reines Vorwdrts-
Problem geldst werden kann. Die optimale Handelsstrategie in der ersten Periode hdngt
nicht von der stochastischen Verteilung der Preiszuwdchse in den spéteren Perioden ab.

Bei Powernutzenfunktionen u(x) = x'7? ist dies i.A. nicht so (das homogene Marktmodell

aus Abschnitt 3.5.1 bildet hier eine Ausnahme).
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Bemerkung 3.34. Bei logarithmischem Nutzen kénnen das Investitionsproblem und das
Konsumproblem getrennt voneinander geldst werden. Der Agent teilt zum Zeitpunkt 0 das
Startkapital vy gedanklich auf. Fir den Konsum zum Zeitpunk t wird der Betrag UO%
reserviert (also gleichmdfige Verteilung des Startkapitals vy auf die verschiedenen Peri-
oden gemdf$ der Gewichte k). UO% wird nun zwischen 0 und t am Markt investiert
und zwar genauso wie sich der logarithmische Optimierer verhalten wiirde, wenn er das

Startkapital Vo ur Verfiigung hdtte und ausschliefllich am ,,Endvermdgen” zum

T
JOk

Zeitpunkt t interessiert wdre. Das so aus UOZT—k resultierende Vermdgen zum Zeitpunkt
7=0

t wird in t konsumiert (dieses ist dann natirlich i.A. zufillig). Insbesondere hingt

der optimale Konsum zum Zeitpunkt 0 nicht von der stochastischen Vertei-

lung der Wertpapierpreisprozesse ab.

Finen logarithmischen Nutzenoptimierer kann z.B. eine giinstige Analgemdglichkeit
zwischen t—1 und t nicht dazu bewegen, zum Zeitpunkt t—1 etwas weniger zu konsumieren
und stattdessen zu investieren, um zum Zeitpunkt t mit hoher Wahrscheinlichkeit deutlich

mehr konsumieren zu konnen.

Beweis. Mit partieller Integration (vgl. Proposition 1.5(ii)) gilt fiir den in (3.75) definier-

T
ten Prozess mit X, := % und Y; := vy H (T4 %TA )

ViV = XV — XY

= X (Y —Yi) + V(X — Xiq)
> ki (t

t

1
k
(1—|—’yjA )) ’ytTAt%—UOH(l—i-fyjA )—t
1 j=1 Z] okj

— Vo

S ok
= Vi 4 -V,

J=

ki
T
Zj:t—f—l kj
= QDZ—ASt—Ct/{?t, t:1,2,...,T,

AS}

i
S5y

wobei fiir die letzte Gleichung benutzt wird, dass = A; Beachte, dass Vp = 0 mit
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T

der Konvention 5 7., ...

= 0. Des weiteren gilt

Z?:l kj

oL
j=0"J
ko
= Vo — VT 1
Zj:() )
= UO—COkQ.

Damit ist gezeigt, dass V; = vg + @ * S; — Z;ZO cjkj, d.h. V ist der zu (yp,c) gehorige

Vermogensprozess. Es gilt

1 1 1
E({— _ = FE _
(Ct | 7 1) Ct—1 (1+’YtTAt | 7 1)

1 d Al
= — 1—2 ‘B ——— | Fo
. %\ (1+’7tTAt| tl)}

=0 wegen (3.74)

1
= —. 3.76
o (3.76)
Also ist % ein Martingal. Des weiteren gilt
1. Si Al (3.74)
E|—=AS | Foq ) == 1E< L Fi > =" 0. 3.77
(Zasti7n) = 22p (0 Ay (3.77)

Aus (3.77) und (3.76) folgt
1, 3.77 1, ' 1 3r6) 1,
B(2si17) T B (L5t 1R ) = staB (217 4 s
Ct Ct Cy Ct—1

Si

Also sind auch die Prozesse 2-, ¢ = 1,... ,d, Martingale. Des weiteren gilt Vp = 0. Damit

folgt aus Satz 3.28(i), dass (¢, ¢) optimal ist. O
3.3.4 Existenz einer optimalen Strategie

Zum Schluss des Kapitels werden wir (wieder fiir allgemeine Nutzenfunktionen) die Exi-
stenz einer optimalen Strategie fiir die Optimierungierung des Erwartungsnutzen aus dem

Endkonsum diskutieren.

Satz 3.35. Wir nehmen wieder an, dass u(vg) > —o0
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(a) Wenn eine erwartungsnutzenoptimale Strategie @ existiert, dann ist der Markt ar-

bitragefrei.

(b) Nehme an, dass der Markt arbitragefrei ist und eine der folgenden Bedingungen
erfillt ist

(i) u(zo) = —o0 fiir ein xy < vy (damit natirlich auch u = —oo auf ganz (—oo, xy))
(11) sup,ep u(x) < oo
Dann ezistiert eine erwartungsnutzenoptimale Strategie .

Beweis. Ad (a): Nehme an es gibt eine Arbitragestrategie ¢, d.h. ¢» « Sp > 0 und P(¢ *
St > 0) > 0, und eine erwartungsnutzenoptimale Strategie ¢. Wegen u' > 0 gilt u(vg +
(p+1) *Sr) > u(vg+ ¢+ Sr) und P(u(vo + (¢ + 1) * Sp) > u(vg + ¢ * Sr)) > 0. Dies
ist ein Widerspruch zur Optimalitdt von .

Ad (b): Sei der Markt arbitragefrei.

Voriiberlegung: Wir betrachten den linearen Unterraum N = {n|n « Sy = 0}. Da es
in dem Markt redundante Wertpapiere geben kann besteht i.A. N nicht nur aus der Null.
Mit der Identifizierung der vorhersehbaren Prozesse mit dem R" kénnen wir zu N einen
Orthogonalraum N+ definieren. Jede vorhersehbare Strategie ¢ lisst sich somit schreiben
als ¢ = M + @ wobei o) € N und ¢ € Nt. Da ¢ in das Endvermdgen nicht
eingeht, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass ¢ € Nt, d.h. 0.B.d.A. N = {0}. Aus
p St = 0 folgt also stets, dass ¢ = 0.

ad (i): Nehme zunéchst an, dass (i) gilt. Wir wollen zeigen, dass die Menge der zufilli-
gen Endvermogen, die man mit gegebenem Startkapital vy erzeugen kann und die z
nicht unterschreiten, kompakt ist, d.h. X(vy) = {X C R?|Fp so dass X = vy + ¢ »
St und X > z¢} ist kompakt. Nehme an, dies wére nicht der Fall. Dann existiert eine
Folge (X™),.cn C X (vg) mit A, := sup,cq |X™ (w)| und A, — oo, wenn n — co. Wegen
der Voriiberlegung existiert zu jedem X ™ ein eindeutiges 1/ mit X ™ = vy +¢™ « Sp.
0O.B.d.A. konvergiert % gegen eine Zufallsvariable X und %t) gegen ein QZ mit X =

{ﬁv « S7. Es folgt also
X ()

An

< —)@Z'ST, n — 0o

=&
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Es folgt daraus, dass QZ * St > 0 und damit 1; « St = 0 (No-Arbitrage) und schlieflich 1; =
0 (Vorbemerkung). Da H%’:H L~ = 1 kann dies aber nicht sein. Damit ist X'(vy) kompakt.
Wegen Stetigkeit der Abbildung ¢ — E(u(Vr(v))) existiert eine optimale Strategie .

Sei nun (ii) vorausgesetzt. Der Beweis im Fall (i) war darauf aufgebaut, dass Vr(¢) >
x, fiir alle Strategien ¢ mit Eu(Vr(¢)) > —oo Statt alle Vermogensprozesse mit Eu(Vy (1)) >
—o00 betrachten wir nun alle Vermogensprozesse, die zumindest den (erwarteten) Nutzen
von vy liefern. Also Fu(Vr(v)) > u(vg). Natiirlich konnen wir uns bei der Maximierung
auf diese Strategien beschréanken.

Da sup,cp u(z) — u(vg) < oo, aber inf,cpu(r) = —oo folgt wegen [Q] < oo und

P({w}) > 0, dass es ein z{, geben muss, so dass folgende Implikation gilt

Eu(Vr(¥)) = u(vo) = Vr(¥) = 4.

Fiir z;, hinreichend klein ist ndmlich Vr(¢)(w) < ay, fiir ein einziges w, bereits ein Verlust

im Erwartungswert im Vergleich zu u(vp), der auf Q \ {w} wegen der Beschrianktheit nach

sup, g u(z)—u(vo)
min,eco P{w}) -

Damit folgt der Fall (ii) analog zu Fall (i). O

oben von u nicht wieder gutgemacht werden kann. Formal: u(xf) < u(v)—

4 Risikomaile

Zum Schluss der zweistiindigen Vorlesung soll eine kurze Einfiihrung in die Theorie der
Risikomafle geben werden. Fiir eine intensivere Beschéftigung mit diesem Thema sei das
Buch von Follmer und Schied [5] empfohlen. Im folgenden seien Q2] < oo und 7 =
1. Letzteres heifit, dass es nur zwei Zeitpunkte, ndmlich 0 und 1 gibt. Der Einfachheit
halber betrachten wir alle Wertgroflen als diskontierte Wertgrofien, d.h. wir gehen von
der Existenz eines Wertpapiers mit Preisprozess Sy = SY = 1 aus (ansonsten soll es keine
weiteren handelbaren Wertpapiere geben).

Ein Riskomaf p ist eine Abbildung, die jeder zufélligen Auszahlung X, die zum Zeit-
punkt 1 stattfinden soll, eine reelle Zahl p(X) zuordnet.

Im Zuge von Basel IT® miissen Banken, wenn sie risikoreiche Geschiifte titigen (z.B.

Kredite vergeben oder auf eigene Rechnung am Kapitalmarkt investieren), iiber hinrei-

$Eigenkapitalvorschriften, die vom Basler Ausschuss fiir Bankenaufsicht vorgeschlagen wurden. Die
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chend viel Eigenkapital verfiigen, das ihre Geschéfte absichert. Wenn X der zufillige
Gewinn der Bank ist (etwa der zum Zeitpunkt 1 zuriickgezahlte Geldbetrag aus einem
Kreditgeschéft mit Ausfallrisiko abziiglich des zum Zeitpunkt 0 verlichenen Betrags), dann
kann p(X) als Eigenkapital interpretiert werden, das die Bank zum Zeitpunkt 0 dafiir
,,reservieren” muss. Sinn dieser Eigenkapitalhinterlegung ist es, die Wahrscheinlichkeit,
dass der Verlust aus X das Eigenkapital iibersteigt, klein zu halten. ,,Reservierung” oder
,,Hinterlegung” bedeuten nur, dass fiir die Geschéftstéitigkeit geniigend Eigenkapital vor-
handen ist (und der Anteil an Fremdkapital nicht zu hoch ist). Der Geldbetrag p(X)
muss hier nicht ,,beiseite gelegt werden” oder risikolos investiert werden. Die Summe
aus Eigen- und Fremdkapital konnte z.B. vollsténdig in einem Wertpapier investiert (und
damit gebunden) sein, das mit einem moderaten Risiko behaftet ist.

Jede Bank ist bestrebt, den zu reservierenden Betrag moglichst gering zu halten, um
bei gegebenem Eigenkapital ein moglichst grofies Geschéftsvolumen zu erméglichen (und
damit das Potential fiir hohe Eigenkapitalrenditen zu haben). Daher ist die von der Ban-
kenaufsicht geforderte Eigenkapitalhinterlegung p(X) i.d.R. auch nicht so grof}, dass damit

jeder mogliche Verlust abgesichert ist.

Definition 4.1. Eine Abbildung p : £°(Q, F, P) — R heifit kohéirentes Risikomaf,

falls folgende Bedingungen erfillt sind

(1) Translationsinvarianz: Fir alle X € L°(Q, F, P),y € R gilt p(X+y) = p(X)—y
(2) Subadditivitdt: Fir alle X,Y € LO(Q, F, P) gilt p(X +Y) < p(X) + p(Y).

(3) Positive Homogenitét: Fir alle X € L°(Q, F, P), A € Ry gilt p(AX) = A\p(X)
(4) Monotonie: Fiir alle X, Y € L°(Q, F, P) mit X <Y gilt p(X) > p(Y).

Bemerkung 4.2. Aus der positiven Homogenitdit folgt p(0) = p(2-0) = 2p(0) und damit

p(0) = 0. Zusammen mit der Translationsinvarianz ergibt dies fir alle y € R

p(y) = p(0+y) =p(0) —y = —y. (4.78)

Regeln miissen geméfl EU-Richtlinien seit dem 1. Januar 2007 in den Mitgliedsstaaten der Européischen

Union fiir alle Kreditinstitute und Finanzdienstleistungsinstitute angewendet werden. Unter der Uber-
schrift Basel IIT wurde im Dezember 2010 ein neues Regelwerk veroffentlicht, das ab 2013 schrittweise in

Kraft treten soll und das die bisherigen Regelungen von Basel II ergénzt und weiterentwickelt.
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Bemerkung 4.3. Aziom 2 besagt, dass der zu hinterlegende Geldbetrag fiir ein Portfo-
lio an Geschiften die Summe der Sicherheiten, die fiir die Finzelgeschdifte zu hinterlegen
wdren, nicht tbersteigen darf (Diversifikation wird nicht bestraft). Wenn Axiom 2 nicht
golte, kénnte sich eine Bank zerschlagen und die Finzelteile miissten dann zusammen
weniger Sicherheiten aufbringen als zuvor die Gesamtbank. Azxiom 3 besagt, dass die Si-
cherheiten nicht von der Grifienordnung des Geschifts abhingen, also der Geldbetrag mit
dem Volumen linear anwdchst. Dieses Axiom ist umstritten. Eine Abschwdichung dieser
Forderung fiihrt von kohdrenten zur gréfieren Klasse der konvexen Risikomafe, die wir

aber in dieser Vorlesung nicht behandel werden.

Bemerkung 4.4. p(X) kann als eine monetire Einheit interpretiert werden. Dies ist
ein Vorteil zu Nutzenfunktionen: der erwartete Nutzen der Auszahlung X, also E(u(X)),
lasst sich nicht als Geldeinheit interpretieren. Allerdings liefert p i.A. noch kein sinnvolles
Entscheidungskriterium. D.h. p(Y) < p(X) bedeutet noch nicht, dass das Geschdft mit

Auszahlung Y dem mit Auszahlung X wvorzuziehen ist.

Bemerkung 4.5. Bei der Menge L°(Q, F, P) der P-f.s. endlichen Zufallsvariablen spielt
das Majf$ P keine wesentliche Rolle. Es spezifiziert nur die Menge der Nullmengen. Im
Fall von endlichen Grundrdaumen, auf den wir uns in diesem Kapitel beschrinken, konnte
man P in der Definition auch ganz weglassen. Wir brauchen also nicht die Existenz eines
“universellen” Wahrscheinlichkeitsmafes, das von niemandem in Frage gestellt wird, vor-
auszusetzen. Vielmehr kann es eine ganze Rethe sog. subjektiver Wahrscheinlichkeitsmafe
geben, die etwa verschiedene Markteinschitzungen der Mitarbeiter einer Bank widerspie-

geln.

Beispiel 4.6. Ein Beispiel fiir ein kohdrentes Risikomaf ist das Worst-Case-Risikomaf

Pmax(X) := —min X (w) = max(—X (w)), VX € L°(Q, F,P).

wel we
Unter allen kohdrenten RisikomajSen ordnet pmax einer zufilligen Auszahlung X das grofite
Risiko zu. Fiir ein kohdrentes Risikomaf p gilt namlich wegen X > mingeq X (), Mono-

tonie und (4.78)

p(X) < p(min X (@)) = — min X () = prax(X).

weN weN
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Definition 4.7 (Value-at-risk). Sei a € (0,1). Die Abbildung
VaR, : L2, F,P) - R, X w— —inf{lycR| P(X <y)>a}
wird als Value-at-risk zum Niveau o bezeichnet.

Der Value-at-risk ist natiirlich nichts anderes als —gq,,, wobei ¢, das (groite) a-Quantil
der Verteilung der Auszahlung ist. Der Value-at-risk ist offenbar translationsinvariant,
positiv homogen und monoton. Er ist aber nicht subadditiv und damit kein kohérentes

Risikomafl im Sinne von Definition 4.1 wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.8. Setze a = 0.05. Xy, Xy seien zwei voneinander stochastisch unabhdngige

Zufallsvariablen mat

0 mait Wahrscheinlichkeit 0.96
—1 mit Wahrscheinlichkeit 0.04

Es folgt
0 mit Wahrscheinlichkeit (0.96)?

X1 +Xo =14 —1 mit Wahrscheinlichkeit 2 x 0.96 x 0.04 > 0.05
—2  mit Wahrscheinlichkeit (0.04)? < 0.05

FEs gilt VaRg 05(X1) = VaRg 05(X2) = 0 aber VaRg 05( X1 + X3) = 1. Also ist der Value-at-
risk nicht subadditiv. Das Problem ist, dass Verluste, die mit einer kleineren Wahrschein-

lichkeit als 0.05 eintreten, nicht mehr interessieren.

Beispiel 4.9. Sei a € Ry \ {0}. Die Abbildung

LY, F,P) =R, X+ —E(X)+ay/Varianz(X)
st offenbar translationsinvariant, subadditiv und positiv homogen, aber nicht mono-
ton und damit auch kein kohdrentes Risikomaf. Subadditivitit folgt aus der Cauchy-
Schwarz’schen Ungleichung. Es gilt ndmlich

Varianz(X +Y) = Varianz(X) + 2Kovarianz(X,Y') + Varianz(Y')

Cauchy-Schwarz
< Varianz(X) + 2+/Varianz(X ) Varianz(Y") + Varianz(Y")

= <\/Varianz(X) + \/Varianz(Y)> i :
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Satz 4.10. p: L°(Q, F, P) — R ist genau dann ein kohdrentes Risikomaf, wenn es eine
nichtleere Menge P von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (2, F) gibt mit
p(X) = sup Eg(—X), VX e LQ,F,P). (4.79)
QeP
Die Mafle () konnen als mogliche Szenarien interpretiert werden. Verschiedene Ex-
perten haben unterschiedliche subjektive Wahrscheinlichsmafle (). Das Risiko ist nun der
Erwartungswert des Verlustes —X unter dem ungiinstigsten der vorkommenden Wahr-

scheinlichkeitsmafle.

Lemma 4.11. Sei U C R" eine offene, konvexe Menge und x € R™ mit x ¢ U. Dann

existiert ein X € R™ mit X\"u < ATz fiir alle w € U (vgl. die Aussage mit Lemma 1.19).
Der Beweis des Lemmas befindet sich z.B. in [17], Theorem 2.39.

Beweis von Satz 4.10. <: Wenn p die Darstellung (4.79) besitzt, rechnet man die Eigen-
schaften in Definition 4.1 schnell nach.

=: Sei p ein kohiirentes RisikomaB. Fiir jedes feste X, € £9(Q, F, P) wollen wir ein
Wahrscheinlichkeitma$l ) finden mit

Eo(—Xo) = p(Xo) uwnd Eg(—X) < p(X), VX €LY Q,F,P). (4.80)
Aus (4.80) folgt offenbar die Behauptung: wihle z.B. die Menge
P := {Q Wahrscheinlichkeitsma$} | Eg(—X) < p(X), VX € L, F, P)}.

Bei dieser Wahl von P gilt in (4.79) stets >. Wenn Aussage (4.80) gilt, ist P zudem
nichtleer und es existiert zu jedem Xj ein () € P, so dass der Wert p(X,) angenommen
wird.

Zeigen wir also (4.80) fiir Xy € L£°(Q2, F, P). Wegen der Translationsinvarianz von p
und X — Eg(—X) reicht es Aussage (4.80) fiir Xy mit

p(Xo) =1 (4.81)
zu zeigen. Definiere

U:=1{X € L2, F.P) | p(X) < p(Xo) = 1}.
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U besteht also aus allen Auzahlungen, die ,risikodrmer” sind als Xy. Fiir X € U und X >
X — £ mit € := p(Xo) — p(X) > 0 gilt wegen der Monotonie und der Translationsinvarianz
p(X) < p(X—5) =p(X)+ 5 < p(Xo), d.h. X € U. U ist also offen. Wegen der
Subadditivitdt und der positiven Homogenitét von p gilt fiir X;, Xy € L9(Q, F, P) und
A e 0,1]

XL + (1= N)Xa) < p(AX1) + p((1 — N)Xz) = Ap(X1) + (1 — A)p(Xa).

Die Menge U ist also konvex. Des weiteren gilt X, # U. Damit ist Lemma 4.11 auf
U und X, anwendbar (mit der iiblichen Identifikation von reellwertigen Zufallsvariablen
auf endlichen Grundriumen mit Elementen aus dem R"). Es existiert also eine lineare

Abbildung
1:L%Q,F,P) =R mit [(X)<I(X,), VXeU. (4.82)

l hgear I (

Wegen 0 € U gilt 0 0) < I(Xp). Damit kénnen wir [ so normieren, dass
[(Xo) =1 = p(Xo). (4.83)
Fiir ¢ > 0 gilt (—1 +¢) € U und damit wegen (4.82)

l hgear l(

(—1+)l(1) 1) < (X)) =1

also
(1—2)l(1) > —1.
Da e > 0 beliebig gewihlt war, folgt [(1) > —1. Andererseits gilt fiir alle € > 0, dass
p(2Xo + p(Xo) +€) = 2p(Xo) — p(Xo) — € < p(Xop).
Also ist die Auszahlung (2Xo + p(Xo) + ) in der Menge U und wegen (4.82) folgt
21(Xo) + (p(Xo) +e)I(1) = 1(2Xo + p(Xo) +€) < {(Xo)-
Mit (4.83) bedeutet dies

(1+)i(1) < —1.
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Da e > 0 beliebig gewihlt war, folgt /(1) < —1 und damit insgesamt
(1) = —1. (4.84)

Fiir alle wy € Q2 und € > 0 gilt

Monotonie

P (Lwoy = p(Xo) +¢) = p (L) +0(Xo) = < p(Xo) — € < p(Xo)
also (1{wey — p(Xo) +¢) € U. Aus (4.82) folgt, dass
[ (Lgwoy) — p(Xo)l(1) + el(1) =1 (L{wy — p(Xo) +€) < 1(Xo)
und damit, wegen [(1) = —1, [ (1{w0}) < e. Da ¢ > 0 beliebig gewahlt war, folgt
[ (1uey) <0. (4.85)
Wegen (4.84) und (4.85) konnen wir vermoge
QA) =1U(~11), AeF

ein Wahrscheinlichkeitsmafl definieren. Wegen der Linearitét von [ gilt Eq(—Xo) = I(Xo) =
p(Xo). Bleibt zu zeigen, dass @ die Ungleichung in (4.80) erfiillt. Sei X € L°(Q, F, P)
und ¢ > 0. Definiere X := X + p(X) — p(X,) + €. Es gilt

p(X) = p(X) = p(X) + p(Xo) — & < p(Xo)
also X € U. Damit folgt aus (4.82) und [(1) = —1
(X)) = p(X) + p(Xo) =& = UX + p(X) = p(Xo) + ) < (Xo).

Also wegen p(Xo) = 1 = I(Xj) folgt {(X) < p(X) +e. Da ¢ > 0 beliebig gew&hlt war,
folgt

und damit die Behauptung. O]

Beispiel fiir ein interessantes kohérentes Risikomaf ist der ,,schlimmste bedingte Er-

wartungswert”
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Definition 4.12. Sei o € (0,1). Die Abbildung
WCE,, : L2, F,P) - R, X sup Ep(—X | A)
{AeF | P(A)>a}

wird als schlimmster bedigter Erwartungswert zum Niveau o bezeichnet (Ep(Y | A) :=

Ep(lAY))
P(A)

Proposition 4.13. WCE,, st ein kohdrentes Risikomaf$ mit VaR, < WCE,.

Proof. WCE,, besitzt nach Konstruktion die Darstellung (4.79) mit P := {P(-|A) |P(A) >
a} (P(B | A) = B0 es gilt Ep(—X | A) = Ep(ja)(—X)) . Mit Satz 4.10 ist WCE,

kohérent. Sei y € R mit P({X < y}) > a. Dann gilt

Ep(—1 X Ep(—1
WCEL(X) > Ep(—X | {X <y}) = P(—1{x<yX) > P(—1lix<y3¥y) N

P{X <y}) — PHX <y}
Damit folgt WCE(X) > sup{—y | P(X < y) > a} = —inf{y | P(X < y) > a} =
VaRa (X). 0

Der WCE, ist recht dhnlich zum Average Value at Risk zum Niveau «
1 (0%
AVaR.(X) = — / VaRy(X) dA.
@ Jo

Es gilt AVaR,,(X) > WCE,(X), wobei auf einem atomlosen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
Gleichheit gelten wiirde (ein Wahrscheinlichkeitsraum heifft atomlos, wenn zu jedem
A€ F mit P(A) > 0ein B € F, B C A existiert mit 0 < P(B) < P(A), endliche

Wahrscheinlichkeitsrdume sind allerdings nie atomlos). Siehe dazu Follmer und Schied [5].

5 Neutrale Derivatebewertung

In unvollstiandigen Markten reichen Arbitrageargumente i.A. nicht aus, um eindeutige
Derivatepreise zu bestimmen. Man erhélt ein ganzes Intervall von No-Arbitrage-Preisen.
Jeder Preis in diesem Intervall ist vereinbar mit der Bedingung, dass es keine risikolose
Gewinnmoglichkeit geben soll. In vielen Modellen von praktischer Relevanz ist das Inter-
vall dieser No-Arbitrage-Preise jedoch sehr grofi und liefert nur “triviale Schranken” (wie
die in Ubungsaufgabe 1, Blatt 2). Daher ist man natiirlich bemiiht, einen Preis aus die-

sem Intervall herauszupicken, der besonders plausibel erscheint. Dies erfordert natiirlich
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stiarkere Annahmen an das Modell. Bei No-Arbitrage Argumenten reicht es aus, dass fiir
die Agenten “mehr” besser als “weniger” ist, bzw. dass ein riskoloser Gewinn von nieman-
dem ausgeschlagen wiirde.

Statt Arbitrageure, die nur an risikolosen Gewinnen interessiert sind, betrachten wir
nun Nutzenoptimierer. Nehme an, dass eine typische Marktteilnehmerin eine Nutzen-
funktion v hat und ausgehend von einem Startkapital vy € R ihren Erwartungsnutzen

Eu(Vr(p)) maximieren mochte.

Definition 5.1. Wir nennen Derivatepreisprozesse S+, ... S mit S+ = H § =
1,...,n, neutral, wenn die reprdsentative Nutzenmaximiererin bei diesem Preisprozess

weder Short- noch Longpositionen des Derivates in ihrem Portfolio halten mdéchte. D.h.
es existiert eine Strategie
o= (o' ..., 0%ttt o) die Eu(Vp(+)) mazimiert und fiir die gilt o =0 fiir
1=1,...,n.

Da die Nutzenmaximiererin das Derivat zu einem neutralen Preis weder kaufen noch

verkaufen will, erscheint es weder unter- noch iiberbewertet zu sein.

Satz 5.2. Sei u eine auf einem offenen Intervall definierte, streng monoton wachsen-
de, streng konkave, differenzierbare Nutzenfunktion. Es existiere eine optimale Strate-

gie (b, ... %) im Markt (S°,St,... ,S%). Dann hat jede endliche Folge von Optionen

(H',...,H™) eindeutige neutrale Derivatepreisprozesse. Diese sind gegeben durch
Sit = Ep«(H'|Fy), (5.86)
wober
dpP* u' (Vp(eh, ... o) (5.87)

AP Ep(u/(Vr(e',... . ¢7))
Beweis. Egzistenz: Seien S wie in (5.86) definiert. Damit ist P* auch ein AMM im

vergroBerten Markt (S°, S, ..., S9, S4+1 §") Wegen

V(o ..., 0% 0,...,0) = Vo((eh, ... ,¢%))

und Satz 3.16 ist (o', ... ,¢%0,...,0) eine optimale Strategie im vergréBerten Markt
(80,81, ..., S a1 . ga+ny,
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Eindeutigkeit: Seien nun (§ i, §d+”) neutrale Derivatepreisprozesse und
(@4, ...,9%0,...,0) eine  optimale  Strategie im  vergroferten  Markt
(80,8t ..., 94, S+l §d+”). Dann ist natiirlich (¢!, ... , %) optimal im kleinen Markt
(89, S, ..., S9). Somit gilt wegen der Eindeutigkeit des optimalen Endvermdgens (Satz
3.15), dass Vo (24, ..., 0Y) = Vo((¢h, ..., ¢?)). Somit stimmt das durch

P (Vi@ §")
P~ B (Vi@ .59)

definierte Mafl mit P* aus (5.87) iiberein. Da nach Satz 3.16 die Seti P-Martingale sind
und wegen der Endbedingung §§€+i = H° folgt die Eindeutigkeit. [

6 Amerikanische Optionen

Definition 6.1. Ein Amerikainischer Claim ist durch einen nichtnegativen Prozess L =

(Lt)i—o.... 7 gegeben. L ist die diskontierte Auszahlung des Claims zum Zeitpunkt t.

Der Kdiufer eines amerikanischen Claims kann diesen jederzeit bis zum Verfallszeit-
punkt 7" ausiiben. Der Claim kann jedoch nur einmal ausgeiibt werden. Sobald er ausgeiibt
ist, erhélt der Kaufer die entsprechende Auszahlung und alle weiteren Rechte verfallen.
Anderseits kann der Claim auch nicht riickwirkend ausgeiibt werden. Der Kéufer kann
also nicht zum Zeitpunkt ¢ > ¢; die Auszahlung L,, einfordern. Damit korrespondiert die

optimale Ausiibung mit einem optimalen Stopp-Problem.

Definition 6.2. Fine Ausiibungsstrategie fiir einen Amerikainischen Claim L ist eine
Stoppzeit T, die Werte in {0,... , T} annehmen kann. Die Auszahlung ist dann gegeben
durch L (w).

Beispiel 6.3. Bei amerikanischen Put bzw. Call Optionen ist die diskontierte Auszahlung
gegeben durch Ly = e ™ (K —SH* bzw. Ly = e (S} — K) (r ist der "risikolose” Zinsatz,
d.h. SY=em).

Bei gleichem Strike K ist die amerikanische Put Option genau dann "out of the

money”, wenn die Call Option ”in the money” ist. Deshalb ist klar, dass die optimale
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Ausiibung in der Regel zu unterschiedlichen Zeitpunkten erfolgt. Insbesondere gilt die

Put-Call-Paritét fiir européische Optionen (vgl. Blatt2, Aufgabe 2) hier nicht.

Beispiel 6.4. Russische Optionen lassen sich als amerikanische Claims darstellen. Die

Auszahlung bei Ausiibung zum Zeitpunkt t € {0, ..., T} ist gegeben durch

L, = (jg{l)axts; —ct)Vey, ¢ >0,c2>0

Bemerkung 6.5. Man kann natiirlich jeden europdischen Claim H als Spezialfall eines

amerikanischen Claims interpretieren kann. Setze dazu einfach

0 firt<T
Ly = (6.88)
H firt=T

Beispiel 6.6 (Bermuda Option). Eine Bermuda Option kann vom Kdiufer jederzeit inner-
halb einer vorbestimmten Teilmenge T C {0, ..., T} ausgeiibt werden. Zum Beispiel zahlt
die Option den Betrag (S} — K)T, wenn sie zum Zeitpunkt t ausgeiibt wird. Eine Bermu-
da Option kann also auch als eine spezielle amerikanische Option betrachtet werden mit
Ly =0 firt & T. Damit ist eine Bermuda Option ein Finanzinstrument irgendwo zwi-
schen einer amerikanischen Option mit T = {0,... ,T} und einer europdischen Option

mit T = {T} — ganz ihnlich wie Bermuda zwischen Amerika und Europa liegt.

Beispiel 6.7 (Installment Option). Eine Installment Option ist einerseits eine Option
europdischen Typs, d.h. die (mégliche) Auszahlung an den Besitzer erfolgt zum Zeitpunkt
T. Andererseits wird die fdllige Prdamie fiir eine Installment Option in verschiedenen
Raten gezahlt und es besteht die Mdéglichkeit, die Primienzahlung vorzeitig einzustellen —
allerdings um den Preis, dass dann eine mogliche Auszahlung zum Zeitpunkt T entfdallt.
Da also sowohl die Einzahlungen als auch die mit der Option verbundene Auszahlung von
der Stoppstrategie T des Besitzers beeinflusst werden konnen, ist es sinnvoll mit L; die
Differenz aus Aus- und Einzahlungen zu modellieren (in Geldeinheiten zum Zeitpunkt t
ausgedriickt), wenn der Besitzer den Vertrag zum Zeitpunkt t aufkiindigt. Wenn r die
risikolose Zinsrate pro Zeiteinheit ist, sieht L im Falle einer Call Option wie folgt aus:

t—1
Li==Y (14" t=1,...,T-1

1=0
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N
-

Ly=(S; —K)" =) (1+nr)""

i

Il
o

Um amerikanische Optionen analysieren zu konnen, brauchen wir zunéchst ein paar

weitere Hilfsmittel.

Sei G C F eine Teil-o-Algebra von F und & eine nichtleere Menge von G-messbaren
reellwertigen Zufallsvariablen (X ist i.A. iberabzdhlbar) Wir wollen nun das Supremum
der Zufallsvariablen X € X bilden. Wenn X abzahlbar ist, konnen wir einfach das punkt-
weise Supremum der Zufallsvariablen X € X bilden, d.h. X*(w) 1= supycp X(w). X*
ist dann auch wieder (G-)messbar, also eine Zufallsvariable. Im iiberabzéihlbaren Fall
muss dies nicht mehr der Fall sein. Aber auch in Féllen, in denen das punktweise Su-
premum messbar ist, kann es zu unerwiinschten Ergebnissen kommen, wenn man auf ” P-
fast-sicher”-Aussagen hinaus will. Betrachte dazu das folgende Beispiel: = [0,1] und
X = {1yply € [0,1]} und P ist das Lebesgue-Ma$ auf [0, 1]. Dann gilt supxcy X (w) = 1,
Yw € [0, 1], aber P(X = 0) =1 fiir jedes einzelne X € X.

Definition 6.8. Fine Zufallsvariable Z ist ein essentielles Supremum von X beziiglich

einer o-Algebra G und eines Mafes P, wenn sie die folgenden drei Eigenschaften erfiillt
(i) Z ist G-messbar
(ii)) P(Z>X)=1VX eX

(1i) Fiir jede G-messbare Zufallsvariable Z' die Eigenschaft (ii) erfillt, gilt P(Z' > Z) =
1

Wir werden sehen, dass es P-f.s. ein eindeutiges essentielles Supremum gibt. Wir schrei-
ben dann ess supX := Z. Das essentielle Infimum kann man dann durch ess infX :=

—ess sup(—2X) definieren.

Bemerkung 6.9. Das Mafi P brauchen wir bei der Definition nur zur Festlequng der
Nullmengen, d.h. der Mengen N € G mit P(N) = 0. Gehen wir also zu einem dquivalenten

Martingalmaf Q tber, so dndert sich die Definition nicht.
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Bemerkung 6.10. Analog zu dem Supremum in R sucht man hier auch die kleinste
Schranke, die alle X € X dominiert. Nur sucht man diese Schranke in der Menge der

G-messbaren Zufallsvariablen und versteht Dominanz im P-f.s. Sinne.

Satz 6.11. Fir jede nichtleere Menge X von G-messbaren reellwertigen Zufallsvariablen,
gibt es ein bis auf P-Nullmengen eindeutiges essentielles Supremum bzgl. G (mit Werten
in RU{+o0}). Ist dariberhinaus X mazimumsstabil, d.h. X1, X € X = X;VX, € X,

dann existiert eine Folge (X, )neny C X mit lim,en X,, = ess supX P-f.s.

Beweis. Eindeutigkeit: Seinen Zy, Zy zwei Zufallsvariablen, die (i)-(iii) erfiillen. Dann gilt
P(Zy > Zy) = P(Z, > Zy) = 1.

Ezistenz: Sei f : RU {400} — [0, 1] eine strikt monotone, stetige Funktion. Definiere
folgende Menge X := {X1V.. . VXi|X; € X, k€ N}. Sei m :=supy 5 Epf(X). Wegen
f <1 gilt auch m < 1. Es existiert eine monoton aufsteigende Folge (Y},)nen C X mit
m = sup,ey Epf(Vn). Wir wollen zeigen, dass Z :=\/, Y, eine Version des essentiellen
Supremums ist. Z kann Werte in R U {co} annehmen. Offenbar ist Z G-messbar. Sei
X eX. DaY,VX e X folgt Epf(XV Z) =sup,cy Epf(XVY,) < m = Epf(Z).
Wegen P(X' V Z > Z) = 1 und der strikten Monotonie von f folgt daraus, dass P(X >
Z) = P(f(XVZ) > f(Z)) = 0 und damit (ii). Sei nun Z’ eine Zufallsvariable mit
P(Z' > X) =1VX € X. Dann gilt P(Z' > Y,) = 1 Vn € N und damit P(Z" >
Vaoen Yn) =P(Z' > Z) = 1. O

In unseren Anwendungen ist X eine Menge von bedingten Erwartungswerten, genauer
X = {Eqg(L.|F)|T € S}, wobei S; die Menge der Stoppzeiten mit Werten in {¢,¢ +
1,... T} ist. ess sup,cs, Fo(L|F:) bezeichne dann das essentielle Supremum der Menge
X ={Eq(L.|F;)|T € S} beziiglich der o-Algebra F; und des MaBes P (letzteres kommt in
der Notation nicht explizit zum Ausdruck. Da hierfiir nur die Nullmengen ausschlaggebend

sind, kann man auch beziiglich @) ~ P sagen).

Definition 6.12. Ein Q-Supermartingal X ist ein adaptierter Prozess mit Eg|X,| < oo,
t=0,...,T und Eg(X; | Fs) < X, firs <t

X ist ein QQ-Submartingal, wenn —X ein Q-Supermartingal ist.
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6.1 Amerikanische Optionen in vollstidndigen Méirkten

Sei U; der minimale Betrag, den der Verkédufer zum Zeitpunkt ¢ braucht, um sich gegen
einen bis zum Zeitpunkt ¢ — 1 noch nicht ausgeiibten amerikanischen Claim L absichern

zu konnen. Zum Zeitpunkt 7' gilt natiirlich
Ur = Lyp. (6.89)

Zum Zeitpunkt T'—1 ist die erste Voraussetzung, dass Ur_; > Lp_q. Ausserdem muss Up_4
grof} genug sein, um Ly hedgen zu kénne (fiir den Fall, dass die Option zum Zeitpunkt
T — 1 noch nicht ausgetibt wird), d.h. Upr_y > Eq(Lr|Fr-1) = Eq(Ur|Fr-1), wobei @
das eindeutige AMM ist. Es gilt also

Ur_1=Ly_1 V Eg(Ur|Fr_1).
Man kann dieses Argument iterativ fortsetzen und erhélt die Riickwértsrekursion

Ur=Ly, U_y =L VEgUJ|Fy), t=1,....T (6.90)

goee

U® := U definiert in (6.90) heifit auch die Snell-Einhiillende des Prozesses L (bzgl. des
Mafes Q).

Beispiel 6.14. Sei L wie in (6.88) definiert, d.h. wir haben den Spezialfall eines eu-
ropiischen Claims, dann gilt U® = Eq(H|F), t=0,...,T, d.h. U? ist der Wertprozess

einer den Claim H replizierenden Strategie.

Proposition 6.15. Die Snell-Einhiillende U® eines stochastischen Prozesses L = (Lt)t=o.... T
(bzgl. eines Mafles Q) ), erfillt folgende Figenschaften

(i) U@ ist ein Q-Supermartingal
(ii) U? > L, ¥t =0,...,T

(iii) Fiir jeden Prozess U der (i) und (ii) erfillt, gilt U, > UR YVt =0,... ,T.
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Beweis. Ad (i): Wir miissen nur zeigen, dass EQ(U31|ft) < UP. Direkt aus (6.90) folgt
UtQ =LV EQ(U31|}—t) 2 EQ(UtC-2H|]:t)~

Ad (ii): auch klar.
Ad (iii): Sei U ein Supermartingal, das L dominiert. Dann gilt (7T > Ly = UYQ . Wir
fahren mit einer Riickwartsinduktion fort. Nehme an, wir wiissten bereits, dass ﬁt > UtQ :

Zu zeigen: Uy > Ufi ;- Da U ein Supermartingal ist, gilt
Urr > Eq(Uy|Fia).
Zusammen mit [7},1 > L; 1 und der Induktionsvoraussetzung folgt
Ui 2 Lit V E(UP | Fia) = U2,
O

Satz 6.16 (Absicherung amerikanischer Optionen). Sei Q das eindeutige AMM in einem
vollstandigen Markt und L die diskontierte Auszahlung eines amerikanischen Claims mit
Snell-Einhiillenden U®. Dann existiert ein d-dimensionaler, vorhersehbarer stochastischer

Prozess ¢ (Hedging-Strategie) mit

UP+ Y ¢/AS;> L, u=t,... T, (6.91)

j=t+1

t

jmty1 = 0. Auflerdem gilt fir alle Fi-messbaren Zufallsvariablen

mit der Konvention )
ﬁt, die (6.91) mit einer Strategie @ erfillen, dass U, > UtQ. Also ist UtQ in der Tat das

manimale Kapital, dass man zum Zeitpunkt t braucht, um L von t bis T zu hedgen.

Bemerkung 6.17. Es macht natiirlich auch Sinn, obige Aussage nur firt = 0 zu be-

trachten.

Beweis. (1) Zur Giiltigkeit von (6.91): Betrachte die Doob-Meyer-Zerlegung U2 = U +
M;+ A; (vgl. Theorem 1.6). Da U ein Supermartingal ist, ist A; nichtsteigend und daher
gilt fiir u > t, dass UtQ + M, — M; > U§ > L, Wegen der Vollstandigkeit des Marktes
gibt es eine Darstellung M, = ¢ + S,, dh. M, — M; = 7", ¢/ AS;. Damit folgt
UP + 3541 0] AS; 2 UZ > L.
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(i) Zur Minimalitét von U?: Erfiille U, Bedingung (6.91) mit einer Strategie @. Defi-
niere
m:@+§é@ﬁ@2h
j=t+1
(Vi)u=t,... 7 ist als Integral nach einem ()-Martingal ein lokales ()-Martingal (Propo-
sition 2.9) und damit wegen Beschrénktheit nach unten ein @-Martingal (Propositi-

on 2.10), also insbesonders ein @-Supermartingal. Da zudem (V,),—: 1 den Prozess

goos

gilt U, = V; > UL, 0
Satz 6.18. Fiir die Snell-Einhiillende U von L gibt es folgenden Ausdruck

UP = ess sup,cs, Eo(L,|Fi) = Eq(L|F), (6.92)
wobei Tt = inf{j > t|UjQ = L;} (es gilt o € S;). Insbesondere gilt also

UL = sup Eg(L,) = Eg(Ly).
TESO

Bemerkung 6.19. Im vollstindigen Markt ist also die minimale Prdamie, die der Verkdufer
braucht, um sich gegen die Option abzusichern, gegeben durch U[? = Sup,cs, Bo(L,). Wire
die Pramie strikt griffer als U(?, konnte der Verkdufer stets einen risikolosen Gewinn
machen — vollig unabhdngig von der Ausiibungsstrategie des Kdufers. Der Kaiufer dirfte
sogar ein Insider sein, der zur optimalen Ausiibung mehr Informationen zur Verfigung
dominiert ndmlich den Auszahlungsprozess auf dem gesamten Pfad und nicht nur fir be-
stimmte Stoppzeiten, siehe Ungleichung (6.91) fir t = 0. Wiirde der Kiufer die Option
zum Beispiel zum Zeitpunkt T = min{t > 0|L, = max; L;} ausiben (was keine Stoppzeit
ist 1), so wire der Verkdufer mit seiner Hedging-Strategie ¢ aus (6.91) trotzdem auf der

sicheren Seite.

Wiire umgekehrt die Pramie fiir den amerikanischen Claim strikt kleiner als sup,cs, (L),
dann existierte natirlich eine Stoppzeit T, so dass Eq(L;) strikt grofer als der Options-

Preis. In diesem Fall konnte der Kdufer des amerikanischen Claims einen risikolosen



6 AMERIKANISCHE OPTIONEN 109

Gewinn machen: er konnte den Claim —L, mit dem Startkapital —Eq(L,) replizieren
und die Option zum Zeitpunkt T ausiben. Damit wire der Gewinn Eq(L,) — Prémie ge-
macht.

In diesem Sinne ist U(? der eindeutige No-Arbitrage-Preis des amerikanischen

Claims.

Beweis von Satz 6.18. Da U@ ein Q-Supermartingal ist, gilt fiir alle Stoppzeiten 7 € Sy,

dass

UP 2 Eq(UP|F) = Eq(L.|Fy)

(Optional Stopping Theorem). Damit gilt natiirlich auch
U2 > ess sup,cs, Bo(L-|F).

Es bleibt in dem Beweis nur noch zu zeigen, dass U = Eg(Ly|F;). Dies wiederum wiirde

folgen, wenn man zeigen kann
U? = Eq(US|F). (6.93)

Wir miissen zeigen, dass der gestoppte Prozess (U% )thT mit (UQ)™ := U _, ein Mar-

tingal ist. Sei s € {t,... , T — 1}. Auf der Menge {r* > s} gilt U2 > L,. Daher gilt auf

der Menge {7* > s} P-fs.
(U = U2 = LV Eg(UA|F) = Eq(UZLIF,) = Eo(Uy) 1 F).

s

Auf der Menge {7t < s} gilt (UZ,)™ = US = (U?)™. Damit ist der gestoppte Prozess

Tt T s

(U?)™ ein Martingal und es gilt insbesondere (6.93). O

Definition 6.20. Zu einem Prozess Z mit Z > L definieren wir die Prozesse Z~ und

Z~ durch

Z7 =z 51y * Zy (6.94)
bzw.

Zi =z -1y % (6.95)

FEs gilt natirlich Z, = Zy+ Z7 + Z;.
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Lemma 6.21. (i) Setzen wir Z = U fiir U9 aus (6.92), dann ist U®> ein Martingal

und U= ein Supermartingal.

(i1) Sei umgekehrt 7 > L ein Prozess mit Zr = Ly, so dass Z> ein Q-Martingal und

Z= ein Q-Supermartingal ist, dann folgt bereits Z=U9.

Bemerkung 6.22. Lemma 6.21 kann als Verallgemeinerung der folgenden Aussage in-
terpretiert werden: Es gibt genau ein Q-Martingal mit Endwert H, ndamlich den Prozess
t — Eq(H|F:). Ein Preisprozess fir einen europdischen Claim ist also dadurch eindeutig
bestimmt, dass der Endwert H ist und der Prozess ein QQ-Martingal sein soll. Lemma 6.21
wird dagegen, wie wir spdter sehen werden, bei amerikanischen Claims eine wichtige Rolle

spielen.
Beweis von Lemma 6.21. Es gilt

Eo(AUP”|Fim1) = Eo(1 AUP|Fi1)

(U8 | >Li—1}

= EQ(l{U31>Lt_1}(UtQ - EQ(UtQU:tfl))‘]:tfl)

=1 Eo(UP — Eg(UP|Fi1)|Fin) = 0.

(U2, >Li 1}

Damit ist U%> ein Martingal. Da mit Proposition 6.15 U? ein Q-Supermartingal ist, ist
auch U9= = U9 — 9> — U(? ein ()-Supermartingal.
Seien Z ,Z zwei Prozesse mit Zp = ZT = Lp, die die in (ii) formulierten Bedingungen

erfiillen. Seit € {0, ... ,T—1}. Definiere A; := {Z < Zy} und 1y = inf{s > t|Z/S =Z}. Es

gean

t = 7;) oder es gilt auf der Menge A;, dass Z* | > (Z);t_l > Lt firs=t+1,... 7.
Daraus folgt mit der Voraussetzung, dass (14,(u)Z.);_, . ein Martingal ist (weil Prozess

auf der Menge A; strikt grofler als untere Schranke L), also

Eq(14,(Z7, — Z4)) = 0. (6.96)
Da Z ein Supermartingal ist, gilt

Eq <1At(Zn - Z)) <0. (6.97)
Definiere die Zufallsvariable

X =1y, [Zn — gn —(Zy — Z)]
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Es gilt 14,(Z, — Z,) > 0 und Z,, — Z,, = 0. Also X < 0 und Q(X < 0) = Q(4,). Da aber
wegen (6.96) und (6.97) Eg(X) > 0 kann dies nur sein, wenn Q(A;) = 0 (und damit auch
P(A;) = 0). Analog folgt, dass P(Z, > Z;) = 0 und damit die P-f.s.-Eindeutigkeit. O

6.2 Amerikanische Optionen in unvollstindigen Méarkten

Definition 6.23. Fir einen amerikanischen Claim (Li)i—o.. T nennen wir einen adap-
tierten Prozess (§t)t:07._.7T ewnen Derivatepreisprozess, wenn §t > Ly, t=0,...,T—1

und §T = LT.

Analog zu européischen Claims wollen wir nun ”neutrale” Preise fiir amerikanische
Claims definieren. Diese haben sich ja dadurch ausgezeichnet, dass unter ihnen die Nach-
frage nach Optionen dem Angebot von Optionen entspricht.

Mochte man nun amerikanische Optionen handeln, so kommt der zusétzliche Aspekt
hinzu, dass die Option vorzeitig ausgeiibt werden kann. Nehmen wir an, eine Agentin
mochte eine Short-Position der amerikanischen Option in ihrem Portfolio halten. Sie ver-
kauft z.B. die Option zum Zeitpunkt t; und beschliefit, sie erst zum Zeitpunkt t, > t;
wieder zuriickzukaufen. Dies entspriche einer Handelsstrategie gof“ = L4, 3 (1),
Nun kann es aber natiirlich sein, dass die amerikanische Option zwischenzeitlich vom Hal-

ter (Kéufer) ausgeiibt wird. Damit wire die Agentin in ihrer Strategie 9! ”

gestort”.
Man kann aber argumentieren, dass, wenn gt_l > Ly 1 (d.h. zum Zeitpunkt ¢ — 1 ist
der Marktpreis S,_; der amerikanischen Option strikt grofer als der Ausiibungswert) die
Agentin nicht fiirchten muss, dass die Option in t — 1 ausgeiibt wird. Wiirde die Option
namlich in ¢ — 1 ausgeiibt, miisste die Agentin den Betrag L; ; an den Besitzer der Op-
tion zahlen, konnte aber zum gleichen Zeitpunkt (also in ¢ — 1) die Option wieder neu
auf dem Markt verkaufen und bekdme dafiir den Preis gt,l. Die Agentin hétte also den
risikolosen Gewinn gt—l — L;_1 > 0 erzielt, ohne dass sich ihre Positionen in der Option
verandert hétten. Also kann man annehmen, dass, wenn §t_1 > L;_ 1, die Option
zum Zeitpunkt ¢ — 1 nicht ausgeiibt wird. In diesem Fall kann ¢¢*! (Investition in
den Sprung AS,) frei gewiihlt werden (positiv oder negativ).

Dieses Argument kann aber in sich zusammenbrechen, wenn S;_; = L; ;. Daher fordert

wir, dass @@ > 0 auf der Menge {w € Q|§t_1(w) = L;1(w)} € Fi—1. Long-Positionen
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in amerikanischen Optionen sind dagegen generell unproblematisch, da der Besitzer der
Option ja von niemandem gezwungen werden kann, die Option auszuiiben.

Formal definieren wir folgende Handelsbeschrankungen.

Definition 6.24.

G = {gp = (o, ..., 0% ) vorhersehbar und fiir allet =1,...,T gilt

O >0 quf der Menge S = L1}

Um die Notationen zu vereinfachen nehmen wir an, dass es nur einen amerikanischen
Claim gibt. Die Argumente lassen sich aber ohne irgendwelche Probleme, auf den mehr-

dimensionalen Fall iibertragen.

Definition 6.25. Ein Derivatepreiprozess G+l fiir einen amerikanischen Claim L heif$t
neutral, wenn eine zulissige Strategie o = (¢, ..., % ) € & existiert, die Eu(Vy(-))

unter der Nebenbedingung & mazimiert und fiir die gilt ¢+ = 0.

Satz 6.26. Sei |2] < oo. Des weiteren sei u eine streng monoton wachsende, streng
konkave, differenzierbare Nutzenfunktion und die Menge {z € R|u(z) > —oo} sei offen.
Es existiere eine optimale Strategie (o', ..., %) im Markt (S°,St,...,S%). Dann hat
jede amerikanische Option L einen eindeutigen neutralen Derivatepreisprozess. Dieser ist

gegeben durch
S = ess sup,cs, Ep- (Lo | F), (6.98)

wobes

ap* u'(Vr(e, ... 9%)

dP — Ep(u/(Vr(eh,... ,99))

Zum Beweis benétigen wir

Lemma 6.27. Sei & C {|p vorhersehbar} die Menge der zulissigen Strategien in einem
Erwartungsnutzen-Optimierungsproblem. Sei S konvez und pE S eine zuldssige Strategie

mit u(vg + ¢ * St) > —oo. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) @ ist optimal unter der Nebenbedingung S
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(1) u'(Vr())((¥ — @) * St) hat nichtpositiven Erwartungswert fir alle zulissigen Stra-
tegien ¢ € S mit u(vg + 1+ Sr) > —0c0.

Beweis. (ii)=(i): Sei ¥ € & cine zulissige Strategic mit u(vy + ¢ * S7) > —oo. Da u
konkav ist gilt

E(u(vo+v+57)) < E(u(vo+ ¢+ S1)) + E(u/(vo + ¢ * S7)((¢ — @) = 1))
E(u(vo + ¢+ Sr)),

IA

woraus (i) folgt.
(i)=(ii): Sei ¥ € & mit u(vy + 1 * Sp) > —oo. Definiere 1p* = ¢ + A(¢p — ) fiir
A € [0,1]. Da & konvex und u konkav ist gilt ¥® € & und u(Vy(y™)) > —oo. Wegen

der Optimalitidt von ¢ gilt
0 Z E(U(UO + 1/10\) ® ST)) — E(u(Uo + @ * ST)),

was gleich dem Ausdruck AE(6X((v) — @) * Sp)) fiir eine Zufallsvariable € mit Werten
in [u'(vo + ¢ ¢ Sr),u'(vo + ™« Sp)] bzw. [ (vo + PN * Sp), v/ (vo + ¢ » Sr)] ist. Da
PN o Sp— e S, gilt €N — W/ (vg + @ ¢ Sr) fast sicher fiir A — 0. Da |[Q| < oo folgt

sofort, dass
E(EN(( — ) * Sr)) = E(u'(vo + ¢ * Sr) (¥ = ¢) * S1)),
fir A — 0 und damit E(u'(vo + ¢ * S)((¥ — ¢) * Sr)) < 0. O
Beweis von Satz 6.26. Ezistenz: Betrachte zu S aus (6.98) den Prozess (S4™1)> beziiglich
der unteren Schranke L. Mit Lemma 6.21 folgt, dass (S?*1)> ein P*-Martingal ist. Sei
1) € & eine beliebige zulissige Strategie im vergréfierten Markt. Da S*,...,S¢ P*-
Martingale sind, ist mit Proposition 1.5(iii) auch das Integral (%, ... %)« (S, ..., S%)
ein P*-Martingal. Auflerdem ist
¢d+1 . Sd+1 — ¢d+1 . (Sd+1): +¢d+1 . (Sd+1)>
— @Z)d—’—ll{sd_“:L_} . (Sd—l—l): + ¢d+11{5i+1>L—} . (Sd+1)>
ein P*-Supermartingal. (S%1)> ist niimlich ein P*-Martingal und somit das Integral

YT garig gy ¢ (ST1)7 und (ST st ein P*-Supermartingal und wegen der Nichtne-

gativitit des Integranden 91 gas1_;  auch das Integral ¢d+11{5dj’1:L,} o (S4Hh)=,
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Es folgt also, dass fiir jede Strategie ¢ € & das Integral v  (S1,..., S%*1) ein P*-

Supermartingal ist, also insbesondere
Ep (¢ (S*,...,8 ")) <0.
Ausserdem ist (¢!, ..., 0% 0) (S, ..., S%1) ein P*-Martingal, also
Ep((¢', ..., 0% 0)« (S, ..., 8 )p) =0.

Wegen
dP* _ d'(Va(er,-- -, 9%)
dP  Ep(u/'(Vr(p1,...,¢%)))

folgt daraus Ep(u' (Vr(p1,... 0% 0) (W — (o1, ... ;9% 0)) « Sp) < 0. Mit Lemma 6.27

(0] , dass sy s clne optimale rateglie 11mn esamtmar 1ST. amit 1S
folgt, d Q! ©?,0) eine optimale Strategie im G tmarkt ist. Damit ist S9+!

aus (6.98) ein neutraler Preisprozess.

Eindeutigkeit: Sei S+ ein neutraler Preisprozess und @ = (&',..., 3% 0) eine im
Markt (S?,... ,Sd,gd“) optimale Strategie. Dann ist natiirlich (@',..., %) optimal
im kleinen Markt (S!,...,S9). Somit gilt wegen der Eindeutigkeit des optimalen End-
vermogens (Satz 3.15), dass Vo((@,...,8Y) = Vr((pl, ... ,¢%)). Das durch

P W (Ve(@... . 5%)
dP  Ep(u'(Vr(¢' ... ,¢7))

definierte Maf stimmt mit P* aus (5.87) iiberein.

Betrachte die Strategie ¢) mit

und

d+1 __
v = byl

fiir ¢ € {—¢,¢} und eine Menge A € Fy,_1, to € {1,... ,T'}. ¢ > 0 muss hinreichend klein
gewdhlt werden, so dass sichergestellt ist, dass u(Vr(1))) > —oo. Da u(Vp(@)) > —oo,

2] < oo und die Menge {z € Rlu(x) > —oo} offen ist, klappt dies immer. Aus der
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Optimalitit der Strategie (p',..., % 0) und der Zulissigkeit der Strategie ¢ folgt mit

Lemma 6.27, dass

0 > Ep(d(Vp(@',...,39) W — @)+ (S%,...,5% 841,

! O 1 d Qd+1
~ B (Ve(F ,@dep*((w — @) (S, 8% 8 )

1 ~
= — — E ox d+1 Sd+1
Ep(u/ (Vo (@,...,20)) " " (v r )
= L ~ Qd+1
N EP(U/(VT((Zl, . 7@d)))CEP*(1A1{Séio+_11>Lt0—1}ASto )

Da ¢ € {—¢,¢e} gewdhlt werden kann, folgt Ep:(141 gen Ly }Agg)ﬂ) = 0 fiir alle
to—1 tog—1
A€ Fy,_1. Damit ist (S*1)> ein P*-Martingal.

Analog definiert man sich Strategien

und
d+1
Q/} + = glAl{gfgr_ll:Lto—l}l{tO}'

Statt ¢ € {—¢, e} kann man hier nur ¢ = ¢ wihlen, wegen des Verbots von Leerverkaufen.

Man erhélt analog
1
> — —
Ep(u'(Vr(@',...,9%)))

Damit ist (S%1)= ein P*-Supermartingal.

0

Qd+1
EP* (1A1{§?(;';11:L1071}A8t0 > .

Insgesamt folgt mit Lemma 6.21(ii), dass S = S%+1, O

6.3 Optimale Ausiibung einer amerikanischen Option

Gegben die Formel (6.98) stellt sich die Frage, wann man denn eine amerikanische Option
ausiiben soll, bzw. welche Stoppzeit 7 € Sy den maximalen Erwartungswert liefert. Fiir

Call-Optionen (ohne Dividenden) gibt es da eine einfache Antwort.
Proposition 6.28. Sei Q irgendein AMM (im unvollstindigen Markt z.B. das neutrale
Mafs aus (5.87)), r, K > 0. Dann gilt

sup Egle " (S} — K)*) = Eg(e " (S} — K)*).

T€Sp
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Beweis. Sei 7 € §y. Es gilt

Eole " (Sh— K)*)
= Bq [Eol(e™"8} — e TK)*|o(5,)]

> Eq [(Eg(e ™ S}o(S,)) — e K)Y)]

v

[
[(Eq

— [ 7r7—51 7rTK) :|
[e™

EQ e Jr].

Die erste Ungleichung folgt aus der Jensenschen Ungleichung fiir bedingte Erwartungs-

werte und die zweite aus r, K > 0. ]

Bei amerikanischen Put-Optionen gibt es i.A. keine triviale Losung. Nehme dazu wie-
der das Cox-Ross-Rubinstein-Modell. Wir nehmen an, dass » > 0. A; kann die Werte d
oder u annehmen. 0 < d < u. Aus Arbitragegriinden folgt d < 1 + r < u. Wir nehmen
zusitzlich an, dass d < 1. Q ist das eindeutige AMM aus (2.32).

Betrachte den Wert einer Put Option in Abhéngigkeit vom Startwert x des Underly-

ings:

(K — 2]l A)"
m(x) = sup E =
( ) 7'6%5()) 9 (]— + T)T
(K —z)" wird auch als intrinsischer Wert und 7(z)— (K —x)* als Zeitwert der Option

bezeichnet. Bei amerikanischen Optionen ist der Zeitwert natiirlich nichtnegativ.
7 ist offenbar eine konvexe, monoton fallende Funktion. Fiir z < uﬁT "very deep in the
money” gilt auf jeden Fall

(K —mHTzl Ai)Jr] [K —$HL1 Ai]
m(x) = sup E ! = sup EF ! =K —z.
R A res, L ey

Hier ist es also optimal, die Option sofort auszuiiben. Fiir x > KT "very deep out of the
money” gilt w(z) = 0. Fiir z € [K, &) hat die Option keinen intrinsischen aber einen
Zeitwert, d.h. m(z) > 0. Insgesamt folgt:

Es existiert ein 2* € [5, K] mit 7(z) = (K — 2)" fir < 2* und 7(z) > (K —2)*
fir z € (z*, K/d").
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Sei die diskontierte Auszahlung L eines amerikanischen Claims gegeben durch L; =
(1+7)"th(t,S:), h: {0,..., T} x Ry — R,. Beispiele h(t,z) = (x — K)* oder h(t,x) =
(K —x)*.

Dann lésst sich der Preis des Claims durch eine Wertfunktion v : {0,... ,7} xRy — R
beschreiben. Der stochastische Prozess v(t, S;) ist der Preisprozess der Option. v ldsst sich

rekursiv bestimmen durch,
v(T,z) = h(T, ) (6.99)

und
qu(t+1,zu) + (1 — q)v(t + 1, zd)
IT+r

(6.99) und (6.100) liefern einen Algorithmus fiir die Berechnung des Preises einer ameri-

v(t,x) = max{h(t, x), }. (6.100)

kanischen Option: Zunéchst wertet man (6.99) fiir alle moglichen Zustinde z = ufd?=*,
k=0,...,T aus. Dann berechne man v(T'—1, z) fiir z = u*d? "% k =0,... ,T—1 durch
Gleichung (6.100). Bei Anwendungen in der Praxis ist von mindestens 7" = 30 Zeitschrit-
ten auszugehen. Bei Derivaten, deren Auszahlung — wie hier — nur vom Aktienpreis am
Ausiibungszeitpunkt abhingt, wichst der Rechenaufwand mit der Gré8enordnung 72. Bei

Derivaten deren Auszahlung von der gesamten Vergangenheit des Aktienkurses abhéngen

kann, wichst der Rechenaufwand dagegen mit der GréBenordnung 27

6.4 A-Hedging fiir amerikanische Claims

’U(t,St)

a0 ist ein Q-Supermartingal. Seine Spriinge lassen sich

Der diskontierte Preisprozess

wie folgt zerlegen:

v(t,S) ] v, S) vt —1,5_1)
A{(ur)t] T+t (L)t

= W [(1 +7)"t(t, S;) — max{h(t — 1, S,_1), (1 + r)_lEQ(v(t, St)|]-"t_1)H
= ﬁ [U(t, St) — EQ(U(t, St)|ft_1)]
_W[h(t —1,8-1) = (1+7) " Eq(v(t, S) | Fe-1)]*
1 St 1 -1 +
— Al || - b~ 1S = (L0 oot SR

N

-~

>0
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Dabei ergibt sich die Hedging-Strategie ¢} (Anzahl der Aktien) analog zu der Hedging-

Strategie fiir européische Claims (vgl. (2.36)) durch
(pl _ U(t, St_lu) - EQ(U(t, St)|.Ft_1)
t (1+47) (1—ir — 1) Si_1
(1 —q)[v(t, Si—1u) — v(t, Si—1d)]
(1+7) (7% — 1) S

t>1. (6.101)

¢ ergibt sich dann durch

800 _ v(t—1,51) — @%St—l
t (14 r)t-t '

Bei einer amerikanischen Option sichert der Verkdufer natiirlich nur solange ab, bis die
Option ausgeiibt wird. D.h., wenn die Option zum Zeitpunkt ¢ — 1 noch nicht ausgeiibt
ist, hélt sich der Verkdufer zwischen ¢ — 1 und ¢ ¢; Aktien.

7 Superhedging

Eine zentrale Rolle fiir das Superhedging in unvollstandigen Mérkten spielt eine simultane
Doob-Meyer-Zerlegung (vgl. Satz 1.6). ”Simultan” bedeutet, dass die Zerlegung nicht bzgl.
eines einzigen Mafles durchgefiihrt wird, sondern simultan bzgl. einer ganzen Familie von
Mafen.

Zur Vorbereitung brauchen wir noch einige mathematische Hilfsmittel.

Proposition 7.1. Sei Q ein zu P dquivalentes Martingalmaf mit Dichte Y (d.h. Q(A) =
Ep(14Y) VA € F) und sei G eine Teil-o-Algebra von F. Dann gelten folgende Aussagen

(a) 58 lo= Ep(Y]G)

(b) Bs gilt 55 = ¢

(c) Es gilt fir alle F-messbaren Zufallsvariablen F' > 0
Ep(FY|G)

Eq(F|9) = B [0)

Bemerkung 7.2. Bezeichnet man mit Z, := Ep(Y'|F;) den Dichteprozess von Q bzgl. P,

dann besagt die Proposition 7.1 Teil (c), dass

Ep(FZ
Eq(F|F) = Bp(FZ1|72) ZtTm)'
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Beweis. Ad (a): Sei A € G. Es gilt Q(A) = [,YdP = [, Ep(Y|G)dP. Da Ep(Y|G)
G-messbar folgt die Behauptung.
Ad (b): Wegen @ ~ P gilt P(Y >0) =1 und Q(Y >0) = 1.

Eine Zufallsvariable X > 0 ist Dichte von ()2 bzgl. @; genau dann, wenn Eg, (F) =
Eg,(FX) fiir alle Zufallsvariablen F' > 0. Es gilt also Eq(F) = Ep(FY) fur alle F' >
0. Mit F durchlduft auch F’ := FY alle nichtnegativen Zufallsvariablen und es gilt
Eq(F'/Y) = Ep(F)).

Ad (c): Sei G > 0 eine G-messbare Zufallsvariable. Es gilt

Eo |GF) = Ep [GFY] = Ep [GEp(FY|G)] . (7.102)

Nach Teil (a) und Teil (b) ist die Dichte von P bzgl. @ auf der o-Algebra G gegeben durch
1/Ep(Y|G). Dies ergibt

1
Ep |GEp(FY =FEg |G=——=FEp(FY . 7.103
P (GER(FY|9)| = Eq |G 5 ER(FY10) (7.103
(7.102) und (7.103) ergeben, dass
EqQ[GEQ(F | )] = Eq [Eq(GF | G)]
= EqQ [GF]
(TIET105) - {G;E (FY|Q)] VG G — messhéiE.104)
B9 | “

Aus (7.104) folgt, dass die beiden G-messbaren Zufallsvariablen Eq(F' | G) und mEp(FYW)

(Q-fast sicher iibereinstimmen miissen. Dies liegt daran, dass die Mengen

M, = {EQ(F | G) > mEp(FY\Q)}

und

in G sind. Aus (7.104) folgt mit G = 1,4, bzw. G = 1, dass M; und My @Q-Nullmengen

sein miissen. Es gilt also Aussage (c). O
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Lemma 7.3. Seien P, und Py zu P dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafe, to € {0,... , T}
und B € Fy,. Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitmafs P mit folgenden Figen-
schaften

(a) P(A) = Pi(A), VA€ F,.
(b) Fir jede Zufallsvariable F > 0 gilt
Ep(F|Fi,) = Ep (F|Fi)lavs + Ep, (F|Fi,) 1s.
Das neue Maf3 verhéilt sich also ”bis to wie P; und nach ty entweder wie P, oder P”.
Beweis. Eindeutigkeit: Erfillle P die Bedingungen (a) und (b). Dann gilt fiir alle A € F
P(A) = Ep, [Pi(A|Fig)lovs + Pa(A|Fig) 5] (7.105)

Damit wire das Maf P eindeutig bestimmt. Bleibt die Existenz zu zeigen (es ist noch
nicht klar, dass P aus (7.105) auch tatsichlich (b) erfiillt). Bezeichne mit Z, die Dichte
von P, beziiglich P; auf der o-Algebra F; (mit der vorherigen Proposition gilt also Z; =
Ep,(Z7|F;)). Definiere

= Z
to

und dP/dP, := Zp. Fiir A € F,, gilt

P(A) - EPl(ETlA) - EPI(EPI(ZTlA"EO))
EP1 (ZT|]:t0)

= Ep (lan@\n) + lans 7 )
to
= EPI (1A)
Damit ist (a) erfiillt.
Fiir jede Zufallsvariable F' > 0 gilt
1 ~
Es(F|\F,) = ——=———FEp (ZrF|F)
T Ep, (Zr|F,) i
1 1

= EPl(F|fto)1Q\B + EP2(F"Ft0)1B'

Die erste und dritte Gleichheit gilt jeweils wegen Proposition 7.1 (¢). Damit ist Bedingung
(b) erfiillt. O
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Definition 7.4. Sei Q eine Menge von dquivalenten WahrscheinlichkeitsmafSen auf (Q, F).
Wir nennen Q stabil, wenn fir alle Py, Py € Q, to € {0,... ,T} und B € F, das Mafs P

aus Lemma 7.3 in O enthalten ist.

Lemma 7.5. Die Menge der dquivalenten Martingalmafie M€ ist stabil.

Beweis. Seien P;, P, AMM. Es ist zu zeigen, dass fir allet =1,... ,T, A€ F,
E5(AS{14) = 0.

Firt € {1,... ,to} folgt dies direkt aus den Eigenschaften (a) und der Tatsache, dass die
entsprechende Aussage fiir das AMM P, gilt. Fiir t € {to +1,... ,T} gilt mit Propositi-
on 7.1(c)

. 1 = ;
Es(AS'| Fra) = _ Ep (ZoAS | o
P( t‘ ! 1) EPl(ZT | ft71> : ( ! t‘ t 1>
1 I , 1 ;

= — lowsEp, (AS] | Fi_1) + 1p—=—FEp, (Z7AS] | Fi_
B [ 7o) |00 (8511 Fo) oz B, (28501 Fi)

= — ! loys Ep, (AS] | Fio1) +1p i Ep, (AS} | Fi-1)
Ep (Z7 | Fi-1) ~ ~ g Zio % g

= 0’
wobei Z wie oben der Dichteprozess von P, bzgl. P; ist und ZT in (7.106) definiert ist. [J

Lemma 7.6. Seien Q1,Q2 € M®, ty € {0,..., T}, B € F, und Q das in Lemma 7.3
konstruierte Maf$. Dann existiert fir die Werte zum Zeitpunkt to der Snell-Finhiillenden

eines Prozesses L bzgl. der Mafle Q1, Q2 und @ folgender Zusammenhang:
U2 = U215 + U1,
Beweis. Sei o € S,,. Nach Eigenschaft Lemma 7.3(b) von Q gilt
E5(Lo|Fry) = Eq, (Lol Fi)lavs + B, (Lol Ft, ) 15.

Da mit 01,00 € &, auch 0 = 011g\p + 021p auch eine Stoppzeit in S, ist, folgt die

Behauptung. ]
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Definition 7.7. Sei Q eine Menge von WahrscheinlichkeitsmafSen und L ein adaptierter

nichtnegativer Prozess mit

sup Eg(L) < oo, t=0,...,T.
QeQ

Die obere Snell-Einhiillende des Prozesses L bzgl. Q st definiert durch
U] = ess supQEQUtQ7 t=0,...,T, (7.107)
wobei U die Snell-Einhiillende bzgl. des Mafes Q ist.

Bemerkung 7.8. Das essentielle Supremum in (7.107) wird bzgl. der o-Algebra F; und
dem Mafs P gebildet. Da das Maf$ beim essentiellen Supremum aber nur tber die Null-

mengen eingeht, kann man auch jedes ) € M® nehmen.
(6.92) in (7.107) eingesetzt ergibt

Ul = ess SUP QeSS SUp, s, Eq(L-|F)

= eSS SUP,¢g,e8S SUPgeo B (L-|F?). (7.108)

Definition 7.9. Sei Q eine nichtleere Menge von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (Q, Fr).
Ein adaptierter Prozess U heifit ein Q-Supermartingal, wenn U ein Q-Supermartingal fir

alle Q € Q. Analog sind Q-(Sub-)Martingale definiert.

Beispiel 7.10. Sei Q@ = M°. Jeder Wertprozess V(o) = vg + ¢ = S, der durch eine

Konstante nach unten beschrdnkt ist, ist ein M€-Martingal.

Satz 7.11. Sei Q stabil. Die obere Snell-Einhiillende Ut aus (7.107) ist das kleinste Q-
Supermartingal, das L dominiert. Auflerdem erfiillt U die folgende Rekursion:

Ut =Ly, UL =LiiVess supoeoEo(Ul|Fimr), t =1,... ,T. (7.109)
Beweis. Wir zeigen zunichst, dass U die Rekursion (7.109) erfiillt. Es gilt

UtT_1 = ess SUPgeg | Li-1 VEQ(UtQ\}"t_l)

= L; 1 Vess SuerQEQ(Uﬂ]-}_l) (7.110)
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Fixiere ein Q* € Q. Bezeichne mit Q,(Q)*) die Menge der MaBe @, die auf F; mit Q*
iibereinstimmen (d.h. Q(A) = Q*(A) VA € F).
1) Da U2 Fi-messbar ist, gilt fiir alle Q € Q,(Q*)

EQ(UP|Fia) = Eq-(U?|Fia). (7.111)

2) Die Menge {UZ|Q € Q,(Q*)} ist maximumsstabil. Nimmt man niimlich zwei Ma-
Be Q1,Q2 € Qi(Q*) und betrachte deren Snell-Einhiillenden zum Zeitpunkt ¢, Uth und
UtQQ, dann kann man sich mit Lemma 7.3 ein neues Maf} @ konstruieren. Wahle dafiir
B = {U® > U2}, Q stimmt auf F, mit Q* iiberein und mit Lemma 7.6 gilt fiir die
Snell-Einhiillende U° = max{U®", U22}.

3) Wegen Lemma 7.6 gilt
ess SupQGQUtQ = ess supQGQt(Q*)UtQ (7.112)

Wegen (7.112) und der Maximumsstabilitéit in Schritt 2 existiert eine Folge (Qr)ren C
Q;(Q*) mit UtQ’“ U] (P-f.s.), wenn k 7 0co. Monotone Konvergenz fiir bedingte Erwar-

tungswerte zeigt, dass

(7.111)
ess supQEQEQ(UtQU-}_l) = €SS SUPQgecgess suerQt(Q*)EQ*(UtQU-}_l)

= e85 SUPg.cg klggo EQ*<UtQk|ft71>

= ess supQ*GQEQ*(UtT]}}_l).

Zusammen mit (7.110) beweist dies die Rekursion (7.109).

Nun wollen wir zeigen, dass UT ein Q-Supermartingal ist. Wegen (7.109) gilt fiir alle
Qe
UtT > Ly v EQ(U;—i-l‘E) 2 EQ<UtT+1|-7:t)-

Da Ug eine endliche Konstante ist und wegen der Integrierbarkeits-Bedingung ist U ein

Q-Supermartingal.
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Sei U ein anderes O-Supermartingal, das L dominiert. Wir zeigen wieder durch Riickwiért-
sinduktion, dass U > UT. Es gilt:
Up > Ly = U}.
Es gelte (7} > UtT . Daraus folgt fiir alle Q* € Q
U1 > Liy V Ege (U] Fio1) > Liy V Eg- (U} | Fiy).
Wegen (7.109) folgt
Up_1 > Li_y Vess supQ*GQEQ*(Uﬂ]—}_l) =U] ..

O

Lemma 7.12. Seien U € R" eine abgeschlossene konvere Menge und x € R™ mit x ¢ U.

Dann ezistiert ein A € R™ mit sup,ep ANu < Xz,
Proof. Folgt sofort aus Lemma 1.19. m

Satz 7.13. Fiir einen adaptierten, nichtnegativen Prozess U sind die folgenden Aussagen

dquivalent.
(a) U ist ein M®-Supermartingal.

(b) Es existieren ein adaptierter nichtfallender Prozess A und eine vorhersehbare Stra-

tegie @, so dass

Ut:UQ—i-QO'St—At, ‘v’t:O,,T (7113)

Bemerkung 7.14. Da der Prozess ¢ * S aus (7.113) nach unten durch die Konstante
Uy beschrinkt ist, ist ¢« S ein M°-Martingal (Proposition 2.10).

Die Zerleqgung (7.113) wird auch eine optionale Zerlegung des ME-Supermartingals U
genannt. Der Prozess A braucht ndmlich im Gegensatz zu der Doob-Meyer-Zerlegung
beziiglich eines einzigen Mafles () nicht mehr vorhersehrbar sondern nur noch ”optio-
nal” zu sein. Optional ist in zeitdiskreten Modellen dquivalent zu adaptiert. Dafiir ist die
simultane Doob-Meyer-Zerleqgung (simultan beziiglich mehreren Maflen) i.A. nicht mehr

eindeutig.
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Beweis. (b)=(a): Da ¢ « S ein @-Martingal und Q(AA > 0) = 1 fiir alle () € M*® folgt
(a).

(a)=(b): Der Beweis wird hier nur fiir |2] < oo gefiithrt. Fiir den allgemeinen Fall
siehe Follmer/Schied (2002), Theorem 7.5. Wir kénnen dann wieder 0.B.d.A. annehmen,
dass F die Potenzmenge von  ist und P({w}) > 0, Vw € Q (vgl. Beweis von Theorem
1.18).

Wir miissen zeigen, dass fiir alle t = 1,... 7T ein JF,_;-messbarer Zufallsvektor n und

eine Fi-messbare Zufallsvariable R > 0 existieren, so dass
Ut — Ut—l = UTASt — Rt. (7114)

Annahme es giibe keine Darstellung (7.114), d.h. Uy—U;_; € X := {n" AS;|n ist F;_;-messbar} —
RY. Die Menge X ist offenbar abgeschlossen und konvex. Damit ist Lemma 7.12 anwend-
bar und es existiert ein A € RI®l mit
= ig}}g%)\ U;))\ wW)AU(w) =: 4. (7.115)

Da & ein Kegel ist, der die Null enthélt, gilt a = 0. Da —1{ <oy € X folgt hieraus, dass
— > wea Lp<op(W)A(w) <0 und damit A > 0.

Sei () ein dquivalentes Martingalmafl mit Q({w}) := ¢(w) > 0, q € ]R‘fl. Dann existiert
ein € > 0, so dass mit A auch X\ + ¢ die Ungleichung (7.115) erfiillt (fiir alle z € & gilt
namlich ) ¢(w)z(w) < 0). Damit kann man 0.B.d.A. annehmen, dass A > 0 und ein

neues dquivalentes Wahrscheinlichkeitmaf3

Aw)
Z@eﬂ /\(&)
definieren. Sei A € F_y. Da £1,AS8; € X gilt > o AMw)1a(w)ASy(w) = 0. Q* ist also

Q ({w}) =

ein AMM. Da aber der Prozess U ein M¢°-Supermartingal ist, ist er insbesondere ein

Q*-Supermartingal und damit

O>Z)\ VAU (w) =: .

weN

Dies ist aber ein Widerspruch zu a = 0. O
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Definition 7.15. Sei vy € Ry. Eine Stategic o = (p',... ,0?) heifit eine Superhedging-

Strategie zum Startkapital vy fiir den amerikanischen Claim L , wenn
/Uo+g0'StZLt, t:(),,T (7116)

Bemerkung 7.16. Wie schon in Bemerkung 6.5 angemerkt, kann man jeden europdischen

Claim H > 0 als amerikanischen Claim mit Auszahlungsprozess

0 firt<T
H firt=T

Lt =
interpretieren. Wegen H > 0 folgt in einem arbitragefreien Markt aus vo+ ¢ * Sp > H,
dass v+ @ *S; > 0,t=0,...,T. Damit ist im europdischen Fall (7.116) dquivalent zu
vo+ @Sy > H. (7.117)

Definition 7.17. Bezeichne mit Z C Ry die Menge der Startkapitale mit denen L super-
gehedged werden kann, d.h. v € T < Jp s.d. v+ ¢+ S > L.

Korollar 7.18. Es gilt T = [U], 00), wobei

Ul = sup sup Eo(L,).
QEMEe TES)
Fiir europdische Claims gilt
Ul = sup Eg(H).
QeMe

Beweis. Sei x € Z, d.h. dp s.d. v+ ¢ « S > L. Da der Prozess x + ¢ *+ S ein M°*-
Martingal ist und mit Satz 7.11 U' das kleinste M®Supermartingal ist, das L dominiert,
folgt = > Ug . Andererseits folgt aus Satz 7.13 die Existenz einer Strategie ¢ mit Ug +pe
S,>Ul> L, t=0,...,T. O

8 Minimierung des Hedging-Fehlers in unvollstindi-
gen Mirkten

Gegeben sei ein européischer Claim mit (diskontierter) Auszahlung H > 0. In einem un-

vollsténdigen Markt existiert in der Regel kein Paar (vg, @) mit vg + ¢ « Sp = H, d.h. H
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ist nicht replizierbar. Trotzdem kann der Verkdufer des Claims natiirlich versuchen, das
eingegangene Risiko zumindest teilweise abzusichern, indem er durch Wahl einer Handels-
strategie ¢ "moglichst nahe” an die stochastische Auszahlung H kommt. Zum Beispiel
konnte er versuchen, die erwartete quadratische Abweichung (bzgl. des urspriinglichen

MafBes ) zu minimieren, d.h.

Ep(H —vy—@+Sr)°  min ! (8.118)

¥,v0
Auf dieses Problem werden wir spéter zuriickkommen. Zunéchst schauen wir uns eine

lokale Variante dieses Kriteriums an.

Definition 8.1. Fin allgemeiner Vermdgensprozess bestimmt sich durch eine Strategie ¢

und einen adaptierten Kapitalzufihrungsprozess C, d.h.
Vilp,C) =S+ Cy, t=0,...,T
Cy kann sowohl positive als auch negative Werte annehmen (Kapitalzufuhr- bzw. -entnahme).
Wenn AC} # 0 fiir ein ¢t > 1, dann ist V' nicht mehr selbstfinanzierend.

Annahme 8.2. Wir nehmen in diesem Kapitel durchgehend an, dass der (diskontierte)

Claim H und die (diskontierten) Preisprozesse S° quadratintegrierbar bzgl. des urspriing-

lichen Mafles P sind.

Definition 8.3. Eine L*-zulissige Strategie fiir H ist ein Paar (¢, C) mit
Vr(p,C)=H

und o+ Sy, Cy € L*(P), ¥Vt =0,...,T.

Natiirlich existiert zu jedem Claim H ein allgemeiner Vermdogensprozess V (i, C') mit
Vr(p,C) = H. Da nicht nur zum Zeitpunkt 0 sondern auch zu spéteren Zeitpunkten Ka-
pital zugefiithrt werden darf, besteht eine ”Hedging-Moglichkeit” darin, bis zum Zeitpunkt

T nichts zu machen und dann den gesamten Betrag H zuzuschiefen, d.h. ACr = H.

Definition 8.4. Zu (p,C) definiere den Prozess R'® durch

R°(¢,C) = Ep[(Coyr — C)?|F], t=0,...,T—1
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Eine L*-zulissige Strategie (P, 6) mit ‘7(@, 6) = $+ S+C heipt lokal risikominimierende
Strategie, wenn fir allet=0,... ,T —1:

RE(3.0) < RE(9.0),
fiir alle L?-zulissigen Strategien (o, C) mit Viyq = ‘ZH-

Bemerkung 8.5. Fir T = 1 stimmt wegen Vi(p,C) = H das lokale Kriterium mit
dem globalen (8.118) tiberein. Bei einem lokalen Kriterium vergleicht man eine Strategie
immer nur mit Strategien, die auflerhalb einer Umgebung gleich sind. Hier vergleicht man
alle allgemeinen Vermégensprozesse mit gegebenem Wert in Vi1 und schaut, mit welchem

Vi und @i1 man diesen am besten (im Sinne des obigen Kriteriums) erreicht.

Definition 8.6. Eine L*-zulissige Strategic (o, C) heifit "im Mittel selbstfinanzierend”,

wenn der Kostenprozess C' ein P-Martingal ist, d.h.
Ep[Ciy1 — CiFR] =0, t=0,...,T—1.
Die bedingte Kovarianz zweier Zufallsvariablen W und Z bzgl. P ist definiert als
Cov(W, Z|Fy) := Ep[WZ|Fy] — Ep[W|F]Ep|Z|F].
Die bedingte Varianz ist dann durch
Var(W|F;) := Cov(W, W|F)
definiert.
Definition 8.7. Zwei adaptierte Prozesse U und Y heiflen streng P-orthogonal, wenn
Cov(Upyy — U, Y1 — Y| F,) =0, t=0,...,7T—1.
Wenn einer der beiden Prozesse U, Y ein P-Martingal ist, dann gilt
Cov(Upr = Up, Y = Yi|F2) = Ep[(Uiyr — Up)(Yia — V)| 2] = 0.

Satz 8.8. Eine L*-zulissige Strategie (o, C) ist genau dann lokal risikominimierend, wenn
sie im Mittel selbstfinanzierend ist und der Kostenprozess C streng P-orthogonal zu den

Preisprozessen S, i = 1,... ,d ist.
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Beweis. Es gilt die Zerlegung
Rlltoc(@a C) = Var(Cyy1 — G| Fy) + E[Cria — Ct|]:t]2

Da sich die bedingte Varianz nicht verdndert, wenn man F;-messbare Zufallsvariablen

addiert, ldsst sich der erste Ausdruck auf der rechten Seite schreiben als
Var(Cy1 — Cy|F;) = Var(Vip — 01 ASi 1| F) (8.119)
Der zweite Ausdruck erfiillt
E[Cii1 — C|F)? = (E[Via| ] — o/ E[AS 1| F) - Vt)2 (8.120)

Wir nehmen V;; als gegeben an (¢ fest) und leiten notwendige und hinreichende Bedin-
gungen fiir die Optimalitdt von V; und ¢y her. Da der Wert von (8.119) unabhéngig von
V; ist, muss V; den Ausdruck (8.120) minimieren, d.h.

Vi= E[Vt+1|-7:t] - SOtTHE[AStHU'—t]- (8-121>

Der Wert von (8.119) ist eine quadratische Form in dem F;-messbaren Zufallsvektor ¢ 1.

Damit ist (8.119) minimal genau dann, wenn ¢, die lineare Gleichungen
Cov(Vip1 — 91 ASii1, AS | F) =0, i=1,...,d. (8.122)
16st. (8.121) ist dquivalent zu
E[Ci1 — C|F) = E[Vit1 — 9,1 ASi| F] = Vi = 0. (8.123)
AuBerdem ist gegeben (8.121) Bedingung (8.122) dquivalent zu
EAC1ASL | F] =0, i=1,....d (8.124)

Hier geht ein, dass die bedingte Kovarianz sich nicht verédndert, wenn man die F;-messbare
Zufallsvariable V; vom ersten Argument subtrahiert.

Vr durch H vorgegeben ist, besteht der Beweis nun einfach aus einer Riickwértsin-
duktion: (8.123) und (8.124) sind zusammen mit der Endbedingung V; = H notwendig
und hinreichend fiir die lokale Optimalitéit von (¢, C). O
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Der Beweis liefert ein Rezept zur rekursiven Bestimmung der risikominimierenden

Strategie. Wenn V;,; bereits bestimmt ist, dann minimiere
E[(Ci1 — C)?|F] = E[(Vigr — Vi — 01 AS111)°| F]

iiber V; und ¢;;1. Das ist eine bedingte Version eines linearen Regressionsproblems. Im

Fall d = 1 existiert fiir (8.121) und (8.122) die folgende Losung.

VT = H,
~ . COV(V;H—lv A‘Stl—i-1|"t;f)
Prr1 2= o2 Lo 10}
t+1
Vi = B[Vl ] = G E[AS 4| F, (8.125)

wobei 07, | := Var(AS;;1|F;). Der Kostenprozess ergibt sich aus @ = 12—95 + S,. Es bedarf

aber noch einer Zusatzbedingung, die sicherstellt, dass die Strategie (&, 6) L2-zuliissig ist.

Proposition 8.9. Betrachte einen Markt mit nur einem risikobehafteten Wertpapier (d.h.

d=1) und nehme an, dass da eine Konstante C ezistiert mit

(EplASHF ) < Co?, t=1,...,T. (8.126)

~

Dann definiert obige Rekursion eine lokal risikominimierende Strategie (p,C). Auflerdem

~

stimmt jede andere lokal risikominimierende Strategie mit (o, C) bis auf Modifikationen

von @; auf der Menge {o? = 0} diberein.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass (@, 6) L2-zulissig ist. Offenbar folgt aus der Rekursion
(8.125) und (8.126)

Cov(V;, ASHF_q)?

E[(ZiAS)?] = E 1 E[(AS§)21E1]1{03>0}]

o

< (1+QO)F

2
Oy

Cov(V], ASH?H)?]

< (1+0)E [Var(r/t\ft—l)}

Fiir t = T ist der letzte Ausdruck P-f.s. endlich, da Ve=H quadratintegrierbar ist. Damit
ist prASL € L2(P). Damit folgt aus (8.125), dass auch Vy_; € L2(P) und ACy € L2(P).
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Das Argument 148t sich also rekursiv fortsetzen und es folgt, dass die in (8.125) definierte
Strategie L*-zuléissig ist. Nehme man nun eine andere Handelsstrategie ¢} ;. Aus (8.125)

und der Bedingung (8.122) folgt, dass

0 = Cov((¢i — Pra1)ASL 1, ASELF)

= (SOQH - @t+1>var(AStl+l|ft)'
Auf der Menge o7, > 0 muss also gelten, dass ¢, ; = Gri1. m

Bemerkung 8.10. Der vorhersehbare Prozess

t

Z E[ASHF, 1]
Var(AS|F.-1)’

t=1,....T

u=1

(mit der Konvention 8 := 0), wird auch der Mean-Variance-Tradeoff-Prozess von S*
genannt. Bedingung (8.126) besagt also, dass der Mean-Variance-Tradeoff (endlich und)

beschrankt ist.

Bemerkung 8.11. Die Voraussetzung (8.126) ist dquivalent zu der Existenz eines § < 1

mat
(E[AS}Fia))? <SE[(ASHFia), t=1,...,T (8.127)
(8.126) ist nimlich dquivalent zu
(Ep[AS}Fiot))® < C (Ep[(AS)Fica] — EplASHFa?), t=1,....T.

Fiir 6 = 14%0 ist dies wiederum dquivalent zu (8.127).

Beispiel 8.12. Betrachte man ein Modell mit einer einzigen risikobehafteten Aktie und
einem Bond mit Preisprozess (1+1)t, r > —1. Der diskontierte Preisprozess der Aktie ist
gegeben durch
1 t 1+ Aj
Se = H 1+7r’

Jj=1

geee

dann auch quadratintegrierbar.
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Bezeichne i := Ep(A;) und 62 := Var(A;). Dann gilt

w—r
E[AS]IFia] = S

1 1 2 &2
Var(AS; | Fi-1) = (Si_1) m

Damit ist Bedingung (8.126) hier automatisch erfillt und eine lokal risikominimierende

2

Strategie existiert (wenn o° = 0 folgt in einem arbitragefreien Modell, dass p = r).

Auflerdem ist P genau dann ein Martingalmaf, wenn p = r.

Nun kommen wir wieder zum allgemeinen Fall mit d > 1 riskobehafteten Wertpapieren

zuriick, d.h. S = (S9,...,59).

Korollar 8.13. Fine lokal riskominimierende Strategie existiert genau dann, wenn H

zerlegbar ist in

H:C—FQD‘ST—FLT (8128)

geee

orthogonal zu allen S* steht und Ly = 0. Wenn der Markt arbitragefrei ist, dann sind c

und der Prozess L in der Zerleqgung (8.128) eindeutig.

o~

Beweis. Wenn (¢, C) eine lokal riskominimierende Strategie ist, dann ist nach Theo-
rem 8.8 L; := @ — 6’0 ein quadratintegrierbares P-Martingal, das streng orthogonal
zu den Preisprozessen S° ist. Damit erhalten wir eine Zerlegung (8.128). Wenn umge-
kehrt eine Zerlegung (8.128) existiert, dann ist ¢ mit dem Kostenprozess C := ¢ + L mit
Theorem 8.8 eine lokal riskominimierende Strategie.

Um die Eindeutigkeit von L zu zeigen, nehme an, es gébe eine weitere Zerlegung
(c, @, Z) Wegen obigem ist auch ¢ mit dem Kostenprozess C := ¢+ L eine lokal riskomi-

nimierende Strategie. Damit gilt, dass
Cov((pr — 1) TASr, ASH| Frq] =0, i=1,...,d.

Multipliziert man diese bedingten Kovarianzen mit den Fr_;-messbaren Zufallsvariablen

Q’EZT — goiT und addiert alles auf, dann folgt

Var(([o'T — QOT)TAST|.FT_1) = 0,
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d.h. die Differenz prAST — o ASt ist Fr_i-messbar und damit gilt, da der Markt arbi-
tragefrei ist, dass o AST = prASr. Es folgt AET =ALrund c+ o * Sp_1 + ET_l =
c+ ¢+ Sr_1 4+ Lr_;. Nun kann man rekursiv fortfahren und erhélt L=1L. O

Lemma 8.14. Fiir zwei quadratintegrierbare Martingale M und N sind folgende Bedin-

gungen dquivalent
(a) M und N sind streng orthogonal.
(b) Das Produkt M N ist ein Martingal.
Beweis. Aus der Martingaleigenschaft von M und N folgt
E[AMAN|Fi_1]) = E]M;N{|Fi_1] — My 1N,—y, t=1,...,T.
Dieser Ausdruck verschwindet genau dann, wenn M N ein Martingal ist. O]

Sei H? die Menge der quadratintegrierbaren P-Martingale. Wegen M; = Ep(Mry|F;),
kann jedes M € H? mit seinem Endwert identifiziert werden. Auflerdem fasst man alle
Zufallsvariablen, die P-f.s. iibereinstimmen zu einer Aquivalenzklasse zusammen. Wir

definieren auf H? das Skalarprodukt
(M,N)y2 == Ep[MpNy], M,N € H>
Damit wird H? zu einer Hilbertraum-Isomorphie zu L?(P).

Definition 8.15. Fin Teilraum Y C H? wird stabil genannt, wenn M™ € Y fiir alle
MeYundTeS.

Proposition 8.16. Fiir einen stabilen Teilraum Y C H? und fir L € H?* mit Ly = 0

sind folgende Bedingungen dquivalent

(a) L ist orthogonal zu Y, d.h.

(L, M)y =0, VM €.

(b) L ist streng orthogonal zu Y, d.h.

E[ALtAMt‘E_l] - 0, \V/t - 1, e ,T, M € y
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(¢) Das Produkt LM ist fiir alle M € Y ein Martingal.
Beweis. Die Aquivalenz von (b) und (c) folgt aus Lemma 8.14. Die Richtung (¢) = (a)
ist wegen 0 = Ly = LoM, trivial. Bleibt zu zeigen: (a) = (c¢). Sei M € ). Da Y stabil
ist, sind auch die gestoppten Prozesse M7 in der Menge )Y und damit nach Voraussetzung
EP(LTMT> =0. Es gllt
0 = Ep[LyM,] = Ep|M,Ep(Ly|F;)| = Ep[M,L,].

Es folgt, dass der Prozess LM ein Martingal ist (wéhle etwa fiir alle s < t, AcF; als
Stoppzeiten 7 = t14 + slg\a und 7 = s). O

Satz 8.17 (Kunita-Watanabe-Zerlegung). Wenn S ein quadratintegrierbares Martingal
unter dem urspriinglichen Maf$ P ist, dann besitzt jedes Martingal M € H? eine Darstel-
lung wie in (8.128)

Mt:MO+S0.St+Lt, t:O,...,T,

goon

zu allen S steht und Ly = 0.

Beweis. Bezeichne mit X die Menge der Handelsstrategien ¢, so dass ¢ * S; € L*(P) fiir
t =1,...,T. Die Menge G = {¢ * S|¢ € X} ist ein linearer Unterraum des H?*. Wir

zeigen zundchst, dass G abgeschlossen ist. Da ¢ ¢ S ein Martingal ist, gilt

(S0 S =Ep[(p+5r)°] =) Ep ([ AS)*].

Wenn also ¢ « S eine Cauchy-Folge in H? ist, dann sind ((pin))TASt, t=1,...,T,
Cauchy-Folgen in L?*(P). Mit Lemma 1.60 in Follmer/Schied ist der L?(P)-Limes von
(@E"))TASt wieder von der Form ¢, AS;, also ist G abgeschlossen.

Auflerdem ist G stabil. Nehme dazu ein ¢ € X und eine Stoppzeit 7. Es gilt ¢ * Sjnr =

@+ Sy, wobei @, := p,1{;>4. ¢ ist vorhersehbar und wegen
Epl(@+ S0P F] = Ep[(Eplp* Si|F])]

< Ep(p*5)"]

< 00,
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ist © € G. Da G abgeschlossen ist, ist die orthogonale Zerlegung M — My = N + L wohl-
definiert (mit N € G und (L,G)32 = 0, VG € G). Da M und N P-Martingale sind, ist
auch L ein P-Martingal. Mit Proposition 8.16 folgt, dass L streng orthogonal zu ¢ und
damit zu S%, i = 1,... ,d. Die Eindeutigkeit von L folgt mit Korollar 8.13, da das Modell
wegen P € M¢ arbitragefrei ist. O

Korollar 8.18. Wenn P selber ein Martingalmaf$ ist, dann existiert eine lokal risikomi-
nimierende Strategie. Diese Strategie ist eindeutig in dem Sinne, dass der Wertprozess 1%

eindeutig bestimmt ist, namlich

V,= EplH|F), t=0,...,T
und der Kostenprozess gegeben ist durch

C,=Vo+ L, t=0,...,T

wober L das streng orthogonale P-Martingal in der Kunita- Watanabe Zerlequng von v

18t.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 8.17 und Korollar 8.13. O]

A Anhang

Das Problem der stochastischen Optimierung iiber die Menge der vorhersehbaren Strate-
gien p = (!, ..., %) wollen wir im Fall |Q| < oo durch folgende Identifikation auf ein
geldufigeres endlichdimensionales Optimierungsproblem zuriickfiihren.

Jedes F; erzeugt eine endliche Zerlegung (A1, ... , Apm,) von Q, dh. Fr = 0(Ass, ... s Aim,),
sagen, welches der Ereignisse A;;, ¢ = 1,... ,m;, eingetreten ist. Die Mengen A;; nennt
man auch die Atome der o-Algebra F;.

Eine Zufallsvariable Y : Q@ — R ist genau dann F;-messbar, wenn sie fiir festes ¢

allen w € A;; den gleichen Wert zuordnet. Wir kénnen also in diesem Fall schreiben

Y<w) = z?itl yilAt,i (w)7 Yi € R.
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Damit kénnen wir zum Beispiel den F,_;-messbaren Zufallsvektor ¢; mit einem Ele-
ment aus R™-1¢ identifizieren. Es reicht aus, den Prozess ¢ = (p!,... , %) zu den Zeit-
punkten ¢t = 1,... T zu betrachten. Die Wertpapiere haben ihren ersten Sprung (in den
man investieren kann) zum Zeitpunkt 1.

1

Wir identifizieren also jede Handelsstrategie ¢ = (¢, ... ,@f)t:L.,,,T mit ei-

nem Element aus dem R™ mit n:=d+md+ ... + mp_id.

Satz A.1. Seien C C R" eine offene Menge und f : C' — R eine diffbare konkave
Funktion. Ferner seien gy ... ,gm : R" — R affine Funktionen (d.h. von der Form g;(x) =
o]z + B mit a; € R™ und B3; € R). Sei g € C mit g;(xo) = 0, i = 1,...,m. Dann
mazximiert xo die Funktion f unter der Nebenbedingung g;(x) = 0, i = 1,...,m genau
dann, wenn ein A € R™ existiert, so dass xo die Funktion x — f(z) — > 1" Ng;i(x) ohne
Nebenbedingungen maximiert. Dies ist wiederum (wegen Konkavitit) genau dann der Fall,

wenn

m

grad f(zo) — Z Ngradg;(zo) = 0

i=1

A kann unabhdngig von der Lisung xo gewdhlt werden.

Beweis. Folgt aus Sédtzen der konvexen Analysis, sieche Theoreme 28.1, 28.3, Korollar

28.2.2 in Rockafellar [16]. O

Alternativer Beweis von Theorem 3.16 fiir Q| < co. Wir verwenden die erwahnte Identi-
fikation der Menge aller vorhersehbaren Handelsstrategien mit dem R”. Wie gewohnt be-

zeichnen wir die Menge der reellwertigen Zufallsvariablen mit R. Seien nun f : R* xR® —

R und g, : R” x R® — R fiir jedes w € Q definiert durch

flp, X) = E(u(X))
gu(0, X) = X(w) = Vr(p)(w)
Dann ist ¢ genau dann erwartungsnutzenoptimal, wenn (¢, Vr(p)) die Funktion f un-

ter den Nebenbedingungen g, = 0, Vw € ), optimiert. Man maximiert also den Erwar-

tungsnutzen zunéchst iiber alle Zufallsvariablen X. Die Nebenbedingungen g, garantieren,
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dass die Zufallsvariablen X auch als Endwert eines selbstfinanzierenden Vermdégenspro-
zesses (V)i—o.1.... 7 mit gegebenem Startkapitel vy € R darstellbar sind. Man beachte, dass
w im Beweis des Satzes gleich zweimal vorkommt. Zum einen existiert zu jedem Zustand
w € Q eine Nebenbedingung g,, die die ”Finanzierbarkeit” von X (w) sichert. Zum
anderen gibt w einfach die Komponente von X an. X (w) entspricht also einer Variablen.
Nach Hilfssatz A.1 ist (o, Vir(¢)) genau dann ein Optimum des restringierten Problems,
wenn eine reellwertige Zufallsvariable A € R% existiert mit

grad f (¢, Vr(p Z)\ Jeradgz (e, VT( ))=0 (1.129)

“eQ

d.h. der Gradient von f ldsst sich als Linearkombination der Gradienten der gradgg schrei-
ben. (1.129) besteht aus n + [2| Gleichungen. Die ersten n Komponenten von f sind null.
Daher bedeutet (1.129) dort (beachte: Vp(p) = vo + @ * S = vo + Y1, 0o AS,), dass fiir
allet=1,... ,Tund alle A,_1;, 7 =1,... ,my_; gilt

=) AMw)la,, (W) ASH(w) =0, i=1,...,d (1.130)

we

Setzen wir nun o(w) = P’E&)}) dann ist (1.130) dquivalent zu

E(ola, ,,AS) =0, t=1,....T
und damit
E(oAS{|Fi-1) =0, t=1,...,T
Die letzten |2] Komponenten von (1.129) bedeuten, dass
u'(X(w))P({w}) = Aw)1 =0, Vwe,
also
u(X(w)) = o(w), Vwe,

Setzt man weiter k = E (u/(Vr())) und 22 := L o/(Vr(p)). Damit ist ¢ genau dann
eine erwartungsnutzenoptimale Strategie, wenn

B dP*
dP

AS{|Fi1)=0, t=1,...,T,
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d.h. wenn S ein P*-Martingal ist. Da v’ > 0 ist P* nach Konstruktion ein Wahrschein-
lichkeitmaf.
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