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Grundlagen

Notation

Mit My, »(S) bezeichnen wir die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintréigen aus der Menge S.
Zum Beispiel ist M, ,(Z) die Menge aller ganzzahligen m x n-Matrizen. Zur Matrix B bezeichne
BT die transponierte Matrix. Die Elemente aus Z", R”, etc. schreiben wir, sofern nicht anders
angegeben, als Spaltenvektoren.

Zur reellen Zahl r bezeichne [r| := (7" - %W die nichste ganze Zahl. Wir schreiben R :=
{zr €R |z >0} fiir die Menge der positiven, reellen Zahlen.

Skalarprodukt

Der Vektorraum R™ sei mit einem beliebigen Skalarprodukt (-,-) : R™ x R® — R ausgestattet
(Buklidischer Vektorraum). Das Skalarprodukt hat die folgenden Eigenschaften: Fiir alle u, v, w €
R™ und X € R gilt:

e (- ) ist bilinear:

(u 4+ w,v) = (u,v) + (w,v)
(Au, vy = A {u,v)

(u, v + wy = (u,v) + (u, w)
{(u, A) = A {u,v)

e (-, -} ist symmetrisch:
(u,v) = (v, u)
e (- -} ist positiv definit:
(u,u)y >0 fiir u # 0

Fiir u = 0 folgt aus der Linearitit in jeder Komponente (u,u) = 0. Das Standard-Skalarprodukt
ist definiert als:

n
<(u1au27 s 7un)T ) (Ul,UQ, cee avn)T> = ZUivi
i=1
Den meisten Anwendungen liegt das Standard-Skalarprodukt zugrunde. Jedes Skalarprodukt (-, -) :
R™ x R™ — R 148t sich schreiben als:
(u,v) :=u' Sv

mit symmetrischer Matrix S € M, ,(R). Im Fall des Standard-Skalarprodukts ist die Matrix S
die Identitat.



Normen

Eine Abbildung ||-]| : R" — R heifit Norm, falls fiir alle u,v € R” und A € R gilt:

Aol = Al - ol (positive Homogenitét)
lu+ o] < JJul| + [|v]] (Dreiecksungleichung)
lu]l >0 fiir u # 0 (positive Definitheit)
Die reelle Zahl ||u|| heit Norm (oder Ldnge) des Vektors u = (uy, ua,...,u,). Aus einem Skalar-

produkt erhélt man die Fuklidische Norm durch:
[ull := v/ {u, u)

Die ¢1-Norm oder auch Betragsnorm ist:

n
-
H(ul,ug,...,un) Hl = Z |

=1

Die ¢5-Norm erhélt man aus dem Standard-Skalarprodukt:

H(ul,u2,...,un)TH2 =/ (u,u) = <iu?>§

Allgemein: Die £,-Norm ist:
. 1
= (Z |uip>
P i=1

Die sup-Norm, Mazimums-Norm oder auch £.,-Norm ist:

T

H(ul,ug,...,un)

Ungleichungen

Fiir die sup-, Betrags- und 2-Norm eines Vektors u € R™ gelten die folgenden Beziehungen:

lully < flully < V- [lully
[ulloe < llully < - flull

Fiir die Beziehung Skalarprodukt und zugehérige Norm ||u|| := /{u, u) gilt die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung (seien u,v € R™):
[(u, 0)| < lull - ]l

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn beide Vektoren linear abhéngig sind. Seien by, bo, ..., b, € R”
die Spaltenvektoren (oder Zeilenvektoren) der Matrix B € M,, ,(R). Die Hadamard’sche Unglei-
chung besagt:

det B < [T lbal,

i=1

Sind die Vektoren by, bs, ..., b, orthogonal, gilt die Gleichheit.



Kapitel 1

Komplexitit, N'P-Vollstindigkeit

Wir fassen mit Hinblick auf die Gittertheorie die Grundbegriffe der Komplexitétstheorie, speziell
die N'P-Vollstindigkeit, zusammen.

1.1 NP-Vollstandigkeit

Wir definieren die Bitlinge endlicher Objekte (das Vorzeichen speichern wir getrennt):
e /(0):=1
o /(n):=[logy(n+1)] firn e N
o ¢(2) = (p) + t(g) mit p,q € N und ggT (p,q) =1
o ((A) =) Haiy) fir A= laij] € My,n(Q)

Wir setzen die Laufzeit des Algorithmus’ in Beziehung zur Eingabelinge. Wir interessieren uns
fiir Polynomialzeit-Verfahren:

Definition 1.1.1 (Polynomialzeit)
Ein Algorithmus ist in Polynomialzeit, falls die Schrittzahl (Turing-Maschine oder Anzahl Bit-
Operationen) polynomiell in der Linge der Eingabe beschrinkt ist:

Schrittzahl(Fingabe) = poly (¢( Eingabe))
In der theoretischen Informatik betrachtet man die Polynomialzeit-Algorithmen als effizient.

Definition 1.1.2 (Charakteristische Funktion)
Zu einer Menge A C {0,1}* ist die charakteristische Funktion xa : {0,1}* — {0,1} definiert
durch: xa(a) =1 genau dann, wenn a € A ist.

Wir definieren mit charakteristischen Funktionen die Klasse der Polynomialzeit-Sprachen:

Definition 1.1.3 (Klasse P der Polynomialzeit-Sprachen)
Die Klasse P der Polynomialzeit-Sprachen besteht genau aus den Sprachen A C {0,1}*, fiir welche
die charakteristische Funktion x a in Polynomialzeit berechenbar ist.

7



8 KAPITEL 1. KOMPLEXITAT, N'P-VOLLSTANDIGKEIT

Die Klasse NP umfafit die Sprache, so dafl es genau fiir jedes Wort aus der Sprache einen Bitstring
gibt, anhand dessen wir effizient {iberpiifen konnen, dafl dieses Wort in der Sprache liegt.

Definition 1.1.4 (Klasse N'P)
Die Klasse N'P der nichtdeterministischen Polynomialzeit-Sprachen A C {0,1}* ist erklirt durch:

3B € {0,1}* x {0,1}*, B P

Ac NP
A= {ze€{0,1}* |3y € {0,1}PWE@) mit (z,y) € B}

Sei (x,y) € B. Dann heif$st y Zeuge fiir x € A.

Die Cook’sche Hypothese ist P # NP, d.h. es gibt Sprachen in der Klasse NP, fiir die wir nicht
in Polynomialzeit einen Zeugen finden koénnen.

Definition 1.1.5 (Cook-Karp-Reduktion)
Seien A, B C {0,1}*:

3 Polynomialzeit-Abbildung h mit:

A<, B
=pot Vee {0,1}*:x € A= h(z) €B

Aus A <p01 B und B <1 C folgt A <01 C. Es gilt A <, B, wenn man x € A in Polynomialzeit
mit einmaliger Anwendung eines Orakels fiir B entscheiden kann.

Definition 1.1.6 (N P-vollstindig)
A CH{0,1}* heift N'P-vollstindig, wenn:

1. Ae NP
2.VBeNP:B <, A
Falls wir einen Polynomialzeit-Algorithmus zu einem A'P-vollstéindigen Problem finden, folgt P =

NP. Dies wiirde der Cook’schen Hypothese widersprechen. Daher gelten die NP-vollstindigen
Probleme als die schwierigsten in N'P.

1.2 Schwierige, algorithmische Gitterprobleme

Wir lernen in diesem Abschnitt mit der Gittertheorie verbundene Probleme kennen, die NP-
vollstandig sind oder fiir die bisher keine effizienten Algorithmen bekannt sind. Ein solches Problem
ist die ganzzahlige, lineare Programmierung (Integer Programming):

Definition 1.2.1 (Ganzzahlige, lineare Programmierung)
Das Problem der ganzzahligen, linearen Programmierung lautet:

o Gegeben: m,n € N, A € My, ,(Z) und b € Z™

o Finde x € Z™ mit Ax < b oder zeige, dafs kein solcher Vektor ezistiert.

Die ganzzahlige, lineare Programmierung ist ,,schwierig”. Wir werden in Satz 1.2.5 sehen, dafl das
zugehoérige Entscheidungsproblem N P-vollstindig ist:
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Definition 1.2.2 (Entscheidungsproblem der ganzzahligen, linearen Programmierung)
Das Problem der ganzzahligen, linearen Programmierung lautet:

o Gegeben: m,n € N, A € M,, ,(Z) und b € Z™

e FEntscheide, ob ein x € Z™ mit Ax < b existiert.

Falls P # NP, gibt es keinen Lésungsalgorithmus in Polynomialzeit. Dagegen gibt es zum analogen
Problem der rationalen, linearen Programmierung Polynomialzeit-Verfahren:

Definition 1.2.3 (Rationale, lineare Programmierung)
Das Problem der rationalen, linearen Programmierung lautet:

o Gegeben: myn € N, A € M, ,(Z) und b € Q™

e Finde x € Q™ mit Az < b oder zeige, daf$ kein solcher Vektor existiert.

Das erste Polynomialzeit-Verfahren fiir die lineare Programmierung ist die Ellipsoid-Methode von
L.G. Khachiyan [Khach79, Khach80]. Diese Methode ist aber nicht praktikabel. Ein bekannter
Polynomialzeit-Algorithmus stammt von M. Karmarkars [Karma84]. Dieser hat zur Entwicklung
der Interior-Point-Methoden fiir die lineare Programmierung gefiihrt. Ein bekannter Interior-Point-
Algorithmus stammt von Y. Ye [Ye91]. Ein einfaches, praktisches Verfahren ist der Simplex-
Algorithmus [Dantzig63, Schrijver86] von G.B. Dantzig, der allerdings im Wortcase exponentielle
Laufzeit haben kann. Weitere Probleme, die man in Polynomialzeit 16sen kann, sind:

Satz 1.2.4 (Sieveking 1976)
Folgende Probleme sind zu gegebenen m,n € N, A € M, ,(Z) und b € M, 1(Z) in Polynomialzeit
losbar:

a) Lose Az =b, x € Z" oder weise Unlisbarkeit nach.

b) Finde eine Z-Basis by, ba, ..., by von {x € Z"™ | Ax =0}, dem Z-Kern. Fine Z-Basis besteht

aus linear unabhdngigen Vektoren by,bs, ... bk, so daf:
k
{SE ceZ" |A(E :0} = {thbz t1,ta,...,tk € Z}
i=1

Beweis. Modifikation des Gau-Eliminationsverfahrens (M. Sieveking in [SpStr76]). Alternativer
Beweis in [KaBa79). |

Im folgenden Satz fithren wir weitere mit der Gittertheorie verbundene Aufgaben bzw. Entschei-
dungsprobleme auf, die N'P-vollstéindig sind.

Satz 1.2.5
Folgende Sprachen sind N'P-vollstindig:

1. Integer-Programming:

P := {(m,n,A,b) ’ A€ Mnn(Z), 02T, }

dereZ”: Az <b
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2. Rucksack (Knapsack) oder Subsetsum:

SubsetSum := {(m ai,ag,. .., a,,b) € N2

dz € {0,1}": Z%%‘:b}

i=1

3. {0, 1}-Integer-Programming:

{O,l}-IP = {(m>n,A,b) ’ AE Mn,m(Z)’beZ 5 }

Jr e {0,1}": Az <)

4. Schwache Zerlegung:

{(n,al,ag,...,an) e Nt | 3 (2, 29,...,2,) € {0,£1}" \ {07} : Zaixi = O}
i=1

Beweis. Fiir 1,2,3 siche [GaJo79, SpStr76], fiir 4 siche [EmBoas81]. Den Nachweis, daf} es fiir
die Sprache Integer-Programming polynomiell lange Zeugen gibt, also IP € NP, werden wir in
Satz 1.2.6 fiihren. |

Satz 1.2.6 (von zur Gathen, Sieveking 1978)
IP € NP.

Beweis. Wir wihlen als Zeugen fiir (m,n, A,b) € IP ein geeignetes x € Z" mit Az < b. Offenbar
existiert  genau dann, wenn (m, n, A, b) € IP. Wir miissen noch zeigen, dafl der Zeuge polynomielle
Lénge hat.

Sei A =: (a;;)i; und b =: (b1,ba, ..., by) . Setze M := max; ; {|a;j|, |b;|}. Nach [GaSi78] gilt:
(FreZt: Az <b) <+ (BzeZ":Ax<b, |z| < (n+1)nzM")

Die obere Schranke von ||z||, impliziert, dafl die Linge des Zeugen x polynomiell in der Lénge
von A und b beschriinkt ist. Wegen £(m,n, A,b) > nm + logy M gilt:

((z) = O (n*(logn +log M) = O (£(m,n, A,b)*)

Wir definieren die Begriffe, die elementar fiir die weiteren Kapitel sind:

Definition 1.2.7 (Gitter, Basis, Dimension, Rang)
Seien by,by, ..., b, € R™ linear unabhingige Vektoren. Wir nennen die additive Untergruppe

L(bl, bg, ey bn) = ibzz = {itzbl
i=1 i=1

des R™ ein Gitter mit der Basis by, bs, ..., b,. Ist die Rethenfolge der Basisvektoren fest, sprechen
wir von einer geordneten Basis. Der Rang oder auch die Dimension des Gitters ist Rang (L) := n.

tl,tQ,...,tmEZ}

Betrachten wir ein Beispiel:

Beispiel 1.2.8 (Gitter)

Z'™ ist ein Gitter vom Rang m, die Einheitsvektoren bilden eine Basis. Zur Matrix A € M, ,(Z) ist
{zx € Z™ | Az = 0} ein Gitter vom Rang n—Rang(A); nach Satz 1.2.4 kénnen wir in Polynomialzeit
eine Basis konstruieren. o
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Wir versuchen, durch Gitterreduktion einen kiirzesten, nicht-trivialen Gittervektor zu finden.
Im Fall der sup-Norm ist dies unter der Annahme P # NP nicht immer effizient moglich:

Korollar 1.2.9
Das Problem ||| -kirzester Gittervektor

L -SVP — {(m,n,b17b27...,bn) m,n € N,by, by, ... b, € Z™, }

Jx € L(b1,ba,...,by) ¢ [Jz]| =1

st N'P-vollstindig.

Beweis. Das Problem ||| -kiirzester Gittervektor liegt in N'P: Als Zeugen wéhlt man einen
Vektor & € L(b1,bg,...,b,) \ {0} mit ||z]| ., = 1. Das N'P-vollstindige Problem ,schwache Zer-
legung® aus Satz 1.2.5 kann in Polynomialzeit auf [|-|| -kiirzester Gittervektor reduziert werden.

]

Beim Problem des kiirzesten Gittervektors in der ¢5-Norm soll man zu gegebener Gitterbasis
b1,ba,...,b, und k entscheiden, ob es einen Gittervektor z € L(by,ba,...,b,) gibt mit z # 0 und

l2lly < V.

Definition 1.2.10 (Shortest Vector Problem SVP)
Die Sprache zum kiirzesten Gittervektorproblem (Shortest Vector Problem) fir die £o-Norm lautet:

zm
L2—SVP ;:{(k’m’n’bl’b%_”’bn) k7m7n,€N7b1,b27 ;bne ) }

3z € L(by,ba,...,by) \ {0} : [Jz]3 <k

Der Status dieses Problems ist offen. Anstrengungen, die Vermutung, dafl Lo-SVP N P-hart ist,
nachzuweisen, sind im Gegensatz zur sup-Norm (siche Korollar 1.2.9) bislang fehlgeschlagen (ver-
gleiche [Kannan87]).

Das Problem des kiirzesten Gittervektors ist der homogene Spezialfall des Problems néchster
Gittervektor, von dem man aber weif}, daf es (auch) in der £2-Norm N P-vollstéindig ist:

Satz 1.2.11 (Closest Vector Problem CVP)
Das Problem {-nichster Gittervektor

k N, b1, b2, ... by, 2 € Z™,
L2_CVP ::{(k,m,n,bl,bg,...,b,“,z) ’m7n,€ REREE ’ z € }

3z € L(by,ba,...,bn): |z — |3 <k

ist N'P-vollstindig.

Beweis. Siehe [Kannan87, Theorem6.2]. [ |

Wir fassen zusammen: Zu gegebener Gitterbasis by, bs,...,b, € Z™ sind folgende Aufgaben
nach heutigem Stand schwierige, algorithmische Gitterprobleme:

e Finde kurze Gittervektoren ungleich dem Nullvektor.
e Finde eine Basis bestehend aus kurzen Gittervektoren.

e Finde zu gegebenem 2 € span(by, b, ..., b,) einen moglichst nahen Gittervektor.

Dagegen kann man in Polynomialzeit zu einem gegebenen Erzeugendensystem by, bs, ..., b, € Z™
des Gitters L, n > Rang (L), eine Gitterbasis konstruieren.
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Kapitel 2

Einfiihrung in die Gittertheorie

Wir definieren die Hermite-Normalform zu einer Matrix und zeigen fiir ganzzahlige Matrizen
die Eindeutigkeit. Wir charakterisieren Gitter als diskrete, additive Untergruppen des R™. Wir
behandeln die Menge aller Basen eines Gitters, primitive Systeme von Gittervektoren, die Git-
terdeterminante sowie das einer Gitterbasis zugehorige Orthogonalsystem. Wir zeigen, dafl jedes
Gitter eine ldngenreduzierte und eine gewichtsreduzierte Basis hat.

2.1 Bezeichnungen

Der Vektorraum R™ sei mit einem beliebigen Skalarprodukt (-, -) : R™ x R”™ — R ausgestattet. Es
bezeichne ||z|| = \/{z,z) die Linge des Vektors . Zu linear unabhiéngigen Vektoren by, ba, ..., b,
bezeichne

L(b1,b, ... by) = > biZ
das Gitter mit Basis by, bo, ..., b,. Zu beliebigen Vektoren by, b, ..., b, sei
span (by, by, ..., b,) = Z b;R

der von den Vektoren by, bs, ..., b, aufgespannte lineare Raum und
span (by, by, ..., bp)" = {y € R™ | (y,b;) =0 fir i = 1,2,...,n}
das orthogonale Komplement im R™.

Eine ganzzahlige Matrix mit Determinante +1 nennen wir unimodular. Die Menge aller uni-
modularen n x n-Matrizen bezeichnen wir mit GL,,(Z):

Definition 2.1.1 (GL,(Z))
GL,,(Z) ist die Gruppe der ganzzahligen n x n-Matrizen mit Determinante +1:

GLn(Z) = {A € My (Z) | det A = +1}

Wir iiberlegen uns, daB GL,(Z) eine Gruppe ist. Die Einheitsmatrix ist unimodular und mit
S, T € GL,(Z) ist wegen det(ST) = det S - det T auch das Produkt eine unimodulare Matrix. Sei
T € GL,(Z). Da

1

~detT

det (Tﬁl)

13



14 KAPITEL 2. EINFUHRUNG IN DIE GITTERTHEORIE

ist det (77!) = %1, und nach der Cramer’schen Regel steht an der Position (i, ) der Matrix 7"

—1)"I . d t T
e = sau,
€

wobei Tj; aus T durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte gebildet wird. Da Tj; eine ganz-
zahlige Matrix, folgt, daf det T};; € Z. Fiir T € GL,,(Z) gilt T~ € GL,(Z). Die folgenden Spalten-
Elementaroperationen konnen bei einer Matrix durch Multiplikation von links mit unimodularen
Matrizen realisiert werden:

e Vertauschen zweier Spalten
e Multiplikation einer Spalte mit —1

e Addition eines ganzzahligen Vielfachen einer Spalte zu einer anderen
Man kann zeigen, dafl jede unimodulare Matrix als Produkt dieser drei Matrizentypen dargestellt

werden kann.

2.2 Grundbegriffe und Eigenschaften

In diesem Abschnitt definieren wir Grundbegriffe der Gittertheorie und werden erste, elementare
Eigenschaften beweisen.

2.2.1 Diskrete, additive Untergruppen des R und Gitter

Wir definieren:

Definition 2.2.1 (Diskrete Menge)
Eine Menge S C R™ heifit diskret, wenn S keinen Hdufungspunkt in R™ hat.

Es gilt:

Lemma 2.2.2
Sei G C R™ eine additive Gruppe. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) G ist diskret.
b) 0 ist kein Hiufungspunkt von G.
c) {x € G : ||z|| < r} ist endlich fir alle r > 0.

d) inf{[lz —y| : z#y, 2,y € G} >0
Der Beweis zu Lemma 2.2.2 ist elementar und sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Satz 2.2.3
Jede diskrete, additive Untergruppe des R™ ist ein Gitter, d.h. die Gruppe wird von einer Gitter-
basis erzeugt.

Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir zuerst eine Folgerung machen:
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Korollar 2.2.4
L CR™ ist genau dann ein Gitter, wenn L eine diskrete, additive Untergruppe des R™ ist.

Beweis (zu Korollar 2.2.4). Wir zeigen beide Richtungen:

»<=“ Behauptung folgt aus Satz 2.2.3.
2= Zu zeigen: Jedes Gitter L := L(by,ba,...,b,) C R™ ist diskret. Sei ¢ : R™ — span(L) die
lineare Abbildung mit
@(tl,tQ, oo »tn) = Ztlbl
i=1

¢ ist ein Isomorphismus mit ¢(Z") = L. Weil Z" diskret und ¢~! stetig auf span (L) ist,
folgt, daf3 L diskret ist.

Beweis (zu Satz 2.2.3). Sei L C R™ eine diskrete, additive Untergruppe. Sei n die Maximal-
zahl linear unabhéngiger Vektoren in L. Es gilt n < m. Durch Induktion iiber n zeigen wir: L ist
ein Gitter vom Rang n:

en=1

Sei b € L ein kiirzester Vektor mit b # 0 (ein solcher Vektor existiert, da 0 kein Hiufungs-
punkt von L ist). Dann gilt L(b) = L.

en>1
Wihle by € L \ {0} mit ;- b ¢ L fiir alle & > 2. Dann gilt:
(2.1) L(by) = LNspan(by)
Die orthogonale Projektion 7 : R™ — span (bl)L ist erkléart durch:

<b17 b>
(b1, b1)

Die Induktionsbehauptung ergibt sich aus folgenden Aussagen:

w(b)=b—

by

1. m(L) ist diskret und ein Gitter vom Rang n — 1.
2. Fiir jede Basis 7(b2), 7(b3),...,m(b,) von w(L) mit by, bs, ..., b, € L gilt:

L=L(by,ba,...,b,)
Beweis der beiden Aussagen:

1. Wir zeigen, daf 0 kein Héufungspunkt von 7(L) ist. Angenommen, (y(i))ieN sei eine
Folge in L, so daf} die Vektoren m (y(i)) paarweise verschieden sind und lim 7« (y(i)) =0.

Zu diesen Vektoren

| oy, by)
@) _ (>_<?/771.
W(yz)_yz (b1, b1) b

erhalten wir kurze 7-Urbilder ¥ nach der Vorschrift:

(#)
<y ) bl>J bl

=) . (&) _
v (b1, by)

ganzzahlig



16 KAPITEL 2. EINFUHRUNG IN DIE GITTERTHEORIE
Es gilt: 79 e L, 7 (y(i)) = (y(i)) und:
79 =7 ()] < S 1ol

Da lim Hw (y(i)) H =0, gibt es unendlich viele Vektoren 5* € L mit:

= (@)| < 11

Dies ist ein Widerspruch, da L diskret ist, sowie nach Annahme 7 (y(i)) paarweise
verschieden sind und 7 (y@)) =7 (y(i)).

Damit ist 0 kein Haufungspunkt von 7(L), und 7(L) ist nach Lemma 2.2.2 diskret. Die
Maximalzahl der linear unabhiéingigen Vektoren in 7(L) ist n — 1. Nach Induktionsvor-
aussetzung ist 7(L) ein Gitter vom Rang n — 1.

2. Sei 7(bs), w(b3),...,m(b,) eine Basis von w(L) mit bo,bs,...,b, € L. Wir zeigen, dafl
L C L(by,ba,...,by,). Sei b e L. Wegen

7w(b) € 7(L) = L (w(be), 7(b3),...,m(bn))
gibt es ein b € L(b2, bs, ..., b,) mit 7(b) =« (b). Es gilt b — b € span(b1). Nach Wahl

von b; und wegen
(2.1)

b—be (LNspan(b)) =" L(by)
folgt b — b € L(by). Es gilt daher b € L(by,ba, ..., by,).
|

Im obigen Beweis haben wir insbesondere gezeigt, dafl der Rang eines Gitters gleich der Maxi-
malzahl der linear unabhéngigen Gittervektoren ist. Es ist bequem, sich bei der Konstruktion mit
Gittern stets auf eine beliebige Gitterbasis zu beziehen. Mit folgendem Satz kann man zeigen,
dafl gewisse Konstruktionen von der Wahl der Gitterbasis unabhiingig sind. Sei [by, b, ..., b,] die
Matrix mit Spaltenvektoren by, ba, ..., b,. GL,(Z) ist die Gruppe der ganzahligen n x n-Matrizen
mit Determinante +1.

Satz 2.2.5 -
Die Vektoren by, ba, ..., b, bilden genau dann eine Basis des Gitter L(by,ba, ..., b,), wenn es eine

Matriz T € GL,(Z) gibt mit:

[51,52,...,5n] = [bl,bg,...,b"] -T

Nach Satz 2.2.5 bilden die Basen eines Gitters vom Rang n eine Bahn zur Gruppe GL,,(Z).
Beweis. Wir zeigen beide Richtungen:
»= Wegen by, ba,...,b, € L(by,by,...,b,) gibt es ein T € M, ,(Z) mit:
(5152, B0] = Br.bas. . ba] - T
Weil by, by, ..., b, linear unabhiingig sind, gilt det T # 0. Es folgt:
[b1,b2, ... by] T = [by, ba, ..., by

Wegen b; € L (51,52,...,1_)n) fir i = 1,2,...,n ist T~' ganzzahlig. Da detT -det T~ ! =1
und det 7', det T—! ganzzahlig sind, folgt |det T'| = 1.
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»<=“ Angenommen, es gilt fiir ein T € GL,(Z):
[b1,b2,...,bn] = [b1,ba, ..., by] - T
Es folgt, daB by, b, ...,b, € L(b1,ba,...,b,). Hierzu symmetrisch folgt aus
(51 Bau v 5] - T = [br.bos o b,
daf by, by, ... by € L(b1,bs,...,by). Also gilt:

L(by,bg,...,bn) = L(by,ba, ... ,by)

2.2.2 Definition der Hermite-Normalform

Wir definieren im Vorgriff die Hermite-Normalform einer Matrix und fassen wichtige Eigenschaften
zusammen. Wir werden uns in Kapitel 11.2 ab Seite 124 intensiv mit der Hermite-Normalform
beschéftigen und einen Algorithmus zur Bestimmung der Hermite-Normalform zu einer gegebenen
Matrix formulieren.

Definition 2.2.6 (Hermite-Normalform)
FEine Matriz [a;;] € My, »,(R) mit n < m ist in Hermite-Normalform (kurz HNF), falls:

a) a;; =0 fir j > i, d.h. A ist eine untere Dreiecksmatriz.
b) a;; >0 firi=1,2,...,m.

c)0§a¢j<aiifiirj<i.

Es ist willkiirlich zu verlangen, dafl die Hermite-Normalform eine untere und keine obere Dreiecks-
matrix ist. Man kénnte ebenso definieren, dafl eine Hermite-Normalform eine obere Dreiecksmatrix
sei (vergleiche Korollar 2.2.9). Alternative Definitionen unterscheiden sich in Punkt ¢). In [DKT87]
fordern die Autoren:

Qij <0 und |aij| < Qi fur] <1

In [PaSchn87] fordern die Autoren A. Paz und C.P. Schnorr, daf§ die Elemente links der Diagonalen
jeweils die betragsméfig kleinste sind:

|aij| < % |a“| fiir ] <1

Wir kénnen die verschiedenen Hermite-Normalformen durch Addition von ganzzahligen Vielfachen
einer Spalte zu einer anderen Spalte iiberfiithren. Die verschiedene Hermite-Normalformen sind
damit fiir unsere Anwendungen dquivalent, da nach Satz 2.2.5 die Spaltenvektoren das gleiche
Gitter erzeugen.

Den folgenden Satz hat C. Hermite [Hermitel850] zunédchst nur fiir quadratische Matrizen
bewiesen:

Satz 2.2.7 (Hermite 1850)
Zu jeder Matric A € My, »(Q) mit Rang(A) = m < n gibt es eine Matriz T € GL,(Z), so daf
AT in Hermite-Normalform ist. Die Hermite-Normalform AT ist eindeutig bestimmit.
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Beweis. Sei a der Hauptnenner der Eintrdge der Matrix A. Dann ist aA € M,, ,(Z) und
% (aA) T die zugehorige Hermite-Normalform. Wir kénnen uns daher auf den Fall A € M,, ,(Z)
beschréinken.

Die Existenz der Hermite-Normalform werden wir in Kapitel 11.2 durch Algorithmus 11.2.1
(Seite 125) beweisen. Zu zeigen ist noch die Eindeutigkeit. Angenommen, es gebe zwei Hermite-
Normalformen B,C' € M,, ,(Z) zu A.

b11 0 0 0 0 C11 0 0 0 0

B— b21 b22 0 0 0 C = C21 C22 0 0 0
0 0 0 0 0 0

bml bm2 e bmm 0 0 Cm1 Cm2 e Cmm, 0 0

Seien By, Bs,...,B, und Cy,Csy,...,C, die Spaltenvektoren von B und C. Da beide Hermite-
Normalformen aus A durch Multiplikation mit unimodularer Matrix hervorgehen, gilt nach Satz
2.2.5,daBl L(B) = L(C) ist. Speziell gilt B,,, € L(C) und C,,, € L(B). Da die Diagonalelemente alle
ungleich 0 sind, muf} B, ein ganzzahliges Vielfaches von C, und umgekehrt sein, also ¢,y = by -

Sei j der maximale Index mit B; # C;. Weil ¢ = by ist, gilt j4+1 < m. Wegen L(B) = L(C)
existieren ganzzahlige Koeflizienten t;,¢;11,...,tym € Z, so daB fiir jedes ¢ mit 7 < ¢ < m gilt
(beachte: ¢; = 0 fiir k > 4):

(22) bij = Ztkcik
k=j

Wie im Fall des m-ten Spaltenvektors erhalten wir bj; = ¢;;, also t; = 1. Fiir i = j + 1 gilt

(2.3) bj1, =5 Cirg e Cirngan = Gy i G

und wir erhalten:

(2.4) Cirrgr | G- g = (0j415 — ¢iayg)

Da B eine Hermite-Normalform ist, gilt nach Wahl von j, dem maximalen Index mit B; # Cj:

0<bji1y <bjrrj41 = Citr41

Weil auch C eine Hermite-Normalform ist, gilt 0 < ¢;j11,; < ¢j41,j41, und wir erhalten:
bj+15 = Civrgl < i

Aus (2.4) folgt bj41,; = ¢j41,; und wegen (2.3) ist ¢, = 0. Induktiv zeigt man, dafl ebenfalls
tirz =tjirs = =tm =0

und erhélt aus (2.2) den Widerspruch B; = 0. |

Wir wollen die Hermite-Normalform fiir einen einfachen Fall berechnen:

Beispiel 2.2.8 (Hermite-Normalform)
Wir betrachten den Fall, dafl die Matrix A nur aus einer Zeile besteht

A:[al as - an]

und mindestens einer der Eintrige ungleich 0 ist. Man iiberlege sich, daf§ wir die Operationen des
Euklidischen Algorithmus’ auf den Werten a1, as, ..., a, durch Multiplikation mit unimodularen
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Matrizen von rechts bewerkstelligen kénnen. Das Ergebnis g := ggT (a3, a2, ..., a,) speichern wir
links, die iibrigen Werte sind am Ende 0. Wir erhalten Hermite-Normalform zu A:

HNF(A)=1[g 0 --- 0]
Beachte, dafl die Spaltenvektoren von A und HNF(A) dasselbe Gitter, némlich
ZZai =7 ggT(ay,as,...,ap)
i=1

erzeugen. Wir werden in Satz 2.2.5 sehen, dafl dies kein Zufall ist. Der Euklidische Algorithmus
bildet die Basis des Verfahrens in Kapitel 11.2 zur Berechnung der Hermite-Normalform. o

Wir haben Satz 2.2.7 nur fiir rationale und insbesondere ganzzahlige Matrizen formuliert. Fiir
reelle Matrizen gilt der Satz im allgemeinen nicht, denn zu

A= [},} \ﬂ € Mos(R)

gibt es keine Matrix T' € GL2(Z), so da8 AT eine Hermite-Normalform ist (Beweis durch Wider-
spruch).

Korollar 2.2.9
Zu jeder Matric A € My, »(Q) mit Rang(A) = m < n gibt es eine Matriz T € GL,(Z), so daf
AT obere Dreicksmatrix ist.

Beweis. Definiere Matrix U := [u;;] € GL,(Z) durch w;j := 6;nt1—;. U entsteht aus der Ein-
heitsmatrix durch Umdrehen der Spaltenreihenfolge. Es gilt offenbar U = U~!. Die Multiplikation
einer Matrix mit U

e von links bewirkt das Umdrehen der Zeilenreihenfolge und

e von rechts das Umdrehen der Spaltenreihenfolge.

Wir bestimmen zu UAU nach Satz 2.2.7 die Hermite-Normalform (UAU) - S mit S € GL,(Z).
(UAU) - S ist eine untere Dreiecksmatrix. Definiere die Matrix T := USU € GL,,(Z). Wir erhalten
durch Umdrehen der Zeilen- und Spaltenreihenfolge der Matrix (UAU) - S eine obere Dreiecksma-
trix:

U - (UAUS) - U = AUSU = AT

2.2.3 Determinante und Grundmasche

Wir definieren die Determinante eines Gitters:

Definition 2.2.10 (Determinante)
Die Determinante det L des Gitters L = (by,ba, ..., by) CR™ ist definiert als:

1
2

det L = (det [(bs, bj>]1§i,jén>

Fiir das Skalarprodukt (u,v) = u"Sv gilt: det L = det(B - S - BT)2, wobei B := [by, b, . .., by].
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Satz 2.2.11
Die Gitterdeterminante ist unabhdngig von der Wahl der Basis by,bs,...,b, € R™.

Beweis. Seien B, B Basismatrizen des Gitters und T' € GL,,(Z) mit B = B - T (der Beweis gilt
allgemein fiir T € GL,,(R)). Sei S € M, ,n(R) die symmetrische Matrix mit (u,v) = uTSv. Wegen
detT =1 gilt:

1
2

det I = (det [(bs, b;)]

1§z‘,j§n)
—det (BT-5-B)*
—det (I7-BT-S-B-T)?

N=

=det ((BT)" - S - (BT))

Mit B = B - T folgt:

detL:det(FT-S-E)E

= (det K Bi?@ﬂlﬁl}jﬁ")

=detL

M

Abbildung 2.2.1: Grundmasche des Gitters L(a,b)

Fiir das Parallelepiped, das von den Basisvektoren des Gitters aufgespannt wird, fithren wir
den Begriff der Grundmasche ein. Abbildung 2.2.1 zeigt die Grundmasche des Gitters, das von
den beiden Vektoren a und b im R? aufgespannt wird.

Definition 2.2.12 (Grundmasche)
Sei by,ba,...,b, eine Basis des Gitters L. Das folgende Parallelepiped heifst Grundmasche zur
Basis by,ba, ..., by

{Xn: tib;
i=1

Ogtl,tz,-.-,t7,<1}

Wir beschéiftigen uns meist mit dem Fall, daf§ die Dimension des Gitters L =C R™ gleich m ist.
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Definition 2.2.13 (Vollstindiges Gitter)
Ein Gitter L CR™ heifst vollstindig, falls Rang (L) = m.

Das folgende Lemma liefert fiir das Standard-Skalarprodukt eine anschauliche Interpretation der
Gitterdeterminante:

Lemma 2.2.14
Fiir jedes Gitter L = L(by,ba,...,b,) C R™ und das Standard-Skalarprodukt gilt (Beachte: Volu-
mina implizieren stets das Standard-Skalarprodukt):

det L = vol,, <{Zt1bl 0<1t1,ta,...,t, < 1})
=1

In Worten: Das n-dimensionale Volumen der Grundmasche ist gleich der Gitterdeterminante. Fir
vollstindige Gitter ist die Gitterdeterminante gleich der Determinante der Basismatriz.

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall vollstéindiger Gitter. In diesem Fall gilt fiir die Basis-
matrix B := [by, ba, ..., by], daf:

det L = |det B| = (det BTB)% = (det [(bs, bj>]1§¢,j§n) ’

Im allgemeinen Fall, also Rang(L) = n < m, gibt es, wie wir spéter zeigen, eine isometrische
Abbildung T : span(L) — R™, d.h. fiir alle u,v € span(L) gilt, daBl (u,v) = (T'(u),T(v)). Wir
wenden das Lemma auf das vollstindige Gitter T'(L) an und benutzen, daff " Volumina und
Skalarprodukte erhélt:

1

1
2 2

det L = det T(L) = (det [(T(bi),T(bj)ﬂlSi)an) (det [(bi,bj>]lgi7j§n)

Wie im Beweis von Lemma 2.2.14 kénnen wir uns fiir geometrische Uberlegungen ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit auf vollstédndige Gitter beschranken. Dabei betreffen geometrische
Uberlegungen solche Groflen, die bei isometrischen Abbildungen erhalten bleiben. Geometrische
Invarianten sind zum Beispiel Volumeninhalte, Determinanten, Skalarprodukte und Léngen von
Vektoren. Der Grund, dafl vollstindige Gitter fiir geometrische Betrachtungen ausreichen, liegt
darin, dafl es zu jedem Gitter L vom Rang n eine isometrische Abbildung gibt, die span (L) auf
R™ abbildet. Diese isometrische Abbildung erhilt im allgemeinen nicht die Ganzzahligkeit von
Vektoren. Kombinatorische und algorithmische Untersuchungen darf man daher nicht auf den Fall
vollstéindiger Gitter beschrinken.

2.2.4 Untergitter

Wir definieren Untergitter als eine Teilmenge der Gitterpunkte, die ein Gitter mit gleichem Rang
bilden:

Definition 2.2.15 (Untergitter)
Seinen Ly, Lo Gitter vom gleichen Rang mit Ly C Lo, dann heiffit L1 Untergitter von L.
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Beispiel 2.2.16 (Untergitter)
Wir betrachen ein Untergitter zum Gitter Z™ (als Basismatrix wéhlen wir die 2 x 2-Einheitsmatrix

Ez). Sei
2 0
a=lo )

L(A) C Z? ist ein Untergitter von Z?, denn Rang(L(A)) = 2 (vergleiche Abbildung 2.2.2). Es gibt
eine Matrix T € M3 2(Z) mit A = Ey - T

(0,6) (2,6) (4,6) (6,6)
(0,4) (2,4) (4,4) (6,4)
(0,2) (2,2) (4,2) (6,2)
(0,0) (2,0) (4,0) (6,0)

Abbildung 2.2.2: Untergitter L(A) von Z2

oo =lo 1) b o)

——
=T

Wir werden in Lemma 2.2.17 sehen, dafl stets det L1y = det Ly - |det T'| gilt. Die Faktorgruppe
72/L(A) besteht aus den vier Aquivalenzklassen

{8] +L4), H +L(4), m +L(A), m +L(A)

Also [Z" : L(A)] = 4. In Lemma 2.2.17 zeigen wir allgemein, daf8 der Index gleich |det 7’| ist.
Wir représentieren die Aquivalenzklassen durch den jeweiligen Vertreter, der in der Grundmasche
liegt. o

Lemma 2.2.17
Sei Ly = L(by,ba,...,by,) ein Gitter und L1 = L(ay,as,...,a,) ein Untergitter von Lo. Sei
T e M, ,(Z) mit A=B-T fir A:=[a1,az,...,a,] und B := [b1,ba,...,by]. Dann ist:

det L; = det Lo - |[det T'|
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Beweis. Sei S € M,, ,,(R) die symmetrische Matrix mit (u,v) = u'Sv. Es gilt:

=

det Ly = det (AT - A)
— det (B BT))%
= det (TTBT S - BT)

—det (T7T)* - (Aet BT - S - B)?

1
= |detT|- (det BT - S- B)>
= |detT| - det Lo

Definition 2.2.18 (Index des Untergitters)

Die ganze Zahl |detT| = gzt E aus Lemma 2.2.17 heifit der Index des Untergitters Ly in Lo.

Der Index héngt nicht von der Wahl der Gitterbasen ab. Insbesondere ist L; eine Untergruppe
der additiven Gruppe Lo vom Index |det T.

Satz 2.2.19
Sei Ly ein Untergitter von L.

a) Es gibt zu jeder Basis a1, as,...,a, von L1 eine Basis by,ba, ..., b, von Ly mit
(25) [a17a27...,an]:[bl,bg,...,bn]'T
fir eine obere Dreiecksmatriz T € M, ,,(Z).

b) Umgekehrt gibt es zu jeder Basis by, bs, ..., b, von Ly eine Basis a1, as,...,a, von L1 mit
FEigenschaft (2.5).

Bemerkung 2.2.20
Die Eigenschaft (2.5) mit einer oberen Dreiecksmatriz T hat zur Folge, dafs:

span(ai,as,...,a;) = span(by,ba, ..., b;) firi=1,2,...,n

Beweis (zu Satz 2.2.19). Wir zeigen beide Aussagen:

a) Sei by, ba, ..., b, eine beliebige Basis von La. Es gibt eine Matrix S € M, ,(Z) mit det S # 0
und:

(2.6) [al,ag,...,an}z[51,52,...,5n]~5

Anwendung des HNF-Satzes 2.2.7 auf ST liefert ein U € GL, (%), so daB STUT = (US)T eine
untere Dreiecksmatrix ist. Definiere T := U S (eine untere Dreiecksmatrix) und Basismatrix
zum Gitter Lo:

[b17b27...,bn] = [517527~-~7Z_)n] . (]71
Aus (2.6) erhalten wir:

[al,ag,...7an] = [51,52,...,?}”] -S: [bl,bg,...,bn}'U-S
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b) Sei @1,as,...,a, beliebige Basis von Li. Es gibt eine Matrix S € M, ,,(Z) mit det.S # 0
und:
[61,627...,571} = [bl,bg,...7bn] -5

Nach Korollar 2.2.9 gibt es U € GL,(Z), so daBl SU eine obere Dreiecksmatrix ist. Die
Behauptung gilt fiir die Basis

[a1,a2,...,a,] == [@1,02,...,0n) - U
und T := SU.

Sei Ly = L(ay,as,...,a,) ein Untergitter von Lo = L(by,ba,...,b,), so daf die beiden Basen
ai,azg,...,a, und by,bs,...,b, Eigenschaft (2.5) mit T = [t;;] erfiillen. Dann ist Ly/L; eine
endliche Gruppe, und fiir den Index [Ly : L1] von L; in Lo gilt:

det L, -
(2.7) (B ) = g, = T = [T

Insbesondere ist genau dann Ly = Lo, wenn |det T'| = 1. Diese Beziehung kann man zum Nach-

weis der Basiseigenschaft von ai,as,...,a, nutzen. Sei L, das von ai,as,...,a, erzeugte Gitter.
Angenommen, wir kennen 322 f; und eine Basis by, bo,...,b, von L. Ferner erfiille das System
von Vektoren ay,as,...,a, die Beziehung (2.5). Dann gilt:
det L1
Lo = L(ay,as,...,a = tii| = =
2 ( 1 2 n) H| u| detL

Aus (2.7) folgt:

Korollar 2.2.21

Seia = (a1,az,...,a,) € Z" \ {0} und b € N. Fir das ganzzahlige Gitter
Lipy={xe€Z" |{z,a) =0 (modbd)}

(wobei (-,-) das Standard-Skalarprodukt ist) gilt:

b
ggT(a1>a2> cee ’an7b)

det La,b =

Beweis. Wir zeigen zuerst, da8 L, ein Untergitter von Z" ist, d.h. das Gitter L,;, C Z" hat

vollen Rang. Sei v,, = (1,...,1) € Z™. Man wiihle n — 1 ganzzahlige Vektoren vy, va, ..., v,—1, SO
daf3 buy, bus, ..., bv, € Z™ linear unabhiingig sind (zum Beispiel die ersten n— 1 Einheitsvektoren).
Wegen

(bvi,a) =b- {v;,a) =0 (mod b) firi=1,2,...,n

liegen buq,bvs, ..., bv, € Z™ im Gitter L, und bilden eine Basis. Also ist L, ein Untergitter
von Z". Wegen det Z" = 1 folgt aus (2.7):

(28) det La,b = [Zn : La,b]
Die Faktorgruppe Z"/ L, besteht aus maximal b Restklassen, ndmlich Ry, Ry, ..., Rpy—1 mit:

R, :={ze€Z" |{z,a) =i (modbd)}
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Wir zeigen, dafl die Faktorgruppe genau aus diesen b Restklassen besteht. Wir betrachten zunéchst
den Fall:

(29> ggT(alaGQa"'7an7b) =1

Dann existieren ganzzahlige Koeffizienten t1,to,...,t,11 € Z mit:
D ticajttpsb=1
j=1
Fiir den Vektor ¢ := (ty1,ta,...,t,) € Z™ gilt:
(t,a) =1—tp41-b=1 (mod b)
Fiir die Vektoren ¢; :=14¢-t € Z™ mit + = 0,1,...,b — 1 erhalten wir:
(ci,a) =i+ (t,a) =i (mod b)

Die Restklassen Ry, Ry, ..., Ry—1 sind deshalb nicht-leer. Wegen der Vorausetzung (2.9) erhalten
wir aus (2.8):

b b
det Loy = [Z" 1 Lop| = - =
et Lap = [ 5] 1 ggT(ay,as,...,an,b)

Betrachten wir den anderen Fall:
d:=ggT(ay,as,...,an,b) > 1

Da fiir alle x € Z™ gilt

(z,a) =0 (modb) <= b|(z,a)
b a
S ARG
— <:1:, %> =0 (mod g),
ist Lqp = L%’%. Wegen ggT(%, R g) = 1 erhalten wir:
b b

d - geT (ay,as,...,an,b)

det L, = det L

ale
o

s

2.2.5 Primitive Systeme

Wir charakterisieren in Satz 2.2.23 Systeme von Gittervektoren, die man zu einer Basis des Gitters
erginzen kann. Dieses Kriterium ist fiir die Konstruktion spezieller Gitterbasen niitzlich.

Definition 2.2.22 (Primitives System)
Sei L C R™ ein Gitter. Die Vektoren by, ba, ..., b, € L bilden ein primitives System beziiglich L,
falls:

1. by, bo, ..., b sind linear unabhdngig.

2. span(bl,bg,...,bk) NL= L(bl,bg,...,bk)
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Weil die Inklusion span(by,bs,...,bx) N L 2O L(by,bs,...,b) fiir beliebige Gittervektoren gilt,
kommt es nur auf span (by,bs,...,bx) N L C L(by,bs,...,b) an. Ein einzelner Vektor b € L bildet
ein primitives System, wenn %b ¢ L fir alle k € Z mit |k| > 2, also der gréfite gemeinsame Teiler
der Vektoreintriage gleich 1 ist.

Satz 2.2.23
Sei L C R™ ein Gitter mit Rang(L) =n und by,bs, ..., b € L. Genau dann kénnen die Vektoren
b1,b2, ..., b, zu einer Gitterbasis erganzt werden, wenn sie ein primitives System beziiglich L bilden.

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen:

»= Sei by,ba, ..., b, bgs1,...,b, eine Basis des Gitters L. Die Vektoren by,bs,...,b; sind li-
near unabhingig. Jeder Vektor b € L hat eine eindeutige Darstellung b = Y7 | ¢;b; mit
ti,ta,...,t, € Z. Es gilt:

b € span(by,bo,...,by) <= tpr1=tgyo=-"-=t,=0
Also span(bl,bg, . 7bk) NL g L(bl,bg, N ,bk)

<= Sei by, by, ..., by ein primitives System und 7 : span(L) — span (by, b, . . ., bk)J‘ die orthogo-
nale Projektion. Aus dem Beweis zu Satz 2.2.3 folgt, daf 7(L) ein Gitter der Dimension n—k
ist. Das Gitter 7(L) habe die Basis 7(bg+1), 7(bkt2), ..., m(by) mit bgi1,bky2,...,b, € L.

Wir zeigen, dafl L = L(by,bs,...,b,) ist. Sei b € L. Wegen
7T(b) € L(ﬂ-(bk-‘rl)a ﬂ-(bk-‘rQ)) s 77T(bn))

gibt es ein b € L(bri1,bri2,---,bn) mit m(b) = 7(b). Seien

n

i=k+1 i=k+1

Also ist b — b € span (91, ba,...,br). Weil by,bo,..., b nach Voraussetzung ein primitives
System bildet, gilt b — b € L(by,ba,...,bx). Somit ist b € L(by,ba,...,by).

Der folgende Begriff einer Minkowski-reduzierten Basis ist nicht algorithmisch motiviert und soll
nur aus Griinden der Vollstdndigkeit erwdhnt werden (fiir einen Reduktionsalgorithmus verweisen
wir auf B. Helfrichs Arbeit [Helfrich85]):

Definition 2.2.24 (Minkowski-reduziert)
Sei by, ba, ..., b, € R™ eine geordnete Basis zum Gitter L, d.h. die Reihenfolge der Vektoren sei
fest. Die geordnete Basis heif$t Minkowski-reduziert, wenn firi=1,2,...,n gilt:

be L und (bl,bg, . ,bi_l,b)
ist primitives System bzgl. L

Il = win { o |
2.2.6 Orthogonalsysteme
Das Ziel der Reduktion von Gitterbasen ist es, eine gegebene Gitterbasis in eine solche zu trans-

formieren, die aus moglichst kurzen Vektoren besteht bzw. deren Vektoren moglichst orthogonal
zueinander sind.
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Definition 2.2.25 (Orthogonalsystem, orthogonale Projektion ;)
Sei by,ba,...,b, € R™ eine geordnete Gitterbasis. Es bezeichne

T . R™ — span(bl, bQ, ey bifl)J—
die orthogonale Projektion, d.h. es gilt fiir alle b € R™:

;(b) € span (b1, ba, ..., bi—1)"
b — m;(b) € span(by, ba,...,b;—1)

E's bezeichne ZZ := m;(b;). Man berechnet 31,32, .. ,/b\n durch das Gram-Schmidt-Verfahren:

(2.10) by == by
i—1

(2.11) /b\i = Wi(bi) :bi _Zui’jgj f’LLTZ =2,3,...,n
j=1

Dabei sind die Gram-Schmidt-Koeffizienten p; ; erkldrt durch:

<bi,3j> <bi,3j>

,U/i,j = 5T =
<bj,bj> 16512

Insbesondere gilt u;; = 1 und fiir j > ¢ ist p; ; = 0. Es ist Z?Zl ,ui,jgj die orthogonalen Projek-
tionen von b; in span(by,be, ..., bx) und Z;:,H_l ,ui’jgj die orthogonalen Projektionen von b; in

span (by, ba, . . ., bk)L. Nach Definition (2.10) und (2.11) kénnen wir den Vektor b; mit Hilfe des
Orthogonalsystems schreiben als:

i—1
(2.12) b; =b; + Z i b
j=1
Diese Darstellung der Basisvektoren by, bo, ..., b, lautet in Matrizenform:

[b1> b27 ey bn] = |:/b\13327 e 7/b\nj| : [M’L,J]-lrgz,jgn

Man erkennt leicht, da§ die Abbildung 7" : span(L) — R™ mit

b 7 o AT
T(bi) = {/ii,l b1||, Hi.2 |b2||, . 7/,Li’m||bn|| }
eine Isometrie ist. Es gilt:
b 1 M21  H31 - Mn1
b 0 0 , i 7
1B ¢ g Mt b
0 b .
[T(b1),T(b2), ..., T(bn)] . [[b2 N
: " - 0 : . L
~ : . ' -
0 0 |bnll 0 . 0 nf

Da det[ﬂi,j]Igi,jgn =1, gilt nach Beweis zu Satz 2.2.11:

(2.13) det L(b1, ba, ..., b,) = [ ] Ilbi
=1

Wir definieren den Orthogonalititsdefekt als Maf, wie weit die Basisvektoren senkreicht aufein-
ander stehen:
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Definition 2.2.26 (Orthogonalititsdefekt)
Der Orthogonalititsdefekt einer Basis by, ba, ..., b, des Gitters L ist:

[Ty 11|

OrthDefekt(L) := QoL

Der Orthogonalitétsdefekt ist wegen ||b;|| > ||/l;7 || groBer oder gleich 1. Der Orthogonalitétsdefekt ist

genau dann 1, wenn die Basisvektoren senkrecht aufeinander stehen, also b; = 31» firi=1,2,...,n
gilt (siehe (2.13)).

Definition 2.2.27 (Isometrisches Gitter)
Zwet Gitter L, L. C R™ heiffen isometrisch, falls es eine isometrische Abbildung T : R™ — R™

mit T(L) = L gibt.

Seien L und L isometrische Gitter und T eine Isometrie mit T(L) = L sowie by, bs,...,b, eine
Basis von L. Dann gilt fiir die Basis b; :=T'(b;), i = 1,2,...,n, daf:

<bi,bj>=<7)i,6j> fﬁrlgi,jgn

Zwei solche Basen nennen wir isometrisch. Fiir das Skalarprodukt (u,v) = u'Sv gilt: Die
Isometrieklasse einer Gitterbasis B = [b1, b, ...,b,] ist durch die Matrix BT - S - B charakteri-
siert. Insbesondere sind zwei Gitter genau dann isometrisch, wenn sie isometrische Basen besitzen.
Beispiel fiir den Fall des Standard-Skalarprodukts:

10 W

T~ 21
BT.B=B'.B=
0 V32 i

1 2

o]
Il
O ==
== O

2.2.7 Quadratische Formen

In diesem Anschnitt sei das Skalarprodukt das Standard-Skalarprodukt. Einer Basismatrix B =
[b1,ba,...,by,] ordunen wir folgende quadratische Form QF g in den reellen Variablen x1, zo, ..., z,
Zu:

QFB(thQa-'-axn) = Z <bi7bj>$imj

1<i,j<n

Diese quadratische Form QF 5 ist positiv definit, d.h. es gilt stets QF g(z1,2z2,...,2,) > 0 und
speziell QF 5(x1,xa,...,2,) = 0 genau dann, wenn =1 = 9 = ...z, = 0. QF 5 ist positiv definit
wegen:

2

QFg(z1,22,...,2,) =

n
E x;b;
i1

und Z?:l x;b; ist genau dann der Nullvektor, falls 1 = 29 = ...z, = 0. QF 5 hat fiir ganzzahlige
Z1,Ta,..., T, die Lingenquadrate der Gittervektoren in L(bq,bo,...,b,) als Werte.

Umgekehrt gibt es zu jeder positiv definiten, symmetrischen, quadratischen Form

QF = Z Qi T %

1<i,j<n
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eine Gitterbasis by, b2, ..., by, so daB (b;,b;) = ¢;; fur 1 < 7,5 < n. Denn jede positiv definite,
symmetrische Matrix (g;;) € M, ,(R) kann man schreiben als (¢;;) = BT B mit B € M, ,(R).

Zwei Gitterbasen B, B erzeugen genau dann dieselbe quadratische Form QF = QF5, wenn es
eine isometrische Abbildung gibt, welche B in B transformiert. Die quadratischen, positiv definiten
Formen entsprechen eindeutig den Isometrieklassen von Gitterbasen. Die Theorie der Gitterbasen
und der positiv definiten Formen ist in diesem Sinne dquivalent. Die &lteren Beitrige unter anderem
von J.L. Lagrange, C.F. Gauf}, C. Hermite, A. Korkine, G. Zolotareff und H. Minkowski sind in
der Sprache der quadratischen Formen abgefaflt. Zwei quadratische Formen

QFg = Z Qi TiTj und QF5 = Z T 0ix;

1<ij<n 1<ij<n

heiflen kongruent, wenn sie durch eine unimodulare Variablentransformation ineinander iiberfiihr-
bar sind. Das heifit, es existiert eine Matrix U € GL,,(Z) mit:

.
[9i]1<ij<n =U [qijhgi,jgn U

Zum Beispiel sind fiir zwei Basen B und B desselben Gitters die zugehorigen quadratischen Formen
QF 5 und QF5 kongruent.

2.2.8 Duale und ganze Gitter

In diesem Abschnitt sei das Skalarprodukt das Standard-Skalarprodukt. Wir definieren das duale
Gitter:

Definition 2.2.28 (Duales (polares, reziprokes) Gitter)
Sei L ein Gitter. Das duale (polare, reziproke) Gitter ist definiert durch:

L*:={z espan(L) |Vbe L: (z,b) € Z}

Es gilt:

Satz 2.2.29
Sei L C R™ ein volldimensionales Gitter mit der Basismatric B := [by,ba,...,by]. Dann ist

(B_l)T eine Basismatriz des dualen Gitters L*. Speziell gilt (L*)* = L.

Beweis. Sei:
* * * * — T
B* := [b},05,...,b5 ] :== (B7")
Zu zeigen ist L* = L(B*). Wir zeigen beide Inklusionen:

e L(B*) C L*: Es gilt fiir die Einheitmatrix E:

é Tvbli EbT7b2§ Ebibni

T b%, by b, bo) - (b3, by
E:B—l_B:((B—l)T) B:(B*)TB: 2' 2. 2.

Also (bf,b;) € {0,1} fiir 4,5 =1,2,...,n. Fir . = > | t;b; € L(B*) mit t1,t,...,t, €Z

gilt:
n
(@,by) = ti- (b}, b)) €Z  fir j=1,2,...,n
=1

Da bf € R" =span(L) fiir i = 1,2,...,n, folgt fiir alle x € L(B*), dal « € L*.
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e L(B*) D L*: Fiir jedes a € L* ist zu zeigen, dal a € L(B*). Da by, ba,...,b, € L, erhalten
wir aus der Definition des dualen Gitters:

bl <b1, a>

T b2 <b27 Cl>
B'-a= -a= . czZ"

by, (b, a)

Ferner ist:

a=E-a=(B-B ") -a=(B") -B"-a=B"-(B"-a)
Z
o

Setze t; := (b;,a) € Z fiir i = 1,2,...,n. Dann hat a die Darstellung

n
a = Ztibf
i=1
und a € L(B*).

Die Behauptung (L*)* = L gilt, da die Reihenfolge fiir Transponieren und Inverses vertauscht
werden konnen. ]

Definition 2.2.30 (Selbstduales Gitter)
Ein Gitter L heif$t selbstdual, wenn L = L*.

Zum Beispiel ist Z" ein selbstduales Gitter. Zum Abschlufl des Abschnittes definieren wir ganze
Gitter:

Definition 2.2.31 (Ganzes Gitter)
FEin Gitter L heifit ganz, wenn {(a,b) € Z fiir alle a,b € L.

Satz 2.2.32

Fiir jedes ganze Gitter L gilt: L C L* C L.

_1
det L2

Beweis. Nachrechnen. ||

2.3 Léangen- und gewichtsreduzierte Gitterbasen

Wir definieren in diesem Abschnitt zwei algorithmisch motivierte Reduktionsbegriffe: Lingen- und
gewichtsreduzierte Gitterbasen.

Definition 2.3.1 (Lingenreduzierte Basis)
Die geordnete Basis by, ba, ..., by ist lingenreduziert, wenn |u; ;| < % firl <j<i<n.

Wir erhalten:

Satz 2.3.2
Fiir jede geordnete, lingenreduzierte Basis by,ba, ... by, gilt:

i1
2 1 -~ L
o:]I” < Hbi”2+ZZHij2 firi=1,2,...,n
=1
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Beweis. Nach Gleichung (2.12) von Seite 27 gilt fiir i = 1,2,...,n:
by =b; + Zui,jbg‘
j=1
Die Vektoren 31,327 e ,Bn des Orthogonalsystems stehen senkrecht aufeinander, so daf§ folgt:
, il
9 o~ ~
1Dal1* = 0" + > u1Ib51>
j=1

Da die Basis nach Voraussetzung langenreduziert ist, gilt |p; ;| < %, und wir erhalten die Behaup-
tung. |

Algorithmus 2.3.1 Léngenreduktion

EINGABE: Geordnete Gitterbasis by, bo, ..., b, € R™

1. FOR i =2,3,...,n DO
FORj—i—1,i—2,...,1DO
bi :=b; — [pij] - b;
END for j
END for i

AUSGABE: Lingenreduzierte Basis by, b, ...,b,

Der Algorithmus 2.3.1 transformiert eine gegebene Gitterbasis in eine lingenreduzierte Basis
desselben Gitters. Fiir die Korrektheit des Algorithmus’ 2.3.1 zur Langenreduktion betrachten wir
die Basisvektoren beziiglich der Koordinaten im Orthogonalsystem:

~ ~

/b\l /b\Z /b\3 bnfl bn
by = ( 1 0 0 0 0 )
b2 = ( H2,1 1 0 0 0 )
bs = (w3 13,2 1 0 0 )
o= 0 D)
b1 = ( Pn-11 Hn-12 [n—-13 1 0 )
bn = ( Hn,1 Hn,2 Hn,3 Hn,n—1 1 )

Wir beobachten:

e Der Schritt b; := b; — [p1,;]b; bewirkt, daf ppS" := pd' — 1. [p2lt].

e Insbesondere gilt dann ’ u?3“| < %, und die p; ., bleiben fiir ¥ > j unverdndert.

Die Hohen der Basisvektoren bleiben erhalten und die Reihenfolge der Basisvektoren wird nicht
verandert. Daher ist Lingenreduzierung nur ein schwacher Reduktionsbegriff.

Definition 2.3.3 (Gewichtsreduzierte Basis)
Die geordnete Basis by,bs, ..., by, ist gewichtsreduziert, wenn:



32 KAPITEL 2. EINFUHRUNG IN DIE GITTERTHEORIE

b, b; 1 L

a) [(b: J2>|§— firl<j<i<n
1651l 2

b) 11b:]] < ||bivll firi=1,2,...,n—1

Beachte, daf es sich bei der ersten Forderung nicht um den Gram-Schmidt-Koeffizienten

()

16112

Wi g =
handelt. Die Eigenschaft b) einer gewichtsreduzierten Basis fordert, dafi die Basisvektoren nach
aufsteigender Liange angeordnet sind:

[1B1]] < [[b2]| < [los]l < -+ < b1l < [[bn]]
Die Eigenschaft a) ist dquivalent zu
[16:]] < ||b; £ ;]| firl<j<i<n
Denn wegen
2 2 2
16 £ b;[|" = (bi £ bj, b £ bj) = [|bi]|” £2 - (bi, bj) + b
gilt:
2 2 2
1Ball” < llb: £ 0517 = £i,bj) <517 = b by)| <

2
- [161l

1
2

Wir werden in Kapitel 4 den Spezialfall n = 2, also eine Basis bestehend aus zwei Gittervektoren,
betrachten.

Algorithmus 2.3.2 Gewichtsreduktion
EINGABE: Gitterbasis by, ba,...,b, € R™

1. F :=true
2. WHILE (F) DO

2.1. Ordne by, bs, ..., by, so, daB ||br|| < ||b2]] < -+ < |lbnl|
2.2. F :=false
2.3. FORi=1,2,...,n DO

FOR j=1,2,...,i—1DO  /x Reduktionsschritt */
r = (bi by) - [Iby] 7
IF |r| >  THEN b; :=b; — [r|b; und F :=true
END for j
END for i
END while

AUSGABE: Gewichtsreduzierte Basis b1,bs,...,b,

Satz 2.3.4
Jedes Gitter hat eine gewichtsreduzierte Basis.
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Zum Beweis des Satzes verweisen wir auf Algorithmus 2.3.2 , Gewichtsreduktion®, der eine gege-
bene Gitterbasis in eine gewichtsreduzierte Basis desselben Gitters transformiert. Die Korrektheit
des Verfahrens folgt aus den beiden Beobachtungen:

e Bei Abbruch des Verfahrens liegt offenbar eine gewichtsreduzierte Basis vor.

e Der Algorithmus terminiert, da bei jedem Reduktionsschritt ein Basisvektor echt verkleinert
wird und die iibrigen Basisvektoren nicht verdndert werden.

Im Gegensatz zu Algorithmus 2.3.1 zur Langenreduzierung vertauscht das Verfahren zur Ge-
wichtsreduktion die Reihenfolge der Vektoren und insbesondere steht der kiirzestes Basisvektor
an erster Stelle. Der Algorithmus ist aber nicht effizient. Wir lernen in den folgenden Kapiteln
stiarkere Reduktionsbegriffe kennen: In Kapitel 5 den Begriff der LLL-reduzierten Gitterbasen und
in Kapitel 7 den Begriff der HKZ- sowie -reduzierten Gitterbasen.

2.4 Beispiele

In diesem Abschnitt stellen wir Gitter und zugehéorige Basen vor, die in den Ubungen behandelt
wurden. Das Skalarprodukt ist das Standard-Skalarprodukt. Das erste sukzessive Minima A; ist
die minimale Lénge eines Gittervektors ungleich 0 (formale Definition folgt spéter).

Zum Gitter

A, = {($0,!L‘1, e ,.’En) € Zn+1

bilden die folgenden Zeilenvektoren eine Basis:

b1 -1 +1 0 o -~ 0
bo o -1 41 0 --- 0
bn—1 o -~ 0 -1 +1 O
by, o --- 0 0 -1 +1

Offenbar ist L(by,bs,...,b,) ein Untergitter von A,, da by,ba,..., b, € A, und sie linear un-
abhéngig sind. Sei umgekehrt © = (zg, z1,...,z,) € A, beliebig. Ziehe fiir i =n,n—1,...,2 von
x den Vektor b; ab, bis jeweils die (i + 1)-te Komponente 0 ist. Der Vektor 2’ hat nur in den ersten
beiden Eintrédgen Werte ungleich 0, und er liegt in A4,,. Also gilt {, = —z/, und der Vektor ist ein
ganzzahliges Vielfaches von b;.

Zum Gitter
D, = {(ml,xg,...,xn) ez” in =0 (mod 2)}
=0

bilden die folgenden Zeilenvektoren eine Basis:

(0] [+2 0 0 0 - 0
by +1 -1 0 0 - 0
by 0 +1 -1 0 - 0

br—1 0 0 +1 -1 0

b, | L0 0 0 +1 -1
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Eine Alternative ist b} = (—1,—1,0,...,0). Wegen b; = —b} + by erhiilt man dasselbe Gitter. Of-
fenbar ist L(by,bo, ..., by) ein Untergitter von D,,, da by, b, ..., b, € D,, und sie linear unabhéingig
sind. Sei umgekehrt x = (z1,x9,...,z,) € D, beliebig. Ziehe fiir ¢ = n,n — 1,...,2 von x den
Vektor b; ab, bis jeweils die i-te Komponente 0 ist. Der Vektor hat nur im ersten Eintrag einen
Wert ungleich 0, und er liegt in D,,. Also ist 27 = 0 (mod 2), und der Vektor ist ein ganzzahli-
ges Vielfaches von b;. Es gilt det D,, = 2. Offenbar gibt es keine kiirzeren Gittervektoren als die
Basisvektoren, so da Ay (D,,) = v/2 ist.

Sei n = 0 mod 4. Zum Gitter

Bui={(enn oy ez | Dhoon =0 (roddumd

zj=xj41 (mod2)firl<j<n

bilden die folgenden Zeilenvektoren eine Basis:

[ by ] [+4 0 0 0 0
by 42 -2 0 0 0
bs 0 +2 -2 0 0

b1 0 0 42 -2 0

L bn | |+1 +1 41 +1 +1]

Offenbar ist L(by,bs,...,b,) ein Untergitter von E,, da by,bs,...,b, € E, und sie linear un-
abhéngig sind. Sei umgekehrt x = (21, x2,...,2,) € E, beliebig. Betrachte 2’ := & — x,b, € E,,
dessen letzte Komponente 0 ist. Wegen z’ € E,, sind alle Eintrige gerade. Ziehe fiir i =n—1,n —
2,...,2 von z' den Vektor b; ab, bis jeweils die i-te Komponente 0 ist. Der Vektor hat nur im
ersten Eintrag einen Wert ungleich 0, und er liegt in F,,. Also gilt ;1 =0 (mod 4), und der Vektor
ist ein ganzzahliges Vielfaches von b;. Wir erhalten det F,, = 2™. Es gilt

4 fallsn=4
M(EL)? = {

8 sonst

Fiir n = 4 ist zum Beispiel u := (1,1, 1, 1) ein Vektor mit ||u||* = 4, fiir n > 4 ist zum Beispiel v :=
(2,2,0,...,0) ein Vektor mit ||v]|*> = 8. Man iiberlege sich, daB es keine kiirzeren Gittervektoren
gibt (Beachte: Es gilt fiir alle Gittervektoren x,_; = z, (mod 2)).

Sei a = (a1, a9, ...,a,) € Z" \ {0}. Wir betrachten zum Vektor a das Gitter, dessen Vektoren
ganzzahlig sind und senkrecht auf a stehen:

Ly :=span(a)" NZ" = {t € Z" | {a,t) = 0}

Wir zeigen:

lal
det L, =
ggT(al,aQ, ..

. 7an>

Das Gitter L, hat offenbar die Dimension n — 1. Sei ¢, ¢3, ..., ¢, eine Basis von L,. Wegen

span(L,) NZ" = L,

bilden die Vektoren der Basis ein primitives System beziiglich des Gitters Z™ und nach Satz 2.2.23

existiert ein Vektor ¢y € Z mit:
L(ci, ey . 0n) =27

Die Eintrige des Vektors c¢; sind teilerfremd, da ¢; ein primitiver Vektor beziiglich Z™ ist. Der
Anteil von ¢y, der senkrecht auf L, steht, ist
<Cl7 CL> .
2
lal
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und hat die Lénge:

<<cl,a> (c1,0) > _fena) i fand)

3 - a, 5 " = 5 "
lall [lall lall lall

Wir erhalten aus der geometrischen Interpretation der Gitterdeterminanten als Volumen der
Grundmasche (,Fliche det L, mal Hohe Leualey:

llall

[{c1,a)
lall

detZ"™ =1=det L, -
|(c1,a)| ist die kleinste, positive, ganze Zahl im Hauptideal > | Za; = Z - ggT (a1, as,...,an),
denn es gibt ein ¢; € Z™ mit

(¢1,a) = ggT(ar,as,...,an)

und ¢; = k- & fiir ein k € Z. Da aber die Eintriige des Vektors ¢; teilerfremd sind, folgt |k| = 1.
Wir erhalten daher

(c1,a) = ggT (a1, az2,...,a,),

und es folgt die Behauptung.
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Kapitel 3

Sukzessive Minima,
Minkowski-Satze und
Hermite-Konstante

In diesem Kapitel definieren wir die sukzessiven Minima zu einem Gitter. Wir lernen zwei bekannte
Sétze von Minkowski kennen, u.a. den in der englichen Literatur als ,,Minkowski’s Convex Body
Theorem® bezeichneten zweiten Satz von Minkowski. Wir definieren die Hermite-Konstante -,
und leiten untere und obere Schranken her. Sofern nichts anderes angegeben ist, sei in diesem
Kapitel (-,-) das Standard-Skalarprodukt und ||z|| = y/(z, z) die Euklidische Norm.

3.1 Sukzessive Minima und erster Satz von Minkowski

In Kapitel 2.4 haben wir das erste sukzessive Minimum bereits informell eingefiihrt. Allgemein
sind die sukzessiven Minima definiert als:

Definition 3.1.1 (Sukzessive Minima A1, Aa,..., \y)
Sei ||-|| eine beliebige Norm. Zu einem Gitter L C R™ wvom Rang n sind die sukzessiven Minima
AL, Az, ..o, Ay beziiglich der Norm ||-|| wie folgt definiert:

Es gibt © linear unabhdngige
Ai = N(L):=inf ¢ r >0 | Vektoren c1,ca,...,c; €L firi=1,2,...,n
mit ||c;|| < r firj=1,2,...,1

Die Definition der sukzessiven Minima geht auf H. Minkowski zuriick, der sie urspriinglich fiir das
Gitter Z™ definiert hat. Abbildung 3.1.1 illustriert den Begriff anhand des Gitters L(a,b): Das
erste sukzessiven Minimum beziiglich der Euklidischen Norm realisiert der Vektor x.

Es gilt Ay < Ao < --- < \,. Die sukzessiven Minima sind geometrische Gitterinvarianten,
d.h. diese Groflen bleiben bei isometrischer Transformation des Gitters erhalten. Fiir jede Gitter-
basis by, b, ..., b, gilt firi =1,2,...,n:

jirlr}g,}.(..,i Hbﬂ H >\

Die sukzessiven Minima liefern einen Mafistab fiir die Reduziertheit einer Gitterbasis: Eine Basis
gilt als , reduziert”, wenn die Gréfien ”l))\—l” firi =1,2,...,n ,klein“ sind. Fiir reduzierte Basen sind

37
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[/
7

T ]

N

Abbildung 3.1.1: Beispiel zu erstem sukzessiven Minimum A, (L(a, b))

deren Vektoren nahezu orthogonal. Im allgemeinen gibt es keine Basis by, by, ..., b, mit ||b;]] = \;
fir ¢ = 1,2,...,n. Betrachte beispielsweise das Gitter

L=z"+z(,..., 7
——

n-mal

und die Euklidische Norm zum Standard-Skalarprodukt. Fiirn > 5ist Ay = Ay =--- = A, = 1l und
die kanonischen Einheitsvektoren (die einzigen Gittervektoren mit Linge 1) bilden keine Basis.

Die sukzessiven Minima sind abhingig von der zugrundeliegenden Norm. Speziell betrachten
wir das erste sukzessive Minimum in der Euklidischen Norm zum Standard-Skalarprodukt

IL]:= Ao (L) = min{[[b]| = be L\{0}}
und in der sup-Norm:
[l = Avoo(L) = min {[[b]| = be L \{0}}
Fir Gitter L C R™ gilt wegen ||z| < ||z|| < v/n - |lz||,, fiir alle 2 € R™:
AMoo(L) <M (L) € V- A oo(L)

Die GroBe || L|| ., ist keine geometrische Invariante. Sie la8t sich aber durch eine scharfe Ungleichung
begrenzen, wie folgender Satz zeigt:

Satz 3.1.2 (Minkowski 1896)
1
Sei L CR™ ein Gitter vom Rang n. Dann gilt |L|| . < (det L)=.

Diese Schranke ist scharf, denn es gilt ||Z"|| = 1 = (det Z™)%. Aus Satz 3.1.2 folgt als obere

Schranke fiir die Lénge des kiirzesten, nicht-trivialen Gittervektors A (L) < v/n - (det L) . Bevor
wir den Satz 3.1.2 beweisen, zeigen wir ein Ergebnis von H.F. Blichfeldt [Blich14]:

Lemma 3.1.3 (Blichfeldt 1914)
Sei L C R™ ein vollstindiges Gitter und sei Q C R™ kompakt mit vol(Q) > det L. Dann gibt es
emnbe L\ {0} mit QN (Q+0b)#0D, dh. es existieren v,y € Q mit v —y € L \ {0}.
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Beweis. Zu i € N sind die Mengen (1 + %) Q und (1 + %) Q+b; mit b; € L \ {0} nicht paarweise
disjunkt, weil das Volumen von (1 + %) @ das der Grundmasche iibersteigt. Zu jedem 7 gibt es ein
b; € L \ {0}, so daf der folgende Durchschnitt nicht-leer ist und wir aus ihm y; wihlen kénnen:

c(+1)@n[(1+)Q+b)] =12,

Da @ kompakt ist, hat die Folge (y;),cy einen Haufungspunkt y € @, so dafi eine Teilfolge
(ba(i))ieN C L gegen y konvergiert. Die Folge (bo‘(i))ieN C L ist beschrankt und durchléuft nur
endlich viele Gitterpunkte. Mindestens ein Gitterpunkt b € L \ {0} wird unendlich oft durchlaufen.
Es folgt: y € QN (Q + b). [ |

Beweis (zu Satz 3.1.2). Wir behandeln zunéchst den Fall vollstédndiger Gitter L, also n = m.
Wir wenden Lemma 3.1.3 auf die Menge

Q= {x ER™ : ||zl < %(detL)%}

an. Q ist ein m-dimensionaler Wiirfel mit Kantenlinge (det L)#. Es gilt vol(Q) = det L. Nach
Lemma 3.1.3 gibt esein b€ L \ {0} und ein y € @ N (Q + b). Wegen y,y — b € Q gilt:

(det L)
(det L)

[9lloe <
Iy — bl <

N[—= D=

Aus der Dreiecksungleichung folgt:

Den Fall n < m fithren wir auf die Situation n = m zuriick. Zu I = (i1,42,...,%,) mit
1< <ig <+ <1 < sei:

<,01(331,I2, s me) = ($i1,$i2, cee ,Z‘in)

Es durchlaufe I diejenigen Auswahlen mit span (p(span(L)) = R™. Dann gilt det ¢ (L) < det L,
und fur alle b € L ist ||b]| ., = max; ||¢7(D)||,,. Weil die Behauptung fiir n = m bewiesen ist, folgt:

lloo

| Llloc = max|lr (D), < max(det or(L))™ < (det L)

Wir definieren:

Definition 3.1.4 (Konvexe, nullsymmetrische Menge)
S C R™ heifit konvez, falls mit x,y € S und & € [0,1] auch &x + (1 — &)y € S gilt. S heifst
nullsymmetrisch, falls mit x auch —x in S liegt.

Satz 3.1.2 mit n = m ist ein Spezialfall des folgenden Satzes, der in der englischsprachigen Literatur
»Minkowski’s Convex Body Theorem® genannt wird:

Satz 3.1.5 (Erster Satz von Minkowski 1893)
Sei L CR™ ein vollstindiges Gitter und S C R™ konvex, nullsymmetrisch, kompakt mit vol(S) >
2™ .det L. Dann gilt |SNL| > 3, d.h. S enthdilt mindestens die Vektoren +y € L ungleich 0.
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Beweis. Wir setzen:
Q::%S:{%-x ‘xES}QRm
Es gilt vol(Q) = 27 vol(S) > det L. Wir wenden Blichfeldts Lemma 3.1.3 auf @ an: Es existiert
einbe L \ {0} mit:
(35) N (35+b) #0

Sei y im Durchschnitt. Dann gilt y € %S und y = z+bmit x € %S. Esgilt b=y—xmitz,y € %S.
Weil S nullsymmetrisch und konvex ist, folgt b € S. Insbesondere gilt {0, £b} C SN L. |

Satz 3.1.5 angewandt auf S = {z € R™ : ||z|| < det L} liefert Satz 3.1.2 fiir n = m, da vol(S) =
2".det L. Als weitere Konsequenz von Satz 3.1.5 erhalten wir einen Beweis des folgenden, bekannten
Satzes von G.L. Dirichlet [Di1842] {iber die simultane Approximation reeller Zahlen durch rationale
Zahlen:

Satz 3.1.6 (Dirichlet 1842)
Seien aq,qa, ..., q, reelle Zahlen und € € ]O, % [ Dann gibt es ganze Zahlen p1,ps,...,pn und q
mit 0 < q < e ", so daf gilt:

Beweis. Wende Satz 3.1.5 auf L = Z"*! und
S = {(pl,pQ,...,pn,q) ER™L gl <€, |ps — qoy| < e fiir i = 1,2,...,n}
an. S ist ein Quader mit Kantenléinge 2¢ in den ersten n Richtungen und 2¢~" in der letzten:
vol(S) = (2¢)"2e™" = 2"*! . det Z" 1!

S ist konvex, nullsymmetrisch und kompakt. Nach Satz 3.1.5 gibt es (p1,pa,...,Pn,q) € SN
Z"*1 ungleich dem Nullvektor. Es ist ¢ # 0, da sonst wegen |p;| < ¢ < % und p; € Z gilt
(p1,p2,---Pn,q) = 0. Wir erhalten die Behauptung. [ |

3.2 Hermite-Konstante und kritische Gitter

In diesem Abschnitt definieren wir die Hermite-Konstante -, leiten obere und untere Schranke her
und lernen kritische Gitter kennen. Die Hermite-Konstante ~,, bezieht sich stets auf die Euklidische
Norm:

Definition 3.2.1 (Hermite-Konstante ~,,)
Die Hermite-Konstante ~y,, ist fir n € N definiert:

A (LD)?
Yn 1= SUp {L)? ’ L C R"™ wollstindiges Gitter}
(det L)=

Das erste sukzessive Minimum bezieht sich auf die Euklidische Norm zum Standard-Skalarprodukt.

Aus historischen Griinden betrachtet man das Quadrat. Es geniigt, das Supremum iiber die
vollsténdigen Gitter L C R™ zu nehmen, denn A (L) und det L sind geometrische Invarianten.
Wegen

A1 (L)? A1 (aL)?

@tD)?  (detan)? recRA{0)
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geniigt es, das Supremum {iber vollstindige Gitter L C R™ mit det L = 1 zu nehmen. Weil
die reduzierten Basen dieser Gitter iiber einem kompakten Bereich des R"* variieren, wird das
Supremum angenommen, d.h. wir kénnen die Hermite-Konstante als das Maximum der Menge
definieren. Insbesondere ist v; = 1.

Bemerkung 3.2.2
Wegen A1 (L) < v/n- A oo(L) < /n-(det L)% folgt aus Satz 5.1.2,daf v, < n ist.
Wir verbessern im folgenden diese obere Schranke. Es bezeichne

Sp(r):={z eR" : ||z|| <r}

die n-dimensionale Kugel mit Radius r mit Mittelpunkt 0. Das Volumen der n-dimensionalen
Kugel mit Radius 1 ist:

03

_ 27'(%
) n-T(n)

Fiir die Gamma-Funktion gilt I' (3) = /7, I'(n + 1) = n! fiir n € N und allgemein fiir z € RT
(Stirling’sche Approximation):

P(e+1) =z T(z) = V212 - (g)z <1+0(§>)

Wir erhalten als obere Schranke fiir die Hermite-Konstante ~,,:

(3.1) vol(Sp(1)) =

™
I(1+

|3

Satz 3.2.3
Es gilt:

Abbildung 3.2.1: Veranschaulichung von (3.2)

Beweis. Sei L ein volldimensionale Gitter. Aus Abbildung 3.2.1 erhalten wir:
(3.2) r<ixi = vol(Su(r)) <detL.
Fiir volldimensionale Gitter L gilt daher folgende Implikation:

vol(S,(r)) >det L = A <2r
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A (L)

Sei L € R™ ein vollsténdiges Gitter mit v, = N L); und det L = 1. Wir suchen das minimale
et n

r > 0 mit vol(S,(r)) > det L. Wegen

n
T2

vol(Sp(r)) = =7——v - 1"
r(1+%)
r(14+2z)w
ist dies rpin = @ und wir erhalten aus A1 < 2r,in:
m2
A (L)? 5 4 n\ =
nzié 2"’min :_F<1+_>
K (det L) ( ) @ 2

Setzt man auf jeden Punkt des vollstdndigen Gitters L C R™ eine Kugel mit Radius r := %)\1,
erhéilt man die gitterartige Kugelpackung zu L.

Definition 3.2.4 (Gitterartige Kugelpackung)
Sei M C R™ eine nicht-leere, diskrete Menge und r > 0. Die Kugelpackung zu M und r ist:

{m+S,(r) Ime M}

Die Kugelpackung heif§it gitterartig, wenn zu je zwei verschiedenen Punkten my, mo € M die Kugeln
my + S, (r) und mg 4+ Sy, (r) keinen gemeinsamen, inneren Punkt haben.

Betrachten wir die gitterartige Kugelpackung zu L und %)\1. Die 2™ Kugelteile in einer Grundma-
sche des Gitters ergeben zusammen gerade eine Kugel vom Radius %)\1. Es folgt:

(3.3) det L > vol (S, (3)1)) = %}W

Definition 3.2.5 (Dichte des Gitters)
Die Dichte des vollstindigen Gitters L C R™ ist die Dichte der gitterartige Kugelpackung zu L,
d.h. der Volumenanteil der Kugeln der Kugelpackung bezogen auf R™.

Die Dichte der Kugelpackung zum Gitter L ist:

vol (S, (3M1)) _ AT vol(Sa(1))
det L ~det L 2n

Fiir festes n die die Dichte maximal, wenn der Faktor % grofBtmoglich ist. Aus der Definition
der Hermite-Konstanten

)\1(L/)2
(det L') %

Vo = max{ L’ C R™ vollstandiges Gitter}

erhalten wir, dafl die Dichte des Gitters L C R™ genau dann maximal ist, wenn gilt:

N A (L))"
vz )t = max{ det L/

Wir definieren global extreme bzw. kritische Gitter:

L' C R™ vollsténdiges Gitter}
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Definition 3.2.6 (Global extremes (oder kritisches) Gitter)
Ein vollstindiges Gitter L C R™ heif$t global extrem (oder kritisch), wenn gilt

M(D)?
(et )2 ™
.h. % das absolute Maximum fir Gitter vom Rang n ist.
et n

Ein Gitter ist genau dann kritisch, wenn die Kugeln vom Radius %/\1 um die Gitterpunkte eine
dichteste, gitterartige Kugelpackung des R™ bilden.

Definition 3.2.7 (Lokal extremes Gitter)
Ein vollstindiges Gitter L = L(by,ba,...,b,) C R™ heifit lokal extrem, wenn

M (L)?
(det L)

bei infinitesimal kleiner Verdnderung der Basisvektoren micht zunimmd.

Diese Eigenschaft hingt nicht von der Wahl der Basis von L ab. Jedes kritische Gitter ist
extrem, aber es gibt extreme Gitter, die nicht kritisch sind. Die der Basis b1, bo, . . ., b, zugeordnete
Form F(z1,22,...,2n) = > 4 (b, bj) x;2; nennt man dann Exztremform.

Die obere Schranke 7, < 22 4+ O(1) fiir die Hermite-Konstante aus Satz 3.2.3 auf Seite 41 hat

H.F. Blichfeldt [Blich14] verbessert zu:

2 n\ = n
4 n<_.r<2 —) < .
(3.4) Tn S +5)" < +o)

Diese Schranke berticksichtigt, dafl im Beweis von Satz 3.2.3 nur ein sehr kleiner Anteil des Raumes
von Kugeln mit Radius %)\1 itberdeckt wird und schétzt diesen Anteil durch (\/5 +of 1))771 nach

oben ab. Es gilt zum Beispiel v19 < %(6!)‘12 ~ 2,373. G.A. Kabatiansky und V.I. Levenshtein
[KaLe78] zeigen 1978, daB:

4
n+o(n)~0,1021n + o(n)

Diese Verbesserung zeigen, dafi Minkowskis erster Satz 3.1.5 iiber konvexe Koérper (Seite 39) fiir
die Kugel S,, nicht optimal ist. Als untere Schranke fiir die Hermite-Konstante ~,, hat man:

>1<1+n>_ n +o(n)
Tn = T 2/ 2er o

Diese untere Schranke erhélt man durch Anwendung des folgenden Satzes von H. Minkowski und
E. Hlawka [Hlawka44] auf Kugeln S := S,,(r). Der Beweis ist allerdings nicht konstruktiv, es wird
nur die Existenz solcher Gitter nachgewiesen, explizite Konstruktionen solcher Gitter sind nicht
bekannt.

Satz 3.2.8 (Minkowski, Hlawka)
Sei S C R™ mit Jordan-Volumen kleiner als 1. Dann gibt es ein vollstindiges Gitter L C R™ mit
det L =1 und (LNS) \ {0} #0.

Beweis. Siehe [GrLek87, Theorem 1,Paragraph 19, Kapitel 3]. |
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Zusammenfassend gelten fiir die Hermite-Konstante ~,, die beiden folgenden Abschétzungen:

n
— +o(n) <7, <

2erm - +o(n)

n
ern
Man vermutet, dal die Hermite-Konstanten ~, als Funktion in n monoton wachsend sind. In
[GrLek87] (Paragraph 38, Kapitel 6) findet sich folgende Abschitzung:

1 1
— < liminfﬁ < limsup/y—n < —

em n—oo N n—oo N e

Es ist unbekannt, ob der Grenzwert lim,,_, %" existiert. Die Hermite-Konstanten ~s, 73,74, 75
wurden in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts von A. Korkine und G. Zolotareff [KoZo1872,
KoZ01873, KoZo1877] bestimmt. 1935 hat H.F. Blichfeldt [Blich35] 76,7, s ermittelt:

n 2 3 4 5 6 7 8
()" 4 2 4 8 z z 28

(2)”.r(2+g)2 1,62 | 2,85 | 5,9 | 14,14 | 38,34 | 116 | 388

T

2
%/%-r(ug)n 0,907 | 0,887 | 0,907 | 0,892 | 0,907 | 0,918 | 0,949

Die letzte Zeile zeigt die Relation +, dividiert durch Blichfeldts Abschitzung (3.4). Blichfeldts
Beweis ist kompliziert und wurde von G.L. Watson [Watson66] und N.M. Vetchinkin [Vetchin82].
bestatigt.

Fir n = 2,3,...,8 sind die kritischen Gitter vom Rang n mit A\; = 1 bis auf Isometrie
eindeutig bestimmt (ohne die Forderung A; = 1 sind sie bis auf Isometrie und Skalierung, also
Similarity oder Ahnlichkeit, eindeutig bestimmt). Dies wurde von E.S. Barnes [Barnes59] und
N.M. Vetchinkin [Vetchin82] bewiesen. Wir zeigen, dafl diese Gitter eine Basis by, ba, . .., b, haben
mit der Eigenschaft, daf:

1 firi=j
(3.5) (bi,bj) =<1 fir1<i—j<2
0 sonst.

Die Skalarprodukte (b;,b;) bestimmen die zugehorige Gitterbasis by, ba, ..., b, bis auf Isometrie.
In der Isometrieklasse von Gitterbasen mit den oben vorgegebenen Skalarprodukten (b;,b;) gibt

es genau eine obere Dreiecksmatrix [by,be, ..., b,] mit positiven Diagonalelementen. Es gilt:
1 L 0o 0o o0 o0 0
1 1 1
0 3v3 5 &5 0 0 0 0
2 1 V3
00 Vi B o0 0 o
0 0 o = L L 0 0
[bla b27 b37 b47 b57 b67 b77 bS] = V2 2v2 V2
1 1 1
0 0 0 0 7 3B 0
V3 1 2
0 0 0 0 0 >3 733 g
1 1
0 O 0 0 0 0 75 Vas
o 0o o0 o0 0 0 0 3
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Sei L™ := L(by,bs,...,b,) zu n < 8. Eine andere Basismatrix zu L* ist:
1 3 0 0
0 ¥ L 0
V3
[blv b27 b37 b4] =
00 2 /38
1
0 0 0 %

Wegen ||b1]| = 1 gilt Ay (LM™) < 1. Sei b:= Y1 | t;b; mit ty,...,t, € Z ein beliebiger Gittervektor
aus L mit b # 0. Wir wollen zeigen, da8 ||b]| > 1 ist. Aus

CEO RS S >t (0 2, tiby) = ot 2 tbbid

Wegen (3.5) gilt (b;,b;) € {0,1,1} und 1b:]|” = 1, so daB wir

Ib]|* = i(t? (bi, b;) + Zn:titj <bivbj>> = i(t? (bir bi) +2 ) tit, <bi,bj)> >1

i=1 j=1 i=1 j<i
J#i

€Z\{0}

erhalten. Weil fiir jeden beliebigen Vektor b € L \ {0} gilt ||b]| > 1, ist der Vektor by mit ||by|| =1
einer der kiirzesten, nicht-trivialen Gittervektoren. Es folgt daher A\; = 1.

Insbesondere sieht man an der Konstruktion der Vektoren by, bo, ..., dafl die dichteste Kugel-
packung im R”, n < 8, die dichteste Kugelpackung im R"~! erweitert. Das obige Schema kann
nicht fiir n > 9 fortgesetzt werden, da [by, ba, ..., bg] singulir ist. Das Gitter V2L®) ist selbstdual,
d.h. es gilt:

VaL® = (va® )

Wir beschreiben die Konstruktion der vorgestellten kritischen Gitter. Zunéchst zwei Definitionen:

Definition 3.2.9 (Tiefes Loch)
Sei L ein Gitter. Der Punkt x € span(L) heifit tiefes Loch des Gitters L, wenn

min {||z —y[| : y€ L} = max (min{[lp—yl : y€L})
pEspan(L)

Definition 3.2.10 (Laminated Gitter)
Das Gitter L(by,ba, ..., byt1) ist laminated (,verklebt®) beziiglich L(by,bs, ..., b,), wenn
bn+1 — 7Tn+1(bn+1) € span (bl, b27 ey bn)

tiefes Loch des Gitters L(by,ba, ..., by) ist.

Um die Gitter L™ zu konstruieren, withlen wir (1,0, ..., 0) € R™ und b, b3, ..., by, so, dafl jeweils
L(by,ba,...,b;) laminated beziiglich L(by,bs,...,b;i—1) und ||b;|| =1 fiir i = 2,3,...,n ist. Grafik
3.2.2 zeigt diese Konstruktion fiir die beiden Gitter L(?) und L(3).

Die folgende Ungleichung von H. Minkowski verschirft die Ungleichung A2 < ~,(det L)%,
welche fiir beliebige Gitter L vom Rang n gilt:

Satz 3.2.11 (Minkowski’sche Ungleichung)
Fiir jedes Gitter L vom Rang n gilt:

-det L

&
—
=
AN
>
&
N3
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: L(b1)
tiefes Loch \ MW /

tiefe Locher

Abbildung 3.2.2: Konstruktion von L® und L®)

Bemerkung 3.2.12
Da fiir kritische Gitter (v,)? det L = X! und allgemein [[;_, \i > A} gilt, ist fir kritische Gitter
M =X ==\,
Beweis (zu Satz 3.2.11). Seien aq,as,...,a, € L linear unabhingige Vektoren, so daB:
llail| = A firi=1,2,...,n

Ly = L(ay,as,...,a,) ist ein Untergitter von L. Wihle Basis by,bq,...,b, von L, so daf§ fiir
Ly := L der Satz 2.2.19 (Seite 23) gilt: Es gibt eine obere Dreiecksmatrix T' € M, ,(Z) mit:

[bl,bQ,...,bn] T = [al,ag,...,am]
Fiir alle b € L(by,ba,...,b,) und s =1,2,... n gilt:
(3.6) b¢ L(by,ba,...,bs—1) = ||b]] > Xs

Denn: Aus b ¢ L(by,ba,...,bs—1) und b € L folgt b ¢ span (b, ba,...,bs—1), und weil T eine obere
Dreicksmatrix ist, gilt nach Bemerkung 2.2.20 auf Seite 23:

span (b1, ba,...,bs_1) = span(ay,az,...,as_1),

so dafl a1,as,...,as_1,b linear unabhéngig sind. Wir setzen fiir i = 1,2,...,n

=N
und betrachten das Gitter L := L (51, bo, . . ,bm) Behauptung;:

(3.7) M(L) >
Sei b:= """ t;b; ein beliebiger Vektor aus L \ {0} und s := max; {i |¢; < 0}. Dann gilt

i B2 115,12
= Z(Z tzﬂm) ;2 = (Z tiﬂm') )fg ;
J j=1 \i=j

Jj=1

so dafl wegen (3.6) und ¢, # 0 folgt:

2 S
> Z(ztzum b, ||> - =

=]

>1

an\')

2

Aus det L = Hd,f’t L_ Ungleichung (3.7) und der Definition der Hermite-Konstante m
N et L)n

< Vn

erhalten wir:

1<)\ (f)z §7n~(detf)% < - (det L)n <H)\>
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Aus dieser Ungleichung folgt durch Erheben in die Potenz 5§ und Multiplikation mit [T, A die
Behauptung;:

|
Eine untere Schranke fiir das Produkt der sukzessiven Minima ist die Gitterdeterminante:
Satz 3.2.13
Fiir jedes Gitter L vom Rang n gilt:
[]* = detL
i=1
Beweis. Seien ay,as,...,a, linear unabhingige Gittervektoren mit ||a;|| = A; fiir i = 1,2,...,n.
Weil L(ay,as,...,a,) ein Untergitter von L ist, gilt:
(3.8) det L(a1, a9, ...,a,) > det L
Andererseits gilt nach der Ungleichung von Hadamard:
(3.9) [ llaill > det L(ay, az, . .., an)
i=1
Aus den Abschétzungen (3.8) und (3.9) folgt die Behauptung []}"_; A; > det L. |

3.3 Gauge-Funktionen und Minkowski-Sitze

Wir fithren Gauge-Funktionen ein (siehe u.a. [GrLek87, Siegel89]) und formulieren die beiden
Minkowski-Sétze fiir das Gitter Z™ und anschliefend allgemein. Wir definieren zunéchst den Begriff
des konvexen Korpers:

Definition 3.3.1 (Konvexer Kérper)
Ein konvexer Kérper B C R"™ ist eine beschrinkte, konveze, offene Menge.

Die Menge 9B zu einem konvexen Korper umfafit genau alle Punkte p € R™ \ B, so daf in jeder
Umgebung von p ein Punkt aus B liegt.

YyEOB \ z=py

Abbildung 3.3.1: Veranschaulichung der Gauge-Funktion
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Definition 3.3.2 (Gauge-Funktion)
Sei B C R™ ein konvezer Kérper mit 0 € B. Die Gauge-Funktion f : R™ — [0, 00[ ist wie folgt
definiert:

0 fallsx=0
f):=<1 fallsxz € dB
u fallsx #£0,2¢ 0B, x=py mity € OB und p >0

Fine Gauge-Funktion f heifit gerade, falls fiir alle x € R™ gilt f(—x) = f(x).

Wir erhalten die ¢5-Norm mit
B:={(z1,22,...,2,) €R" : 2 + 23 +...22 <1}
und die sup-Norm mit:
B :={(z1,22,...,2y) €ER" : |x5| <1firi=1,2,...,n}

Es gilt:

Satz 3.3.3
Sei f Gauge-Funktion eines konveren Kdorpers B C R™ mit 0 € B. Dann gilt fir x,y € R":

a) f(p-x)=p- f(z) firp>0
b) f(x) >0 firz#0 und f(0)=0
¢) flz+y) < fl2)+ f(y).

Beweis. Siehe [Siegel89, Theoreme 4, 5 und 6]. |

Satz 3.3.4
Sei f:R™ — R eine Funktion mit:

a) f(p-xz)=p- f(z) firp>0 und x € R™
b) f(z) >0 firx#0
¢) flz+y) < fla)+ f(y)

Dann ezistiert ein konvexer Kérper B C R™ mit f als Gauge-Funktion.
Beweis. Seich [Siegel89, Theorem 7] mit B :={z € R™ | f(z) < 1}. |

Sei B C R” ein konvexer Korper. Der Punkt 0 ist Zentrum von B, falls:

redB <<= —x€c€0B

Satz 3.3.5
Sei f eine Gauge-Funktion eines konvexen Korpers B. Genau dann ist 0 das Zentrum von B,
wenn f gerade ist.

Beweis. Siehe [Siegel89, Theoreme 8 und 9]. |
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Die geraden Gauge-Funktionen entsprechen genau den Normen. Der erste Satz von Minkowski
lautet in Form der Gauge-Funktionen (vergleiche Satz 3.1.5 auf Seite 39):

Satz 3.3.6 (Erster Satz von Minkowski)
Sei f : R™ — [0, 00| eine gerade Gauge-Funktion zum konvexen Kérper B C R™. Falls vol(B) > 2™,
existiert ein g € Z™ \ {0} mit f(g) < 1.

Beweis. Siehe [Siegel89, Theoreme 10 und 11]. |

Aus dem ersten Satz von Minkowski folgt:

Korollar 3.3.7
Sei f : R™ — [0, 00| eine gerade Gauge-Funktion zum konvezen Korper B C R™, pn:= min  f(x)

zeZ™ \{0}
und V := vol(B). Dann ist u"V < 2.

Beweis. Zu v > 0 bezeichne B, := {& € R" | f(z) <v}. Es gilt vol(B,) = v"V und fiir 0 <
v < vy ist B, C B,,. Setze

vo:=sup{r>0|B,NZ" ={0}}

B,, ist offen und enthélt auBler dem 0-Punkt keinen ganzzahligen Punkt. Aus dem ersten Satz von
Minkowski 3.3.6 folgt:

(Vo)nV <o

Wir zeigen p < 1vp: Angenommen, es sei y > vy, d.h. es gibe ein € > 0 mit vy + € = p. Aus
der Definition von vy folgt, dafl ein Punkt g € Z™ \ {0} mit g € B, existiert. Dies ist ein
Widerspruch:

flg) <wt+e=pn= ;cegii{l{o} f(z) < f(9)

Bemerkung: Aus der Definition von v folgt, da p < vy nicht moglich ist, dal vy = p gilt. |

Die Aussage von Satz 3.3.7 kann man verschérfen und erhélt den zweiten Satz von Minkowski:

Satz 3.3.8 (Zweiter Satz von Minkowski 1907)
Seien A1, Aa, ..., A\, die sukzessiven Minima des Gitters Z™ beziiglich der geraden Gauge-Funktion
f:R" = [0,00[. Sei V das Volumen des konvexen Korpers B := {x € R" | f(z) < 1}. Dann gilt:

n

2
— <V A1 A\, <27

n! —

Beweis. Siehe Paragraph 9.1 in Kapitel 2 in [GrLek87]. Fiir die obere Schranke siehe auch
Theorem 16 aus [Siegel89] mit Beweis in Lecture IV. |

Als zweiten Satz von Minkowski bezeichnet man in der Literatur im allgemeinen nur die obere
Schranke.

Satz 3.3.9 (Zweiter Satz von Minkowski fiir allgemeine Gitter)

Seien A1, Ao, ..., A\, die sukzessiven Minima des vollstindigen Gitters L C R™ beziglich der
geraden Gauge-Funktion f : R™ — [0,00[. Sei V das Volumen des konvexen Korpers B :=
{z e R" | f(z) < 1}. Dann gilt:

det L
n!

V n
§2—n~il;[1)\i§detL
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Fiir den Fall, da} f die sup-Norm ist, also

B:={(z1,22,...,2,) ER" : |zy| <1firi=1,2,...,n},
gilt V' = 2". Fiir jedes vollstédndige Gitter L C R™ erhalten wir aus dem zweiter Satz von Minkow-
ski:

n

H )\z’,oo S det L

i=1



Kapitel 4

Gaufl’sches Reduktionsverfahren

In diesem Kapitel stellen wir das Gaufi’sche Reduktionsverfahren fiir zweidimensionale Gitter vor.
Das Verfahren stellt eine Verallgemeinerung des (zentrierten) Euklidischen Algorithmus’ dar. Wir
werden das Reduktionsverfahren fiir den Spezialfall der Euklidischen Norm und den allgemeinen
Fall einer beliebigen Norm kennenlernen.

Waéhrend wir in Kapitel 3.1 an einem Beispiel gesehen habe, dafl es im allgemeinen keine Basis
mit Vektoren der Lénge der sukzessiven Minima gibt, existiert im Fall eines zweidimensionalen
Gitters stets eine solche Basis.

4.1 Reduzierte Basis

Wir fithren einen Reduktionsbegriff fiir Basen mit zwei Vektoren ein:

Definition 4.1.1 ((Gauf3-)reduzierte Basis)
Eine geordnete Gitterbasis a,b € R™ ist (Gauf-)reduziert beziiglich der Norm ||-||, wenn:

llall < o]l < [la =l < la+ 0]

Betrachten wir den Fall, da8 die Norm durch das Skalarprodukt gegeben ist: ||z|| = /(z, z). Fiir

den Gram-Schmidt-Koeffizienten o1 = <“—f§ gilt:

lla

pon < 2 = ol < la— b
pe1 > 0 = |a=b|| <la+b]

Damit ist die Basis a, b genau dann reduziert, wenn:

a) llafl < ||
b) 0 < p21 <3

Im Vergleich zur gewichtsreduzierten Basis fordern wir, daf§ nicht nur der Betrag von 5 1 zwischen
0 und % liegt, sondern der Wert selbst. Dies kénnen wir stets durch den Ubergang von b zu —b
erreichen. Grafik 4.1.1 zeigt die Reduktionsbedingung im Fall des Standard-Skalarproduktes. Der
Winkel ¢ zwischen den beiden Gittervektoren der reduzierten Basis liegt im Bereich von 60° bis
90°, denn:

(a,b) [lall

cosd = o = iy o
lall - T &

o1
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p21 =0

\
—

_— llall = 1lol

S

Abbildung 4.1.1: Reduzierte Basis fiir Standard-Skalarprodukt

Wegen 0 < o1 < 1 und ||| < [|b]] ist:

1
O§COS¢§§

Im Fall py 1 = 0 ist mit a,b auch —a, b reduziert. Im Fall po 1 = % ist mit a,b auch a,a — b

reduziert. Im Fall ||a|| = ||b]| ist mit a,b auch b, a reduziert. In den {ibrigen Fillen gibt es nur die
reduzierte Basis +a, £b.

Satz 4.1.2
Fiir eine reduzierte Basis a,b € R™ sind ||a|| und ||b|| die beiden sukzessiven Minima des Gitters
L = Za + Zb.

Beweis. 0.B.d.A. sei ||a|| < ||b||. Die Behauptung lautet:

lall < [|lra + sb]| V(r,s) € Z* \ {(0,0)}
6]l < |lra + sb|| Vr € Zund s € Z \ {0}

Diese Ungleichungen folgen in Verbindung mit der Reduktionsbedingung ||b|| < ||a £ b|| aus:

lall <[]
(4.1) lall < [[rall vreZ\ {0}
16l < [[€a + nbll vEn € R mit [¢], |nf > 1

Wir zeigen die Ungleichungen (4.1). Betrachten wir Grafik 4.1.2: Die Norm nimmt ihr Minimum
in jedem der vier gepunkteten Bereiche in den Punkten 4a 4+ b an. Auf jeder der dicken Linien
liegen die Gitterpunkte, von denen der mittlere Punkt die minimale Norm hat, d.h.:

[Fa—=b > |+al| < |£a+0
[—axdl > [I£b] < Jlatal
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Abbildung 4.1.2: Reduzierte Basis a,b

Die Konvexitét der Norm sichert fur |¢] > 1:

[Fa+ &bl > [F+a+b| [[+al

2
[Fat bl = [Fatb]| = [0

Damit haben die Punkte +a+b minimale Norm auf der dicken Linie. Wegen der Konvexitéat nimmt
die Norm ihr Minimum in den gepunkteten Bereichen am Rand an, also auf den dicken Linien.
|

Definition 4.1.3 (Wohlgeordnete, reduzierte Basis)
Fine geordnete Gitterbasis a,b € R™ heifit wohlgeordnet reduziert beziiglich der Norm ||-||, wenn:

lall < lla =bl} < o]

4.2 Algorithmen

Wir lernen Algorithmen zur Reduktiom zweidimensionaler Gitter kennen. Wir stellen ein Verfahren
fiir allgemeine Normen und fiir den Spezialfall der Euklidischen Norm vor.

4.2.1 Reduktionsverfahren fiir Euklidische Norm

Der Algorithmus 4.2.1 reduziert eine Basis beziiglich der Euklidischen Norm. Eine Iteration des
Algorithmus’ 4.2.1 reduziert b gemé8 b := b— [ 2,1 |a und vertauscht anschlieend a und b. Offenbar
ist die Ausgabe korrekt.

Satz 4.2.1
Bei Eingabe von a,b mit ||a|| < ||b]| endet Algorithmus 4.2.1 nach hdchstens

vielen Iterationen.

Beweis. Siehe Satz 4.4 von [Schnorr94b]. |
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Algorithmus 4.2.1 Gaufi’sches Reduktionsverfahren fiir Euklidische Norm

EINGABE: Gitterbasis a,b € R™ mit ||a|| < ||b||

1. WHILE |p2,1| > 2 DO

0
1.2. IF ||a|| > ||b]| THEN vertausche a und b

END while
2. b:=0b-sign(pa,1) /* wir erreichen p2q > 0 */

1.1. [a,b] := [a,b] - {—Uiz,d 1}

AUSGABE: Reduzierte Basis a,b

Algorithmus 4.2.2 Gaufi’sches Reduktionsverfahren fiir beliebige Norm

EINGABE: Gitterbasis a,b € R"™ mit |la| < |||

1. WHILE ||b > ||a — b]| DO
1.1. b:=b— pa, p € Z so gewihlt, daBl ||b — pa|| minimal
1.2. IF ||a + b|| < |ja — b|| THEN b := —b
1.3. Vertausche a und b

END while

AUSGABE: Reduzierte Basis a,b

4.2.2 Reduktionsverfahren fiir beliebige Norm

Das Gaufi’sche Reduktionsverfahren wurde auf beliebige Normen verallgemeinert (Algorithmus
4.2.2). Eine ausfiihrliche Analyse findet sich in der Originalarbeit [KaSchn96] von M. Kaib und
C.P. Schnorr sowie in M. Kaibs Dissertation [Kaib94]. Dort werden effiziente Algorithmen fiir den
Schritt 1.1 in der /;- und sup-Norm vorgestellt.



Kapitel 5

LLL-reduzierte Gitterbasen

Der folgende Reduktionsbegriff fiir geordnete Gitterbasen by, bs,...,b, € R™ beliebigen Ranges
n wurde 1982 von A.K. Lenstra, H'W. Lenstra und L. Lovédsz [LLL82] vorgeschlagen. Er bezieht
sich auf die Euklidische Norm.

5.1 Definition und Eigenschaften

Wir fithren den Begriff der LLL-reduzierten Basis ein und beweisen Eigenschaften einer LLL-
reduzierten Basis, inbesondere wie gut die Lénge des ersten Basisvektors das erste sukzessive
Minimum des Gitters approximiert. Seien by, bs,...,b, das der Basis by,bs,...,b, zugeordnete
Orthogonalsystem und g, ; (1 < 4,5 < n) die Gram-Schmidt-Koeffizienten.

Definition 5.1.1 (LLL-reduzierte Basis)
Eine geordnete Gitterbasis by,ba, ..., b, € R™ heifit LLL-reduziert (L*-reduziert) zum Parameter

5miti<6§l, wenn:
a)\,ui,j|§% firl<j<i<n

b) 6 bosll® < Ibell? + 43 oy - [besll®  firk=2,3,...,n

Die erste Eigenschaft ist das Kriterium der Langenreduktion (vergleiche Definition 2.3.1 auf Seite
30). Der Parameter § beeinflufit die Giite der reduzierten Basis: Je grofier der Wert, desto stéiirker ist
die Basis reduziert. A.K. Lenstra, H-W. Lenstra und L. Lovasz [LLL82] haben die LLL-Reduktion
urspriinglich nur fiir den Parameter § = % definiert. Mit der orthogonalen Projektion

7 : R™ — span(by, ba, . . . ,bk_l)L
kann man die zweite Bedingung wie folgt schreiben:

8 - w1 (br-)|* < mi—a (be)|* fiie b =2,3,...,m

Falls die Basis aus zwei Vektoren besteht, erhalten wir mit 6 = 1 eine Gaufl-reduzierte Basis. Es
sei T : span(by, ba, ..., b,) — R™ die Isometrie mit

o~

T(b;) = |[bi]| - e; firi=1,2,...,n,

95
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wobei e; der i-te Einheitsvektor im R™ sei. Die Basismatrix [T'(b1),T(b2),...,T(by)] des zu L
isometrischen Gitters T'(L) ist eine obere Dreiecksmatrix:

LZUC R e
T, Tl = | © 17l 0 1 '
. R N
Lo 0wl g
[lbal . _—
* * *
_ b1 Mk,kf/l\”/b\kfl” .
0 16l
*
: [
Die Basis by, b2, ...,b, € R™ ist genau dann LLL-reduziert mit §, wenn:
a) die Basis by, bs, ..., b, lingenreduziert ist;

b) wenn die 2 x 2-Matrizen auf der Diagonalen:

Bl e [[Brr ]
0 16|

fir k = 2,3,...,n LLL-reduziert zum Parameter § sind.

Sei b1, b2, ..., b, LLL-reduziert mit J, dann ist my(bx), 7t (bg+1), - .., Tk(b;) LLL-reduziert mit §
fir 1 <k < j <n. Wir untersuchen im weiteren Eigenschaften LLL-reduzierter Gitterbasen.

Lemma 5.1.2

Sei by, ba,...,b, LLL-reduziert zum Parameter . Dann gilt fir o = —

5 T°

bl < @~ - |lbgl|* - fir L<i<j<n

Speziell mit § = 2, o = 2 ist [[by]|> < 291 - ||3j||2, so daf die Langenquadrate fiir grofies j nicht

beliebig klein werden kénnen.

Beweis. Aus den Eigenschaften a) und b) der LLL-Reduktion folgt:

~ b) Y a) .
8 (1ball® < Mbigall® + g sllball® < Nbigal|® + El10:]12

und somit:
(6= 3) lIball* < [lbia|I?
~——
=1/«
Die Behauptung folgt durch Induktion iiber j — 3. |
Lemma 5.1.3

Sei by,ba,...,b, eine Basis des Gitters L. Dann gilt firi=1,2,...,n:

A; > min b

1=5,j+1,..,n
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Beweis. Es gibt linear unabhingige Vektoren ay,as,...,a, € L, so daB |la;|| = A;(L) fiir j =
1,2,...,n. Sei

ap = itikbi = ifzkgz fir k = 1,2, Loy
i=1 i=1

Dabei sind die Koeffizienten t;;, ganzzahlig und die #;;, reell. Sei

w(k) :=max{i : t;x # 0}

Da die Vektoren by,ba,...,b,) linear unabhéngig sind, gilt fu(k)yk = lumk)x € Z. Wegen der
linearen Unabhéngigkeit der Vektoren as,as, ..., a; gibt es zu jedem j ein k < j mit u(k) > j.
Denn aus der Annahme p(k) < j fiir k= 1,2,...,7 folgt

a1,a2,...,a; € span(bi,ba,...,bj_1),
so daf a1, ag, ..., a; linear abhéngig sind — Widerspruch. Wir erhalten:
2 32 - - . ~
S 2 N = Nl 2 B il 1”2 lbue I” 2 min 16l
|

Wiéhrend die untere Schranke zu A; in Lemma 5.1.3 fiir beliebige Basen gilt, zeigt folgender Satz,
dafl die Langen ||bj|| im Fall LLL-reduzierter Basen ,grobe“ Approximationen der sukzessiven
Minima A; sind.

Satz 5.1.4 (Lenstra, Lenstra, Lovasz 1982)

Sei by, ba, ..., b, mit Parameter 6 LLL-reduzierte Gitterbasis. Dann gilt fir o = —

5-I°

b) 2 <ol firj=1,2,....n
o) okl <o~ |b; )12 fiirk <

Beweis. Wir zeigen zunichst die erste und dritte Aussage. Es gibt ein k£ mit 1 < k < j und
Aj < ||bgl|l- Es folgt:

AT < lbw)®
k—1
< lbwl* + % Z 11641 (wegen beiden LLL-Eigenschaften)
i=1
k—1
< [|b; 7 (oﬂk +1 Zoﬂz> (nach Lemma 5.1.2)
i=1
k—1
< ||bj||2a]71 <Oz1k + % Zalz>
i=1

Die obere Schranke fiir ||by||” gilt fiir alle k und j mit k < j (3. Aussage). Fiir die erste Aussage
der Behauptung zeigen wir:
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. _ . . . . . —1 _ 1 3.
Fiir k = 1 gilt offenbar die Ungleichung. Fiir £ > 2 gilt wegen ™" =0 — 5 < 4:
k— k—1 3\ k-1
1-k 1 Z 1—14 < 3 + 1 . 1 — (Z) — 1 . 1 = 1
"1 — 4 1-3 4 1-3
——
geom. Reihe

Damit sind die erste und die dritte Behauptung gezeigt. Nach Lemma 5.1.3 gibt es ein k > j, so
daB A; > [|bg||. Aus Lemma 5.1.2 folgt:

)\? > |[bg || (wegen Lemma 5.1.3)
>a M. ||ZJH2 (wegen Lemma 5.1.2)
>a M. Hijz (wegen 3. Aussage des Satzes mit k = j)
> a7 ||b |7 (wegen k < nund a > 1)
|
Wir folgern:
Korollar 5.1.5
Sei by, b, ..., b, mit Parameter § LLL-reduzierte Basis des Gitters L. Dann gilt fiir o = 5,11
4
2 n-1 2
a) |[bu]]” < a”="(det L)»
n
b) TT 150" < al®) (det £)?
i=1
Beweis. Esist []\, Hb |2 = (det L)2. Wegen der dritten Aussage des Satzes 5.1.4 gilt:
loa|* < 1ol - 0
Es folgt:
o] < ala®-- ! H [Bil1? = a(2) - (det £)2
Somit gilt die erste Aussage: [|b1]*> < « £ (det L) = . Die zweite Aussage folgt aus T, ||EZ||2 =
(det L)2 und [|bs]|* < [[bs]|2ai =2, der dritten Aussage von Satz 5.1.4. |

5.2 Lovasz-Verfahren zur LLL-Reduktion

Wir geben ein Verfahren an, um eine Gitterbasis in eine LLL-reduzierte Basis desselben Gitters
zu iiberfithren. Wir analysieren die Laufzeit und die Gréfle der Koeffizienten wihrend der Berech-
nung. Wir verallgemeinern das Verfahren auf Erzeugendensysteme, deren Vektoren nicht linear
unabhéngig sein miissen.

5.2.1 Algorithmus

Das Lovéasz-Verfahren, Algorithmus 5.2.1, transformiert zu gegebenem 9§, % < § < 1, eine ganz-
zahlige Gitterbasis in eine mit Parameter & LLL-reduzierte Basis desselben Gitters. Bei jedem
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Algorithmus 5.2.1 Lovasz-Verfahren zur LLL-Reduktion

EINGABE: > Gitterbasis b1, bs,...,b, € Z™
> Parameter § mit i <d<1

1. k:=2  /x kist die Stufe */
2. Berechne y; ; fiir 1 < j <i <n und HEH2 firi=1,2,...,n
3. WHILE k£ <n DO
/% Tnvariante: by, ba, ..., by_1 ist LLL-reduziert x/
3.1. Léngenreduziere by und korrigiere py, ; fiir j =1,2,...,k -1
3.2. IF 6 - [br—1 )1 > [bell? + 13 1 [r—1]|> THEN
3.2.1. br_1 < by, d.h. vertausche b;_1 und by
3.2.2. k:=max(k—1,2)
ELSE k:=k+1
END while

AUSGABE: Mit § LLL-reduzierte Basis by, bs,..., b,

Austausch by_; < by miissen die GroBen |[bl|2, |[br_1]/2 und g, g fiir v = k — 1,k und

1 =1,2,...,n neu berechnet werden (siche Beweis Lemma 5.2.3). Die Korrektheit folgt aus der
Invariante: Bei Eintritt in Stufe k ist die Basis by, bo, ..., br_1 LLL-reduziert mit §. Am Ende ist
k =n+ 1 und die gesamte Basis b1, bs, . .., b, ist reduziert.

Wir analysieren die Laufzeit des Lovész-Verfahrens, Algorithmus 5.2.1, zur LLL-Reduktion.
Wir betrachten die Determinanten von Teilgittern:

(5.1) D; == det L(by, b, ..., bi)? = det [(b, be)]y <y y<; = [ ] 1155112
j=1

Wir arbeiten mit den Quadraten der Gitterdeterminanten, weil diese fiir ganzzahlige Basisvektoren
ebenfalls ganzzahlig sind. Wir setzen:

(5.2) D:=]]D;
j=1
Lemma 5.2.1
Fiir ganzzahlige Fingaben by,ba, ..., b, € Z™ stoppt das Lovdsz- Verfahren nach mazimal

POglM (DStart)J

vielen Austauschen by_1 < by. Fiir M := max; ||bZ-Sm”tH2 gilt:

# Austausche < <Z> logy,s M

Beweis. Fiir j =1,2,...,n ist D; stets (d.h. im Lauf des Verfahrens) ganzzahlig und positiv.
Wir zeigen, daf8 jeder Austausch D" < § - D! bewirkt. Wegen DF?d¢ ¢ N impliziert dies:

1 #lterationen 1 #lterationen
(53) DStart Z DEnde . (6> Z (6>
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Und wir erhalten den ersten Teil der Behauptung. Die Gitter L(by,bs,...,b;) mit j # k—1 werden
beim Austausch by_1 < by nicht veréindert. Also bleiben die Determinanten D; mit j # k — 1
erhalten. Aufgrund der Bedingung wird nur dann ausgetauscht, falls:

~

~ ~ 2 ~
O BRI > ORI + (i)™ - IBREN® > (IR 2

=l 12
Wegen Dy_q = Hf;ll ||R||2 bewirkt der Austausch by_; « by, daB:
D <6 Dty
Es folgt aus (5.2), daB D®¢" < § - D3, Wir erhalten die erste Behauptung aus (5.3). Die zweite

Behauptung folgt aus Dt < M fiir i = 1,2,...,n — 1 und DStart < M3, [ |

Welche Laufzeit hat der Algorithmus fiir reelle Gitterbasen? Fiir § < 1 stoppt das Lovasz-
Verfahren, allerdings weifl man bisher nur fiir § < 1, daf§ die Laufzeit polynomiell ist.

Lemma 5.2.2 N
Sei by, ba,...,b, € R™ eine reelle Eingabebasis und M := max; ||b;||?. Dann stoppt fiir 6 < 1 das
Lovdsz-Verfahren nach hochstens

~ 2(n—j
e A N I MY | (n
log, /5 H 3 () < 5 | 108175 SV REAC log; /5

j=1 J 1

vielen Austauschen by_1 < by (7, ist die Hermite-Konstante der Dimension j)

Beweis. Es gilt

n—1
pStart _ H 1B; 129 < M)

Jj=1

und DFrde — H;:ll Dj, wobei wir D; durch Minkowskis Ungleichung nach unten abschétzen
durch:

J J
D =[] Ibill* = ()7 T 22
=1 =1

Mit M = max; |[b;]|? und der einfachen Abschétzung 7v; < j aus der Bemerkung 3.2.2 auf Seite 41
folgt:

DStart
# Austausche < log; /5 ( )

DEnde
BN

< logy 5 (A—j> ()
j=1 \ "/

n—1 M n—j n—1 .
< logy s <p) +logy s H n’
1
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Wir erhalten:

n—1

M .
# Austausche < (Z) logy /5 (P) + Z logy /51’
1 j=1

< (" M n
<y )lo8ys 32 1y ) logsn

Nachdem wir die Anzahl der Austausch by_1 < bg im im Lovész-Verfahren analysiert haben,
wollen wir im folgenden die Anzahl der arithmetischen Schritte fiir einen Austausch im Lovész-
Verfahren abschétzen:

Lemma 5.2.3
Der Austausch by—1 < by, bewirkt mit pi := pig k-1 und p"°" := ppS , dap:

Bl

a) Hneuw = M =
1R 112

b) [Mziu ’ Mze—ul,i:l = [Mk?*l,i ) /'Lk,z] fur 1= 17 2a tee k—2.

Beweis. Wir beweisen die vier Behauptungen einzeln (beachte: Bk und 31%1 stehen senkrecht
aufeinander):

a) Wegen

<bzeu»,b\28_u1> <bk71»/5k + /igk71>
Hneu = = - =
16k 112 16R3 112

erhalten wir:

<bk_1,/l;k> + <bk—17,u/5k—1> ,UH/b\k—1||2

Hneu = = =
[[6R3 112 1R 112

b) offensichtlich.

Wir schitzen die Anzahl der arithmetischen Schritte fiir einen Austausch im Lovasz-Verfahren
nach oben ab durch:

Satz 5.2.4
Ein Austausch bg_1 < by geht in O (k) arithmetischen Schritten. Die Lingenreduktion von by
gelingt in O (nk) arithmetischen Schritten.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Lemma 5.2.3. Die zweite Behauptung beriicksichtigt, daf
der Schritt by = by — ub; die Gram-Schmidt-Koeffizienten wie folgt veréndert:

My = i — [ [y firi=1,2,...,j
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Wir haben die die Anzahl der arithmetischen Schritte im Lovész-Verfahren analysiert. Wie grof3
konnen aber die wihrend des Lovasz-Verfahrens auftretenden Zahlen werden? Wir untersuchen
diese Fragestellung und versuchen, die Grofle der Koeffizienten wéhrend der Berechnung nach oben
abzuschétzen.

Lemma 5.2.5
Fiir eine ganzzahlige Eingabebasis by, bs, ... by, € Z™ gilt:

a) D;_ /l;z ez™
b) Dj “ iy € Z

Jo
Dabei ist D; = det L(by, ba,...,b;)% = [] ||b:]|* ganzzahlig.
i=1
Beweis. Wir werden die zweite Aussage aus der ersten folgern.
a) AUS [bl,bg, .. ,bn} = |:/51,/i)\2, e 7/b\n:| . [,U/iyj]T fOlgt fﬁr [Vij] = [/J,i’j}ill

[31,32, . ,En} = [b1,ba,...,by] " [Vij]T

Dabei ist [v;;]T wie [u; ;] eine obere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen. Wegen
<3¢,bj> — 0 fiir j=1,2,...,i— 1 folgt aus b; = b; + 30—} v;yb, und vy = 1:

i—1
_<bi;bj>:ZVit<btabj> fﬁrj:1,2,...,i—1
t=1
Diese ¢ — 1 Gleichungen definieren v;1,v49,...,v;,;—1. Die Determinante des Gleichungssy-

stems ist:
Di—y = det [(bj, br)]y < iy
Da D;_; # 0, folgt aus der Cramer’schen Regel:
Diwy €7  firj=1,2,... i1
Da b; = b; + .7 vi;b; und by, by, ..., b, € Z™, folgt die Behauptung D;_1 - b; € Z™.
b) Nach Definition (5.1) der Determinanten D; = ngl I[bs 12 gilt:

(5

1651

Djpi;=D;- =D, - <bi,3j> - <bi,Dj_1 -Zj>

Aus der ersten Aussage, Bj -Dj_, € Z™, folgt <bi, D;_y Zj> € Z. Wir erhalten die Behaup-
tung D; -y, 5 € Z.

Die Gréfle max; ||32H2 wéchst nicht und die Gréfle min; ||BZH2 fallt nicht im Laufe des Lovéasz-
Verfahrens. Die erste Aussage gilt, weil fiir jeden Austausch b1 < by gilt:

~

a) BRI <6 - B 2
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b) [l < flbgy 112

Die zweite Aussage folgt aus:
) B2 > 32

b) B2 > 50 5P

63

Wir geben Schranken fiir die Zéhler der im Lovész-Verfahren auftretenden, rationalen Zahlen p; ;

an. Zur ganzzahligen Eingabebasis b1, bo, ..., b, € Z™ sei im folgenden

M:= max |b]?
1=1,2,....n

Lemma 5.2.6
Im Lovdsz-Verfahren gilt bei Eintritt in Stufe k mit o := 5_11 firi=1,2,...
4
1+ 3
a) ||bi]* < — M
2 _1+3 i1 L
) s < 2w g <k

Beweis. Wir zeigen beide Behauptungen:

1. Da b; langenreduziert ist, gilt fiir ¢ < k:

N

i 2
2 N > ? N
e S e Y e N 1
= J=1,2,...i—
Mit M = max;=1,2,...,n ||bZH2 fOlth
1 3
a2 < M+ 1= =2

4

Fiir i > k schlieBt man durch Induktion iiber die Iterationen, daf die Ungleichung ||b;]|* <

%M erhalten bleibt:

e Fiir k£ = i gilt die Ungleichung, da bg_1,br beim Austausch by_1 < by ldngenreduziert

sind.

e Fiir ¢« > k gilt die Ungleichung nach Induktionsannahme, da der Vektor b; nicht

verandert wird.

2. Allgemein gilt nach Definition der Gram-Schmidt-Koeffizienten und der Cauchy-Schwarz-

Ungleichung;:

71y Vg . . 12 i
A I 171l 171 iy 1
16511 16511 165117

2
i g™ =

Aus der ersten Aussage, Lemma 5.1.2 (b1, ba,...,bp—1 ist LLL-reduziert), und b; € Z™

erhalten wir:
143

|,ui,j|2 < . M - Hij*Q (wegen 1. Aussage: HszQ < "T'H)’M)
13 ' R
< l—z Mooy 72 (wegen Lemma 5.1.2)
i+ 3 i n
< Mol (wegen [|b1]| = [|b1]| € Z)

N
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Lemma 5.2.7
Im Verlauf von Stufe k gilt stets fir j =1,2,...,k—1:

s k+3 90\ "1
|#k7j| ST'M' Z

Beweis. Auf Stufe k bewirkt der Reduktionsschritt
b == b, — [pk,i] - bi
der Langenreduktion, daf§ fir j =1,2,...,k — 1 gilt:
(5.4) kg = i — Ml i
~~
[pi,51<1/2

Jeder der k — 1 Schritte (5.4) veréndert My := max; =12

I ERREE)

M, + % das neue M} nach oben abschéitzen kénnen durch:

k—1 |k, ;] so, dafl wir wegen [py ;] <

(55) ergleu S M]?lt + % (M,?lt + %) S % . Ml?lt +%
Nach Lemma 5.2.6 gilt bei Eintritt in die Stufe k, daf3
k
M, < %3 Mokt

Wegen Abschiitzung (5.5) erhoht sich die Grole My, im Verlauf der Stufe & hochstens um den

Faktor (%)kfl (der Summand i kann vernachléssigt werden). Also:

2(k—1) k—1
2 3 k'+3 k—1 k/’+3 90&
12 < [ 2 A2 Mo " M- =
5| = (2) ( 1 @ 4 1

Daraus folgt die Behauptung. |

Beim Eintritt in die Stufe £ kénnen die GroéBen p; ; mit j > k sehr grof sein und das Verfahren
ist nicht mehr stabil. Fiir j > k gilt anstelle der zweiten Aussage von Lemma 5.2.6 nur die Schranke

n—+3

) ,
lpi g™ < - M7,

denn mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir

~\ 2
b;, b 2 2 2
(oBi) o B2 _ Il

i * € At < T ==
16;11* 165114 1165112
so dafl wegen D; = g=1 ||BZ||2 und wegen Lemma 5.2.6 auf Seite 63 gilt:
D;_ 3 3 .
pisl? < Il ot < BEE M Dy < B
’ D, 4

Das Lovész-Verfahren mit iterativer Orthogonalisierung (Algorithmus 5.2.2) vermeidet die Gréien
i ; mit j > k und rechnet auf Stufe k£ nur mit den Gréfen p; ; mit 1 < j <4 < k. Die Formeln

von Schritt 2 des Algorithmus’ 5.2.2 sind geeignet, wenn p; ; und ||EZ||2 Gleitkommazahlen sind.
Weil die Basis by, b, ..., bx_1 schon LLL-reduziert ist, gilt nach Lemma 5.1.2 auf Seite 56 und

6; :bll
b5 > lbal* 0’ =7 fir = 1,2,k

Die Divisoren ¢; = HBJH2 bei der Berechnung von gy ; in Schritt 2 sind daher nicht beliebig klein.
Dies ist wichtig fiir die Begrenzung von Gleitkommafehlern.
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Algorithmus 5.2.2 Lovasz-Verfahren mit iterativer Orthogonalisierung

EINGABE: © Gitterbasis by, bo,...,b, € Z™
> dmit + <d<1

1. ¢y o= ||by]?, k=2  /* kist die Stufe %/
/* Bei Eintritt in die Stufe k liegen vor:
o pijfir1<j<i<k
o ci = |[ba]|? fiir 1 <i <k
*/
2. WHILE k£ <n DO
2.1. IF k = 2 THEN ¢; := ||by|?
2.2. FOR j=1,2,...,k — 1 DO

iy by) = I gtk ic

I, =
J ¢;
END for
k_
2.3. ¢ := (bg, br) — ijll ui)jcj
2.4. Liangenreduziere by und aktualisiere pig 1, ftk,2, - - -, bk, k—1

2.5. IF dcp—1 > ¢ + ,uﬁ’k_lck,l THEN
2.5.1. bi_1 < by, d.h. vertausche b;_1 und b
2.5.2. k:=max(k—1,2)
ELSE k:=k+1
END while

AUSGABE: Mit 6 LLL-reduzierte Basis b1, bs, ..., b,

Satz 5.2.8
Bei ganzzahliger Eingabebasis by,ba, ..., by, € Z™ mit M := max;=1,2,..n Hb¢||2 macht das Lovdsz-
Verfahren mit iterativer Orthogonalisierung (Algorithmus 5.2.2)

O(ngm (1 + nlogy s M))

arithmetische Schritte durch auf den rationalen Zahlen |p;;| < /™2 - M7 und |uy,;

<

\/”TH~M(%TO‘)]€71, HZJHQ < M, den Vektor b; mit ||b;])* < o3 . M. Die Zihler und Nenner
dieser rationalen Zahlen sind absolut durch

1 In+3 9a\"
M" 2 =
()

beschrankt.
Beweis. Nach Lemma 5.2.1 gilt:

#Austausche < (;L) -logy /s M = O (n2 logy M)
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WEeil die Stufe k£ zu Beginn des Algorithmus’ 2 und am Ende n + 1 ist, gilt offenbar:
#lterationen < n — 1 + 2 - #Austausche

Zu jeder Iteration mit Austausch und Stufenerniedrigung gibt es hochstens eine Iteration ohne
Austausch, welche die Erniedrigung der Stufe kompensiert. Jede Iteration erfordert O (nm) arith-
metische Schritte. Es folgt die behauptete Schranke fiir die Schrittzahl.

Nach Lemma 5.2.5 sind die Nenner der Zahlen p;; fir j < n durch D; < M"1 beschriinkt.
Nach der zweiten Aussage des Lemmas 5.2.6 und nach Lemma 5.2.7 gilt:

9 mn+3 9a\" !
ailP < M=
|/’[’7]| — 4 <4)

Damit sind die Zéhler von p; ; absolut durch

beschréinkt. Zihler und Nenner von [|b;[|2 = D?il sind durch M/ beschriinkt. Die Koeffizienten
der Vektoren b; sind durch ||b;|| und somit nach Lemma 5.2.6 auf Seite 63 durch vnM beschrinkt.

Damit sind alle im Verfahren auftretenden, ganzen Zahlen durch

n—1

n+3 1 [ 9a\ 2
- M" 2 [ —
P ()

absolut beschrinkt. | |

5.2.2 Lovasz-Verfahren fiir linear abhingige Erzeugendensysteme

Wir haben das Lovész-Verfahren fiir Gitterbasen b1, bs, ..., b, € R™ beschrieben. In diesem Ab-
schnitt wollen wir die L3-Reduktion verallgemeinern auf den Fall linear abhiingige Erzeugenden-
systeme. Seien by, bo, ..., b, € R™ \ {0} beliebige Vektoren, so daf} die Untergruppe

L(b1, b, ... by) = {Ztibi
i=1

diskret, also ein Gitter, ist. Wir fordern im Vergleich zu Gitterbasen nicht, dafl die Vektoren linear
unhéngig sind. Es sei

t1,to,...,tn EZ} gZ"L

~

b; = Wl(bz) S span(bl, bo,..., bifl)l

die orthogonale Projektion von b;. Die Gram-Schmidt-Koeffizienten f; ; erweitern wir, daf die
Identitat

o~

[blv b27 ey bn] - |:/b\17327 ey b’ﬂ:| : [M%JH—SZJSn

wie im Fall von Basisvektoren gilt. Falls b; = 0, muf y; ; = <bi,gj> -|[b;]/~2 sein und sonst kénnen

wir p; ; beliebig wahlen. Wir setzen:

(obi) a6 3, £ 0

0 sonst
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Algorithmus 5.2.3 Lovasz-Verfahren fiir linear abhéngige Erzeugendensysteme

EINGABE: > Erzeugendensystem by, bs,...,b, € Z™ \ {0}
> 6 mit § <d<1

1.cyi= || |?, k:=2  /x K ist die Stufe */
/* Bei Eintritt in die Stufe k liegen vor:
o i fir1<j<i<k
o ¢ = ||bi|? fiir 1<i<k
*/
2. WHILE k < n DO
2.1. IF k = 2 THEN ¢ := ||by|°
2.2. FOR j =1,2,...,k—1DO

i—1
(br, bj) = D125 Mjittici

Hk,j = ¢;
END for
2.3. ¢ := (bg, br) — Zf;ll 147 €5
2.4. Langenreduziere by und aktualisiere pig 1, k2, - - -, bk k—1

2.5. IF b, # 0 THEN
IF bcp—1 > ¢ + u%k_lck,l THEN
br_1 < by, d.h. vertausche bx_1 und by
k:=max(k —1,2)
ELSE k:=k+1
ELSE Entferne by aus der Menge der Vektoren und setze n :=n — 1.

END if
END while

AUSGABE: Mit 6 LLL-reduziertes Erzeugendensystem bq,0bs, ..., b,

Ist der Rang der Matrix [by, ba, ..., by,] gleich r, sind genau n — r der Vektoren 31,32, . ,Bn
gleich dem Nullvektor. Im Lovész-Verfahren mit iterativer Orthogonalisierung mufl man auf Stufe
k erkennen, ob by = 0 ist, da die Division durch ¢, = ||bg||? bei der Berechnung der ji1,; auf
Stufe k£ + 1 nicht durchgefithrt werden darf. Es geniigt, die im Lovéasz-Verfahren entstehenden
Nullvektoren zu eliminieren. Der Nullvektor kann nur durch Langenreduktion von by auf Stufe k
entstehen.

Wir wollen zunéchst zeigen, dafl ¢1, co, . . ., cx—1 zu Beginn jeder Iteration der Schleife in Schritt
2 stets ungleich 0 sind und wir somit nie versuchen, durch 0 zu dividieren.

Lemma 5.2.9 R
Wenn auf Stufe k b, = 0 ist, werden in Schritt 2.5 die Vektoren bp_1 und by vertauscht, sofern
der Vektor by, nicht im ELSE-Teil entfernt wird.
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Beweis. Wegen Bk = 0 ist by € span(by,ba,...,bp—1) und wir erhalten eine Darstellung des
Vektors by:

k1
b= Y fikibi
i=1

Nach der Léngenreduktion von by in Schritt 2.5 gilt fiir die Lingenquadrate der Vektoren wegen
Cr = ||bk||2 =0:

2 2 1
Ck + Hig k—1Ck—1 = Mg —1Ck—1 = Ch—1
Wegen § > % gilt
2
0Ck—1 2 Ck + Hig p—1Ck—1

und wir vertauschen, sofern wir in den THEN-Teil gehen, die beiden Vektoren b;_; und b;. W

Da die Vektoren by, bs, ..., b, ungleich dem Nullvektor sind, gilt insbesondere ¢; = [|by||2 # 0.
Wenn auf Stufe k das Lingenquadrat ¢, = |[bp]|> = 0 ist, entfernen wir den Vektor und wir
dekrementieren k bzw. setzen es auf 2. Induktiv erhalten wir, dafl ¢, cs,...,cr—1 zu Beginn jeder
Iteration der Schleife in Schritt 2 stets ungleich 0 sind.

Satz 5.2.10
Sei by, by, ..., b, ein Erzeugendensystem aus ganzzahligen Vektoren, r := Rang([b1,ba,...,by])
und M := max;=1,2, . n ||bi||2. Dann ist die Anzahl der Austausche by,_1 < by, bzw. Iterationen von

Algorithmus 5.2.83 beschrankt durch:
{(;) logy /s MJ <n—1+n(n—1)log s M
Beweis. Die Determinantenquadrate
D;:=det L(b1,ba,....0)% = [ [b:]?  fiwi=1,2,....n
j=1

sind ganzzahlig. Wir setzen:

D := ﬁD’L

i=
b;

o

Dieser Wert ist ganzzahlig und ungleich 0. Fiir den Anfangswert gilt DS*t < M (2). Falls B eine
Basis ist, stimmt dieser Wert mit dem aus Kapitel 5.2.1 iiberein. Wir zeigen, daf} jeder Austausch
br_1 < by bewirkt:
pren < [ D falls B #£0
~ |i.D% sonst
1

Fiir ¢ # k — 1 bleibt das Gitter L(b1, b, ..., b;) unverdndert und somit auch D; beim Austausch
bi_1 < by. Wir unterscheiden die zwei Fille:

e Im Fall 32‘1‘11 # 0 gilt lejl # 0 und wir erhalten aus

Drer  Dpy [y
Dt DRty g2

die Behauptung D" < § DIt
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e Im Fall 52" = 0 gilt b = 0 und

Dncu D;gle—u]_

Dalt = Dzltl
Wegen 32“ = 0 hat das Gitter L (bl, ceeybi—a, bzlfl) denselben Rang wie das Gitter:

L (bl, Ceey bk_Q, bzlily bzlt) =1L (bla v abk—2? Z:le—ulv bll;eu)
Da by, langenreduziert und ungleich dem Nullvektor ist, mufl das Gitter L (bl, vy br_o, bzlﬁl)
echt enthalten sein in dem Gitter L"". Da beide Gitter den gleichen Rang haben, ist
L (bl, vy bp_g, bzlfl) ein echtes Untergitter von L (b17 ey b2, bR, b‘,;e“) mit Index min-
destens 2. Es folgt
det L (b1, ..., by—o,b0" ) > 2-det L (by, ..., bg—2, bp%, bp")
und wir erhalten wegen D; = det L(by, ba, ..., b;)%:
Dzell S

1 alt
1 -Di2y

Wegen § > % folgt, dafl jeder Austausch bg_1 <> by bewirkt:
Dyt <6- Dy
Aus DFrde > 1 erhalten wir die folgende Abschiitzung fiir die Anzahl der Austausche:
#Austausche < log1/5 DStart

Da die Anzahl der Austausche ganzzahlig ist, folgt:

(5.6) #Austausche < {logl/é DStartJ < {(;) logy /s MJ

Jede ITteration ohne Austausch erhoht die Stufe k, sofern der Vektor by, nicht der Nullvektor ist. Der
Nullvektor by, tritt genau (n —r)-mal auf und in diesen Iterationen wird die Stufe nicht veréndert.
Weil der Algorithmus mit Stufe & = 2 beginnt und mit £ = r + 1 endet, folgt

#lterationen < (r — 1) 4+ (n — 1) + 2 - #Austausche
<n—1+2-#Austausche

und wir erhalten mit Abschéitzung (5.6) die Behauptung:

#lterationen <n —1+2- {(;) log, s MJ

Die Schranke aus Satz 5.2.10 ist scharf: Wenn alle Eingabevektoren die Lange 1 haben, gilt M =1
und Algorithmus 5.2.3 macht n — 1 Iterationen. Die Schranken fiir die auftretenden Werte aus
Lemma 5.2.5, 5.2.6 und 5.2.5 gelten offenbar auch fiir das Lovész-Verfahren fiir linear abhéingige
Erzeugendensysteme.
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5.2.3 Praktisches Verfahren zur LLL-Reduktion

Im Gleitkomma-Algorithmus 5.2.4 fiir LLL-Reduktion werden die Basisvektoren b1, bz,...,b, €
Z™ in ganzzahliger Darstellung und die Werte p; ;,||b;]|? in Gleitkommazahlen gespeichert. Die
Basisvektoren in Gleitkommadarstellung bezeichnen wir mit o'1,b's, ..., ,,. Die Basis muf} exakt
vorliegen, da Abweichungen das Gitter verdndern und nicht mehr korrigiert werden kénnen. Die
Abweichungen in der Gleitkommadarstellung der iibrigen Werte kénnen durch eine exakte Basis
berichtigt werden. Der folgende Algorithmus versucht, die Fehler durch Gleitkomma-Arithmetik
zu minimieren (sei 7 die Anzahl der Precision-Bits):

1. Bei jedem Eintritt in die Stufe & werden durch die Basisvektoren by, bo, ..., by die Werte puy, ;

fiir j =1,2,...,k — 1 und auerdem ¢y, := ||bs |2 neu berechnet.

2. Tritt bei der Léngenreduktion von by, ein sehr grofier Koeffizient |[pg ;]| > 2% auf, gehen wir
auf Stufe k£ — 1 zuriick. Dies berichtigt die Koeffizienten pg—1 j und p ; (fiir j = 1,2,..., k)
sowie cx_1, ¢, und by, ;.

3. Falls | (b}, ;)| < 272 [[b}]| - ||b}]|, berechnen wir mit Hilfe der ganzzahligen Darstellung
der beiden Basisvektoren (by,b;) anstelle der Gleitkommawerte. Damit versuchen wir zu
verhindern, dafl der kleinere Absolutbetrag von der Gleitkomma-Arithmetik wegen grofier
Koeffizienten der Basisvektoren relativ stark vom korrekten Resultat abweicht.

Es ist nicht bewiesen, dafl das obige Verfahren stets terminiert. In der Praxis hat es sich aller-
dings bewihrt (siehe [SchnEu91, LARIFARI]). In [SchnEu91] wird eine Modifikation, sogenannte
tiefe Einfigungen (Deep Insertions), vorgeschlagen.
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Algorithmus 5.2.4 L3FP (LLL-Reduktion fiir Gleitkomma-Arithmetik)

EINGABE: © Gitterbasis by, bo,...,b, € Z™
> dmit + <d<1

1. ¢y := ||by||?, k:= 2, F :=false
/* Bei Eintritt in die Stufe k liegen vor:
iy fir 1 < j<i<kund e = |[b]? firi=1,2...,k—1 %/
2. FOR i=1,2,...,n DO b, := Float(b;)
3. WHILE k < n DO
/% Berechne k.1, fth2, - - ikt und ¢; = |[b;]|> fiir i = 1,2,... k—1 %/
3.1. ¢ = ||b |
3.2. IF k = 2 THEN ¢; := ||by]°
3.3. FOR j=1,2,...,k—1DO
3.3.1. IF [ (b, b%)| <27 |0, | - ||b;|| THEN s := Float((bx,b;))
ELSE s := (b}, )

3.3.2. pyp ;= (s — Zf;ll ,ujymkyici) /ck
3.3.3. ¢, :=c — ,uidcj
END for j
34. FORj=k—-1,k—2,...,1 DO/« Liangenreduktion von by */
3.4.1. 1F |;u ;| > 1/2 THEN
3.4.1.1. p:= [pkj]
3.4.1.2. IF |u| > 2% THEN f :=true
3.4.1.3. FOR¢=1,2,...,7 =1 DO pp; = pr — fhtj
3.4.1.4. pg = pg,; — ;b :=by — pb;; b = Float(by)
END if
END for
3.5. IF (F') THEN F :=false; k := max(k — 1,2); GOTO 3
/* Vertausche by_1 und by oder erhdhe k */
3.6. IF fci—1 > ¢ + M?chk—l THEN
3.6.1. by_1 <> by und bj,_, < b, d.h. vertausche Vektoren
3.6.2. k:=max(k—1,2)
ELSE k:=k+1
END while

AUSGABE: Mit 6 LLL-reduzierte Basis by, bs,..., b,
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Kapitel 6

LOsen von Subsetsum-Problemen
durch Gitterreduktion

In diesem Kapitel lernen wir die erste Anwendung der Gitterreduktion kennen: Wir nehmen an,
es gibe ein Gitterorakel, dal uns den kiirzesten, nichttrivialen Gittervektor liefert und reduzieren
das Subsetsum-Problem auf das Finden eines kiirzesten Gittervektors. Wir stellen zunéchst die
Lagarias-Odlyzko- und anschliefend die verbesserte CJLOSS-Gitterbasis vor. Fiir kleine Dimen-
sionen konnen wir das Gitterorakel durch Reduktionsalgorithmen annédhrend ersetzen.

6.1 Einleitung

Wir versuchen, die folgende Aufgabe mit Hilfe eines Gitterorakels bzw. durch Gitterreduktion zu
16sen:

Definition 6.1.1 (Subsetsum-Problem)
Das Subsetsum-Problem lautet:

e (Gegeben: n € N, Gewichte ay,as,...,a, € N und s € N

n
e Finde e € {0,1}™ mit Y ae; = s oder zeige, daf8 kein solcher Vektor existiert.
i=1

?

Das Subsetsum-Problem nennt man in der Literatur auch Knapsack- bzw. Rucksack-Problem.
Nach Satz 1.2.5 auf Seite 9 ist das Subsetsum-Problem N P-vollstéindig.

Sei A € N eine beliebige Konstante. Wir betrachten Gewichte (aq,as,...,a,), welche iiber
dem Bereich [1, A]™ variieren. Zusiitzlich setzen wir voraus, dafl stets eine Losung existiert: Sei
e=(e1,ea,...,e,) €{0,1}" \ {0"} beliebig, aber fest. Setze

n
s = E a;é;
i=1

Die Wahrscheinlichkeiten und die ,fast alle“-Aussagen in diesem Kapitel beziehen sich auf rein
zufiillig gewéhlte Tupel aus [1, A]™. Zur Subsetsum-Aufgabe formulieren wir das inverse Problem:

Definition 6.1.2 (Inverses Subsetsum-Problem)
Die inverse Aufgabe zu einem Subsetsum-Problem lautet:
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o Gegeben: n € N, Gewichte ay,as,...,a, € N und s € N

n n
o Findee € {0,1}™ mit Y a;e; = > a; — s =:5 oder zeige, dafl kein solcher Vektor existiert.
i=1 i=1

Sei e eine Losung zum Subsetsum-Problem und € zum Inversen. Dann gilt:
Eizzl—ei i=1,27...,n

Aus der Losung zum inversen Problem erhalten wir unmittelbar eine Losung des Ausgangspro-
blems. Durch den méglichen Ubergang zum inversen Problem kénnen wir stets erreichen, dafl die
Summe der Einsen im Losungsvektor e bzw. € maximal 5 betrégt.

Um die Aufgabe zu losen, setzen wir ein Gitterorakel voraus. Das Gitterorakel liefert zu gege-
bener, ganzzahliger Basis zum Gitter L einen Vektor z € L mit ||z|| = A\ (L) (Euklidische Norm).
Wir werden zeigen, daf§ wir mit dem Gitterorakel die Aufgabe fast immer losen kénnen (also die
Wahrscheinlichkeit, daf§ wir es nicht 16sen kénnen, fillt mit n gegen unendlich gegen 0), wenn die
Dichte niedrig ist:

Definition 6.1.3 (Dichte eines Subsetsum-Problems)
Zu einem Subsetsum-Problem mit Gewichten ay,as,...,a, € N definieren wir die Dichte d als:

n
oy (o)

Fiir Dichte d > 1 gibt es bei zufilliger Wahl der Gewichte a1, as,. .., a, und der Summe s ,in der
Regel“ viele Losungen, als am schwierigsten gelten zufillige Subsetsum-Problem mit Dichte etwa
1. Aus gegebener Dichte d und der Anzahl n erhalten wir eine untere Schranke fiir die Gewichte
a1,a,...,0y:

d:=

(6.1) max a; > 24

i=1,2,..,n

In der Praxis versucht man, statt durch Fragen an das Orakels, einen der kiirzesten Gittervektor
mit Hilfe der Gitterbasenreduktion zu finden (siehe u.a. [SchnH595, SchnEu91, Horner94]). Dies
bietet auch eine Angriffsmoglichkeit auf Kryptographie-Schemata, die auf Subsetsum-Problemen
basieren. C.P. Schnorr und H.H. Hérner [SchnH695, Horner94] haben das Chor-Rivest-System
[CR88] mittels Gitterreduktion angegriffen.

6.2 Lagarias-Odlyzko-Gitterbasis

J.C. Lagarias und A.M. Odlyzko [LaOd85] haben 1985 eine Gitterbasis vorgestellt, um Subsetsum-
Aufgaben mit Hilfe eines Gitterorakels zu 16sen. Unsere Darstellung orientiert sich an [CJLOSS92].
Die Lagarias-Odlyzko-Gitterbasis besteht aus folgenden n 4 1 ganzzahligen Zeilenvektoren, wobei
N eine hinreichend grofie Zahl ist:

b1 1 0 0 NCL1
by 0 1 0 Nas
(6.2) = z
b, 0 0 1 Na,
b1 00 0 Ns
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Im Beweis wahlen wir N > 1/%71. Die Motivation: Ein kurzer Gittervektor hat dann in der

letzten Komponente den Wert 0, und wir erhalten aus den ersten n Komponenten eine Losung
des Subsetsum-Problems. Sei

LLO = L(bl7 b27 N ,bn+1)

Der Losung e des Subsetsum-Problems, die nach Voraussetzung existiert, ist der folgende Losungs-
vektor zugeordnet:

n

(6-3) €:= <Z 6ibi> —bpy1 = (61762, .- '7€n50)

i=1

Satz 6.2.1

Sei A > 0 beliebig, aber fest. Die Subsetsum-Aufgabe wird fiir hinreichend groffe n fir fast alle
ganzzahligen Gewichte (a1,as,...,a,) €r [1, A]™ mit Dichte d < 0,6463 durch zweifache Anwen-
dung des Gitterorakels auf die Lagarias-Odlyzko-Basis effizient geldst.

Beweis. Wir wenden das Orakel auf das Problem und sein inverses Problem an: Zuvor entfernen
wir diejenigen Gewichte, die wir im voraus einer Losung zuordnen kénnen.

Sei t := .7, a;. Wir reduzieren das Problem: Solange ein a; mit a; > min(s,t — s) existiert,
entferne dieses Gewichte aus der Liste, vermindere n um 1 und aktualisiere s und ¢. Ein a; mit
a; >t — s muB Summand in >, e;a; sein. Ein a; mit ¢; > s muf Summand in Y . (1 —e;)a;
sein.

Jede Losung des reduzierten Problems liefert eine Losung der Aufgabe. Fiir die reduzierte
Aufgabe gilt

(6.4) Lip<s<t—1.¢

n

weil alle kleineren und gréfieren Gewichte entfernt wurden. Die Ungleichung bleibt bestehen, wenn
man auf das inverse Problem iibergeht. Die folgende Analyse bezieht sich auf dasjenige Problem
mit Yoo e < %n

Es bleibt die Wahrscheinlichkeit abzuschéitzen, dafl das Orakel einen kiirzesten Gittervektor
Z = (x1,22,...,Tnt1) # L€ ausgibt, da wir dann aus der Antwort nicht die gesuchte Subsetsum-
Losung erhalten. Fiir den Vektor T gilt:

12l < llell < y/5n

(65) = Lio ZL(bl,bQ,...7bn+1)
% ¢ {0, 46}

Fiir N > %n folgt, da =, 11 = 0 ist. Setze

(6.6) x:= (21,22, ..., Tpn)

Definiere:
©7 'y
. = - Z;Q;
! Si=

Dann gilt

(6.8) lyl <n-y\/3n,
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da aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und a € N™

(o) _ el - llall _ =l lall, _ [l <
= < < < - ;
|y| S S - S - s ;al

folgt und wir wegen t = Y a; sowie (6.4),(6.5) und 41 = 0 erhalten:

t.
ly| < £ llzl <n-y/in
S

P(n) := Ws|Es existiert ein Z mit (6.5)]

Es bezeichne im weiteren

die Wahrscheinlichkeit beziiglich zufélliger, gleichverteilter und unabhéngiger (aq,as,...,a,) aus
[1, A]™. Zu zeigen: Fiir Dichte d < 0, 6463 gilt lim,,_,o, P(n) = 0. Es ist:

3z € Lo,y € Z, so dafi:
P(n) = W . . . . -
W =Ws| 31 <pel, Jyl<n-/in, F¢{02e), > ami=ys
=1

Faktor 1

< Ws [Zaixi =ys, z€Z"undy€Zfest, |z <], |yl <n-\/3n, z¢{0,+e}
i=1

Neez cta < i} [fvez bisa-yin}]

Faktor 2 Faktor 3

Wir schéitzen die drei Faktoren nach oben ab:

1. Seien z € Z™ und y € Z beliebig, aber fest mit den angegebenen Eigenschaften. Mit z; :=
x; —ye; fur i =1,2,...,n gilt wegen Z?:l e;a; = S:

n n
E a;x; =ys <= g a;z; =0
i=1 i=1

Der Vektor z = (21,29, ...,2y,) ist fest. Es gilt z # 0, da sonst aus = ye und = ¢ {0, e}

folgt |y| > 2 und ||z|| > 2||e]] — Widerspruch zu ||z|| < ||e]|.

Sei z; # 0 fiir ein festes j. Fiir fest gewéhlte a; mit ¢ # j ist die Gleichung Y. | a;z; = 0 fiir
hochstens ein a; € [1, A] erfiillt. Es folgt:

1

Faktor 1 < W, iZi = < —
aktor 1 < S[Zaz 0 1

i=1

2. J.C.Lagarias und A.M. Odlyzko [LaOd85] haben gezeigt, daf fiir hinreichend grofie n gilt:

erzn : ||17|§1/;n}'§26°” mit cg = 1, 54725

3. Es gilt:

'{yGZ : yISn-\/?anl+2<n~\/?n>
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Damit ergibt sich:

9con
Py < 2 -(1+zn.¢§n)

Wegen % > 1,547269 > ¢y und der unteren Schranke (6.1) auf Seite 74

A > max ai22%7

i=1,2,...,n

gilt lim P(n) = 0. |

n—oo

6.3 CJLOSS-Gitterbasis

1992 haben M.J. Coster, A. Joux, B.A. LaMacchina, A.M. Odlyzko, C.P. Schnorr und und J. Stern
[CJLOSS92] durch Modifikation des Vektors b, 1 der Lagarias-Odlyzko-Basis die Grenzdichte auf
0,9408 erhsht. Die CJLOSS-Basis erhélt man aus der Lagarias-Odlyzko-Gitterbasis (6.2), indem

der Zeilenvektor b, durch b, == (3,..., %, Ns) ersetzt wird:
b1 1 0o --- 0 Na1
b2 0 1 0 NG,Q

(6.9) I D
b 0 0 1 Na,
00 I I R

N ist eine hinreichend grofie Zahl, im Beweis wéhlen wir N > %\/ﬁ Sei

Leyross := L(by,ba, ..., bpg1)

Der Losung e des Subsetsum-Problems, die nach Voraussetzung existiert, ist der folgende Losungs-
vektor zugeordnet:

(610) = <Zelbz> - b{rz-‘rl = (61 - %762 - %7~ -y €Ep — %ao)
=1

Da e; € {0,1}, gilt [|€'|| = £\/n. Im Vergleich zum Lésungsvektor e der Lagarias-Odlyzko-Basis
(6.3) ist ¢’ = e; — 1. Der Vorteil der CJLOSS-Basis liegt darin, da$§ ihr Losungsvektor bis zu einem

Faktor v/2 kleiner als der Losungsvektor € der Lagarias-Odlyzko-Basis ist.

Satz 6.3.1

Sei A > 0 beliebig, aber fest. Die Subsetsum-Aufgabe wird fiir hinreichend grofie n fir fast alle
ganzzahligen Gewichte (a1, as,...,a,) €r [1, A" mit Dichte d < 0,9408 durch zweifache Anwen-
dung des Gitterorakels auf die CJLOSS-Basis effizient gelist.

Beweis. Wir schitzen die Wahrscheinlichkeit ab, daf§ das Orakel einen kiirzesten Gittervektor

T = (x1,22,...,2n41) # € liefert. Fiir den Vektor Z gilt:
2l < lle'll < 5vn
(6.11) 2 € Legross = L(bi,ba, ooy by by q)
z ¢ {0,+e'}
Seien y1,Y2,---,Yn,y € Z die Koeffizienten der Darstellung von Z als Linearkombination der
Basisvektoren:

n
r= Z Yibi + yby 4
i=1
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Betrachten wir die letzte Komponente: Wegen >, y;a; +ys € Z gilt fir N > %\/ﬁ, da z,41 =0
ist. Ferner gilt:

(6.12) T =y + 1y firi=1,2,...,n

(6.13) Tnt1 =N <Z aiY; + ys)
i=1
Wegen z,,11 = 0 folgt aus (6.13):
(6'14) Zaiyi = —YSs
i=1

Wir erhalten mit ¢ := )" | a;:
Zmiai = Zai (yi + 1) (wegen (6.12))
i=1 i=1

= Zyiai + %yzai

i=1 i=1
= —ys+ iyt (wegen (6.14))
= 2y (t —2s)

,,,,,

(6.15) y(t—2s)[ <2 |wiail (Dreiecksungleichung)
i=1
<2 ||Z||; (wobei ||-||; die 1-Norm ist)
< 2av/n - ||Z||2 (wobei ||-||, die Euklidische Norm ist)
<an (wegen (6.11): [|Z]| < [[&']] = 5v/n)

Um eine geeignete Schranke fiir |y| zu erhalten, reduzieren wir die Subsetsum-Aufgabe, so daf
dann fiir das Problem gilt

(6.16) ly| < 2n

Falls [t — 2s| > %, wird nicht reduziert, da wegen (6.15) bereits |y| < ooy < 2n gilt. Falls

|t —2s| < i, dann entferne ein Gewicht a; mit a; = o aus der Aufgabe. Wir kénnen zwei
Probleme 16sen: Eines mit a; in der Teilmenge, die sich zu s summiert, und ein anderes mit a; in
der Teilmenge, die sich zu t — s summiert.

Fiir das erste Problem gilt mit spey = s — @ und tpey =t — a:

[tneu — 28neu| = |t — @ — 25 + 2| > %a
Fiir das andere Problem gilt mit spey = s und tpey =t —

[tneu — 28neu| = |t — @ — 25 — 2| > %a

Beide reduzierte Probleme erfiillen die Ungleichung [t — 2s| > 1a. Aus (6.15) folgt, daB die For-
derung (6.16), also |y| < 2n, erfiillt ist.

Wir wenden das Orakel, sofern reduziert wurde, auf beide Probleme an. Es bleibt die Wahr-
scheinlichkeit abzuschitzen, dafi das Orakel einen kiirzesten Gittervektor & mit Eigenschaften
(6.11) liefert. Es bezeichne im weiteren

P(n) := Ws|Es existiert ein Z mit (6.11)]
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die Wahrscheinlichkeit beziiglich zufélliger und gleichverteilter (aq,as,...,a,) aus [1, A]". Zu zei-
gen: Fiir Dichte d < 0,94080 gilt lim,,_,o, P(n) = 0. Aus

3% € Leyross, 3y € Z, so daf:

P(n):Ws
[FI< 120, W<, & ¢{0,40), Sl aw = byt —29)
folgt:
Faktor 1
>~ aiai = } t—2 Z"+Z(% i 7 fest
P(n) < Ws ;ale 5y( s), €L+ (2,...72)7;1/6 est,

]l < flell, [y| <n-v2n, x ¢ {0,+e}

N eZ'+ (5, 5)Z 2l < 5vn}[-[{y€Z : |yl < 2n}

Faktor 2 Faktor 3

Wir schitzen die drei Faktoren nach oben ab:

1. Seienx € Z"+7Z (%, R %) und y € Z beliebig, aber fest mit den angegebenen Eigenschaften.
Fiir

=z +y (e —3) =z + ye| firi=1,2,...,n
gilt:

n n
Zaixi:%-y~(t—25) — Zaizizo
i=1 i=1

Der Vektor z = (21, 22, ..., 2y) ist fest. Es gilt z # 0, da sonst aus = ye’ und = ¢ {0, £e'}
folgt |y| > 2 und ||z|| > 2|e’| — Widerspruch zu [|z| < |€/||.

Sei z; # 0 fiir ein festes j. Fiir fest gewéhlte a; mit ¢ # j ist die Gleichung > | a;z; = 0 fiir
hochstens ein a; € [1, A] erfiillt. Es folgt:

- 1
aktor _Wleaz 0 =

=1

2. J.C.Lagraias und A.M. Odlyzko [LaOd85] haben die Anzahl der Gitterpunkte von Z" in
einer Kugel mit Radius /an um den Ursprung

N(n,a) = HxGZ" o e|? Sa-n}‘

untersucht. Fiir hinreichend grofie n zeigen sie, daf fiir jedes u > 0 gilt

N(TL, OL) < 2(10g2 e)-8(a,u)n

mit §(a, u) = au + Inf(e~*) und der Theta-Funktion 0(z) = 1+ 232, 2%, Fiir festes a

kann man die Minimalstelle ug von &(c, u) numerisch annihern. Fiir a = % erhalten wir

ug ~ 1,8132. Es folgt:

min ¢ (i,u) <9 (l' 1 8132) ~ 0,7367

u>0 4

Wir kéonnen daher den zweiten Faktor nach oben abschéitzen durch:

Heez'+(L,....0)Z : o) <L -vm}|<20"  mit ) =1,0629
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3. Es gilt:

{yeZ: |yl <2n}|<1+4n

Damit ergibt sich:
C(/]TL

P(n) < (4n+1)- T

Wegen 5 >1,062925 > cj und A > max a; > 24 gilt: lim P(n) = 0. |

1=1,2,....n n—00



Kapitel 7

HKZ- und -reduzierte
Gitterbasen

Im Kapitel 5 haben wir den Reduktionsbegriff der LLL-reduzierten Basis by, bo, ..., b, kennen-
gelernt. Zwar arbeitet der Reduktionsalgorithmus 5.2.1 in Polynomialzeit, aus der Eigenschaft
,LLL-reduziert” haben wir in Satz 5.1.4 nur zeigen kénnen, daf} die Lénge des kiirzesten Basisvek-
tors maximal ein in n exponentielles Vielfaches des ersten sukzessiven Minimums ist. Aus diesem
Grund bendtigen wir starkere Reduktionsbegriffe. In diesem Kapitel lernen wir Begriff einer HKZ-
reduzierten Gitterbasis kennen. Die Verallgemeinerung, (-reduzierte Gitterbasen, umfafit sowohl
LLL- als auch HKZ-reduzierte Basen.

7.1 HKZ-reduzierte Gitterbasen

Zu einer Basis by, bs, . .., b, des Gitters L sind die die projizierten Gitter L;, i = 1,2, ..., n, erklart
durch:

Ll‘ = 7TZ(L) =L (Wi(bi),ﬂi(bi+1)7 e ,’/Tl(bn))

C. Hermite [Hermitel850] sowie unabhiingig A. Korkine und G. Zolotareff [KoZ01873, KoZo1877]
haben die folgende Definition einer reduzierten Basis in der Sprache quadratischer Formen formu-
liert:

Definition 7.1.1 (HKZ-reduzierte Basis)
Eine geordnete Basis by, bs, ..., b, € R™ ist nach Hermite und Korkine-Zolotareff reduziert (eine
HKZ-reduzierte Basis), wenn:

a) \,ui,j|§%fﬁr1§j<i§n

b) |[bill = Mi(Ly) fiiri=1,2,...,n

Insbesondere ist ||b1]| = A1(L), d.h. der Vektor b; ist ein kiirzester, nichttriviale Gittervektor. Fiir
eine HKZ-reduzierte Basis by, b2, ...,b, ist auch fir 1 <j <n

mi(b5), mj(bj41)s - oo 7 (bn)

eine HKZ-reduzierte Basis. Wie gut approximieren der Basisvektoren die kiirzesten, nicht-trivialen
Gittervektoren?
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Satz 7.1.2
Fiir jede by, b, ...,b, HKZ-reduzierte Basis von L gilt firi=1,2,....,n

4 Ibal® _i+3
i+3 - NL)Z T 4

Zum Vergleich: Fiir eine LLL-reduzierte Basis by, bo, ..., b, gilt nach Satz 5.1.4 auf Seite 57 mit
1
o= —7:

P
bill* bl -
1 % < || < ? < o 1
SN2 T aEp =
Beweis (zu Satz 7.1.2). Wir zeigen zunéchst die obere Schranke /\H,b(iLH; l+3 . Fiir das Gitter

(7.1) lbsll = Aa(Ls) < Ao(L)

Die Gleichheit folgt aus der HKZ-Eigenschaft. Die Abschétzung gilt, denn es gibt 4 linear un-
abhéngige Gittervektoren ay,as,...,a; € L mit

laall < flagll < -+ flasl] < Ai(L),

und es existiert ein j mit j < ¢ und m;(a;) # 0, also m;(a;) € L; \ {0}. Wir erhalten aus den
Eigenschaften einer HKZ-reduzierten Basis und (7.1):

i—1
1Bl = 1Ball® + 3 (12i.5)* - 111
=1

<N+ 2 Z M (L)? (wegen (7.1) und Basis ldngenreduziert)

IN

H3 . n(L)?

12
Wir zeigen die untere Schranke i% < %. Aus der Definition einer HKZ-reduzierten Basis

erhalten wir fiir j <:
N 2 2
1611 = M (L5)* < [l (0)II” < 4]
Es gilt:

16 11* = 11b; H2+Z i) loel® < 2 - 1]

Wir erhalten die Behauptung:

=1,2,. j=1,2 4

IR EREEE)

NP max )P < mw,ﬁifwwﬂs’+ﬂwn
| |

Weitere Sitze tiber HKZ-reduzierte Gitterbasen finden sich in der Originalarbeit [LLS90] von
J.C. Lagarias, H.W. Lenstra und C.P. Schnorr.
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7.2 [(-reduzierte Gitterbasen

C.P. Schnorr [Schnorr87, Schnorr94a] hat die Begriffe der HKZ- und der LLL-reduzierten Ba-
sen zu (-reduzierten Basen verallgemeinert. Wéhrend alle bekannten Reduktionsalgorithmen zu
HKZ-Basen expontielle Laufzeit haben, gibt es fiir kleine Blockgroflen praktikable Reduktionsal-
gorithmen mit Laufzeiten wie bei der schwécheren LLL-Reduktion. Allerdings ist offen, ob diese
Algorithmen polynomielle Laufzeit haben.

Definition 7.2.1 ($-reduzierte Basis)
Sei by, ba, ..., b, € R™ eine geordnete Basis und § € {2,3,...,n} gegeben. Die geordnete Basis
b1,ba, ..., by € R™ heift B-reduziert (blockreduziert mit Blockgrifie 3), wenn:

a) \,ui,j|§%fu"r1§j<i§n

b) mi(b;), mi(bit1), ..., mi(biyp—1) ist HKZ-reduzierte Basis firi=1,2,...,n— 3+ 1.

Jede (8 + 1)-reduzierte Basis ist auch g-reduziert und eine n-reduzierte Basis by, b, . .., b, ist eine
HKZ-reduzierte Basis. Die zweite Eigenschaft bedeutet:

1b:]] < A (7Tz' (L(b1, b, . - -, bmin(i—&-ﬁ—lm))))

Wir werden in Defintion 7.4.1 im Abschnitt 7.4 den Begriff der [-reduzierten Basis zur (8, 9)-
reduzierten Basis verallgemeinern. Die LLL-Reduktion ist ein Spezialfall der Blockreduktion mit

08 =2:

Satz 7.2.2
Die 2-reduzierten Basen entsprechen genau den LLL-reduzierten Basen mit 6 = 1.

Beweis. Sei by,bo,...,b, eine 2-reduzierte Basis. Dann gilt fiir i =1,2,...,n— 1:

2 A~ A~ A~
At (L(mi(bs), mi(big1))” = 1105l1% < s (big )1 = Bial|? + gy 511512

Mit § = 1 ist dies das zweite Kriterium von LLL-reduziert:
5 ball” < Mbigall® + g allbal® fiiri=1,2,...,n—1

Weil jede (-reduzierte Basis langenreduziert ist, erfillt by, bo, ..., b, die LLL-Eigenschaften.

Umgekehrt zeigen wir, jede mit § = 1 LLL-reduzierte Basis b1, bs, ..., by, ist auch 2-reduziert,
also jeder Vektor in L(m;(b;), m;(b;11)) ungleich dem Nullvektor ist nicht kiirzer als m;(b;) = b;.
Wegen

- 7y (bi) + v (b)) |IP = (w+ - i) - [[bl|? + 02 [[big ||
ist zu zeigen, daf fiir alle (u,v) € Z2 \ {(0,0)} gilt:
(7.2) (w4 vpipra)? - B2 + 02 - [bia | = 5]

Die Ungleichung (7.2) gilt fiir v = 0, da dann der Koeffizient u € Z ungleich Null ist. Da die Basis
mit Parameter § = 1 LLL-reduziert ist, gilt nach dem zweiten LLL-Kriterium

(7.3) 5 _Ball? < [Besall? + w2y - ]2
=1
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und wir erhalten unmittelbar Ungleichung (7.2) den Fall v = 1. Da die Basis ldngenreduziert ist,
gilt pfy ;< 1 und nach (7.3) folgt 3 - |[b;[|* < [|b;+1]/%. Fiir den Fall [v| > 2 erhalten wir aus

(w4 vpir1)” - [0il” + 0 - [[bigal]* > 0 - [[bigal|* > 4+ [bigal® > 3 |[bs]|?
die Ungleichung (7.2). |

Wir untersuchen die Eigenschaften g-reduzierter Basen. Wir geben zwei Sétze iiber S-reduzierte
Basen an, die wir spéter in diesem Abschnitt beweisen werden:

Satz 7.2.3
Fiir jede (3-reduzierte Basis by, ba, ..., by, des Gitters L gilt:

ot
a) /\”i(g)Z < (y)* P firi=1,2,...,n
b 2pzi i+3

< BT . ir v =
b) MLE < (v5) firi=1,2,...,n

Dabei ist vz die Hermite-Konstante der Dimension 3.

Wir betrachten eine untere Schranke fiir %, also eine obere Schranke fiir ’\”’b(—LH);
Satz 7.2.4
Fiir jede B-reduzierte Basis by,bs, ..., b, des Gitters L gilt:
/\z(L)Q 9.i=1 7+ 3 .
< B—1 . i = oo, n.
‘bl”Q = (,Yﬁ) 4 furz 1727 , T

Fiir ¢ < 8 konnen wir die Schranken der Sétze 7.2.3 und 7.2.4 durch die starkeren Schranken
aus 7.1.2 ersetzen, da die [-reduzierten Basen fiir i < § HKZ-reduzierte Basen sind. Die Werte

(’yg)% aus den Sitzen 7.2.3 und 7.2.4 sind bekannt fiir 8 =2,3,...,8:

1] 2 3 4 5 6 7 8
727 4 1/3 1/3 3/10 2/5 o—1/15 2/7 2/7

()71 4 21/ 21/ 23/ 22/5 . 3-1/ 22/ 22/
~ 1,333 | 1,260 | 1,260 | 1,231 1,226 1,219 | 1,219

Es ist ein offenes Problem, minimale Konstanten Cj ,, zu finden, so daf§

[o2]1*
< Cgn
/\1(L)2 = Vg,
fir alle S-reduzierten Basen by, bs,...,b, vom Rang n gilt. Die Schranke aus Satz 7.2.3 ist fiir

n > 3 nicht scharf. Bisher weifl man:
e Oy, = (%)ni1 aus [BaKag4]

n—3
) fiir ungerade n > 3 aus [Schnorr94a

[ ]
&2
3

i
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Lemma 7.2.5
Fiir jede B-reduzierte Basis by, ba, ..., b, € R™ gilt

n—1
ool < (p)7~* - M

mit M i= max { [Bu-g+2ll, [Bu-gsall, - [Ball}-

Beweis. Wir erweitern die Basis b1, bo, ..., b, durch § — 2 linear unabhéingige Vektoren zu
(7.4) b_g+3,b_g4a,...,0_1,b0,b1,...,b,

so, daf} gilt:

(7.5) [16il] = [[ba ] fiir ¢ <0

(7.6) (bi,b;) =0 firi<0,i<jund j=-0+3,-0+4,...,n

Dazu betten wir die Basis in den R™*8~2 ¢in: Wir wihlen zum Beispiel b_gy3,b_g44,...,0-1,b0

als ||b1||-Vielfaches der kanonischen Einheitsvektoren in die zusétzlichen 8 — 2 Richtungen. Die
Gitterbasis (7.4) ist B-reduziert und besteht aus mindestens 2(5 — 1) Vektoren Fiir jedes ¢ mit
—B+3<1i<n-—+1 bilden die Vektoren

mi(bi), w5 (bit1), -, mi(bitp—1)

o~

eine [-reduzierte und damit eine HKZ-reduzierte Basis des Gitters L (bAi,giH, . ,bi-i-ﬁ—l) (Be-
achte Eigenschaft (7.6)), so dafl gilt:

. PN . 2
[6:]12 < A (L (biabi+17 . -,bi+ﬁf1)>
Aus der Definition der Hermite-Konstanten

ol —sup{((;\(;(% ’Rang(L) —5}

folgt fir i =—-0+4+3,—8+4,....n— B+ 1
s Bt
Bill” < (va)> 1T i
s=0

Durch Multiplikation der n — 1 Ungleichungen erhalten wir:

n—B+1
IT 1507 < 0) ™7 lopral - [Bopall®.. 521
i=—p+3
[ Y[ Y
Albn—peall P Bt 1 - (B
Dies impliziert:
) ||€_ﬁ;fn|[ﬁl:1 A

<(8) % Mbnpeal” - a2l bl - [lbn

Wegen Eigenschaft (7.5) ist H&H = ||b1|| fiir ¢ <0, so daB aus Abschétzung (7.7) folgt

B(n—1)

o2 < ()" 1)
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mit M := max {||3n,ﬁ+2|\, \|3n,g+3||, Bl } Wir erhalten die Behauptung:

o1l < (yp) 5 - M

Wie gut approximiert der erste Vektor einer [-reduzierten Basis einen kiirzesten, nicht-trivialen
Vektor?

Korollar 7.2.6
Fiir jede B-reduzierte Basis by,bs, ..., b, des Gitters L gilt:

n—1

[o1]l < (v8) 7= - A1 (L)

Beweis. Induktion iiber n:

e Fiir n = B ist by, ba, ..., b, eine HKZ-reduzierte Basis und es gilt ||by|| = A1 (L). Weil fiir die
Hermite-Konstante v, > 1 gilt, erhalten wir die Behauptung.

e Sein > [ und v einer der kiirzesten Gittervektoren ungleich dem Nullvektor. O.B.d.A. sei
v & L(by,ba,...,by_1), denn sonst betrachte die Basis by,bo,...,b,—1 und die Behauptung
folgt aus der Induktionsannahme. Wegen v ¢ L(b1,ba,...,by—1). gilt m;(v) # 0 fiir ¢ =
n—pF+1,n—0+2,...,n—1. Wir erhalten mit L; = m;(L) firi =n—F+1,n—F0+2,...,n:

M (L) = [loll = A (L) = [[bill

Die Gleichheit A\;(L;) = HEH gilt, da mp_g+1(bi), i=n—FB+1,n—B+2,...,n eine HKZ-
reduzierte Basis ist. Wegen

Al(L)zmax{HR—u : i:n—5+1,n—5+2,...,n}

Zmax{”@” : i:n—,@+2,nfﬁ+3,...,n}:M

folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma 7.2.5:

[

n—

n—1
b1l < (vp) 7= - M < () 77" - Au(L)

Beweis (zu Satz 7.2.3). Korollar 7.2.6 liefert fiir die Gitter L; = m;(L) mit i = 1,2,...,n:

(7.8) Bl < (v8) = (L)

Ferner ist A1(L;) < X\;(L), denn es gibt 7 linear unabhingige Gittervektoren v, deren Linge
hochstens A;(L) ist und von denen ein Vektor m;(v) # 0 erfiillt. Also:

A (Li) < mi(v) < Ni(L)

Wir erhalten die erste Behauptung, daf fir i = 1,2,...,n gilt:

A <(y )2-’5:{
ML =
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Aus (7.8), ,uij < % (die Basis ist lingenreduziert) und A; < Ap < --- < A, folgt:
i—1
2 _ % 2.7
Iball* = 1Bl + > () 165117
j=1
n—i izl n—j
< () NP+ 5D (9) T A (D)?
j=1
., i—1 .
< (yp)* 7T - <(73)2"51 + iZ(Wﬁ)Q'W> (L)
j=1
Wir schéitzen die Summanden durch (vg) 71 nach oben ab und erhalten:
2 2._n_ 2. =1 1 —1 2
1B:ll™ < (v8)™ 77 - ()" 77 - (1 + 1 - Ai(L)
=1 343
< (e 2wy
Damit haben wir die zweite Behauptung auch gezeigt. |
Beweis (zu Satz 7.2.4). Nach Definition der sukzessiven Minima gilt:
2
* <
Ai = max byl
Aus
i—1
2 _ 27
1041 = 115a11* + D ()" 163112
j=1
und ,u%j < 1 folgt:
2 , ~
b < (U G- 1)-3) - max (B2
7=1,2,...,3
Wir erhalten:
2 o i+3 72
(7.9) A< H2 - max [lb]
Lemma 7.2.5 angewandt auf die S-reduzierte Basis 7;(b;), 7;(bjt1),...,m;(b;) liefert fiir 1 < j <
i— 0+ 1:
~ i ~ ~ ~
(7.10) 13511 < (39" max {Bi- g2, IBi- sl il }

Andererseits gilt fir i — +2<j <1
(7.11) 11511 < [l (b3) 1| < 1104

Aus (7.10) und (7.11) erhalten wir fir 1 < j <4:

;11 < (o) #= [l

Diese Ungleichung liefert mit (7.9) die Behauptung, daf fiir ¢ = 1,2,...,n gilt:

9.i=1 i1+3
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7.3 Kritische g-reduzierte Basen fiir § = 2,3

In diesem Abschnitt konstruieren wir fiir 8 = 2, 3 kritische (-reduzierte Basen.

Definition 7.3.1 (kritische g-reduzierte Basis)

Eine B-reduzierte Basis by, ba, ..., b, des Gitters L heifst kritisch fiir n und 3, falls )\Hlb(lLH) mazximal
fir alle B-reduzierten Basen vom Rang n ist.
Fiir 8 = 2 konstruieren wir die Basismatrix A,, := [by, bg, ..., b,] € M, ,(R) wie folgt. Sei p := %:
~ 1 -
1 3 0 0
0 »p %p 0
: 2 1.2
(7.12) A= |0 0
pn72 lpn72
2
0 prt ]
Es gilt
1
L3
Ay =
2 0 %
und fiir n > 2 die Rekursion:
1 30 0
0
A, = .
: P An—l
0

Satz 7.3.2
Seien by, b, ..., by, die Spaltenvektoren der Matriz A, aus (7.12). Fir p = \/g und das Gitter

L =L(by,bs,....by) gilt:

a) by,ba, ..., by ist eine kritische, 2-reduzierte Basis.

bl _ 1
ML)

— p—n+2

b)
C) )\1(L) _ p2(n+2) (i +,02) _ p2(7n+2)

Beweis. Siehe [Schnorr94a, Theorem 9. |
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Fiir § = 3 definieren wir die Basismatrix B, := [b1, b2, ..., b,] € M, ,(R) wie folgt (zur Konstruk-
tion siehe [Schnorr94al):

" % % 0
0 ¥3 =1L 1
2 23 23
(713) B4 = 2 1 2
0 0 3 3\/3
1
0 0 0 7

Die Matrizen By, B3 seien die 2 x 2- bzw. 3 x 3-Matrizen in der linken, oberen Ecke von B,. Fiir
n > 4 definieren wir die Basismatrix B,, rekursiv:

- 1 1 -

TR 0 0 -+ 0

0 £ =L L 9 0
(7.14) B,:=10 0

. . \/g By,

0 O
Es gilt:
Satz 7.3.3
Seien by, ba, ..., baks1 die Spaltenvektoren der Basismatriz Bok11 aus (7.14) bzw. (7.13). Dann ist
b1,bo, ... bopy1 fiir k =1,2,... eine kritische, 3-reduzierte Basis.
Beweis. Siehe [Schnorr94a, Theorem 14]. |

7.4 Praktisches Verfahren zur $-Reduktion

Wir modifizieren die Bedingung fiir S-reduziert durch Einfithrung eines Parameters ¢ fiir die Praxis
(siehe [SchnEu91, Ritter97]):

Definition 7.4.1 ((3, §)-reduzierte Basis)
Sei by, by, ..., b, € R™ eine geordnete Basis, 3 € {2,3,...,n} und & mit % < & < 1 gegeben. Die
geordnete Basis by, by, ... b, € R™ heifit (8, 09)-reduziert, wenn:

a) \ui7j|§%fdr1§j<i§n

b) 8- 16511 < A (m5(L(bj, bjgas - bx)) fiir j=1,2,...,m

Der Algorithmus 7.4.1 aus [SchnEu91] transformiert eine gegebene Basis in eine 3-reduzierte
Basis des gleichen Gitters. Das Unterprogramm L3 F P zur LLL-Reduktion fiir Gleitkommazahlen
haben wir auf Seite 71 angegeben. Das Unterprogramm ENUM (Algorithmus 8.1.1) bzw. GAUSS-
ENUM (zur geschnittenen Aufzihlung) stellen wir im niichsten Kapitel vor.

Die Variable j wird zyklisch durch die Zahlen 1,2,...,n — 1 geschoben. Die Variable z z&hlt
die Zahl der Positionen j, welche die Ungleichung

~ 2
(7.15) 5 5512 < A (5 (LB by, 0) )



90 KAPITEL 7. HKZ- UND B-REDUZIERTE GITTERBASEN

Algorithmus 7.4.1 Block-Korkine-Zolotareff-Reduktion (kurz BKZ)

EINGABE: 1> Gitterbasis by,bo,...,b, € Z",
> 56]%;1[
> 8e{3,4,...,n—1}

1. L3FP(by,ba,...,by,6), 2:=0,7:=0
2. WHILE (z < n —1) DO
2.1, j:=j5+1
k:=min(j +8—1,n)
IF j=n THEN j:=1, k:=p
/* bj,bjt1,..., by ist LLL-reduziert mit § */
2.2. ENUM(j, k)
/* Finde Minimalstelle (w;, wjt1,...,ux) € ZF77\ {0} zu:

2

ko k k
Cj (ujv Uj41y- -y uk) = Z(uiﬂi,s)2cs = || <Z ’U,lbl>
s=j s=1 i=j
k
und b3 := 3 usbs. Sei ¢; der Minimalwert. */
s=j
2.3. h:=min(k + 1,n)
2.4. IF 5Cj > Ej THEN
2.4.1. Erginze by, by, ..., bj_1,b}" zur Basis von L(b1,ba, ..., bp)
2.4.2. LP*FP (b1,by,...,bj_1,00°", 025, ..., bpe",0)  / Stufe j mit F :=true */
24.3. z:=0
ELSE

24.1. z: =241
2.4.2. L3FP(by,by,...,by,0) /* auf Stufe h —1 %/

END if
END while

AUSGABE: (f,)-reduzierte Basis by,bs,..., b,

erfiillen. Falls diese Ungleichung nicht fiir j gilt, fiigen wir den Vektor 67" in die Basis ein, rufen
den LLL-Algorithmus auf und setzen z = 0. Den Fall j = n {iberspringen wir, da (7.15) dann
trivialerweise gilt.

Offenbar ist eine Basis by, by, ..., b, (8, d)-reduziert, falls sie lingenreduziert ist und z = n —
1 gilt. Da vor Terminierung der LLL-Algorithmus aufgerufen wird, ist die ausgegebene Basis
lingenreduziert. Einen Beweis, daf3 der Algorithmus in polynomieller Zeit arbeitet, gibt es bisher
nicht. In der Praxis [SchnEu91, LARIFARI] hat sich der Algorithmus jedoch bewéhrt.



Kapitel 8

Konstruktion eines kiirzesten
Gittervektors

Im Kapitel 7.4 haben wir einen Algorithmus zur Block-Reduktion vorgestellt. Als Unterprogramm
muflte der kiirzeste, nicht-triviale Gittervektor berechnet werden. Wir lernen in diesem Kapitel
einen solchen Algorithmus kennen, der durch vollstéindige Aufzihlung einen kiirzesten Gittervek-
tor findet. Anschliefend werden wir durch die Volumen-Heuristik versuchen, die Aufzéhlung zu
beschrianken. Polynomialzeit-Verfahren sind nicht bekannt.

8.1 Algorithmus mit vollstindiger Aufzihlung

Wir mochten zu einer gegebenen Gitterbasis by, bs, ..., b, € R™ beziiglich der Euklidischen Norm
einen kiirzesten Gittervektor konstruieren. Sei b1,b2,...,b, € R™ die Basis mit zugehdrigem
Orthogonalsystem b1, ba, . .., b, und Gram-Schmidt-Koeflizienten p; ;, also:

i
bi:ZMi,jbj i:1,2,...,n,
j=1

Zur orthogonalen Projektion 7; : R™ — span (by, ba, .. ., bi)L bezeichne:
c(Ues U1, -5 Up) 2= ||y (Z uibi> = ZZUiUi,sbs = Z (Z uiﬂi,s) o517
i=t i=t s=t s=t \i=t

C.P. Schnorr und M. Euchner stellen in [SchnEu91] den ENUM-Algorithmus (Algorithmus
8.1.1) vor. Die Funktion o’ := next(a,r) liefert zu a € Z und r € R die in der Reihenfolge nach a
betragsmiilig néichste, ganze Zahl zur reellen Zahl r (siehe Grafik 8.1.1). Es gilt:

ela—r|<|d—r|<|a—7r|+1
e sign(a’ —r) #sign(a—r)

Falls es zu r zwei ganze Zahlen mit Abstand % gibt, fordern wir zusétzlich, daf§ zunichst der
kleinere Wert gew&hlt wird, also aus |a — r| = |a’ — r| folgt a < r < d’.

Die Korrektheit des ENUM-Algorithmus’ 8.1.1 folgt aus den folgenden Beobachtungen:

o Stets gilt: & = (U, Ugt1,. .., Un). Beweis durch Induktion iiber Anzahl der Iterationen.
Durch die Zuweisungen im ersten Schritt gelten die Behauptungen vor der ersten Iteration

91
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Abbildung 8.1.1: Reihenfolge der Approximationen bei next( - ,r)

Algorithmus 8.1.1 ENUM: kiirzester Gittervektor (vollstindige Aufzéhlung)

EINGABE:  ||b]|2, ps fiir 1<t <i <m

1. FORi=1,2,...,n DO ¢ :=u; :=u;:=y;:=0
2. up=up =1t =1,
/* stets gilt: & = c¢(Ue, Uts1, .- ., Un) und M st aktuelles Minimum der Funktion ¢ */
4. WHILE t <n DO
4.1. 6,5 = ét+1 + (yt + ’L~Lt)2 . ||bt||2
4.2. IF ¢ < c‘f‘i“ THEN

IF t > 1 THEN
t:=t—1
Yt = Xn: Ui flg, ¢
i=t+1
Uy = |~y
ELSE
cpin — ¢
FORi=1,2,...,n DO u; := u;
END if
ELSE
t:=t+1

/* tmax bezeichne den bisherigen maximalen Wert von t vor Erhéhung */
. U+ 1 falls t = tmax
e {next(ﬂt, —y¢) sonst
END if
END while

AUSGABE: Minimalstelle (u,ua,...,u,) € Z" \ {0} und Minimalwert ¢! fiir Funktion c;

(Induktionsverankerung). Induktionsschluf:

2
n
Co(TUg, Upgy - ooy Un) = o1 (U1, U2y - -2 Up) + (Z ﬁiﬂi‘,lﬁ) : ||bt||2
i=t

nach Ind.Annahme: = &4

= Coqr + (o + W)’ - ||gt||2
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n
Bei der letzten Umformung nutzen wir, dal yy = > Upi und G = @y - 1 = Uy - py .
i=t+1

e Der Algorithmus z&hlt (engl. enumerate) in Depth-First-Order alle Vektoren

(g, Tp g1y - - - 0p) € ZM TN {0}

fir t = 1,2,...,n auf, fiir die gilt (c¢{"® ist das aktuelle Minimum der Funktion c;):

min

ct(ﬂt,ﬁt_,_l, e 771”) < Cl

Alle Vektoren erfiillen @; > 0 fiir das groite ¢ mit a; # 0.

o Fiir feste Gsy1, Utyo, ..., Uy, gilt fiir die Folge der 4;-Werte, erzeugt durch next( -, —y:), dafl
¢t (Ug, Ugrq, - - -, Up) monoton wachsend ist. Falls die Abfrage ¢; < ¢ negativ fiir den aktuellen
Vektor (g, @et1,.-.,Uy) ist, kann die Aufzéhlung der Vektoren (u,ti¢t1, ..., 4y, ), wobel u

fiir die weiteren Werte der next( -, —y;)-Funktion steht, entfallen. Denn nach den vorherigen
Uberlegungen fiihren diese Vektoren nicht zum Minimum der ¢;-Funktion.

Am Ende des ENUM-Algorithmus gilt ¢ = \2.

8.2 Algorithmus mit geschnittener Aufzihlung
Um die Laufzeit des Aufzihlungsverfahrens zu verkiirzen, fithren wir eine Heuristik ein, um die

Aufziahlung abzubrechen, wenn wir in diesem Teil der Aufzdhlung mit hoher Wahrscheinlichkeit
keinen kiirzeren Vektoren finden werden (vergleiche [SchnHo95, Ritter97]).

8.2.1 Volumen-Heuristik und Gau3-ENUM
Folgende Heuristik geht auf C.F. Gaufl zuriick:

Lemma 8.2.1 (Volumen-Heuristik)
Sei S C span (L) Jordan-mefbar, z € span (L) zufillig, dann gilt:

vol (S)
E. S)YNL||=

I +8)n o) =

Beweis. Denn:
1 Anzahl Gitterpunkte  Anzahl Gitterpunkte
det L Volumen Grundmasche  Volumeneinheit
||

Angenommen, wir haben (@, G i1, - - -, i,) € Z" T\ {0} fest und suchen

Uy, Ug, ..., U1 € Z
mit ¢y (g, G, . . ., Uy) < A0, Setze:

Z = L(bl,bg, .. ~abt—1)

n
=

Wir méchten zu gegebenem Gittervektor b= ) .", @;b; einen Vektor

t—1
b= aibief
1

(2
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addieren, so dafl Hb + 5“2 < Mn Wir zerlegen b in orthogonale Anteile:

t—1 n n n
(8.1) b= ;i by + Z Z U;pui,jbj
j=11i=1 Jj=t i=t
::—zespan(Z) ::yEspan(f)L

Das bedeutet, wir suchen nach einem Gitterpunkt b € L in

(b+f) ﬂSt_l (Vcrlnin —5t,y) :ZmSt—l <\/Cr1nin _6tay> )

wobei Sq4(r, ¢) eine d-dimensionale Sphére mit Radius r und Zentrum c ist. Grafik 8.2.1 verdeutlicht
die Aufgabe. Wir wenden die Volumen-Heuristik auf das Gitter L und die Sphére

St-1 (W y) C span (L)

min}H _ vol (St_l ( e - Et’y)>

E. [’{(al7a27~--aﬂt—l) eZt ¢ ey, b, . .., U-1) < & dotT

an und erhalten:

Wir werden die Anwendung der Volumen-Heuristik anschliefend rechtfertigen.

S (VA=E.Y) b+ span( L)

T

Punkt in b+ L <— Sphére in span (L)

\/ mit Radius v/ ¢;

Abbildung 8.2.1: Volumenheuristik bei Gau3-ENUM

Wir beenden die weitere Aufzihlung (engl. pruning), falls der Quotient kleiner als 277, p fest
vorgegeben, ist. Je grofer p, desto umfangreicher die Aufzéhlung. Fiir p = oo erhalten wir die
vollstéindige Aufzéhlung. Wihle 7, , als

—p vol (St—l (\/nt,p))
det L '
Aus der Stirling’schen Approximation (siehe (??) auf Seite ?7?) erhalten wir:

t—1

2em 2
(tfl ’ nt,p)

o] /A — 1) -T2y 1]

t—1

9P — vol (Stfl ( nt’p)) (T mep)

2 1
Wr T+ 5Y) [
Es folgt:

1 P\ t—1 = P t—1
o=z T (1+57)" (rp 11 |bz-||> ~ ] (\/m o ] ||bi||>
1=1 i=1

Im Algorithmus 8.1.1 (Seite 92) ersetzen wir Schritt 4.2 durch

_2_
t—1
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IF & < M —

Den erhaltenen Algorithmus 8.2.1 nennen wir Gauf-ENUM. Eine Analyse, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit der kiirzeste Gittervektor gefunden wird, erweist sich als schwierig.

Algorithmus 8.2.1 GauB-ENUM: kiirzester Gittervektor (geschnittene Aufzéhlung)

EINGABE:  ||b||2, ps fiir 1<t <i <m

1. FORi=1,2,...,n DO ¢ :=wu;:=1u;:=y;:=0
2. up=up =1t =1,
3. Crlnin = 51 = Hb1||2
/>|< stets gilt: & = c¢(U¢, Uts1, ..., Un) und M st aktuelles Minimum der Funktion ¢ >l</
4. WHILE t <n DO
4.1. 615 = 6t+1 —+ (yt + ’lNI,t)2 . ||bt||2
4.2. IF ¢ < c{“in —n,p THEN

IF ¢t > 1 THEN
t:=t—1
Yt = Xn: Ui fbi
i=t+1
Uy == | —yt]
ELSE
cpin — &
FORi=1,2,...,n DO u; :=u;
END if
ELSE
ti=t+1

/* tmax bezeichne den bisherigen maximalen Wert von ¢ vor der Erhohung */

. U+ 1 falls t = tmax
U 1=
' next (i, —y;) sonst

END if
END while

AUSGABE: Wahrscheinliche Minimalstelle (uq,us,...,u,) € Z™ \ {0} und Minimalwert ¢
fiir die Funktion ¢;

Wir miissen noch die Anwendung der Volumen-Heuristik rechtfertigen.

Lemma 8.2.2
Sei L := L(b1,ba,...,bi—1), (g, U1, .,0,) € Z L\ {0} fest und der Punkt z aus (8.1).
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Dann gilt, sofern z €r span ( L ) :

vol (St_l (m, z))

E. [[{(1,82,...,%-1) € Z'" : ¢1(lin, Ua,...,0n) < Y] = Qot L
Weiter:
E. [[{(@1, 82, ..., %-1) € Z'" : c1(fiy, Ug,...,0n) < Y] =277 = A e e T

Beweis. Wir setzen:
S =51 ( cipin — Ut,p)
und L := L. Es gilt:
[(z+S)NL| = [{(ty, s, . .., Tg—1) € Z'" ¢ 1, b2, - . ., ) < ™}
Aus Lemma 8.2.1 folgt die Behauptung, da nach Voraussetzung z €g span(f). |

Zu r € R bezeichne {r} € [0, 1] die Nachkommastellen.

Definition 8.2.3 (gleichverteilt mod L (kurz: u.d. mod L))

Fiir ein Gitter L mit der Basis by,ba, ..., b, heifst eine Wahrscheinlichkeitsverteilung der Punkte
i tib; in span(L) gleichverteilt (uniformly distributed) modulo L (kurz: u.d. mod L), falls der
Vektor ({t1},{t2}, ..., {tn}) gleichverteilt auf [0, 1[" ist.

Bemerkung 8.2.4 )
Diese FEigenschaft bleibt bei Basiswechsel und Ubergang zum Orthogonalsystem erhalten. In den
Lemmata 8.2.1 und 8.2.2 geniigt es, daf8 z gleichverteilt mod L ist, denn:

z=%Z (mod L) = |z4+SNL|=z+S5NL|

Wir wenden Lemma 8.2.2 und Bemerkung 8.2.4 auf die Situation in ENUM an mit:

o festen Uy, Uy, ..., Un,
) Et = Ct(ﬂt,ﬂt+1, e ,ﬁn),
o i > ¢y,

e wir suchen einen Gitterpunkt aus L mit der Sphire (\/c{“i“ — Ct, z) und Zentrum:

t—1 n
= — E E ﬂim,jbj
=1 1=t

Satz 8.2.5
Sei ({pi;}1<j<i<n) gleichverteilt in [0, 1[(3). Dann folgt in obiger Situation fiir festes
(ﬂtv Uty - - - ,ﬂn) c gn—t-1.

o 2z ist uniformly distributed modulo L.

o E.[[{(n,fa, ... i) €Z'" ¢ cr(iin, Ty, ..., < )]
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Beweis. Wir nehmen an, dafl 4, # 0, denn sonst konnen wir n vermindern. Die Eigenschaft
{1t} €r [0, 1] bleibt bei Multiplikation mit einer ganzen Zahl z € Z \ {0} erhalten, d.h. {z- u} €r
[0,1]. Die Vektoren

{anpin,;} |7 =1,2,...,t —1)

n
({Z,_tﬂnm,j} lj=1,2,...,t— 1)

sind unabhingig und gleichverteilt in [0, 1[!~!. Daraus folgt, daf

n
({anns =3 iz} 17 =12t 1)

gleichverteilt in [0, 1['~! ist. Die Behauptung folgt aus Lemma 8.2.2. [ ]

8.3 Bemerkung zur LLL-reduzierten Basis

Der folgende Satz zeigt, dafl es Verteilungen von Gitterbasen gibt, fiir die die LLL-Reduktion nur
sehr schwache Approximationen des kiirzesten Gittervektors liefert (vergleiche Satz 5.1.4 auf Seite
57):

Satz 8.3.1
Sei by, bs, ..., b, zufillige Gitterbasis, so dafs:

(miy|1<i<j<n)er 01"
Es gibt eine Verteilung D auf [0, 1[(n;1>, so daf die Gitterbasis by, ba, ..., b, mit
(migll1<i<j<n)epo1("z)

stets LLL-reduziert ist und fir den Erwartungswert gilt:

X ] 1\ %
e?| = \12)

wobet v, die Hermite-Konstante der Dimension n ist.

Ep

Beweis. Sei:

[("51)

(nij | 1<i<j<n)er [-1;+

N[

Definiere Basis by, b, ..., b, des Gitters L durch das zugehorige Orthogonalsystem: Wihle HEHQ,
1 =1,2,...,n, mit:

[ba]f =1
Diall* = M10il|* - (1= ) i=1,2,...n -1

Die Basis ist LLL-reduziert mit 6 = 1, da nach Konstruktion:

bill = [1b:]”

, -
i (b 1™ = iga 1 + g s
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A(L)

Aus der Definition der Hermite-Konstanten ~,, := sup {m

Rang (L) = } folgt:

H .UJZ—Q—l i o

=1

AT < (detL)" =n- HHb ”" =Tn- |b1

Wir erhalten fiir « gleichverteilt in [—%; +

[:

N[

)\2 n—1 s o . “ |
z [—“’11”2] <7 -E lH(l — /%24-1,1) " ] (fiir ¢ # j sind pti41,; und p;41,; unabhéngig)
i=1

—1

n—1
=Tn- HEz[1_$2]T
i=1

n—i

S%'HEx[l—:EQ]T (esgilt: E;[1-2°] =1- & = 1)

< 11 %212111
> In 12

. <E>%( )

n—3
< 11\ 2
= Tn 12
Im letzten Schritt nutzen wir die folgende Abschétzung (da % < 1, miissen wir fiir eine obere
Schranke den Exponenten nach unten abschétzen):

l.(ngl) ~ (n—1)(n—2) n2—3n+2:

2n 2n



Kapitel 9

Gitterreduktion in beliebiger
Norm

Bisher haben wir Gitter beziiglich der Euklidischen Norm reduziert. In diesem Kapitel betrachten
wir allgemeine Normen. Besonders die sup-Norm ist von Interesse (sieche Kapitel 10). Bis auf
den GauB-Reduktionsalgorithmus aus Kapitel 4 fiir aus zwei Vektoren bestehende Basen ist die
Reduktion in beliebiger Norm in der Praxis ,schwierig®.

9.1 Grundbegriffe

Sei ||| : R™ — R eine beliebige Norm, d.h. es gilt fiir alle u,v € R™ und p € R:

o] = |pl - vl (positive Homogenitét)
lw + v < JJul| + ||v]] (Dreiecksungleichung)
lw]] >0 fiir u #0 (positive Definitheit)

Wir definieren zu einer gegebenen fest geordneten Gitterbasis Abstandsfunktionen:

Definition 9.1.1 (Abstandsfunktion F;)
Sei by, ba, ..., b, € R™ cine fest geordnete Gitterbasis. Die i-te Abstandsfunktion (auch Hdéhen-
oder Distanzfunktion) fir 1 <i<n

F; :span(by,ba,...,b,) = R

ist beziiglich der gegebenen Norm ||| definiert als:
Fi(z) = ||
F, i b in F, th i =2,3
() = tl,tg,.r.l.l,ltlil,leR T — ijl 5051l = Itlélﬂlg i—1 (x — thi—1) 1=2,3,...,n
Die Hohe F; eines Vektors ist sein Abstand zu dem von by, bs,...,b;_1 erzeugten Unterraum.

Es gilt F;(x) = 0 genau dann, wenn 2 € span (b, ba, ..., b;—1). Man rechnet leicht nach, daf jede
Abstandsfunktion F; eine Norm auf span (b, bo, ..., bi_l)J‘ ist. Im Fall der Euklidischen Norm ist
F;(b;) = ||bi]|2- Die Determinante des Gitters L = L(by,ba, ..., by) ist:

det L = ] IIbill
=1

99
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Wie sieht die Gleichung det L = [], |[b:|| beziiglich Fy, F, ..., F, aus? Zu gegebener Norm |-||
definieren wir:

SH.”(I) = {I e R™ ||1'H < 1}

Diese Menge ist konvex, nullsymmetrisch und abgeschlossen. Zu gegebener Norm ||-|| und Gitter-
basis by, bs, ..., b, € R™ definiere

(9.1 Vi :=vol{x € span(by,ba,...,b;) : ||z]| < 1} i=1,2,...,n

=span(bi,b2,...,b;)NS . (1)

Man beachte, dafl sich Volumen stets auf die Euklidische Metrik bezieht.

Lemma 9.1.2
Fiir jede Basis by, ba, ..., b, € R™ gilt:

Bevor wir das Lemma beweisen, eine Folgerung: Da V,, unabhéngig von der Basis ist, gilt:
Korollar 9.1.3
Seien by, by, ..., by und by, by, ... bl Basen des Gitters L, dann gilt:
[[F:@) <nJ[F/®)  oder  T]F®)<n]]Fib)
i=1 i=1 i=1

i=1

Beweis (zu Lemma 9.1.2). Wir zeigen durch Induktion iiber n:

nt L Eb) " L1 Fi(bs)
i=1 i=1
b b
~F oD 0 + & oD

Abbildung 9.1.1: Induktionsverankerung im Beweis zu Lemma 9.1.2

e Induktionsverankerung n = 1: Es gilt (vergleiche Abbildung 9.1.1):

o1l _ o llball2
1Bl Fy(b1)

Vi=2-

o Induktionsschlu8 von n — 1 auf n: Wir wihlen einen Punkt z = b,, — E;:ll t;b; € R™ mit
lz|l = Fi(by) (siche Abbildung 9.1.2). Man erhélt eine obere Schranke fiir V;, durch:

1Bl

L Fu(ba)
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gn
T E

Span(bl, ey bn—l)

o

_ n
F, (bn )

Abbildung 9.1.2: Induktionsschlufl im Beweis zu Lemma 9.1.2

Die konvexe Hiille von S,,—1 und z (gepunktetes Gebiet in Abbildung 9.1.2) ist in S, ent-
halten. Da es sich um eine Pyramide mit Grundfliche S,,_; und Hohe Hb( ll2 handelt, gilt:

Vo1 |bn v,
- L. % = vol,, (konvexe Hiille von S;,_1 und z) < >
Es folgt wegen der Symmetrie:
Vit [[Ball2
9. . <V,
n  F,(b,) ~

Aus der Induktionsannahme erhalten wir:

Vao1r  |[ball 2 |[ball gn-1 o _ 20 L bl
V,>2- . > [ = . .
- n  Fu(by) ~ |n Fo(b) (n—1)! g n! };[1 F;(b;)

I[bn I

Fiir die obere Schranke betrachten wir den Quader mit Grundfliche S,,_; und Hohe W}‘))
Da S, in zwei dieser Quader enthalten ist (sieche Abbildung 9.1.2), gilt:
Bl
V<2 -V,_q-
< 1 Fo(bn)
Aus der Induktionsannahme erhalten wir:
n—1 7 n ™
[[bn |2 [bnll2 on-1 16l 11
V<2V, <2 - 2" =2"
n( n) n(bn) i=1 Fz(bl> Z];[ Fl(bZ)
|

Es gilt fiir das erste sukzessive Minimum:

Satz 9.1.4 (Kaib 1994)
Fiir jede Gitterbasis by,ba,...,b, € R™ gilt:

'_min Fi(b;) < )‘1»|H| < (n! . HFl(bl)>



102 KAPITEL 9. GITTERREDUKTION IN BELIEBIGER NORM

Zum Vergleich fiir die ¢o-Norm: Wir wissen aus der Minkowski’schen Ungleichung 3.2.11 (Seite
45), dafl wegen /\LH'H < AQ’H.H <... < /\”vH'H fiir das Gitter L = L(by,ba,...,b,) gilt:

min bl < N < ()* - (det L)

3ty

Beweis (zu Satz 9.1.4). Betrachten wir beide Abschitzungen:

o Wir zeigen:

min  F(b;) < A\ |

i=1,2,...,n
Seib=3",t;bi € L mit [|b]| = Ay |- Setze s := max {i |t; # 0}. Wegen t, € Z \ {0} gilt:
AL = bl = Fi(b) = Fi(tsbs) = |

~~

s| Fs(bs) = Fa(bs)

1

|v{

Die Behauptung folgt aus:
min  F;(b;) < Fs(bs) < /\isH'H

i=1,2,....,n

o Sei L = L(by,ba,...,b,). Aus dem zweiten Satz von Minkowski 3.3.9 (Seite 49) folgt wegen
AL S Azl S 000 S A

Aus Lemma 9.1.2 wissen wir:
nl
(9.3) o 1;[ s ?

Aus det L = [, |[bs]|2 erhalten wir:

AL <27V H1 1Bl (wegen (9.2))
<2 (2&; ' H F|’1A(b|z|) ) : (H ||Zz|2> (wegen (9.3))

Es gilt fiir das Produkt der sukzessiven Minima:

Satz 9.1.5
Fiir jede Gitterbasis by,bs, ..., b, € R™ gilt:

% HFz(bz) < HALH'H <n!. HFz(b
o i=1 i=1

Zum Vergleich: Die Minkowski’sche Ungleichung fiir die 5-Norm, Satz 3.2.11 auf Seite 45, besagt:

n

Hmz < ()% - det L
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Beweis (zu Satz 9.1.5). Die Behauptung folgt aus dem Beweis zu Satz 9.1.4 durch Anwenden
des zweiten Satzes von Minkowski 3.3.9 auf Seite 49:

det L
n!

Vi T
< on .H)\LH.” < det L

9.2 Reduzierte Basen zur Norm |||

Analog zur Euklidischen Norm fithren wir Reduktionsbegriffe ein und versuchen, Eigenschaften
reduzierter Basen zu beweisen.

9.2.1 Definitionen

Wir iibertragen die Reduktionsbegriffe auf den Fall einer beliebig vorgegebenen Norm:

Definition 9.2.1 (HKZ-reduzierte Basis zu ||-||)
Fine geordnete Basis by, ba,...,b, € R™ ist eine HKZ-reduzierte Basis zur Norm |||, wenn:

a) Fj(b;) < Fj(b; £bj) fiirl <j<i<n (lingenreduziert)

b) Fz(bz) = min {Fl(b) | b € L(bz, bi+1, ceey bn) \ {O} } furz = 1, 27 o5
Beim zweiten Kriterium kann b auch aus L(by, bo, . .., b, ) \{0} gew&hlt werden. Fiir die Eigenschaft
Hlangenreduziert gilt mit 1 < j < i < n:

[S

Diese Aquivalenz nutzt die Konvexitiit der Norm F}. Die ,<“-Richtung folgt unmittelbar und fiir
die ,=“-Richtung beachtet man, daf} gilt:

Fj(bi) < Fj(bi —bj)  und  Fj(b;) < F;(bi +bj)
Definition 9.2.2 (3-reduzierte Basis zu ||-||)

Sei by, ba, ... b, € R™ eine geordnete Basis und € {2,3,...,n} gegeben. by,ba,... b, € R™
heifit 5-reduziert (blockreduziert mit Blockgrdfie ) zur Norm ||-||, wenn:

(l) Fj(bi) < Fj(bi ibj) f’dT‘ 1 S] <i1<n

b) Fz(bz) = min {Fl(b) ’ b c L(bi7bi+1, .. .,bmin(iJrﬁ,Ln)) \ {0} } furz = 1,2, ey — 1

Wir betrachten den Spezialfall einer 2-reduzierten Basis zu ||-||: Die geordnete Basis b1, bo, ..., b, €
R™ ist 2-reduziert zur Norm ||-||, wenn:

b) F;(b;) = min { F;(sb; + thix1) | (s,t) € Z* \ {(0,0)} } firi=1,2,...,n—1

Eine 2-reduzierte Basis zur f>-Norm ist eine LLL-reduzierte Basis.
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9.2.2 Eigenschaften 2-reduzierter Gitterbasen

Wir untersuchen die Eigenschaften 2-reduzierter Basen und vergleichen die Resultate, die wir im
Spezialfall der £2-Norm (LLL-reduziert) in Kapitel 5.1 (Seite 55 und folgende) bewiesen haben.

Satz 9.2.3
Sei by, b, ... by, € R™ eine 2-reduzierte Basis zur Norm ||-||. Dann gilt firi=1,2,...,n— 1:

Fiv1(bit1) > % - Fi(b;)

Zum Vergleich: Fiir die ¢,-Norm ist mit § = 3 nach Lemma 5.1.2 auf Seite 56 1B:012 < 2+ [[biga 12,

also:
Bisallo > /5 - 15l

Beweis (zu Satz 9.2.3). Nach Definition gilt

a) Fj(b;)) < Fj(b;£0b;) fur 1 <j <i<nund

b) F;(b;) = min { F;(sb; + thi41) | (s,t) € Z* \ {(0,0)} } firi =1,2,...,n— 1.
Die Behauptung F;(b;) < 3 - Fi(bi+1) erhalten wir aus:

F;(b;) < Fi(biy1) (wegen Eigenschaft b))
< min{F;(bj11 —tb;) |t €Z} (wegen Eigenschaft a))
< Fy(biy1) + 2 - Fi(by)

Wir nutzen, da§ die Abstandsfunktionen F; jeweils Normen auf span (by, b, . .. ,bi,l)J‘ sind:
Fii1(bir1) = min {F;(bjy1 — sb;) | s € R} (Definition)
zmin{F(lH (r+t)b )‘tEZ’I"G[ +%]}
< min {F;(bip1 — th;) [t € Z} + F; (3 - b;) (Dreiecksungleichung)
< min {F ( i1 — ) | te Z} + 2 1(()1) (Llnearltat)

Im folgenden Satz untersuchen wir, wie gut im allgemeinen Fall der erste Vektor der 2-reduzierten
Basis das erste sukzessive Minimum approximiert.

Satz 9.2.4
Sei b1,ba,...,b, € R™ eine 2-reduzierte Basis zur Norm ||-||. Dann gilt:

b1l <277 Ay

Zum Vergleich: Fiir die #>-Norm wissen wir mit § = % aus Satz 5.1.4 auf Seite 57:

[b1]l, < (%) A,
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Beweis. Sei b= )" | t;b; |||-minimaler Vektor in L = (by,bo,...,b,) \ {0}. O.B.d.A. sei t,, €
Z \ {0}. Es gilt:

[6]| > F,(b)
= min
t1,t2,...,tn—1ER
= |tn| - Fn(bpn) (Linearitét der Norm F),)
> F(by) (wegen t, € Z \ {0})
(
(

b— Z;’: t;b;

(Definition)

> 27" By (by) induktiv aus Satz 9.2.3)
= [[buf - 277 wegen Fy(b;) = ||bs]| und by = by)

Wegen Ay )| = [|b]| folgt die Behauptung. |

9.2.3 Eigenschaften HKZ-reduzierter Basen

Wir untersuchen die Eigenschaften von HKZ-Basen und vergleichen die Resultate, die wir im
Spezialfall der ¢o-Norm in Kapitel 7.1 (Seite 81 und folgende) bewiesen haben. Es gilt fiir HKZ-
reduzierte Basen zur Norm ||-||:

Satz 9.2.5 (Lovasz, Scarf 1992)

Sei by, b, ..., by, eine HKZ-reduzierte Basis zu ||-|| des Gitters L. Es gilt firi=1,2,...,n:

1+1
2

1+ 1
bl < Ay < = Filbi) < 16|

i+1
Zum Vergleich: Fiir die £>-Norm wissen wir aus Satz 7.1.2 auf Seite 82, dafl fir i = 1,2,...,n gilt:

t+3 1+1
ol < Nie, <
4 || || — 7£2 — 4

141
Beweis (zu Satz 9.2.5). Wir zeigen die untere und obere Schranke:

e Wir zeigen H_Ll |[bs|l < Agpp fiir i = 1,2,...,n. Angenommen, hy, ha, ..., h, € L realisiecren
die sukzessiven Minima A1, Aa, ..., Ap, d.h. es ist [|h;]| = A fir ¢ = 1,2,...,n, und die
Vektoren hi, ho, ..., h, sind linear unabhingig. Es gilt

J<i
weil:

— wegen dim (span (hi, he, ..., h;)) =i ist max;<; F;(h;) # 0 und

— b1,ba,...,b, eine HKZ-reduzierte Basis ist, also
F;(b;) = min{F;(b) |be L(b;,...,by) \ {0} }
gilt.
Wir erhalten aus (9.4) und Ay . < Ag o <200 < A1

(9:5) Ai o = 1hall = maxhil] = Fi(b:)
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Wir wenden aus Beweis zu Satz 9.2.3 die Ungleichung

glei%Fj(x + b)) < Fjaa(z) + 5 - Fi(b))

rekursiv beginnend mit z :=b; und j =7 — 1 an:

Fi71(bi) < Fifl(bi + ii—1- bifl) fiir alle Hii—1 € Z
< Fi(bi) + % : Fi—l(bi—l) fiir Minimalstelle Hii—1 € Z

Im néchsten Schritt sei x := b; + p;,;—1 - bj—1 mit Minimalstelle y; ;1 € Z und j :=14 -1
usw. Nach ¢ — 1 Schritten erhalten wir mit Abschitzung (9.5) die Behauptung:

i—1

1+ 1
(9.6) Ibill = Fy(bi) < Fy | bi+ Y paj-bj | < 5 Nl
j=1
e Wir zeigen fir i = 1,2,...,n:
t+1 1+ 1
il £ —5— - Filby) < - ||bi
Wl S —5— - Filbi) < —— - [lbi]
Es gilt:
Ai < max Fy (b;) (wegen Fy(b) = [|b]])
j—1
< max {Fj(bj) +1- ;Ft(bt)} (wegen (9.6))
< r;lglx{% - Fj(b)} (wegen (9.6))
< 4L Fy(b;) (wegen Fi(by) < Fi(by) fiir t < j)
< S5 [l (wegen Fy(bi) = [[bi]l < [b]])

9.2.4 Eigenschaften (j-reduzierter Gitterbasen

Wir untersuchen die Eigenschaften von HRZ-Basen und vergleichen die Resultate, die wir im
Spezialfall der ¢5-Norm in Kapitel 7.2 (Seite 83 und folgende) bewiesen haben. Wir definieren:

Definition 9.2.6 (ag)
Wir setzen:

Basis und ||-|| Norm

161 ]| ‘ b1, by, ..., b, HKZ-reduzierte }

Satz 9.2.7
Fiir jede 3-reduzierte Basis by, ba, ..., by zu ||| gilt:

n—

n—1
bl < ol



9.2. REDUZIERTE BASEN ZUR NORM |-|| 107

Beweis. Sei h; := Fj(b;). Bestimme Index p mit minimalem h,,. Nach Satz 9.1.4 gilt h, < Ay ..
Fiir j < B sind die Basen b;,b;11...,b;+; HKZ-reduzierte Basen zur Norm F;. Nach Definition
von ag und wegen oy, < o4 gilt:

Wir erhalten durch wiederholtes Anwenden von (9.7):

hi < ap - hipig-1) < af - hipag-1) < @ hipae-n < ... < %EJ et
Insgesamt erhalten wir:
h <ol < %":H ST
|
Fiir die £-Norm zeigt C.P. Schnorr [Schnorr87, Korollar 2.5], daf fiir
(9.8) Qg g, = Sup { |||%1”|2 2 b1, ba, ..., b, HKZ-reduzierte Basis}
B

gilt, wobei ag ¢, als Quadrat von (9.8) definiert und als Korkine-Zolotareff-Konstante bezeichnet
wird):

14Ink
g, < k=

Analog zeigt man fiir beliebige Norm:

Qg S k(k _ 1)1n(k—1)

Satz 9.2.8
Jede (-reduzierte Basis by, ba, ..., by, erfillt firi=1,2,...,n

i—pB/2
2 / —B—1_

ol _i+1 ,no2
iv1 18

< < g P
A 2

mit v = (ﬂ!)% R~ (5)2

Zum Vergleich: In der ¢»-Norm gilt fiir die Hermite-Konstante g nach Satz 7.2.3 auf Seite 84:

4 _7—};%11<Hbil|< i+3 5=
i+3 P T N, 4 B

Der Beweis zu Satz 9.2.8 ist im wesentlichen analog zum Beweis zur ¢5-Norm. Wichtiger ,, Baustein“
ist folgendes Analogon zu Lemma 7.2.5 auf Seite 85: Fiir jede S-reduzierte Basis by, bo, ..., b, gilt:

m—p5/2
bi| <~ 71 oM it M:= F;(b;
[b1]l < 3 m1 n—ﬁrilg%(ign i(bi)
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9.3 Konstruktion einer HKZ-reduzierten Gitterbasis

Gegeben sei ein Gitter L vom Rang n. Wir konstruieren eine HKZ-reduzierte Basis in zwei Schrit-
ten, wobei die Konstruktion allerdings nicht effizient ist.

1. Wir wihlen fiir i = 1,2,...,n ein b; € L mit:
Fi(b;) = min {F;(b) | b€ L, Fiy(b) #0}
Beachte, F;(b) ist definiert, da wir im é-ten Schritt bereits by, by, . .., b;—1 festgelegt haben. Es
gilt genau dann F;(b) # 0, wenn b ¢ span(by,bs,...,b;—1). Die Vektoren by, bo, ..., b, bilden
eine Basis von L: Falls dies nicht der Fall ist, existiert ein minimales 4, so daf3 by, bs,...,b;

kein primitives System ist:

(99) LN span(bh bo, ..., bifl) = L(bl,bg, cey bifl)
(910) Lﬂspan(bl,bg,...,bi) 2 (bl,bg,...,bi)

Wegen 9.10 existiert ein b € L Nspan (b, ba,...,b;) \ L(b1,ba,...,b;) mit:
i—1

bzzt]b3+tlbz mit tl,tg,...,tifleZund tl¢Z
j=1

Sei k > 1 der Index der additiven Untergruppe L(by,bs,...,b;) in span(by,ba,...,b;) N L.
Wegen (9.9) gilt:
ti€ELt+Z
Wiihle ¢’ = ¢; mod Z, d.h. ¢’ = 1 €]0,1[. Es folgt der Widerspruch zur Minimalitt:
Fi(t1by + tabg + -+ t'b;) = Fi(t'b;) = |t'| - Fi(b;) < F;(b;).
2. Langenreduktion: Fiir i =1,2,...,n, fur j =i -1, —2,...,1 wahle y; ; € Z, so daB:
Fj(bi + pii—1bi1 + priji—2bi—o + -+ 4 pi ;b))

minimal ist. Setze:
i—1
bi = bi + Zumbj
j=1
Die Léngenreduktion sichert F}(b;) < F;(b; £ b;) fiir j < .

Lemma 9.3.1
Obige Konstruktion liefert eine HKZ-reduzierte Basis by, ba, ..., b, des Gitters L.

Beweis. Nachrechnen! | |

9.4 Alternative zur Reduktion in |||

Alternativ zur Reduktion in [|-[| kann man Sy (1) durch Sj. (1) mit Ellipsoid-Norm ||-[| appro-
ximieren und die Reduktion in der Ellipsoid-Norm durchfiihren.

||J:H]25 =2'B"Bz
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Die Sétze fiir die ¢2-Norm iibertragen sich. Nach [John48] gilt: Zu jeder Norm ||-|| : R™ — R gibt
es eine Ellipsoid-Norm ||| mit

Izl < llzll < vn- |lzllg
Dann folgt fiir die ||-|| f-reduzierte Basis nach Satz 7.2.3:

_i—l b, - n—1
(9.11) Y R A|-;H| <oy /H3 47

Dabei geht ein Faktor y/n verloren bei der Approximation von ||-|| durch [|-||. Ein weiterer Faktor
v/n geht verloren durch die Approximation von A; . durch \; g,.

Fiir kleine Blockweiten 3 ist die Aussage (9.11) schérfer als Satz 9.2.8, weil 75 = © (’y%) Fiir

grofle Blockweiten § = n ist Satz 9.2.8 schérfer. Fiir § = n sind die Schranken fiir HKZ-reduzierte
Basen zu ||-|| um den Faktor v/n besser als die Schranken (9.11).

9.5 Konstruktion eines ||-||-kiirzesten Gittervektors

Wir iibertragen unseren Algorithmus zur Bestimmung eines kiirzesten Gittervektors fiir die Eu-
klidische Norm aus Kapitel 8.1 auf beliebige Normen. H. Ritters [Ritter96, Ritter97] gibt eine
Ubersicht iiber die Aufzihlung kiirzester Gittervektoren in der sup-Norm.

9.5.1 ENUM-Algorithmus fiir beliebige Norm

Wir verallgemeinern Algorithmus 8.1.1 von Seite 92. Es bezeichne:

ct(uta U1y - - 7Un) =F (Z Uibi>
i=t

Wir bezeichnen zu @y, @y1, . . . , @, mit nextp, (u) die erste, ganzzahlige Minimalstelle u’ von
(9.12) F, (u b+ Zﬂb) —F, (u’ bty ub> |
1=t 1=t

und mit nextr, (%, u) die nichste, ganzzahlige Nullstelle von (9.12) nach ;. Falls S} ein Polytop
ist, z.B. fiir die 1- und sup-Norm, kann F} durch lineare Optimierung bestimmt werden.

9.5.2 Gau3-ENUM-Algorithmus fiir beliebige Norm

Betrachten wir Schritt 2 des Algorithmus’ 9.5.1. Gegeben sind b1, b, ..., b, sowie i1, U, ..., iy
und ¢, Sei L := L(by,ba,...,b;_1) und setze:

—- Y
i=t
Dann gilt:

H(’al,ﬂg,...,ﬂt_l) ezt 1. Cl(ﬂl,ﬂg,.. S Up— 1 mm}’ = ’(Z )ﬂSH H( mm)’
=L (S (™) +2)|
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Algorithmus 9.5.1 ||-||-ENUM: kiirzester Gittervektor (vollstandige Aufzihlung)

EINGABE: Gitterbasis by, ba,...,b, € R™

1. FORi=1,2,...,n DO ¢ :=u;:=u;:=y;:=0
2. up=up =1t =1,
3. Cllnin = 51 = Hb1||2

min

/>(< stets gilt: & = c¢(U¢, U1, ..., Un) und ci"'" ist aktuelles Minimum der Funktion c; */

4. WHILE ¢t <n DO

4.1. 5t = Ct(ﬂt7ﬂt+1, ey ﬂn) = Ft <Z ﬂlbz>
i=t
4.2. IF & < ¢ THEN
IF t > 1 THEN
t:=t—-1

u reelle Minimalstelle von F} <ubt + > ﬂibi>
i=t+1

Uy = nextp, (u)

ELSE

FORi=1,2,...,n DO u; := u;
END if
ELSE
ti=t+1
/* tmax bezeichne den bisherigen maximalen Wert von ¢ vor der Erhshung */

~ Uy + 1 falls t = tmax
Uy =
‘ nextp, (g, u) sonst

END if
END while

AUSGABE: Minimalstelle (uy, ug,...,u,) € Z \ {0} und Minimalwert ¢ fiir die Funktion c;

Nach der Volumenheuristik ist:

vol;_1 (span(f) N LSH'H( cniny z])
det L
vol;_1 ( [w+span(L)] NS crlnin)>
det L

[Z0[Sy (™) + 2] | =
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Wann gilt die Volumen-Heuristik streng? Hinreichende Voraussetzung: Bei festem y ist z uniformly
distributed modulo L (vergleiche Definition 8.2.3 auf Seite 96):

t—1 n n n

> it gbi+ > Y i ghs
j=1i=1 j=t i=t
:—zEspan(f) ::yespan(f)L

Die Menge (b + Span( )) NS (e M) hingt nur von z, aber nicht von y ab. Es folgt aus der
Volumenheuristik Lemma 8.2.1 (Seite 93):

Lemma 9.5.1
Angenommen, z ist uniformly distributed modulo L und unabhingig von y. Dann gilt

voly_1 ( [y + span( )] NSy (e mm))
det L

E[[w+ L] NS (M) =

)

wobei y+span(f) = b+span(f).
Wir erhalten analog zu Satz 8.2.5:

Satz 9.5.2
Angenommen, ({p;;}:1 < j <i<n) ist gleichverteilt in [0, 1[(3) Dann gilt in Algorithmus 9.5.1
I-|-FENUM stets:

o 2z ist uniformly distributed modulo L und unabhingig von y.

vols_1 < [y + span( )] N SH ”( mm)>
det L

o E[[[w+ L] NSy ()] =

Wir erhalten GauB-||-[-FENUM aus Algorithmus’ 9.5.1, indem wir Schritt 2 ersetzen durch:

volis o+ span ()] 5y ™))

IF —
det L

> 2P
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Kapitel 10

Anwendungen der Gitterreduktion

In Kapitel 6 (Seite 73 und folgende) haben wir versucht, Subsetsum-Aufgaben durch Gitterreduk-
tion zu l6sen. In diesem Kapitel werden wir weitere Anwendungen der Gitterreduktion kennen-
lernen: Losen des 3-SAT-Problems, Angriff auf Damgards Hashfunktion (finde zwei verschiedene
Vektoren, denen der gleiche Werte zugewiesen wird) und Faktorisieren ganzer Zahlen. Fiir weitere
Anwendungen der Gitterreduktion in der Kryptographie verweisen wir auf die Arbeit [JoSt94] von
A. Joux und J. Stern.

Fiir eine effiziente Aufzéhlung kiirzester Gittervektor in der sup-Norm verweisen wir auf H. Rit-
ters Arbeit [Ritter96], in der er mit Hilfe der Gitterreduktion G. Ortons [Orton1994] Kryptosystem
basierend auf dem Subsetsum-Problem mit Dichte groler als 1 bricht. Die Methoden kénnen auf
beliebige Normen ¢, iibertragen werden.

10.1 Gitterbasis zu 3-SAT

Wir beschreiben zunéchst die konjunktive Normalform. Seien x1, xs, ..., x, Boole’sche Variablen.

Wir schreiben x; L =gy, x! := 2z; und 2 := 0. Die Klauseln der konjunktiven Normalform

(KNF) schreiben wir als:
C_] = .%'le V l‘ng VeV l‘;llj"

mit (aj1,a;2,...,a5,) € {0,£1}". Falls eine Variable z; nicht in der Klausel C; auftritt, setze
aj; := 0. Die KNF v hat folgenden Aufbau

m
Y(x1, T2,y .. Ty = /\ Ci(z1,22,...,2p)
j=1

Wir betrachten nur konjunktive Normalformen, deren Klauseln aus maximal drei Literalen be-
stehen, also Y i |aj;| < 3 fiir j = 1,2,...,m. Beim 3-SAT-Problem ist zu entscheiden, ob eine
erfiillende Belegung fiir die konjunktive Normalform existiert:

Definition 10.1.1 (3-SAT)
Das 3-SAT-Problem lautet:

o Gegeben: KNF ~(z1,2,...,2,) = N Cj(x1,22,...,2,) mit maz. 8 Literalen pro Klausel
j=1

e Finde (y1,92,---,yn) € {0,1}™ mit v(y1,y2,...,yn) = 1 oder zeige, daff keine erfiillende
Belegung existiert.

113
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Das 3-SAT-Problem ist AN'P-vollstindig [GaJo79]. Wir ordnen dem 3-SAT-Problem eine Gitter-
basis zu und versuchen, durch Gitterreduktion in der sup-Norm eine erfiillende Belegung der
konjunktiven Normalform zu bestimmen.

Wir reduzieren zunichst 3-SAT auf {0, 1}-Integer-Programming, indem wir ein dquivalentes
Ungleichungssystem bilden:

;i =2—Hi:a;=-1}<1 firj=1,2,...,m

Betrachte das folgende Ungleichungssystem in den Unbekannten y1,ya,...,y, € {0,1}:

n
(10.1) > ajiyi—c| <1 firj=1,2,...,m
=1

Beispiel:

z1Vae Vs < |jyi+y+ys—2/ <1
“xyVaaVas < |—ypityetys—1]<1

Wir kénnen jede Restriktion in zwei <-Relationen aufspalten. Durch Fallunterscheidung iiber die
Anzahl negierter /nicht-negierter Literale in der Klausel folgt:

Lemma 10.1.2
Die {0, 1}-IP-Aufgabe (10.1) hat genau dann eine Liosung y € {0,1}™, wenn vy(y) = 1.

Die Gitterbasis zum 3-SAT-Problem besteht aus den folgenden n + 1 ganzzahligen Zeilenvektoren
b1,ba, ... ,bn+1 € zntmtl,

b1 2 0 e 0 aiy a21 e Am1 0
bg 0 2 0 ai12 a22 s Am2 0
(10.2) D=
by, 0 0 2 ain Q2 '+ Qmn O
b1 —1 =1 =1 —¢; —cy o+ —Cm +1

Sei y = (y1,¥2,---,Yyn) eine erfiillende Belegung der KNF. Der zugehérige Losungsvektor ist:
b(y) =D yibi + bnyr
i=1
Dieser Vektor liegt wegen (10.1) in {£1}™ x {£1,0}"™ x {+1}.

Satz 10.1.3
Sei L das von den Zeilenvektoren by, by, ..., bu11 aus (10.2) erzeugte Gitter. Dann gilt fir alle
Gittervektoren z € L:

Es existiert eine erfiillende Belegung

y € {0, 1}" zu y(y) mit z = £b(y) = |zl =1

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen:

»=* Wegen b(y) € {£1,0}" ™+ gilt ||z]| = 1.
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»<=* Gegeben ist ein Vektor z € L mit ||z|| ., = 1. Der Vektor habe die Darstellung
n+1
i=1
mit y1, Y5, ..., Y41 € Z. Wegen ||z||, = 1 folgt aus der letzten Komponente der Basisvek-

toren, daf y;,,, = £1 ist. Aus den ersten n Eintrégen erhalten wir nach Fallunterscheidung:

1. AUS Yn4+1 = +]~ fOIgt (yllayéa ce ay;z,) € {07+1}n
2. Aus yp1 = —1 folgt (y},v5,.-.,9,) € {0,—1}".

Setze:

Y=Yt WYL Yos s Un)

Esist y € {0,4+1}" und (y,1) =y, ., -y'. Wegen ||z||, =1 und y,,; € {£1} gilt nach (10.3)

n n
E jiYi — Cj E QjiYi — Cj
i=1 i=1

fir j =1,2,...,m. Nach Lemma 10.1.2 ist y eine erfiillende Belegung.

= |y;1+1’ : <zl <1

Wir versuchen durch Gitterreduktionen, einen in der sup-Norm kiirzesten, nicht-trivalen Git-
tervektor zu finden, um eine erfiillende Belegung der konjunktive Normalformen mit hoéchstens
drei Literalen pro Klausel zu bestimmen. Unter der Cook’schen Hypothese P # NP ist dies in
einigen Fillen schwierig, denn das 3-SAT-Problem ist NP-vollstindig.

Wir haben mit Satz 10.1.3 einen alternativen Beweis zu Korollar 1.2.9 von Seite 11 kennenge-
lernt: Das Problem ||-|| -kiirzester Gittervektor ist A/P-vollstéandig.

10.2 Angriff auf Damgards Hashfunktion

I.B. Damgard [Damgard89] hat der EuroCrypt-Konferenz 1989 die folgende kryptographische
Hashfunktion basierend auf dem Subsetsum-Problem vorgestellt. Wihle zufillig und unabhéingig

a = (0,1,0,2, . 7(1”) ER [1’2m — l]n
und definiere zu a die Hashfunktion:

he : {0,1}" — N
(1,22, .., Tn) — D@

Eine Kollision nennen wir x,2’ € {0,1}", © # 2/, mit h,(z) = he(2'). Als Pseudo-Kollision
bezeichnen wir z,2’ € {0,1}", z # 2/, mit he(z) = he(2’) (mod 2™). Wir werden versuchen,
Pseudo-Kollisionen zu finden.

Weshalb suchen wir nach Kollisionen? Um eine lange Nachricht M durch eine kurze, digitale
Unterschrift zu versehen, wendet man in der Kryptographie die Hashfunktion h auf die Nachricht
an und erhélt einen im Vergleich zur Nachricht kleinen Wert. Nur hA(M) wird digital unterschrieben.
Der Teilnehmer verdffentlicht M und seine digitale Unterschrift von h(M). Falls wir eine andere
Nachricht M’ mit h(M) = h(M’) finden, kénnen wir die digitale Unterschrift fir M einfach
iibernehmen. Wir haben eine Nachricht mit digitaler Unterschrift eines fremden Teilnehmers.
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Jedem Vektor T = (T1, T2, ..., Tn) € {£1,0}" \ {0} mit

Zai -T; =0 (mod 2™)

i=1

entspricht eine Pseudo-Kollision x, 2’ geméif

1 fallsz; =1 , 1 fallsz;, = -1
€T = T; =
0 sonst 0 sonst
und umgekehrt. Wir wéhlen als Basis:
b1 1 0 0 ain
b2 0 1 0 asn
bn 0 0 1 apn
brt1 0 0 0 2™n

Wir bezeichnen:

.. n Tpte1 =0 und (z1,z2,...,2,
F-Rollision = {(m1,x2, oo nn) € {£1,0} - ent—gpricht Psel(ldO—KOHiSiOn ! }

Es gilt offenbar: P-Kollision C L(by,ba,...,byq1). Wir versuchen durch Gitterreduktion, einen
kurzen Gittervektor in der Euklidischen Norm zu finden. Was ist das Minimum der Menge

{l|z]|, : @ € P-Kollision},

also die Lange des kiirzesten Gittervektors, der einer Pseudo-Kollision entspricht? Wir fithren eine
probabilistische Analyse zu a €g [1,2™ — 1]" und festem z durch. Zu o € [0, §] mit an € N sei:

i|zi|an}

=1

N, = {(xl,xg,...,xn) e {£1,0}"

Fir z € N, ist ||z|, = Van, da z € {£1,0}". Es gilt:

n an
(10.5) Ny = [Ny = <Om) 2

Denn wir kénnen die an Eintrége ungleich 0 beliebig auf die n Positionen verteilen und als Wert
jeweils +1 oder —1 setzen. Es gilt

(10.6) N, ~ oH(@l-a)+a)n,
wobei H die Shannon’sche Entropie-Funktion ist:
H(Oé,l 704) = 7og~log2a7 (1 704) .10g2(1 704)

Wir méchten beziiglich a €g [1,2™ — 1] die Wahrscheinlichkeit berechnen, mit der in N, ein
Vektor aus P-Kollision liegt. Dazu definieren wir zu a und festem x € N, die Zufallsvariable:

1 falls Y a;x; =0 (mod 2™)
z = i=1
0 sonst
Offenbar ist

(10.7) B, (&) =2
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Wir definieren die Zufallsvariable £, := &, — 2™, so daf}:
(10.8) E,[£,] =0

(10.9) Fa|&] =Fa[g] -2-27" Fal&] +272m < 2.27"

Beachte, daB fiir die Indikatorvariable &; gilt Ws, [&; = 1] = Ws, [53 = 1}. Wir verwenden aus der
Stochastik (siche u.a. [Feller68]) fiir eine Zufallsvariable X:

Var[X] = E[X?] — E[X] (Definition Varianz)
Var[cX] = ¢ - Var[ X] (¢ > 0 konstant)
1
Ws[|X —E[X]| > €] < - - Var[ X] (Tschebycheft-Ungleichung)
€

Wir wenden die Tschebycheff-Ungleichung auf N%x D we ., &= an und erhalten wegen der Erwar-
tungswerte (10.8) und (10.9):

[ Y G2

Na €N,

A

1
>e]_— Var
6

Z@]
O‘mE/\/
:€2N2'Z ZEE%

 zeN, yeN,

Wegen des Erwartungswerts (10.9) ist:

> > Bl 8]

S EJE]+ Y Fald] Ea[E)

€N YEN, TEN, z,yEN,
z#yY
(10.10) _ Z E [52}
€N,
2
= Na . Ea |:€z:|

Aus Abschitzung (10.10) und dem Erwartungswert (10.8) folgt:

l PRI

Na TEN,
Fiir e = 2™ erhalten wir

1
> .
6] =N, Ea| €

2m+1
. =0| <
(10.11) Wsa| Y & <
€N,
und fiir e = 2=
2m+1+2l
(10.12) l > & <N, -2 ml)] <
TzEN, «

Aus (10.11) folgt unmittelbar:

Satz 10.2.1
Es gilt:
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a) Firm <logy N, —2 =~ (H(a,1 — «a) + ) - n gibt es beziiglich a €g [1,2™ — 1]" mit Wahr-
scheinlichkeit mindestens % Pseudo-Kollisionen in N.

b) Fir m <logy N, —4 ~ (H(a,1 —a) +«)-n gibt es beziiglich a €g [1,2™ — 1]" mit Wahr-

scheinlichkeit mindestens % mindestens Ny, - 2™~ Pseudo-Kollisionen in Ny,.

Beweis. Die Aussage a) folgt aus (10.11), die Aussage b) folgt aus (10.12) mit [ = 1. |

Im néchsten Schritt méchten wir N, = [N, | maximieren: Aus dem Ansatz

ON,
da 0

mit (10.6) erhalten wir:

O(—a-logga— (1 —a)-logy(1—a))
e

— 10g2 2~
Dazu dquivalent:
log, o + logy (1 — ) &~ — log, 2
Wegen —log, 2 = —1 und —1 + log, o = log, é erhalten wir den Anzatz o = %
k—1

—log, "= + log, % =logy(k — 1) = —log, 2

und somit k —1 =2 bzw. k = 3, also a = % als ungefiihre Maximalsstelle von Ng.

Satz 10.2.2
Beziiglich a € [1,2™ — 1]" gibt es mit Wahrscheinlichkeit mindestens 3 Pseudo-Kollisionen, wenn

Nyj3 > 2m=1 oder dquivalent n > gg;lg ist.

Beweis. Aus (10.7) wissen wir, daB:
E, [ Anzahl Pseudo-Kollisionen in M,] = N, -2™™
Wegen Ny /3 > 2m=1 folgt:
Ws, [ Anzahl Pseudo-Kollisionen in N5 /3] > 4

Damit Ny/3 > 27! ist, mufl wegen

~1og2%f%~10g2%+%~10g22]

2

3
=n-[-3-(~logy3+logy) — § - (—logy3) + 3]
=n- [+§-10g23—§+%~10g23+§}
=n-log,3

gelten n - log, 3 > m — 1 oder dquivalent n > gg_zl . |

w

Betrachten wir die Situation bei den von I.B. Damgard vorgeschlagenen Parametern:

e Fiir m = 120 gibt es Pseudo-Kollisionen, falls n > 77.

e Fiir m = 120 und n = 100 gibt es im Mittel Ny/3-27™ ~ 3,8 10! Pseudo-Kollisionen.
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Betrachten wir die Anzahl der kurzen Gittervektoren:
{2 € Librbo o bur) ¢ 2] < an}|~ W
J.E.Mazo und A.M.Odlyzko haben in [Ma0Od90] die Funktion
N(z,n,«a) = Hx ez : |z -z < a-nH

untersucht. Als Vektoren z kommen nur Vektoren in Frage, deren letzter Eintrag 0 ist. Der Anteil
der Vektoren (1, x2,...,x,) mit > -, a;z; =0 (mod 2™) ist 27™. Es gilt:
2 (2ema)®
HZ € L(b1, b2, ..., bpsa) & l2]l5 < omH N —m
Wir wéhlen m und « derart, daf} in etwa gilt
E, [ Anzahl Pseudo-Kollisionen in NV, ]| ~ 1,

Also wegen (10.5) und (10.6):

m=n-[H(a,1—a)+q] bzw. N, = <o7n> .9am — om

Gibt es zur Lénge \/an kiirzere, nicht-triviale Gittervektoren, die keiner Pseudo-Kollision entspre-

chen? Wir wiirden bei der Gitter-Reduktion unter Umstéindgn diese kiirzeren Vektoren anstatt der

(2ema)2  90,0039n
om ~

gewiinschten erhalten. Fiir m = 120 und n = 100 ist
kurzen Gittervektoren sind leicht in der Uberzahl.

, d.h. die sog. parasitédren,

10.3 Faktorisieren ganzer Zahlen mit Hilfe Diophantischer
Approximationen

Sei N € Z das Produkt mindestens zweier verschiedener Primzahlen und pi,pe,... die Folge der
Primzahlen. C.P. Schnorr [Schnorr91b, Schnorr93] hat das Problem der Faktorisierung von N auf
das Finden von ¢ + 2 Losungen (eq, e, ..,e;) € Z' der Ungleichungen (¢ > 1 fest)

t
Zeilnpi —InN| < N™° -p?(l)
i=1
t

Z le;Inp;| < (2¢—1) -logy N +2-Inp,;
i=1

(10.14)

reduziert. Wir mochten in diesem Kapitel die Idee und den Algorithmus vorstellen. Fiir eine
ausfiihrliche Betrachtung verweisen wir auf die Originalarbeit.

Wir assoziieren mit den Primzahlen py, ps,...,p; ein Gitter im R‘*! und mit N einen Punkt
N im R+, Das Problem der Diophantischen Approximation (10.14) reduzieren wir auf die Be-
stimmung eines in der £1-Norm hinreichend nahen Gitterpunktes.

Sei p1,p2,...,p; die Folge der ersten Primzahlen, also 2,3,5,.... Wir definieren zu N und

festem ¢ > 1 das Gitter Ly . C R, welches von den Zeilenvektoren by, by, ..., by, N aufgespannt
wird:

b1 In py 0 0 N¢-lnp;

by 0 In po 0 N€¢-Inpo
(10.15) = L :

b, 0 0 Inp, N¢-lnp;

0 0 0 N¢-InN



120 KAPITEL 10. ANWENDUNGEN DER GITTERREDUKTION

Die reellen Vektoren kann man durch rationale Vektoren approximieren. In der Praxis geniigen
sogar ganzzahlige Vektoren.

Betrachten wir Algorithmus 10.3.1. Da N das Produkt mindestens zweier verschiedener Prim-
zahlen ist, hat 22 mindestens 4 Wurzeln modulo N, wobei sich zwei nur im Vorzeichen unterschei-
den.

2’ —y*=(z—y)(x+y) =0 (mod N)

ImFallz # +y (mod N)sind0<z—y<NundO<z+y< N,alsol <zty< N, wobei z+y
modulo N reduziert sei. Dann liefert ggT (z & y, N) nicht-triviale Teiler von N. Falls 2 und y sich
1

wie unabhéingige Zufallsvariable verhalten, hat Schritt 7 Erfolgswahrscheinlichkeit mindestens 3.

Der Schritt 4 erfordert, daf$ |u; — v; N| iiber der Basis P, faktorisiert werden kann. Satz 10.3.2
zeigt, da fiir Punkte z € L, ., die ,nahe” bei N liegen, diese Voraussetzung mit hoher Wahr-
scheinlichkeit erfiillt ist.

Satz 10.3.1
Seic>1, 3,0 >0 fest und p, < N. Falls (e1,ea,...,¢e;) € Z' das Ungleichungssystem

t
Zailnpi—lnN SN_C-pf(l)
i=1
t

Z|ailnpi| <(2¢—1)-logg N +2-1lnp;

i=1

lost, gilt fiir das in Schritt 3 konstruierte Paar (u;,v;) mit

(10.16) u; = H ;Y und ;= H pljai,jl

a; ;>0 a; ;<0

dafs:

|ui _ ’UiN| S ptﬁ+5+0(1)
Beweis. Siehe [Schnorr93, Theorem 1]. |

Falls (e1,ea,...,¢e;) € Z' die Ungleichungen (10.16) erfiillt mit 3+ 6 < 1 und N hinreichend
grof ist, erfiillt das Paar (u;,v;) mit hoher Wahrscheinlichkeit die zur Faktorisierung in Schritt 4
notigen Eigenschaften:

U; = H pj” und |ul — ’UZN| < Dt

a,-,j>0

Dies ist nur mit vernachléssighbarer Wahrscheinlichkeit nicht der Fall [Schnorr93, Theorem 4].

Satz 10.3.2
Seia>1,¢>1,6>0undp; = (InN)* < N. Falls z € L, die Ungleichung

lz—NJ|; <(2c—1)-InN +26 - Inp,
erfillt, gilt fir die in Schritt 8 konstruierten Paare (u;,v;):

1
ju; — vy N| < pg A

Beweis. Siehe [Schnorr93, Theorem 2. [ |
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Aus den beiden Sétzen 10.3.1 und 10.3.2 folgt, daf es zum Faktorisieren von N geniigt, hinreichend
viele Gittervektoren z € Lo . zu finden, die in der ¢;-Norm nahe bei N liegen. Diese Gitterpunkte
findet man in der Praxis durch Anwenden méchtiger Reduktionsalgorithmen auf die Vektoren
b1,b2,...,bn, N in der 5-Norm. Die reduzierte Basis enthilt im allgemeinen dann Vektoren, die
beziiglich der ¢1-Norm kurz sind. Man kann erreichen, dafl diese Vektoren die Form

t

Zeibi —2\7

haben (e, ea,...,e, € Z) und wihlen z := ZE=1 e;b; fiir Satz 10.3.2.
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Algorithmus 10.3.1 Faktorisieren einer ganzen Zahl

EINGABE: > N € Z (Produkt mindestens zweier verschiedener Primzahlen)

> aund c€ Qmitec>1

1. Bilde Liste py,po,...,p; der ersten Primzahlen, p; = (In N)®. Sei P; := {p1,pa, ..., Dt}

7.

. Reduziere mit , geeignetem® Reduktionsalgorithmus das Gitter L, . C R**! (siehe Basisma-

trix (10.15)).

. Bilde fiir Vektoren z(" := S2%_ a; jbj € L mit kleiner I;-Norm Hz — NHl mit Hilfe von P,

7j=1
und den ganzzahligen Koeffizienten (a; 1,a;2,...,a;¢) m >t + 2 Tupel (u;,v;) € N%:
Ui 1= H pa”
a; ;>0
'Ui = H p‘al ]‘
a;,;<0

.FORi=1,2,...,m DO

Faktorisiere u; — v; N iiber P; und pg := —1:
t
u; — ;N = Hpj 7
j=0

Setze a; o := 0. Bezeichne:

g = (ai,o,ai,l, .- ~aai,t)
bi == (bi,0,bi,15- -, bit)

END for

. Finde eine {0, 1}-Losung (c1,¢2, ..., ¢m) # 0 zu:

(10.13) > ciai+b;) (mod 2)
=1

. Bilde (Division durch 2 wegen (10.13) moglich):

i= 101(‘11 j+bi;)/2 (mod N)
iz cibiy (mod N)

G
1

Es gilt 22 = y? (mod N).
IF 2 = +y (mod N) THEN GOTO 5 und berechne neue Lisung

AUSGABE: Zwei nicht-triviale Faktoren ggT (z + y, N) und ggT (z — y, N)




Kapitel 11

Z-Modul und
Hermite-Normalform

In diesem Kapitel beschiiftigen wir uns mit der Hermite-Normalform (HNF), die wir bereits kurz
in Kapitel 2.2.2 auf Seite 17 vorgestellt haben. Wir entwickeln einen Algorithmus zur Berechnung
der Hermite-Normalform und stellen eine Modifikation des Verfahrens vor, welche die Betrige
der Koeffizienten wihrend der Berechnung beschrinkt. Wir definieren die Smith-Normalform und
untersuchen, wann ein ganzzahliges Gitter durch eine lineare Kongruenz beschrieben werden kann.

11.1 7Z-Modul

Wir definieren:

Definition 11.1.1 (R-Modul)
Sei R ein kommutativer Ring mit 1, der auf der additiven Gruppe (M, +) wie folgt operiere:

RxM—M (a,u) —a-u
Mit den folgenden drei Eigenschaften (a,b € R, u,v € M):
e a (u+v)=(a-u)+(a-v)
e (a+b)-u=(a-u)+(a-v)
e (a-b)-u=a-(b-u)

Dann ist M ein R-Modul.

Ein Gitter L C Z" ist zum Beispiel ein Z-Modul. (L,+) bildet eine (abelsche) Gruppe und die
drei Eigenschaften des Z-Moduls mit a,b € Z und u,v € L gelten offenbar.

Bemerkung 11.1.2
Die Z-Moduln sind die abelschen Gruppen (M,+) vermdge (z,m) — m+m+---+m.

z-mal

123
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Definition 11.1.3 (Endlich erzeugter R-Modul)
Der R-Modul M ist endlich erzeugt mit Erzeugenden g1, 92, ..., gn, wenn:

i=1

tl,tg,...,tneR}

Definition 11.1.4 (Frei vom Rang n)
Der R-Modul M heifst frei vom Rang n, falls:

M=2R"=RxRx---xR
—_——

n-mal

Gitter sind endlich erzeugte, freie Z-Moduln zusammen mit einer Einbettung in den R™.

Satz 11.1.5
Sei V' endlich erzeugter Z-Modul und

Viers:={v eV |ImeZ\{0}: m-v=0}
Dann gilt:
a) Viors ist endliche Gruppe und es gilt V =2 Vs X Z™ mit n € N (n heifst der Rang von V).
b) Ist V freier Z-Modul, dann ist jeder Untermodul U von V frei mit Rang(U) < Rang (V).

¢) Ist V endlicher Z-Modul, dann gibt es ein n € N und einen freien Untermodul L von Z™ mit
V 2 7"/L (Ein freier Z-Modul von Z™ ist ein Gitter).

Beweis. Siehe u.a. [Lang93]. |

Die ersten beiden Aussagen des Satzes zeigen, dafl die Untersuchung von endlich erzeugten Z-
Moduln in die Betrachtung von endlichen Z-Moduln (also endliche, abelsche Gruppen) und freien
Z-Moduln endlichen Ranges (also Gitter) zerfllt.

11.2 Hermite-Normalform

Wir hatten in Kapitel 2.2.2 die Hermite-Normalform in Definition 2.2.6 auf Seite 17 definiert und
bereits elementare Eigenschaften nachgewiesen. Eine Matrix [a;;];; € My, 5 (R) mit n < m ist in

P

Hermite-Normalform (kurz HNF), wenn:

a) a;; =0 fiir j >4, d.h. A ist eine untere Dreiecksmatrix
b) a; >0 firi=1,2,...,m
c) 0<a;; <a; fir j <i
Zu jeder Matrix A € M, »,(Q) mit Rang (A) = m < n gibt es eine Matrix T' € GL,,(Z), so da} AT

in Hermite-Normalform ist, und die Hermite-Normalform AT ist eindeutig bestimmt (Satz 2.2.7
auf Seite 17).
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Algorithmus 11.2.1 Hermite-Normalform
EINGABE: A=[A,As,..., A, = [ai;] € My, »(Z) mit Rang(A) =m <n

/% A1, As, ..., Ay sind die Spaltenvektoren */
1. FORi=1,2,...,m DO
/* Bringe i-te Zeile auf HNF-Form #*/

1.1. Berechne mit erweitertem Euklidischem Algorithmus u;, w;jy1,...,u, € Z, d > 0
mit:

n
d=""ai; - u = g&T (@i, Giis1,- - Ain)

j=i

1.2. Al :ZA]ul />|< a“:d*/

Jj=t
1.3. FORj:'L+1,Z+2,,TLDO Aj IZAJ'—%'G,Z' /* ai]':()*/
1.4. FORj=1,2,...,i—1DO A; :==A; — [“]-a; /% 0<aij <ai */
END for i

AUSGABE: Hermite-Normalform A der Eingabematrix

11.2.1 Berechnung der Hermite-Normalform

Algorithmus 11.2.1 berechnet in Verbindung mit Algorithmus 11.2.2 zu einer Matrix A € My, »(Z)
mit Rang(A4) = m < n und Spaltenvektoren A;, As, ..., A, die Hermite-Normalform HNF(A) mit
HNF(A)-T = A. Der Algorithmus transformiert A durch Multiplikation von links mit einem Pro-
dukt aus unimodularen Matrizen, die jeweils folgende Spalten-Elementaroperationen realisieren:

e Vertauschen zweier Spalten
e Multiplikation einer Spalte mit —1

e Addition eines ganzzahligen Vielfachen einer Spalte zu einer anderen

Die Ausgabematrix des Algorithmus’ ist offenbar in Hermite-Normalform, und aus der Schleifen-
invariante

Aneu — Aalt .T
folgt die Korrektheit. Nachteil des Algorithmus’ 11.2.1: Die Koeffizienten a;; konnen extrem an-
wachsen. Wir werden diese Schwachstelle in Kapitel 11.3 16sen.
11.2.2 Anwendungen

Wir betrachten zwei Beispiele zur Anwendung der Hermite-Normalform. In der ersten Anwendung
mochten wir den Z-Kern der Matrix A € M,, ,,(Z) mit Rang(A) = m < n (ein Gitter) bestimmen:

Z-Kern(A) ={x € Z" | Az =0}
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Algorithmus 11.2.2 Schritte 1.1, 1.2 und 1.3 des Algorithmus’ 11.2.1

/* Sei beim ersten Aufruf T = Id,, € GL,(Z) */
1. FOR j=n,n—1,...,14+1 DO
1.1. WHILE aij 7& 0 DO

111 gi= |2t
ij

0 1
1.1.2. [Aj1, Aj] == [Aj1, Ag] - [1 q}

1

1.1.3. T := [q 1} T

-1
0 1 1
/* Beachte: [1 —q} = [(i 0} */
END while
END for

2. Setze Qg5 = |a”|

AUSGABE: d:aii,uj:ti,j furj:z,erl,,n

Satz 11.2.1
Sei A € My, n(Z) mit Rang(A) = m < n und B = AT die Hermite-Normalform zu A mit
T = [Tl,TQ, . ,Tn] € GLn(Z) Dann gllt

Z-Kern(A) { i s;T;

i=m-+1

Sm+1,Sm42,-++35n € Z}

Beweis. Seien ey, eo,...,e, die kanonischen Einheitsvektoren. Fiir B = AT gilt:
(11.1) Z-Kern(B) = { Z $i€; | Sm41sSm42,---,Sn GZ}
1=m-+1

Da die Matrix B eine HNF ist, hat sie folgenden Aufbau:

x 0 0 0 0

* ok 0 0 0

: 0 0 0

* ok * 0 0

Die ersten m Spalten haben eine quadratische, untere Dreiecksform, die letzten n — m Spalten
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bestehen nur aus 0. Wegen Bx = ATz fiir alle x € Z", gilt:

Z-Kern(A) =T - Z-Kern(B)

= {T i S:€;

i=m-+1

Smt1, Sm42y - -5 8n € Z} (wegen (11.1))

n

{ E 5T - e Sm+1,8m+27~-~78n€Z}
i=m-+1
n

= E 5iT; | Sm41,8m42s-+-,5n € L
1=m-+1

Eine andere Anwendung der Hermite-Normalform ist, zu gegebenen Basismatrizen B, B €
My,.n(Z) zu entscheiden, ob L(B) = L ( B). Wir berechnen mit Algorithmus 11.2.1 Matrizen
T,T € GL,(Z), so daB B-T und B-T. Wegen der Eindeutigkeit der Hermite-Normalform, und da
durch Multiplikation von rechts mit unimodularer Matrix das von den Spaltenvektoren erzeugte
Gitter dasselbe ist, gilt:

L(B)=L(B) <= B-T=B-T

11.2.3 Darstellung rationaler Gitter

Sei L(B) C Q™ mit Basismatrix B € M, ,(Q). Es gibt eine eindeutig bestimmte Hermite-
Normalform zu B. L(B) ist ein Gitter. Sei d := min{k € N | k- L(B) C Z™}. Wir koénnen das
rationale Gitter L(B) durch das Paar (W,d) (W € M,, (Z) in Hermite-Normalform) darstellen
mit

W = HNF(d- B) = d- HNF(B)

Wir méchten zu gegebenem (W, d) und z € Q™ entscheiden, ob x € 5 - L(W) ist. Sei W =
(W1, Wa,...,W,,0,...,0]. Lose das lineare Gleichungssystem

iwiyi =d-x
=1

inyi,y2, ..., Ym € Q. Dann gilt:

J?E%L(W) =  YL,Y2,--Ym €L

11.3 Modulare Berechnung der Hermite-Normalform

Nachteilig an Algorithmus 11.2.1 zur Berechnung der Hermite-Normalform ist, dafl Koeffizienten
im Laufe des Verfahrens extrem anwachsen kénnen. J. Hafner [HaMcC91] gibt das Beispiel einer
20 x 20-Matrix mit ganzzahligen Eintrdgen aus {0,1,...,10}. Es treten wihrend der Berechnung
Werte der GroBe 10°°1 auf, wihrend die Determinante kleiner als 1033 ist.

In diesem Abschnitt entwickeln wir eine Modifikation des Algorithmus’, der dieses Problem
durch modulare Arithmetik 16st. Fiir die Berechnung der Gitterdeterminanten wihlen wir das
Standard-Skalarprodukt. Das Verfahren kann sogar noch verbessert werden (siehe [HaMcC91]).
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Lemma 11.3.1
Sei A = [ai;] € My n(Z) mit Rang(A) = m < n. Dann gilt fir D := det L(A):

D-7" C L(A)
Beweis. Sei B =By, Bs, ..., By] die Hermite-Normalform zu A, also eine untere Dreicksmatrix
mit 0-Spalten rechts und L(A) = L(B).
b1 0 0 0 0
B — b21 b22 0 0 0
0 0 0
bml bm2 bmm 0 0
Es ist:
D=1]bj
j=1
Setze D; := H;":Z bj; fri=1,2,...,m. Seien ey, e3,...,e, € Z™ die kanonischen Einheitsvekto-

ren. Durch Induktion iiber ¢ = m,m — 1,...,1 zeigen wir, dal D, - e; € L(B) gilt:
e Verankerung fiir ¢ = m. Es gilt:
Dm c€m = bm,m c€m = Bm € L(B)

e Induktionsschlufl von ¢ + 1 auf i: Da D;y; € Z und bj; € Z gilt:

€7
n n Jj+1

Di+1 . Bz = Di+1 . b“ -e; + Z bji C €5 = Dl - e + Z bij (H bkk) Dj t€j
N——— j=i+1 j=i+1 k=1

€L(B)

€L(B) nach Induktionsannahme

Da L(B) eine additive Gruppe ist, erhalten wir D; - e; € L(B).
Weil D; | D und L(A) = L(B), folgt die Behauptung D - Z™ C L(A). |

Speziell haben wir im Beweis zu Lemma 11.3.1 gezeigt:

Korollar 11.3.2
Sei B = [bj;| € My n(Z) eine untere Dreiecksmatriz mit Rang(B) = m < n. Definiere fiir
i1=1,2,...,m:

(11.2) Di = ]by
j=i
Dann gilt D; -e; € L(B) firi=1,2,...,m.
Aus Lemma 11.3.1 folgt, daB eine Matrix A = [a;;] € My, (Z) und A" € My, g (Z) mit

air a2 - G, Dy 0 - 0

A a1 a2 - az, 0 Ds

aml Am2 Amn 0 o Dm
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bis auf 0-Spalten rechts die gleiche Hermite-Normalform haben. Wir verfolgen den Ansatz, da
wir anstatt der zusétzlichen Spalten die Eintrédge der i-ten Zeile bei der Berechnung modulo
D; reduzieren. Jedoch kann auf der Diagonalen der Hermite-Normalform D; stehen. In diesem
Fall diirfen wir nicht modulo D; reduzieren. Links von der Diagonalen kann bei der Hermite-
Normalform kein Wert grofler oder gleich D; stehen, da sonst das Diagonalelemente in der Zeile
groBer als D; und damit die Determinante grofer als det L(A) wire.

Lemma 11.3.3

Sei die Matriz A = [a;;] € My n(Z) mit Rang(A) = m < n in Hermite-Normalform und B =
[bij] € My,n(Z) eine untere Dreiecksmatriz, deren Spaltenvektoren im Gitter L(A) liegen. Falls
Qi3 = b“ f’[i?” 1= 1, 2, % iSt, gilt L(B) = L(A)

Beweis. Durch Multiplikation mit unimodularen Matrizen erreichen wir, dafl die Eintrége links
der Diagonalen gréfier oder gleich 0 und kleiner als das Diagonalelement sind. Sei B’ die erhaltene
Matrix. Offenbar ist B’ die Hermite-Normalform zu B, und es gilt L(B’) = L(B). Da die Hermite-
Normalform nach Satz 2.2.7 (Seite 17) eindeutig bestimmt ist, folgt B’ = A. Wir erhalten die
Behauptung L(B) = L(B’) = L(A). |

Zu einer Matrix A € M,, ,,(Z) bezeichnen wir mit g;(A4) fir i =1,2,...,m:

der ersten 7 Zeilen der Matrix A

9i(A) = ggT(

Determinanten aller 7 x i-Teilmatrizen >

Wir bezeichnen mit A; g die ¢ x i-Matrix, deren Spalten jeweils die ersten ¢ Eintrdge der Spalten
S CH{L,2,...,n} (S sei eine geordnete Menge mit |S| = 4) von A sind. Es gilt fiir i = 1,2,...,m:

gz(A) = ggT({detAi,S | S C {1727"'7n}7 |S| = Z})

Diese Groflen bleiben beim HNF-Algorithmus 11.2.1 erhalten:

Lemma 11.3.4
Sei A € My, n(Z). Dann bleiben g1(A), g2(A), . .., gm(A) bei Multiplikation von rechts mit unimo-
dularen Matrizen erhalten.

Beweis. Die Multiplikation einer Spalte mit —1 &ndert den Betrag der Determinanten nicht und
der grofite gemeinsame Teiler g;(A) bleibt erhalten. Auch das Vertauschen zweier Spalten dndert
den grofiten gemeinsamen Teiler g;(A) nicht.

Betrachten wir den Fall, wenn ein ganzzahliges Vielfaches z € Z einer Spalte j zu einer anderen
Spalte k addieren wird. Die Determinante det A; g bleibt erhalten, wenn j, k € .S sind. Im anderen
Fall, also j € S und k ¢ S, gilt wegen der Linearitét der Determinante fiir S := (SU{k}) \ {i}:

det Ajs' = det A; s + 2 - det A; s
Da der grofite gemeinsame Teiler g;(A) auch iiber det A; g/ gebildet wird, dndert sich g;(A) nicht,
denn wenn wir zu einem Argument ein ganzzahliges Vielfaches eines anderen Arguments addieren,

bleibt der grofite gemeinsame Teiler erhalten:

ggT(...,detALS,ALS/,. ) = ggT( ..,detAiVS +z«detAi7S/,detAi7S/,...)

Es folgt:
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Satz 11.3.5
Sei A € My, n(Z) mit m < n und B := HNF(A) die Hermite-Normalform zu A. Dann gilt:

Beweis. Nach Lemma 11.34 ist g;(4) = ¢;(B) fiir i« = 1,2,...,m. Die Reduktion modulo D;
bedeutet, dafl ein ganzzahliges Vielfaches von D; subtrahiert wird. Wir erhalten mit z, ..., z; € Z:
geT(D;, g:(A)) = ggT (D;,det A; s, mod D;, det A; g, mod D;,...,det A; 5, mod D;)
=ggT(D;,det A; s, + z1D;,det A; g, + 22D, ..., det A; s, + 2xD;)

=ggT(D;,det A; 5,,det A; g,,...,det A; s,)
= 88T (D, g:(B))

Korollar 11.3.6

Sei A = [ai;] € My n(Z) eine untere Dreiecksmatriz mit Rang (A) = m < n und die Matriz
B = [b;j] := HNF(A) die Hermite-Normalform zu A. Zu D1, Dy, ..., D, (wie in (11.2) definiert)
qgilt:

(113) b“ :ggT(DZ,a“) fU,TZ: 1,2,,7’7’1/
Beweis. Weil A und B untere Dreiecksmatrizen sind, gilt fiir k =1,2,...,m
k k
A) = H ajj gr(B) = H bjj
j=1 j=1

Insbesondere ist Dy = g, (B) = det L(A), da L(A) = L(B). Nach Satz 11.3.5 erhalten wir:
88T (D1, 9x(A)) = geT(D1,gx(B))  fiir k=1,2,...,m
Da gx(A) und gi(B) Teiler von D; sind, folgt:

k

k
(11.4) goT | Dy, [Jajs | =[]bis firk=12....m
j=1 ]

Wir haben die Behauptung (11.3) fiir ¢ = 1 mit & = 1 bewiesen. Sei im weiteren ¢ > 1. Wegen
Definition (11.2) D; := H;n:l b;; gilt:

D, H
11.5 - = bj] =D

Aus (11.4) folgt mit k:=14 — 1:

ggT (DlvH‘ 1“]3) o
(11.6) 1= = =ggT | D;, Zﬂ
L= s j=1 93
Wir erhalten aus (11.4) mit k£ =4 und (11.5):
ggT (Dl,Hj-zl ajj) [ty
i = | =ggT | Di, a4 - bﬂ
Hj:l bjj j=1 77

Wegen Identitét (11.6) ist der zweite Faktor des zweiten Arguments teilerfremd zu D; und es gilt:
bii = ggT (D, ai)
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Algorithmus 11.3.1 berechnet die Hermite-Normalform, wobei der Zahlenbereich fiir die (mod
D;)-Rechnung {0,1,..., D;—1} ist. Da nur auf der Diagonalen der Wert D; stehen kann (vergleiche
HNF-Definition), testen wir in Schritt 2.3, ob a; = 0 (mod D;) gilt. Wegen Rang(A4) = m < n
ist a;; # 0, und wir setzen a;; auf D;.

Algorithmus 11.3.1 Hermite-Normalform modulo Determinante D

EINGABE: > A =[A1,As,...,A)] = [aij] € My n(Z) mit Rang(A) =m <n
> Determinante D von L(A)

/% A1, Aa, ..., A, sind die Spaltenvektoren */
1. D, =D
2. FOR i =1,2,...,m DO

/* Bringe i-te Zeile auf HNF-Form #*/

2.1. Berechne mit erweitertem Euklidischem Algorithmus w;, t;y1,...,Up,u € Z, d >0
mit:

n
d= Zaij g +u- Dy = ggT (Dy, G, Qijig1s - - - 5 Qin)

i=i

/* Wir schreiben bei Vektor-Operationen (mod M, Ma,..., M,,), wenn der j-te Eintrag
modulo M; reduziert wird (j = 1,2,...,m). %/

2.2. A; = zn:_Aj -u; (mod Dy, Da,...,D;,...,D;)
j=i
2.3. IF a;; = 0 THEN a;; := D; /* Da ai; # 0 wegen Rang(A) =m */
2.4. FORj=i+1,i+2,...,n DO/« Erreiche a;; = 0 */
Aji=A; — % ~a; (mod Dy,Ds,...,D;,...,D;)
END for j
2.5. FORj=1,2,...,i—1DO /* Erreiche 0 < a;; < as; */
Aj:=A; — %] -a; (mod Dy,Ds,...,D;,...,D;)

d
END for j
2.6. Dy =2
END for i

AUSGABE: Hermite-Normalform A der Eingabematrix

Nach Korollar 11.3.6 ist die Berechnung der Diagonalelemente korrekt. Wegen D; - e; € L
(1 < i < m) bleibt bei den Modulo-Operationen das Gitter invariant. Wir erhalten eine untere
Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente mit denen der Hermite-Normalform iibereinstimmen und
deren Spaltenvektoren im Gitter liegen. Aus Lemma 11.3.3 folgt die Korrektheit des Algorithmus’.
Fiir [b;;] := HNF(A) gilt

Di::Hbjj fﬁri:1,2,...,m
j=i

und insbesondere D; = det L(A). Da wir bei der i-ten Iteration das i-te Diagonalelement der
Hermite-Normalform zu A erhalten, kennen wir zu diesem Zeitpunkt Dq, Ds,...,D;. Fiir die
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Zeilen ¢ 41,742, ..., n reduziert der Algorithmus modulo D;, einem Vielfachen von Dj fiir j > 1.
Wir erhalten kein falsches Ergebnis, da wir die Eintrége in der j-ten Zeile spédter modulo Dj;
reduzieren.

Alternativ kann als Modul auch der Exponent des Gitters, ein Teiler der Gitterdeterminanten,
verwendet werden:

Definition 11.3.7 (Exponent eines Gitters)
Sei L C R™ Gitter vom Rang n. Der Ezponent E von Z™/L (bzw. von L) ist:

E:=min{keN |k-Z" C L} = max{ord(z) |z € Z"/L}

Als Modul wihlt man im allgemeinen die Determinante, da diese effizient zu berechnen ist.

11.4 Approximation von Gittern durch Gitter mit zykli-
scher Faktorgruppe

In diesem Abschnitt reduzieren wir algorithmische Probleme zu ganzzahligen Gittern auf den Fall
eines Gitters L C Z", das durch eine lineare Kongruenz gegeben ist:

L={ze€Z" |{z,u) =0 (modd)}

mit v € Z™ \ {0} und d € N. Wir werden in Satz 11.4.7 und Korollar 11.4.8 zeigen, dafl jedes
Gitter L C Z™ in dieser Form geschrieben werden kann, falls . den Rang n hat und die abelsche
Faktorgruppe Z"/L zyklisch ist. In Satz 11.4.7 zeigen wir, daf jedes ganzzahlige Gitter effizient
approximiert werden kann durch ein rationales Gitter L C %Z” mit zyklischer Faktorgruppe
7" /kL.

Wir definieren die Smith-Normalform, kurz SNF, einer ganzzahligen, quadratischen Matrix.
Die Definition geht zuriick auf H.J.S. Smith [Smith1861].

Definition 11.4.1 (Smith-Normalform (SNF))
Fine quadratische Matriz B = [b;j] € M, ,(Z) ist in Smith-Normalform, wenn:

a) bij >0 firi=j und bj; =0 firi#j
b) bigiiv1 | by firi=1,2,...,n—1

In Worten: Eine quadratische Matrix ist in Smith-Normalform, wenn alle Eintrige bis auf die
Diagonale gleich 0 sind, die Werte auf der Diagonalen alle positiv sind und jeweils ein Vielfaches
des folgenden Eintrags auf der Diagonalen sind. Auch die Smith-Normalform einer Matrix ist
eindeutig bestimmt:

Satz 11.4.2
Sei A € My n(Z) mit det A # 0. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Smith-Normalform
B = SNF(A) von der Form

B=SAT  S,T € GL,(Z)

Beweis. Beweisidee und einen effizienten Algorithmus zur Bestimmung der Smith-Normalform
finden sich in [Cohen93] und [Lang93, Theorem 7.9, Kapitel 3,88]. Das Produkt [, _, bk ist der
grofite gemeinsame Teiler aller (n — ¢ + 1)-Minore der Matrix A. |
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Beispiel 11.4.3 (Smith-Normalform)

Sei
a b
A=l
mit det A #£ 0. Setze by := ggT(a,b,c,d) und by := adb—;bc. Dann ist:
b1 0
o= [ 0]
Vergleiche Ubungsaufgabe 17 des zweiten Kapitels in [Cohen93]. o

Satz 11.4.2 fiir Matrizen ist dquivalent zu folgendem Satz fiir Z-Moduln.

Satz 11.4.4 (Elementarteilersatz)
Es seien L C L' freie Z-Moduln mit Rang(L) = Rang(L’') = n. Dann gibt es dy,ds,...,d, € N
(sog. Elementarteiler von L in L') mit:

a) di+1|difﬁri:1,2,...,n—1

b) L'/L =@ (Z/d:Z) (eindeutig bestimmt) und (L' : L] = dydy . . .dy,.
i=1

¢) Es gibt Z-Basis vy, v, ...,v, von L', so daff dyvi,dava,...,dyv, Z-Basis von L ist.
Beweis. Siehe [Lang93, Theorem 7.8, Kapitel 3, §8]. |

Wir erhalten einen bekannten Satz von L. Kronecker (1877):

Beispiel 11.4.5 (Kanonische Form endlicher, abelscher Gruppen)
Jede endliche, abelsche Gruppe G mit |G| > 1 hat die kanonische Form:

G=(z/dz)
i=1
mitdiﬂ|diunddi>1fﬁri:1,2,...,n—1. <o

Beispiel 11.4.6 (Kanonische Form von Z"/L)
Sei L C Z" ein vollstdndiges Gitter. Dann gilt:

z" /L= (z/d;z)
i=1
mit d;4q | d; fir i = 1,2,...,n — 1 eindeutig bestimmt (bis auf d; = 1). Beachte, dal (Z/d;Z,+)
eine zyklische Gruppe der Ordnung d; ist. Es gilt:

Z" /L zyklisch —= di,ds,...,d, paarweise teilerfremd
= di>lundd; =1ftiri=2,3,...,n
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Satz 11.4.7
Sei L CZ™ ein Gitter vom Rang n. Z™ /L hat genau dann die kanonische Form

n

P z/diz)  mit digy | di,

i=1
wenn L von folgender Form ist (wobei (-,-) das Standard-Skalarprodukt ist):
L={zeZ" |{(z,u;) =0 (modd;) firi=1,2,...,n}

mat

o divq |d; firi=1,2,...,n—1,

e det L =dqidy...d, und

o [ui,uz,...,u,] € GL,(Z).
Beweis. Fiir U € GL,(Z) sind die Eintrége der Spaltenvektoren jeweils teilerfremd, denn wir

konnen die Spalte durch den grofiten gemeinsamen Teiler d > 0 dividieren und erhalten eine
ganzzahlige Matrix U’ mit det U = d - det U’. Wegen det U = 1 und det U’ € Z folgt d = 1.

Wir zeigen beide Richtungen der Behauptung:
,=“ Sei A die Basismatrix zu L in Smith-Normalform:
dy
dy
U-AV= ) U,V e GL,(Z)
d,

Damit ist det L = det A = dids - - - d,,. Das folgende Produkt zweier Matrizen ist eine Basis-
matrix des Gitters L:

dy
dy
(11.7) vt _ = AV
d,
Das duale Gitter L* ist definiert als:
L*:={zespan(L) |Va € L: (z,a) € Z}

Die Basismatrix des dualen Gitters entsteht durch Invertieren und Transponieren der Basis-
matrix. Wir erhalten aus (11.7) daher eine Basismatrix des zu L dualen Gitters L*:

dyt
(1L8) ((AV)™)
d;t

Seien w1, us, . .., u, die Spaltenvektoren von UT. Aus (11.8) folgt, daf die Vektoren all-_1 - U4
(1=1,2,...,n) eine Basis von L* bilden. Wegen (L*)* = L (Satz 2.2.29 auf Seite 29) folgt:
L={zeZ" |{z,d" w)€Zfiri=12,...,n}
={zeZ" |(z,u) e d;Zfiri=1,2,...,n}
={xeZ" |{(z,u;) =0 (mod d;) firi=1,2,...,n}
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<" Sei das Gitter L von der Form
L={z€Z" |(x,u;)=0 (modd;) firi=1,2,...,n}
mit di1 | d; und die Matrix (u;;) == [u1, ua, ..., u,] € GL,(Z). Setze:
Li={z€Z" |{x,u;) =0 (modd;)} firi=1,2,...,n

Da ggT (ui1, wia, .- ., uim) = 1, gilt det L; = d;. Ferner ist Z™/L; = Z/d;Z zyklisch von der
Ordnung d;. Es ist:

Wegen det L = dyds - - - d,, (folgt aus Korollar 2.2.21 auf Seite 24) gilt:

J n
(ﬂL)/ () Li| 22"/Lin
i=1 i=j+1

Es folgt aus dem zweiten Isomorphiesatz fiir Gruppen:

Z”/L _gn ﬁ LZ 2. Isom()éphiesatz éZ/Ll _ é (Z/dlz)
i=1 i=1

=1

Zu einem gegebenen Gitter L konnen wir effizient durch den Algorithmus zur Bestimmung der
Smith-Normalform die Werte dy, ds, ..., d, berechnen.

Korollar 11.4.8
Sei L C Z™ ein volldimensionales Gitter. Genau dann kann das Gitter dargestellt werden als
L={xzeZ" |{(z,uy=0 (modd)}

mit u € Z™ \ {0} und d € N, wenn die Faktorgruppe Z™ /L zyklisch ist.

Beweis. Da Z"/L genau dann zyklisch ist, wenn d :=dy > 1l und do = d3 = --- =d,, = 1
(vergleiche Beispiel 11.4.6), folgt die Behauptung aus Satz 11.4.7. |

Falls das Gitter L C Z" keine zyklische Faktorgruppe Z" /L hat, kénnen wir es durch ein rationales
Gitter mit zyklischer Faktorgruppe (beliebig) approximieren. Wir definieren:

Definition 11.4.9 (e-Approximation)
Sei L C Z™ Gitter vom Rang n und € €]0,1[. Sei f : L — Z" eine lineare Abbildung und k € Z, so

dafs:
Ve e L: |lz— % f@)| <e- ||

Dann heift (f, k) e-Approzimation zum Gitter L. Das Paar (f, k) heif$t zyklische e-Approzimation,
wenn 2"/ f(L) zyklisch ist.

Dabei ist f(L) C Z™ ein Gitter mit dem gleichen Rang wie L, denn wegen der Linearitit von f ist
f(L) diskret, und falls der Rang kleiner als der von L wére, gébe es einen nicht-trivialen Vektor
x € L mit f(x) =0, so dafl die Eigenschaft der e-Approximation fiir € €]0, 1[ nicht erfiillt ist.
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Satz 11.4.10
Zu jedem Gitter L C Z™ vom Rang n und € > 0 gibt es eine zyklische e-Approrimation. Diese
kann effizient berechnet werden.

Beweis. Sei B := [b;;] = [b1,bo,...,b,] Basismatrix zu L. Die Matrix B sei in (unterer) Hermite-
Normalform nach dem absolut kleinsten:

a) leZO furz>j

b) [bji < 5 [bj;| fiir i < j

Seien b11,ba2, . . ., bpy, paarweise verschieden (fiir den allgemeinen Fall siche [PaSchn87]). Setze:
(11.9) ko= le - TTbi = by
i#]

Es ist k € Z. Betrachte die lineare Abbildung f : L — Z" mit f(b;) := k - b;, wobei:

_ by falls i # j
(11.10) biy=14 0 A 7&‘7.
bij % falls i = ¥

Sei B = (Eij). Die Diagonalelemente der Matrix k - B sind k - by; — 1 fiir 4 = 1,2,...,n. Durch
Widerspruch zeigen wir, dafl diese paarweise teilerfremd sind. Angenommen, es gibe 1,5, i # 7,
und eine Primzahl p mit:

k'bii—lEk'b]’j—l (modp)

Es folgt p | k(bi; — b;;). Da nach Definition (11.9) (b;; — b;;) | k gilt, ist in jedem Fall p | k. Es
folgt der Widerspruch:

p [ (kbj; — 1)

Da die Zahlen k- b;; (siehe (11.10)) nach Voraussetzung paarweise relativ prim sind, ist der groBte
gemeinsame Teiler aller k-Minore, k& < n, der Matrix k - B gleich 1. Betrachten wir die Smith-
Normalform zu k - B. Nach den vorherigen Uberlegungen kann nur das erste Diagonalelement
ungleich 1 sein:

d 0 -+ -+ 0

0 1
SNF (k- B) =

: . 1 0

o - -~ 0 1]

Die e-Approximation kénnen wir effizient berechnen, da die Laufzeit durch die Bestimmung der
Hermite-Normalform dominiert wird. Dazu verwenden wir Algorithmus 11.3.1. |

Der folgende Satz zeigt den Zusammenhang der sukzessiven Minima des Gitters L C Z" und der
e-Approximation (f,k):

Satz 11.4.11
Sei (f, k) eine e-Approzimation zum volldimensionalen Gitter L C Z™. Dann gilt:

IN(L) = - N(f(L)| <e-N(L)  firi=1,2,...,n.
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Beweis. Sei L := L - f(L). Wir wiihlen linear unabhiingige Gittervektoren by, b, ..., b, € L mit

&

€ M\(L) fiir ¢ = 1,2,...,n. Sei i fest. Da (f, k) eine -
1,2 %

yoee ey

e Wir zeigen \; (L) — \(L) <
Approximation ist, gilt fiir j =

[6; = & - FO))]| < €~ [lbjll = €~ A;(L)
Es gilt nach Dreiecksungleichung fiir j =1,2,...,1:
(11.11) % - L@ < Nbsll+ (o5 = 5 - FB]| < ML) + - Aj(L)

Da f(L) C Z" ein volldimensionales Gitter ist, sind die Vektoren %f(bj) eL,j=1,2,...,1,
linear unabhéngig. Es gilt nach (11.11)

A (L) < ML) + ¢ A(D)
und wir erhalten die Behauptung.
o Wir zeigen \;(L) — X; (L) < e-N(L) fiir i = 1,2,...,n. Sei i fest. Es gilt fiir j =1,2,...,i:
b =k £ (By) || < e [l fTH @) < e [l 70 (Bs) = byl + e 1]
Wir erhalten fiir j =1,2,...,14:
(11.12) (L) [|bj = k- £ (b)) || < e [[bs]

Die Vektoren k - f~! (l_)j) € L, j=1,2,...,4, sind linear unabhéingig. Es folgt fiir m mit
1<m <i,und Hk Sft (l_)m)H = maxi<;<i Hk St (Ej)H:

(1= - N(L)<(L—e)-|k- 7 (bm) I (wegen Wahl von m)
<(l—¢)- Hgm — k- f7 (b)) ||+ (1 =€) HBmH (Dreiecksungleichung)
<e||bm|| + (1 =€) - ||| (wegen (11.12))
<\ (E) (wegen m < i)

Wir erhalten die Behauptung A;(L) — A; (E) <e-N(LD) firi=1,2,...,n.
Insgesamt haben wir |A;(L) — ¢ - Ai(f(L))| < e A(L) fiir i = 1,2,...,n bewiesen. |

Wenn wir in Satz 11.4.11 € < (3 A\, (L) 4+ 1)~ " wiihlen, kénnen wir die sukzessiven Minima von
L durch die der e-Approximation bestimmen, denn die sukzessiven Minima sind fiir beide Gitter
ganzzahlig. Diese Polynomialzeit-Reduktion kann auch auf Gitter L C Z™ mit Rang(L) < n
erweitert werden [PaSchn87].
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Kapitel 12

Grobner-Basen

In diesem und den folgenden Kapiteln sei S ein kommutativer Ring mit Einselement 1 und R :=
Slx1,xa,...,2,] der Ring der Polynome in den Variablen x1, s, ..., 2, mit Koeffizienten in S.

Wir beschéftigen uns mit der Reduktion von Basen zu Idealen im Ring S[z1, x2, . . ., Z,]. In die-
sem Kapitel stellen wir das Konzept der Grébner-Basen vor. Im Kapitel 13 werden wir Reduktions-
Algorithmen fiir Grobner-Basen entwickeln und Anwendungen geben.

12.1 Definition und Eigenschaften

Wir definieren zum Ring R:

Definition 12.1.1 (Ideal)
Die Teilmenge I C R ist ein Ideal, wenn:

a) I ist eine additive Untergruppe von R.
b) R-1C1.

Da das Ideal I eine additive Gruppe ist, gilt I # ().

Definition 12.1.2 (Basis oder erzeugendes System eines Ideals)

Zu a1,a3,...,0, € R ist
k
(a1,a9,...,a) := g ria; | r1,79,..., 7Kk € R
i=1
das Ideal mit Basis oder erzeugendem System ai,as, ..., ak.

Im Vergleich zu Gittern miissen die Elemente der Idealbasis nicht linear unabhiingig sein (Koeffi-
zienten aus dem Ring R), d.h. die Basis ist im allgemeinen nicht minimal.

Definition 12.1.3 (Potenzprodukte,Terme)

Die Menge der Potenzprodukte (Terme) in den Variablen x1,xa, ..., x, ist (setze 29 :=1):
PP(xy,xa,...,2,) = {a{'25? ... xi" |e1,e2,...,e, €ENg} C R
Der Grad des Potenzproduktes x{'x5? ... x5 ist y ., €;, d.h. die Summe der Exponenten.

139
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Seien p := xfleQ coogdn und g i= 2257 .. 28 Potenzprodukte. Das Potenzprodukt p ist ein
Vielfaches von ¢, also teilt p g, falls e; < d; fiir i = 1,2, ..., n. Das kleinste, gemeinsame Vielfache

von p und q ist:

kgV (p’ q) _ mllnax(dl,el)xrznax(dQ,eg) . Zl'?ax(d”’e”)

Der grofite gemeinsame Teiler von p und g ist:

min(dy,e min(ds,e i
(da 1)332 (dz 2)__.x;nln(dn,en)

ggT(p,q) = x;

Das folgende Lemma von Dickson werden wir in einigen Beweisen in diesem Kapitel benutzen:

Lemma 12.1.4 (Dicksons Lemma)
Jede Menge X C PP(x1,xa,...,2,) von Potenzprodukten enthilt eine endliche Teilmenge Y C X,
so dajf$ jedes p € X ein Vielfaches eines Potenzprodukts aus Y ist.

Beweis. Siehe [Mishra93, Lemma 2.2.1]. |

Fiir die Reduktion benétigen wir eine Ordnung auf den Potenzprodukten. Wir betrachten nur
admissible (zuléssige) Ordnungen:

Definition 12.1.5 (Admissible (zulissige) Ordnung)
FEine totale Ordnung <, auf den Potenzprodukten PP(x1,xa,...,x,) ist admissible (zulissig),
wenn fir alle p,p’,q € PP(x1,xo,...,x,) gilt:

e 1<ap
ep<ap = pg<apq
Wir schreiben p <4 ¢, falls p <4 g und ¢ # p ist. Falls ¢ ein Vielfaches von p ist, gilt p <4 q.

Lemma 12.1.6
Jede admissible Ordnung <a auf PP(x1,xo,...,x,) ist eine Wohlordnung, d.h. jede nicht-leere
Teilmenge von PP(x1,xa,...,%,) hat beziiglich <4 ein kleinstes Element.

Beweis. Anwendung von Dicksons Lemma [Mishra93, Lemma 2.2.3]. |

Ein Beispiel fiir eine admissible Ordnung ist die lexikographische Ordnung:

Definition 12.1.7 (Lexikographische Ordnung)

Seien p 1= 1:‘111 cooxdn und g == 20 .. 28 Potenzprodukte aus PP(x1, %, ..., x,). Die lexikogra-

phische Ordnung <iex ist auf PP(x1,x,...,x,) wie folgt definiert: Es ist p <jex q, falls
a) fir ein i gilt d; # e; und
b) fiir das minimale i mit d; # e; gilt d; < e;.

Es gilt 1 >jex T2 >lex - >lex Tn > 1.

Definition 12.1.8 (Monom)
Ein Monom m € R ist ein Element m = ap mita € S \ {0} und p € PP(x1,22,...,Tp).
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Im folgenden sei < 4 eine feste, admissible Ordnung. Jedes Polynom f € R\ {0} hat eine eindeutige
Darstellung

k
(12.1) f:Zaipi mit a; € S \ {0} und p; € PP(x1,29,...,2,) firi=1,2,...,k
i=1

mit p; >4 p2 >4 -+ >4 pr. Wir fithren zur Darstellung (12.1) folgende Bezeichnungen ein, die
von der zugrundeliegenden admissiblen Ordnung abhéngig sind:

Hmono(f) := ai1p1 Head-Monom
Heoef(f) := ay Head-Koeffizient
Hterm(f) :=p1 Head-Term

k
Tail(f) := f — Hmono(f) = Z a;p; Schwanz
=2

Falls der Koeffizientenring S nullteilerfrei ist, gilt Hmono(fg) = Hmono(f) - Hmono(g) und ins-
besondere Hterm(fg) = Hterm(f) - Hterm(g). Wir definieren mit Hilfe von Head-Monom-Idealen
Grobner-Basen:

Definition 12.1.9 (Head-Monom-Ideal)
Zu G C R sei Head(G) folgendes Ideal:

Head(G) := ({Hmono(g) |g € G}) = { Z r; - Hmono(g;)

endl. Summe

giGG,TiER}

Grobner-Basen (G-Basen) wurden 1965 von B. Buchenberger in seiner Disseration [Bb65] ein-
gefithrt und nach seinem Doktorvater, W. Grobner, benannt. Das Gebiet wurde aber erst in den
siebziger Jahren populér (vergleiche Literaturliste in [BeWe93, Mishra93]).

Definition 12.1.10 (Grdbner-Basis)
Zum Ideal I C R ist G C I Grobner-Basis von I, wenn Head(G) = Head(I).

Da G := I die obige Behauptung erfiillt, hat jedes Ideal I eine Grobner-Basis. Ein Ideal kann
mehrere Grébner-Basen haben. Zum Beispiel ist zu einer Grobner-Basis G auch G’ mit G C G/ C I
ebenfalls eine Grobner-Basis des Ideals 1.

Aus G C T folgt Head(G) C Head(I). Daher geniigt es zum Nachweis der Grobner-Basen-
Eigenschaft von G zum Ideal I zu zeigen, dal Head(G) O Head(I) gilt. Folgender Satz rechtfertigt
den Ausdruck ,,Basis“ fiir Grobner-Basen eines Ideals:

Satz 12.1.11
Sei I C R ein Ideal von R und G C I. Dann gilt:

Head(G) = Head(I) = (G)=1

Das heifit: Jede Grobner-Basis eines Ideals erzeugt das Ideal.

Beweis. Wegen G C [ ist (G) C I. Angenommen, es gelte (G) C I. Wihle f € I\ (G) mit
Hmono(f) minimal beziiglich <,4. Wegen

Hmono(f) € Head(G) = Head(I)
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gibt es eine Darstellung als endliche Summen mit ¢; € R:

(12.2) Hmono(f) = Z t; - Hmono(g;)
9:€G

(12.3) Hterm(f) = ) t; - Hterm(g;) = »  Hterm(t; - g;)
g:€G g:€G

Betrachte:

[ = Tail(f) — Z t; - Tail(g;) (122 f- Z i gi
9:€G 9i€G
—
€(G)

Es gilt f' € I. Offenbar ist f’ ¢ (G), da sonst f € (G) im Widerspruch zu f € T\ (G) wire. Wegen
(12.2) ist:

Hmono(f") <4 Hmono(f)

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von f: Hmono(f) war minimal beziiglich <4. |
Es gilt:

Satz 12.1.12
Sei I C R ein Ideal von R und G C I. G ist genau dann Grébner-Basis von I, wenn jedes h € 1
von der Form

h=>" figi mitficR

g:€G

ist, so daff Hterm(f;g;) = Hterm(f;) -Hterm(g;) <4 Hterm(h), d.h. der Grad der f; ist beschrinkt.

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen:

»="“ Sei h € I. Induktiv angenommen, die Behauptung gilt fiir alle b’ <4 h, d.h. Hterm(h') <4
Hterm(h). Es gilt, da nach Voraussetzung G eine Gribner-Basis von [ ist:

Hmono(h) € Head(I) = Head(G)
Es gibt eine Darstellung mit a; € S und p; € PP(x1, o, ..., z,):
(12.4) Hmono(h) = Z a; - p; - Hmono(g;),
9:€G
so daf fiir alle ¢ gilt:
(12.5) pi - Hterm(h;) = Hterm(g;)

Bilde:
B = Tail(h) — > a;-pi-Tail(g) =h— Y a;-pi-g;
g:€G g:€G

Beachte: Das fithrende Monom hebt sich wegen (12.4) und (12.5) weg. Es ist Hterm(h') <4
Hterm(h). Aus der Induktionsannahme angewandt auf &' folgt die Darstellung

h=h'+ Z a; - pi- gi = Z fi-gi+ Z a; - Pi - gi
9:€G 9:€G 9i€G

mit:
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1. Hterm(f!) - Hterm(g;) <4 Hterm(h') <4 Hterm(h)
2. Hterm(p;) - Hterm(g;) = Hterm(h)

»,<%“ Es geniigt zu zeigen: Head(G) 2 Head(I). Sei h € I von der Form

h:Zai~pi-gi mit a; € S, p; € PP(z1,22,...,2,)
g:€G

mit p; - Hterm(g;) <4 Hterm(h). Sei:
L= {g; : Hterm(h) = p; - Heerm(gi)} # 0
Wir erhalten:
Hmono(h) = Heoef (h) - Hterm(h)

= Z a; - Heoef(g;) - p; - Hterm(g;)
gi€L

= Z a; - p; - Hmono(g;)

gi€L

Also gilt Hmono(h) € Head(G), und G ist eine Grobner-Basis des Ideals I.

Falls die Koeffizienten der Polynome statt aus einem beliebigem Ring aus einem Korper sind, hat
jedes Ideal eine endliche Grébner-Basis. Wir werden sehen, daf dies auch fiir Noether’sche Ringe
(Definition 12.1.14) gilt.

Satz 12.1.13
Sei K ein Korper. Dann hat jedes Ideal I C K[x1,x2,...,2,] eine endliche Gribner-Basis.

Beweis. Sei

X = {Hterm(f) : f eI} CPP(z1,22,...,2n)
Nach Dicksons Lemma 12.1.4 gibt es ein endliches Y C X mit
(12.6) Vee X: dyeY: yteilto

Definiere ¢ : Y — I so, daf$ Hterm(¢(y)) = y fiir alle y € Y. Damit ist G := ¢(Y) eine Grébner-
Basis des Ideals I, denn:

Head(G) = ( {Hmono(g) : g € G})
= ({Hterm(g) : g € G}) (da Koeffizienten aus Koérper)
=(Y) (da G := ¢(Y) und Hterm(¢(y)) = y)
= (X) (wegen Eigenschaft (12.6))
= Head([]) (da Koeffizienten aus Korper)

Dieser Satz tibertrigt sich auf Noether’sche Ringe:
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Definition 12.1.14 (Noether’scher Ring)
Ein Ring R heif$st Noether’sch, wenn jedes Ideal des Ringes endlich erzeugt ist.

Falls die Koeffizienten aus einem Noether’schen Ring S sind, ist auch R = S[z1, o, ..., z,] ein
Noether’scher Ring:

Satz 12.1.15 (Hilbert’scher Basissatz)
Ist S ein Noether’scher Ring, so auch R = S[x1,xa,...,%y).

Beweis. Siehe u.a. Theorem 2.3.7 und Korollar 2.3.8 in [Mishra93]. |

Bevor wir die Aussage aus Satz 12.1.13 fiir Noether’sche Ringe beweisen, fassen wir algebraische
FEigenschaften Noether’scher Ringe zusammen:

Satz 12.1.16
Sei R ein Ring. Dann sind folgende drei Aussagen dquivalent:

1. R ist ein Noether’scher Ring.

2. Jede aufsteigende Idealkette bricht ab, d.h.:

3. Jede nicht-leere Menge von Idealen hat ein mazimales Ideal (beziiglich Inklusion).

Beweis. Siehe u.a. Proposition 2.3.6 in [Mishra93]. |

Wir iibertragen Satz 12.1.13 auf Noether’sche Ringe:

Satz 12.1.17
Sei S ein Noether’scher Ring. Dann hat jedes Ideal I C R := S[z1,xa,...,z,] eine endliche
Grobner-Basis.

Beweis. Sei Y endliches, erzeugendes System des Ideals Head(I) C R. Es gilt:
Y C {Hmono(f) : f €I}
Definiere ¢ : Y — I so, daB3 Hmono(gb(y)) =y. Fir G := ¢(Y) gilt:

Head(G) = (Y) = Head ()

Wir betrachten zum Abschlufl ein Beispiel zu Grébner-Basen:

Beispiel 12.1.18 (Grdbner-Basis)
Sei R := S[xy,xs]). Wir withlen als zuldssige Ordnung die lexikographische Ordnung;:

1 <Llex T2 <lex T1
Seien ¢y := x1 und g := x1x5 — 5. Wir wollen eine Grébner-Basis GG zu dem Ideal

I:=(g1,92) = (21, 7172 — T2)
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bestimmen. Unser erster Ansatz ist G := {g1,g2}. Es gilt:
Head(G) = ( Hmono(g;), Hmono(gs) ) = (21, z122)

Wir zeigen, dafl G keine Grobner-Basis zu [ ist. Fiir eine Grobner-Basis gilt, dafl das Headmonom
eines Polynoms f = fig1 + f2g2 € I mit fi, fo € R in Head(G) liegt. Dies gilt offenbar, wenn das
Headmonom von f entweder das Headmonom des ersten oder zweiten Summanden ist. Jedoch
kann sich das Headmonom wegheben:

(12.7) f=xa-g1+(—1) go=x120 — 2122 + T2 = T2

Wegen 1 [ xo ist 2o ¢ (G), und G ist keine Grébner-Basis von I. Dies tritt genau bei Polynomen
des Typs
kgV (x1,x122)

S1 -x1-7+52-(x1x2—x2)-
€1 172

kgV (21, 2122)

mit s1,82 € S sowie s1 + so = 0 und deren Vielfachen auf. Wir werden in Kapitel 12.2 Polynome
dieses Typs (auch fiir mehr als 2 Polynome) als S-Polynome zu G bezeichnen. Wenn wir diese
durch Head(G) darstellen kénnen (Syzygy-Bedingung), ist G eine Grébner-Basis.

In unserem Beispiel fiigen wir f aus (12.7) zu G hinzu. Nach diesem Prinzip arbeiten die
Reduktions-Algorithmen, die wir in Kapitel 13 kennenlernen. Sie erweitern die Idealbasis durch
Hinzunahme weiterer Polynome, die noch nicht in Head(G) liegen, zu einer Grobner-Basis. In
unserem Beispiel ist G nach der Hinzunahme von f eine Gréobner-Basis von I, denn wegen G C [
ist allgemein Head(G) C Head(I) und aus

Head(G) = ( Hmono(g1), Hmono(gs ), Hmono(f) ) = (z1, z2, z122)
folgt Head(G) 2 Head(I), da IN.S = {0}. o

12.2 S-Polynome und Syzygy-Bedingung

Wir lernen in diesem Abschnitt eine alternative Charakterisierung von Groébner-Basen durch S-
Polynome und Syzygy-Bedingung kennen. Wir fassen die dquivalenten Bedingungen in Satz 12.2.4
zusammen. Anschlieflend vereinfachen wir die S-Polynome fiir den Fall, daf§ der Koeffizientenring
ein Korper oder der Ring der ganzen Zahlen ist.

Definition 12.2.1 (S-Polynome SP(G))
Zu G C R besteht die Menge SP(G) C G der S-Polynome zu G aus den endlichen Summen:

m
h:= Z 8igi ——
foyr? Hterm(g;)

mit s; € S \ {0}, > s; - Heoef(g;) = 0 und m = kgV ({Hterm(g; : ¢; aus Summe}).

Fiir die S-Polynome gilt:
1. Hterm(g;) teilt m.
2. Aus G' C G folgt SP(G’) C SP(G).

3. Die fithrenden Terme (Head-Terme) von h ,annulieren sich, d.h.:

h = Zsz - Tail(g;)

_m
Hterm(g;)

Also gilt Hterm(h) <4 m.
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Wir definieren die Syzygy-Bedingung:
Definition 12.2.2 (Syzygy-Bedingung)

G C R erfillt die Syzygy-Bedingung, wenn jedes h € SP(G) von folgender Form ist:

(12.8) h= Z fi g mit f; € R, g; € G und Hterm(f; - g;) < Hterm(h)

Die Syzygy-Bedingung bildet eine alternative Charakterisierung von Grébner-Basen:

Satz 12.2.3
Sei I C R Ideal und G C I mit (G) = I. G ist genau dann Grébner-Basis von I, wenn G die
Syzygy-Bedingung erfillt.

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen:

»= Sei h € SP(G) C (G). Nach Satz 12.1.12 ist h von der Form (12.8).
»<* Beweis durch Widerspruch. Sei f € I = (G).

(12.9) f= Zf’ - i mit f; € Rund ¢; € G

mit M := max; {Hterm(f; - ¢;)} beziiglich Ordnung <4 minimal. Nach Satz 12.1.12 ist G
Grobner-Basis, falls Hterm(f; - ;) <a Hterm(f). Angenommen, es sei M >4 Hterm(f).
Dann annulieren sich die fithrenden Terme in (12.9):

Z s; - Heoef(g;) =0 mit s; := Heoef(f;)

Hterm(f;-g;)=M

Also:
M
12.10 - U g
(12.10) f oo frorm(g) ¥ +D i
Hterm(f;-gi)=M %
=:h
mit

f’ L Taﬂ(fi) falls Hterm(fi . gi) - M
T fi sonst

Beachte: Hterm (f/ - g;) <a M. Da nach Annahme Hterm(f) <4 M, folgt Hterm(h) <4 M.
Fiir

m := kgV {Hterm(g;) : Hterm(f; -g;) = M}
gilt m | M, da Hterm(g;) | M. Folglich:

he . SP(G)
Es gibt ein A € SP(G) mit h = % - h. Wegen der Syzygy-Bedingung (12.8) ist i von der
Form:
h = fi- G mitherm(ﬁ@i) SAHterm(ﬁ)
9:€G
Es gilt:

Hterm( f; - §;) <a Hterm(h ) <4 Hterm(h) <4 M

Aus der Darstellung (12.10) erhalten wir einen Widerspruch: M ist nicht minimal.
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Wir haben die Aussage bewiesen. |

Zusammenfassend erhalten wir als dquivalente Charakterisierung von Grébner-Basen:

Satz 12.2.4
Sei I C R Ideal und G C I, dann sind dquivalent:

a) G ist eine Grobner-Basis des Ideals I.

b) Head(G) = Head(I)

¢)Vhel: 3fie R: h= Y figi (endliche Summe) mit Hterm(g; - f;) <4 Hterm(h).
g, €G

d) Es gilt (G) =1, und G erfillt die Syzygy-Bedingung.

Wir betrachten im weiteren die Spezialfiille, daf3 der Koeffizientenring ein Kérper oder Z ist.
In beiden Féllen konnen wir die Syzygy-Bedingung durch einfachere S-Polynome definieren:

Definition 12.2.5 (S-Polynome SPg(G) und SPz(QR))
Sei K ein Kérper. Zu G C Klxy,2a,...,2z,] bestehe die Menge SP(G) aus den Polynomen
(95,9x € G):

m m

12.11 ; = .y
( ) S(g]agk) Hmono(gj) g_]

~ Hmono(gy) Ik

mit m := kgV (Hmono(g; ), Hmono(g)). Zu G C Zlxy,x2,...,x,] bestehe die Menge SPz(G) aus
den Polynomen (12.11).

Beachte, daf sich der fithrende Term in der Differenz in (12.11) weghebt. Zu G C K|z1, 22, ..., Ty
bzw. G C Z[z1,x2, ..., z,] und g;, gr € G bezeichnen wir:

c; = Hcoef(g;)
T; := Hterm(g,)
¢k i=kgV(cj, cx)
Tj i == kgV (T}, Tx)

Mit diesen Bezeichnungen schreibt sich (12.11) als:

Cjk
12.12 S(g; = Lt IR
( ) (g])gk?) Cj T] Ck; Tk

Die Syzygy-Bedingung ist identisch mit der im allgemeinen Fall:

Definition 12.2.6 (Syzygy-Bedingung mit SPg(G) und SPz(G))
G C Klxy,x9,...,2,] erfillt die Syzygy-Bedingung mit SPk(G), wenn jedes h € SPk(G) von
folgender Form ist:

(12.13) h= Z fi- g mit f; € R, g; € G und Hterm(f; - g;) <a Hterm(h)

G C Z|zy, 29, ...,z erfillt die Syzygy-Bedingung mit SPz(G), wenn jedes h € SPz(G) von der
Form (12.13) ist.
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Wir zeigen, dafl genau dann G eine Grobner-Basis ist, wenn G die Syzygy-Bedingung mit SP x (G)
bzw. SPz(G) erfiillt:

Satz 12.2.7
G C K[x1, 2, ...,y ist Grobner-Basis genau dann, wenn G die Syzygy-Bedingung mit SP k (G)
erfillt.

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen:
»= Da SPk(G) C G, erfiillt SPx(G) die Syzygy-Eigenschaft.

»<* Beweis durch Widerspruch: Sei f € (G)

(12.14) f= Zfigi Ji€eR, g €G

mit M := max; Hterm(f; - g;) minimal beziiglich der Ordnung < 4. Angenommen, es gelte
M >4 Hterm(f). Nach Voraussetzung erfiillt G die Syzygy-Bedingung mit SPz(G), wenn
jedes h € SPz(G) von der Form ist:

h = Z fi i mit f; € R, g; € G und Hterm(f; - g;) <4 Hterm(h)

Sei 0.B.d.A. {1,2,...,k} := {i | Hterm(f; - ;) = M }. Da sich die filhrenden Terme weghe-
ben, ist k > 2. Fiir ¢; := Hcoef(g;) und s; := Hecoef(f;) definiere die Vektoren:

c:=(c1,c2,...,Ck) §:=(51,52,..-,5k)

Da sich in (12.14) die fithrenden Terme wegheben, erhalten wir:

k
5'§T: E CZ'SZ':O
i=1

Wie im Beweis zu Satz 12.2.3 auf Seite 146 gilt mit 7; = Hterm(g;):

(12.15) f= Y &-%-gﬁz:f{-gi

Hterm(f;-g:)=M

=:h
mit
P {Tail( f;) falls Hterm(f; - g;) = M

fi sonst

Beachte: Hterm (f] - g;) <4 M. Da nach Annahme Hterm(f) <4 M, folgt Hterm(h) <4 M.

BEHAUPTUNG 1: Das Polynom h ist von der Form

k
h=> a;-S(g1,9¢) - Si

=2

mit a; € K, S; € PP(x1,29,...,2,) und Th ;- S; = M.
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BEWEIS. Die Vektoren by, bs, ..., by € K* mit

b 1.2 2 0 0

b ds g0 _as 0

3 c1 C3
(12.16) Cl= : . . .
br—1 L0 e 0
b CLk 0 .. . 0 _ Gk
c1 Ck

bilden eine Basis von V := K* N span(&)", des (k — 1)-dimensionalen Vektorraums der

senkrecht auf & stehenden Vektoren aus K*. Da K ein Korper ist, existieren die Inversen.
Zum Vergleich: Das S-Polynom S(g1, ¢;) aus SPx(G) lautet:

cii T cii Ths

S(g91,9:) = o T T LT g
(] 3

Da §= (s1, 82,...,5k) in V liegt, gibt es Koeflizienten ag, as, ..., a; € K mit:

k
(81,827 s 73k) = Zbiai
i=2
Wiéhle S; € PP(xy, 29, ...,2,) so, dal T} ; - S; = M. Nach Definition von h aus (12.15) gilt:

M
DY
Hterm(f;-g,)=M

Aus der Wahl von S; folgt:

k
h=> ai-S(g1,9) - Si
=2
Dies war zu zeigen. [
Es ist:
cri T i Ti,

ﬂmm=é-ﬂg T 9

Beide Summanden haben den fithrenden Term 7} ; und fithrenden Koeflizienten ¢, ;, so daf
sich dieser weghebt. Wegen 11 ; - S; = M gilt daher:

Hterm(S(g1,9:) - Si) <a M firi=2,3,...,k

Weil G die Syzygy-Bedingung mit SPz(G) erfiillt, ist A von der Form

h = Z fi-gi mit Hterm( f; - g;) <a Hterm (S(g1,9:) - Si) <a M
9:€G

Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitét von M.

Analog zu Satz 12.2.7 gilt fiir den Koeffizientenring 7Z:

Satz 12.2.8
G C Z[zy, 22, ... ,x,] ist Grébner-Basis genau dann, wenn G die Syzygy-Bedingung mit SPz(G)
erfillt.
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Beweis. Siehe [Mishra93, Lemma 3.2.3]. |
Beachte: Die Basis aus (12.16) ist keine Basis des ganzzahligen Gitters

L:={FezF |z-¢=0}
mit ¢ € ZF. Wir betrachten den Fall £ = 3 mit ¢:= (2,3,5). Die Zeilenvektoren

160//22 _%/3 —1%/5} B [3 _02 —02}

bilden keine Basis des Gitters L, da der Vektor & = (0,5, —3) € L nicht als ganzzahlige Linear-
kombination dargestellt werden kann.



Kapitel 13

Reduktion und Grobner-Basen

In diesem Kapitel formulieren wir Reduktions-Algorithmen fiir Grébner-Basen, die wir im Kapitel
12 eingefiihrt haben. Sei S ein kommutativer Ring mit 1 und R := S|z, 22, ..., x,] der Ring der
Polynome in den Variablen x1, xo, ..., x, mit Koeffizienten in S.

13.1 Grundbegriffe

Wir fithren einen Reduktionsbegriff fur f € R\ {0} ein:

Definition 13.1.1 (Reduzierbar und Retrakt modulo G)

Sei G C R Griébner-Basis. f € R\ {0} heifit reduzierbar (reduzibel) modulo G, falls
Hmono(f) € Head(G)

Falls insbesondere

Hmono(f) = Z a;p; Hmono(g;)

2

mit a; € S, g; € G, p; € PP(x1,22,...,2,) und fir alle i gilt: p; - Hterm(g;) = Hterm(f). Dann
heifst

h=f- Z a;ipigi
Retrakt von f modulo G.

Fiir den Retrakt h von f ist Hterm(h) <4 Hterm(f). Wir schreiben f S, h, falls h der Retrakt von

f modulo G ist. Es bezeichne <, den reflexiven (d.h. das Polynom darf auf sich selbst reduziert

werden), transitiven (d.h. beliebig viele Reduktionsschritte) Abschlufi von S,

Definition 13.1.2 (Normalformen NF¢g(f))
Die Menge der NFqg(f) der Normalformen von f modulo G besteht aus allen Polynomen h € R
mat:

=N
und h ist nicht reduzierbar modulo G.

151
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Zu jedem f € R existiert mindestens eine Normalform:

Satz 13.1.3
Sei G C R. Fiir alle f € R ist NFg(f) # 0.

Beweis. Angenommen, Hterm(f) sei minimal beziiglich <4 mit NFg(f) = 0. Fallunterschei-
dung:

o 1. Fall: f S h, Hterm(h) <4 Hterm(f). Wegen der Minimalitdt ist NFg(f) 2 NFg(h) # 0
— Widerspruch.

e 2. Fall: f ist nicht reduzibel modulo G, d.h. f € NFg(f) — Widerspruch.

Wir erhalten eine weitere Charakterisierung von Grobner-Basen:

Satz 13.1.4
Zu G C R und I = (G) sind folgende Aussagen dquivalent:

a) G ist Grobner-Basis, d.h. Head(I) = Head(G).
b)Vfe(@: f%o

¢) Vf € SP(G) : f%o

Beweis. Wir fiithren einen Ringbeweis:
o ,a)= b)“
Induktion iiber Hterm(f), f € (G), beziiglich < 4.
— Verankerung: 0 % 0

— Wegen Hmono(f) € Head(I) gibt es ein h € (G) mit f < Wegen Hterm(h) <4
Hterm(f) gilt nach Induktionsannahme: h <, 0. Also:

JNy N
o . b) = a)“

Aus f %0 folgt durch Induktion iiber die Anzahl der Reduktionsschritte, daf3 f von der

Form ist:

f= Zfigi fi € R, g; € G mit Hterm(f; - g;) < Hterm(f)

Nach Satz 12.1.12 folgt, dafl G Grobner-Basis von [ ist.

e .c) = a)“
Sei f € SP(G). Wegen f G0 ist jedes f von der Form
f=> figi  fi €R.gi€G mit Hterm(f; - g;) <a Hterm(f),

d.h. G erfiillt die Syzygy-Bedingung. Nach Satz 12.2.3 ist G Grobner-Basis von I.
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Wir haben die Aussage des Satzes bewiesen. |

Bezeichnung 13.1.5 (Modul [G]s)
Zu G C R = S[x1,22,...,x,] bezeichne [G)s die Menge der endlichen Summen:

[G]SZ: Zszgl s; €8 CR

gi€G

[G]s ist ein S-Modul. Zur Erinnerung: Sei S ein Ring und (M, +) eine abelsche Gruppe, so dafl S
auf M linear durch
0:SXM—M mit (s,z)—sox

operiert, so ist M ein S-Modul. , Linear” bedeutet, daf} fiir alle s,t € S und z,y € M gilt:

so(z+umy)=(sox)+um(soy)
(s+st)ox=(sox)+nr (soy)
(sst)ox=s0(tox)
lox =2
Die Reduktions-Algorithmen werden Basen fiir [SP(G)]s bestimmen. Dies setzt voraus, daff diese

endlich erzeugt sind. Da wir uns auf Noether’sche Ringe beschrinken, gilt diese Voraussetzung
nach folgendem Lemma:

Lemma 13.1.6
Fiir einen Noether’schen Ring S und G C R endlich, ist [SP(G)]s endlich erzeugt.

Beweis. Siehe Proposition 2.4.2 in [Mishra93]. |

Definition 13.1.7 (Noether’scher Modul)
Ein S-Modul heifit Noether’sch, wenn jeder Submodul endlich erzeugt ist.

Es gilt:

Lemma 13.1.8
Fiir einen Noether’scher Ring S ist S™ mit n € N ein Noether’scher Modul.

Beweis. Siehe Proposition 2.4.1 in [Mishra93]. [ |

Satz 13.1.9
Zu endlichem G C R = S[z1,%2,...,2,]) mit I = (G) und S Noether’scher Ring sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. G ist Grobner-Basis, d.h. Head(I) = Head(G)

2. Fiir jede Basis hy, ha, ...,y des S-Moduls [SP(G)]s gilt: h; %0 firi=1,2,...,m.

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen:
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»=“ Nach Satz 12.1.12 ist jedes f € I von der Form

(13.1) f= Zfsz fi € R, g; € G mit Hterm(f; - g;) <4 Hterm(f)

Insbesondere gilt dies fiir jedes Polynom h € SP(G) und alle h € [SP(G)]s, denn aus

h=>Y s;h;  s;€S8, h;€SP(G)
J

folgt durch Einsetzen der h; die Form (13.1). Aus Satz 13.1.4 erhalten wir die Behauptung.

»<=“ Wegen h; £, 0 ist h; von der Form (13.1). Dann ist auch jedes f € [SP(G)]s von der Form
(13.1). Nach Satz 12.2.3 ist G eine Grébner-Basis.

13.2 Reduktionsalgorithmen

Wir formulieren einen Algorithmus zur Reduktion von Polynomen. Wir definieren die vorausge-
setzen Eigenschaften:

Definition 13.2.1 (Computable Ring/Korper)

Fin Ring S heiffit computable, wenn es eine injektive Abbildung v : S — {0,1}* gibt, unter der die
Operationen +, - und s — —s berechenbar sind. Ein Korper K heifst computable, wenn K als Ring
computable ist und die Operation r — r~—1 auf K \ {0} berechenbar ist.

Definition 13.2.2 (Detachable (abtrennbarer) Ring)

FEin Ring S heifit detachable (abtrennbar), wenn zu gegebenen Koeffizienten s, sy, Sa,...,8; € S
ein Algorithmus zum FEntscheiden (ob eine Losung existiert) und gegebenen Ldsen der lineare
Gleichung

k
E Tr;S; = S
i=1
in T1,To,..., T €S existiert.

Definition 13.2.3 (Syzygy-solvable Ring)
Ein Ring S heif$t Syzygy-solvable, wenn es einen Algorithmus gibt, der zu s, $1, S2,...,5, € S eine
Basis des S-Moduls ker ¢ C S*

k
¢ : (xl,xg,...,xk) = Zwisi
=1

berechnet.

Definition 13.2.4 (Strongly computable Ring)
Ein Ring S heifit strongly computable, falls S Noether’sch, computable, detachable und Syzygy-
solvable ist.

Fiir einen Noether’schen Ring S folgt, dal ein S-Modul eine endliche Basis hat. Beispiele fiir
strongly computable Ringe sind:
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e 7,0Q
e Endliche Kérper GF [pk]

e Mit S auch R := S[z1,xa,...,2y]

13.2.1 Head-Reduktion
Sei S ein strongly computable Ring, G C R eine endliche Griobner-Basis des Ideals (G) und

allgemein f € R = S[xy, za,...,z,]. Die Korrektheit des Reduktionsschrittes (Algorithmus 13.2.1)
folgt aus:

Lemma 13.2.5
Sei f € R\ {0} und ) # G C R. Setze:

Gy :={g € G : Hterm(g) teilt Hterm(f)}
Dann gilt:

Hmono(f) € Head(G) <= Hcoef(f) € ({Hcoef(g) : g€ G¢}) C S

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen:

»= Sei
Hmono(f) = Z a; - p; - Hmono(g;)
9:€G
mit a; € S und p; € PP(x1,x9,...,x,). Dann ist:
Hcoef(f) = Z a; - Heoef(g;)
gi mit:

Hterm(f)=p; -Hterm(g;)
Wegen {g; : Hterm(f) = p; - Hterm(g;)} € Gy folgt die Behauptung.

» = Sel

Heoef(f) = Z a; - Heoef (g;)
griEGf

mit a; € S. Wir erhalten durch Multiplikation mit Hterm(f):

~ Hterm(f)
(az " Hterm(g;)

Hmono(f) = Z

) - Hmono(g;) mit a; € S
giEGf

€Head(G)
|

Algorithmus 13.2.2 gibt mit Hilfe des Unterprogrammes 13.2.1 zu gegebenem f und G eine
(aber nicht alle) Normalform aus.
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Algorithmus 13.2.1 Reduktionsschritt (f, G)

EINGABE: feRund GCR

1. IF f # 0 AND Hcoef(f) € ({Hcoef(g) : g € Gy}) THEN
1.1. Lose: Heoef(f) = > a; - Heoef(g;) mit a; € S

9:€Gy
1.2. f:=f— > ai'g%n%'gi
9:€Gy
END if
AUSGABE: f

Algorithmus 13.2.2 Reduktion (f,G)

EINGABE: fe€eRund GC Rmit G#0

1. h:=f
2. WHILE h # 0 AND Hcoef(h) € ({Hcoef(g) : g € G¢}) DO
h := Reduktionsschritt(h,G)  /* Algorithmus 13.2.1 %/

END while

AUSGABE: Eine Normalform h € NFq(f)

13.2.2 Grobner-Basis-Algorithmus

Algorithmus 13.2.3 liefert ein Erzeugendensystem zu [SP(G)]s. Falls der Koeffizientenring S ein
Korper oder Z ist, geniigt es, nur die F' mit |F'| = 2 zu betrachten (vergleiche Algorithmus 13.2.5).
Betrachten wir Algorithmus 13.2.4, der zu hq, ho,...,hy € R eine Grobner-Basis des Ideals
I := (hy, ha,..., hy) bestimmt:
e Der Algorithmus terminiert. Das Ideal Head(G) C I wiichst in jeder Iteration echt. Sei
f € S(G). Dann gilt:
Hmono(f) ¢ Head(G) <= Head(G) C Head (G U{f})

(weil f nicht reduzierbar modulo G ist). Da R Noether’sch ist, bricht die aufsteigende Folge
der Ideale Head(G) C R ab.

e Korrektheit: Bei Abbruch gilt fiir eine Basis b1, b, ..., bz von [SP(G)]s:
GCI, (G)=(I) und b S0
Nach Satz 13.1.9 ist G Grobner-Basis von I, d.h. Head(I) = Head(G).

Zwar liefert Algorithmus zu hq, ha, ..., h; € R eine Grobner-Basis des Ideals I := (hy, ha, ..., hi),
allerdings ist das Verfahren im allgemeinen nicht effizient (vergleiche Gradschranken in Kapitel
13.4 auf Seite 162).

Falls der Koeffizientenring ein Korper oder Z ist, haben wir in Kapitel 12.2 gesehen, daf die
Menge der S-Polynome SP  (G) bzw. SPz(G) nur aus Polynomen gebildet werden (Satz 12.2.7 und
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Algorithmus 13.2.3 Konstruktion eines Erzeugendensystems zu [SP(G)]s

EINGABE: G ={g1,92,...,9r} CR

1. FOR all F C G DO

1.1. My =< (s1,50,...,5,) € S* Z s; - Heoef(g;) =0
gi€F

/* Mp ist ein S-Modul vom Rang kg > |F| — 1. */
1.2. Konstruiere Basis Bp := {5(1), .. .,s(kF)} mit s(9) = (s(li),sg), e s,(:)) c Sk,

/* Da nach Voraussetzung der Ring Syzygy-solvable ist, existiert ein solcher Algorithmus zur
Konstruktion einer Basis. */

1.3. mp = kgV ({Hterm(g;) : ¢; € F})
END for
2. Gib folgendes Erzeugendensystems zu [SP(G)]s aus:

z: ng)'gi'L FCG,j=12,... kg
Hterm(g;)
gi€F

Algorithmus 13.2.4 Konstruktion einer Grobner-Basis

EINGABE: hl,hg,...,thRmitI:(hl,hg,...,hk)

G :={h1,ha, ..., hi}

Konstruiere Basis by, ba, ..., bz des S-Moduls [SP(G)]s C I
FOR i =1,2,...,k DO Konstruiere Normalform f; € NF¢(b;)
SG)={fi + [ #0,i=1,2,...k}

IF S(G) # 0 THEN G := GU S(G); GOTO 2

A I

AUSGABE: Grobner-Basis G von [ := (hy, ha, ..., hg)

12.2.8). Wir kénnen daher den Algorithmus zur Konstruktion einer Grobner-Basis vereinfachen
(sieche [BeWe93, Kapitel 5.3]).

13.2.3 Einfache Anwendungen

In diesem Abschnitt lernen wir zwei Anwendungen der Reduktions-Algorithmen kennen. Betrach-
ten wir zuniichst die folgende Aufgabe (Membership-Problem):

e Gegeben sind f,91,92,...,9m € R.

e Entscheide, ob f € (91,92,-..,9m), d.h. ob f = > h;g; mit h; € R losbar ist.
i=1
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Algorithmus 13.2.5 Konstruktion einer Grobner-Basis fiir Koeffizientenkorper oder Z

EINGABE: hq,hg,..., hy mit I = (hy,..., hg) Ideal in Kxq,...,2z,] baw. Zlz1,. .., z,]

1. G:={h1, ha,... Iy}

2. B={(91,92) €GxG g1 #g2}
3. WHILE B # () DO

3.1. Wihle (¢1,92) € B

3.2. B:=B \{(91,92)}

3.3. f:=5(g91,92) /* S-Polynom zu g1, g2 */

3.4. Konstruiere Normalform f’ € NFg(f)

3.5. IF f' # 0 THEN
B:=BU{(f"9) lg€G}
G:=GU{Sf'}

END if
END while

AUSGABE: Grobner-Basis G von [ := (hy, ha, ..., hg)

Wir berechnen eine Grébuner-Basis G zu (g1, 92, - .., gm). Bestimme ein h € NFg(f). Es gilt:
h=20 <~ fe(glagQa"'7gm)
Wir beweisen beide Richtungen der Aquivalenz:

»= Klar.

»,<=* Nach Satz 13.1.4 existiert eine Ableitungsfolge f <. Angenommen, die Ableitung ende
mit h. Aus f € (91,92, ., 9m) folgt:

NFG(f) g (917927 s 7gm)

Esist h <4 f, auf h kénnen wir erneut Satz 13.1.4 anwenden.
Betrachten wir eine zweite Anwendung;:
e Gegeben sind f1, fo, ..., fm/, 91,92, -- -, 9m € R.
e Entscheide, ob (f1, f2,-- -, fm') = (91,92, - - - s Gm)-
Diese Aufgabe konnen wir mit der ersten Anwendung 16sen, denn offenbar:

(flvaa'-'vfm’)g(glag%"wgm) <~ [fie(glag%'-'vgm) fﬁri:1727--~7m,]

Fiir weitere Anwendungen der Reduktions-Algorithmen verweisen wir auf [Mishra93, Kapitel 3.7
und [BeWe93, Kapitel 6].
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13.3 Reduktionstheorie mit Eindeutigkeit

Fiir eine Reduktionstheorie mit Eindeutigkeit miissen wir stirkere Forderungen an die Grébner-
Basis stellen. Wir definieren Grobner-Basen mit speziellen Eigenschaften:

Definition 13.3.1 (Selbst-reduzierte Grébner-Basis)
Sei G Grobner-Basis zu I = (G). G heifst selbst-reduziert, falls:

Vge G: NFg\(g3(9) = {9}

Also ist g nicht reduzierbar modulo G\ {g}.

Wir fithren den Begriff minimaler Grobner-Basen ein.

Definition 13.3.2 (Minimale Grébner-Basis)
Fine Grébner-Basis G heiffit minimal, falls fir jedes g € G gilt, daff G \ {g} keine Griobner-Basis
von (G) ist.

Der folgende Satz zeigt die Beziehung zwischen minimaler und selbst-reduzierter Grobner-Basis
zu einem Ideal:

Satz 13.3.3
Sei G Grobner-Basis zum Ideal I = (G) mit 0 ¢ G. G ist genau dann minimal, wenn G selbst-
reduziert ist.

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen durch Widerspruchsbeweise:

»,=“ Angenommen, G sei minimal und nicht selbst-reduziert. Dann gibt es g € GG, dafl reduzierbar
modulo (G \ {g}) ist. Also:

Hmono(g) € Head (G \ {g})
Somit:

Head(G) = Head (G \ {¢}) + (Hmono(g)) = Head (G \ {g})
—_——

CHead(G \{g})
Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitét von G, da G \ {g} eine Grébner-Basis von (G) ist.

Angenommen, G sei selbst-reduziert und nicht minimal. Dann gibt es ein g € G, so dafl
G \ {g} Grobner-Basis von (G) ist. Also:

Head(G) = Head (G \ {g})

Wegen Hmono(g) € Head (G \ {g¢}) ist g reduzierbar modulo G \ {g} — Dies ist ein Wider-
spruch, da G nach Voraussetzung selbst-reduziert ist.

Bezeichnung 13.3.4 (Menge der Monome M(f))
Zu f = Z?Zl a;p; € R mit a; € K \ {0} und p; € PP(x1,xa,...,x,) sei

M(f) = {alph a2p2, .-, anpn}

die Menge der Monome von f.
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Definition 13.3.5 (Vollstéindig reduzierbar* modulo G)
Zu G C R ist f € R (vollstindig) reduzierbar® modulo G, wenn:

M(f) NHead(G) # 0

Aus f reduzierbar modulo G folgt, dafl f vollstdndig reduzierbar modulo G ist.

Definition 13.3.G6 (Reduktionsschritt*)
Wir schreiben f — %1 genau dann, wenn es a -p € M(f) sowie a1,az,...,am € K \ {0} und
91,92, - - - gm € G gibt mit:

m
a-p= Z a; - p; - Hmono(g;)
i=1

p = p; - Hmono(g;) i=1,2,...,m
m

fzzai'pi'gﬁ—r
=1

., G . . . .. G
Mit — * bezeichnen wir den reflexiven und transitiven Abschlufl von — .
k.

Definition 13.3.7 (Normalformen NF(f)) .
Mit NF§(f) bezeichnen wir die Menge der Normalformen zu f beziiglich — .

Satz 13.3.8
Sei K ein Korper. Fir eine Grébner-Basis G C R = K[x1,2a,...,xy,] gilt fir alle f € R:
INF&(f)l=1.

Beweis. Angenommen, es gibe 7,1’ € NF&(f) mit r # ¢/. Dann ist » — v’ € (G) und r — / ist
von der Form:

(13.2) r—r = Z fi-g:  mit Hterm(f; - g;) <a Hterm(r —r’)
9:€G

Sei p := Hterm(r — ') und a - p = Hmono(r — 7’). O.B.d.A. sei p Term von r, d.h. ¢-p € M(r).
Wegen (13.2) gibt es ein g; € G mit Hterm(g;) | p. Aus ¢-p € Head(G) folgt:

M (r) N Head(G) # 0
Dies ist ein Widerspruch, da r reduzierbar* ist. |

Der Beweis gilt allgemein fiir beliebige Koeffizientenringe, falls alle ¢ € G monisch sind,
d.h. Heoef(g) = 1: In diesem Fall ist ¢ - p im Ideal Head(G) darstellbar. Wir definieren:

Definition 13.3.9 (Monische Grébner-Basis)
FEine Grébner-Basis heifst monisch, falls fiir alle g € G gilt: Heoef(g) = 1.

Mit dieser Definition folgt aus Satz 13.3.8:

Korollar 13.3.10
Sei S ein beliebiger Ring und G C R = S[x1,2a,...,2,] eine monische Grébner-Basis. Dann gilt
fir alle f € R: INF&(f)| = 1.
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Korollar 13.3.11
Sei S ein beliebiger Ring und G C R eine monische Grébner-Basis. Dann gibt es in jeder Restklasse

f + (G) eine Normalform beziiglich G %, dh NF*(f) = NF*(f + g) mit g € (G).
Nach Korollar 13.3.10 existiert genau ein r € NF*(f), das wir als Standardrest von f bezeichnen:

Definition 13.3.12 (Standardrest modulo G)
Wir nennen r € NF*(f) Standardrest von f modulo G.

Wir definieren reduzierte Grobner-Basen:

Definition 13.3.13 (Reduzierte Grébner-Basis)
Eine Grobner-Basis G C R ist reduziert, falls G monisch und selbst-reduziert™® ist, d.h.:

VgeG: NFg\(5(9) = {9}
Es gilt:
Satz 13.3.14

Sei K ein Korper. Jedes Ideal I C R := K|[z1,xa,...,2,] hat eine eindeutig bestimmte, reduzierte
Grobner-Basis.

Algorithmus 13.3.1 Reduzierte Grobner-Basis

EINGABE: Grobner-Basis G = {g1,92,...,9m} von [

1. G:= {Hcog%(gly Hco‘gﬁ(gg) e Hcog?(g,n)} /* Normiere g1, g2, gm */
2. FORi=1,2,....m DO
2.1. Berechne g; € NFg\ ,.4(9:)
2.2. IF ¢/ # 0 THEN g, := g/ ELSE G := G \ {g;}
END for i

AUSGABE: Reduzierte Grobner-Basis G von I

Beweis. Wir weisen die Korrektheit von Algorithmus 13.3.1 und die Eindeutigkeit der Reduktion
nach:

e Die Ausgabe des Algorithmus’ ist eine reduzierte Grobner-Basis G von (g1, g2, - - ., gm ), denn:
1. Head(G) bleibt bei jeder Iteration erhalten. Fallunterscheidung:
— Falls Hmono(g;) # Hmono(g;) ist, existiert ein g; € G \ {g;} mit:
Hterm(g;) | Hterm(g;)

Also ist g; reduzierbar modulo g; und Head(G) = Head(G \ {g¢;}).
— Falls Hmono(g;) = Hmono(g;) ist, bleibt Head(G) erhalten.

2. Die Polynome in G sind offenbar nach jeder Iteration monisch.
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3. Vg € G:g € NFg 14 (9). Zum Zeitpunkt der Berechnung von g; gilt:

g; € NFZ\{QQ} (9:)

Wird spiter ein g; mit j > i durch ein g} ersetzt, dann bleibt Hmono(g;) erhalten.
Also bleibt g; irreduzibel® modulo G \ {g;}. Falls g; entfernt wird, bleibt g irreduzibel
modulo G \ {g;}.

e Eindeutigkeit: Angenommen, G und H seien reduzierte Basis von I C R. Wihle
geGAH =(GUH)\ (GNH) mit Hterm(g) = min {Hterm(f) : f € GAH}

O.B.d.A. sei g € G. Weil H Grobner-Basis ist, gilt Hmono(g) € Head(H). Da der Koeffizi-
entenring ein Korper ist, gibt es ein h € H mit

Hterm(h) | Hterm(g)

Wegen h # g und NF¢\;1(9) = {g} gilt h € H\ G (sonst kénnten wir g reduzieren).
Fallunterscheidung;:

1. Hterm(h) <4 Hterm(g): Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitét von g, da h € GAH.
2. Hterm(h) = Hterm(g): Sei f = g — h. Da g und h monisch sind, gilt:

Hterm(f) <4 Hterm(g) und Hterm(f) <4 Hterm(h)
0.B.d.A. sei Hterm(f) ein Term von g. Wegen f € I:
dpeG\{g}: Hterm(p) | Hterm(f)
Also ist M(g) NHead(G \ {g}) # 0 und g reduzierbar modulo G \ {g} — Widerspruch.

Die reduzierte Grobner-Basis ist eindeutig bestimmt:

Satz 13.3.15
Sei S ein beliebiger Ring. Jedes Ideal I C R := S[x1,xa,...,x,] besitzt hichstens eine reduzierte
Grobner-Basis.

Beweis. Die Polynome der reduzierten Grébner-Basis sind monisch. Die Eindeutigkeit folgt aus
dem Beweis zu Satz 13.3.14. |

13.4 Gradschranken

In diesem Abschnitt fassen wir Resultate fiir die Grade der Polynome der Grobner-Basen zusam-
men. Sei S ein Korper und R := S[z1, 22, ..., 2z,]. Definiere:

1. D(n,d) sei die kleinste Zahl D € N mit:

Fiir jede zuldssige Ordnung und jedes Ideal I C R, dafl von Polynomen vom Grad maximal
d erzeugt wird, existiert eine Grobner-Basis, deren Elemente Grad maximal D haben.

2. I(n,d) sei die kleinste Zahl I € N mit:

Fiir alle zuldssigen Ordnungen und alle f € (g1,92,...,9n) mit grad(f) < d existieren
hi,ha, ... hy € R mit: grad(h;) < I und ), hig; = f.
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3. S(n,d) sei kleinste Zahl S € N:

Der Modul {hy,ha,...,hym € R™ : . hig; = 0} hat eine Basis bestehend aus Polynomen,
deren Grad durch S nach oben beschriankt ist.

Mishra listet in [Mishra93] die folgenden Gradschranken auf:

e Obere Schranken:

M. Giusti (1984) : Sn,d) < D(n,d)
D. Lazard (1992) 0 Shn,d) < I(n,d)
I(n,d) < S(n,d)°™
G. Hermann (1926) : S(n,d) < d+2(md)?" "  mit m:= |G|
D. Lazard (1992)  : S(n,d) < @2"*"=0"
I(n,d) < @ooss/iostme
T.W. Dubé (1989) : D(n,d) < d*"
e Untere Schranken:
E.W. Mayr und A.R. Meyer (1982) I(n,d),S(n,d) > d* mitn'~ %
C.K. Yap (1991) : I(n,d),S(n,d) > 22" mitnsx2

D. Brownawell (1987) zeigt:
(133)  1€(g1,92,---:9m) <= 3hi,hg,. . hy € Rigrad(h) <d™, 1= gh,
i=1

M. Guisti und J. Heintz zeigen, es gibt Schaltkreise mit den Operationen ,,+* und ,,-“ mit

e Grofle m@M g9 ynd

e Tiefe n©M) (logy (md))O(l)’

welche zu gegebenen g1, go, . .., gm € R die Polynome hq, ha, ..., hy € R aus (13.3) berechnen.

13.5 Lo6sen von polynomialen Gleichungssystemen

Wir lernen eine weitere Anwendung der Reduktionsalgorithmen fiir Grobner-Basen kennen: Wir
werden polynomiale Gleichungssysteme losen.

13.5.1 Dreicksform

Das Ziel ist der Entwurf eines Algorithmus’ zur Bestimmung der Losungsmenge eines beliebigen
Systems multivariabler polynomialer Gleichungen:

fl(x17$25"'axn) =

fg(xl,]}g, . ,JZ”) =

fT(x17x2)"-7xn) = 0
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Zu berechnen ist die Menge aller Punkte z1,zo, ..., z,, in denen alle Polynome f1, fo,..., f, den
Wert 0 annehmen (verschwinden):

{(z1,22,...,2pn) | filz1,22,...,2,) =0 fliri=1,2,...,7}

Fiir Polynome vom Grad 1 gibt es ein bekanntes Verfahren: Ein lineares Gleichungssystem 16st man
mit dem GaufB-Eliminationsverfahren. Im allgemeinen Fall tritt der Grobner-Basis-Algorithmus
aus Kapitel 13.2.2 an die Stelle der Gauf-Elimination. Anstatt des Pivot-Schrittes werden S-
Polynome und Reduktionsprozesse verwendet.

Der Grobner-Basis-Algorithmus liefert eine ,,Dreiecksmenge” von Polynomen. Es werden Klas-
sen von polynomialen Systemen bestimmt, so dafl die letzte Klasse nur x,, enthélt, die vorletzte
Tp—1, T, usw. Bei gegebener Dreiecksmenge kann man die Losungsmenge leicht bestimmen.

Definition 13.5.1 (Dreiecksform)
Sei G C S[xy1,xa,...,x,] eine endliche Menge von Polynomen iber dem Ring S. Wir betrachten
folgende Partitionierung von G in n+ 1 Klassen:

Go = (GNS[x1,x9,...,2,]) \ Slx2,x3,..., %]
Gl = (GQS[iL’Q,Zﬁg,...,l‘n])\S[.Iig,x4,...,1‘n]

Gno1=(GNS[z,])\ S
G,=GnNS
G; ist die Menge aller Polynome in G, die Ti41,Tit2,..., Ty enthalten, aber kein x; mit j < 4.

Speziell ist G, die Menge aller konstanten Polynome in G. Die Folge Gy, G1, . .., G, von Polynom-
Mengen heifit Dreiecksform von G.

Definition 13.5.2 (Strikte Dreiecksform)
Sei K Korper und G C K[x1,xa,...,2,] endliche Teilmenge. Fine Dreiecksform Go,G1,...,Gp
von G heifst strikte Dreiecksform, falls:

1. (Gn) = (GNK) = {0}

2. Firi=0,1,...,n—1 existiert ein g; € G;, das ein Monom der Form axflﬂ mit a € K*
und d € N enthdlt.

Sei eine Menge G von Polynomen gegeben. Falls die Erzeugenden des Ideals (G) auf strikte
Dreiecksform gebracht werden kénnen, gibt es eine endliche, nicht-leere Menge von gemeinsamen
Nullstellen der Polynome in G. Jedes Element aus dem Ideal (G) mufl bei den gemeinsamen
Nullstellen von G verschwinden. Daher hat jede Basis von G die gleichen, gemeinsamen Nullstellen.
Intuitiv: Wegen der Bedingung

(Gn) = (GNK) = {0}
wissen wir, dafl die Menge nichtleer sein kann, da sonst in (G N K) eine Kostante ungleich 0 lige.

Beispiel 13.5.3 (Strikte Dreiecksform)
Betrachte die polynomialen Gleichungssysteme G’, G, G" C C[z1,x2] in Dreicksform:

G = {mle - x27:r§ — 1}

G" = {z12 — 22,23}

G" = {z112 — 22}



13.5. LOSEN VON POLYNOMIALEN GLEICHUNGSSYSTEMEN 165

Welches der Systeme G’, G”,G"" hat nur endlich viele gemeinsame Nullstellen? Aus

0 =G0 =Gg' ={z122 — 22}

erhalten wir diese Information nicht.
e Im Fall von G’ erhalten wir aus x% —1 =0, dafl x5 = %1 sein mufl. Durch Einsetzen

in x1x9 — x2 = 0 erhalten wir, dal G’ genau die zwei gemeinsamen Nullstellen (1,1) und
(1, 1) hat. Tatséichlich hat G’ eine Basis in strikter Dreiecksform:

G/: (.2?1 —1,.’1}%—1)

e Im Fall von G” erhalten wir aus 23 = 0, dafl 22 = 0 sein muf}. Eingesetzt in 122 — 22 = 0
erhalten wir, daf (£,0) mit ¢ € C die gemeinsamen Nullstellen von G” sind. G” hat keine
Basis in strikter Dreiecksform.

e Im Fall von G erhalten wir xzo(z1 — 1) = 0, daB (1,¢) mit ( € C und (£,0) mit £ €
C die gemeinsamen Nullstellen von G’ sind. In der Tat hat G"’ keine Basis in strikter
Dreiecksform.

Definition 13.5.4 (Eliminationsideal)

Sei I C Slxy,x9,...,2,] ein Ideal im Polynomring S[x1,xa, ..., x,]. Wir nennen
Ii =1N S[$i+1; Lid2y .- ,SL’n]
das i-tes Eliminationsideal von I firi=0,1,...,n—1.

Zu einem gegebenen Gleichungssystem

fl(x17$25"'axn)

0
fg(xl,l‘g,...,.rn) 0

fT(x17x27'~-7xn) = 0

mochten wir eine Basis G = {g1, g2, - . ., gs } des Ideals I = (fi, fa, ..., f) so konstruieren, daf} fiir
die Dreiecksform von G gilt:

n

U G ist eine Basis des i-ten Eliminationsideals I;

j=i
Wegen I; C I, folgt, daf} die Losungsmenge des Systems der Polynome U?:Z G; die Losungsmen-
ge des Systems U?:i_l G; enthilt. Die berechnete Basis G wird eine Grobner-Basis von I sein,

und auch die Mengen U;; G; werden Grobner-Basen von I; beziiglicher der gleichen, zuléssigen
lexikographischen Ordnung sein.

Definition 13.5.5 (Verallgemeinerte lexikographische Ordnung >,)

Wir betrachten den Ring S[X,Y] = S[x1,22,...,Tn,Y1,Y2,- -, Yn]. Seien >x und >y zulissi-
ge Ordnungen auf PP(X) bzw. PP(Y). Eine verallgemeinerte lexikographische Ordnung >p, auf
PP(X.,Y) wird definiert durch.:

pg>rp'q  fallsp>xp' oderp=xp' und q>y ¢
Dabei ist p,p’ € PP(X) und q,q' € PP(Y). Diese Ordnung ist zulissig.
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Satz 13.5.6
Sei G Grébner-Basis von I beziiglich >y, in S[X,Y]. Dann ist GNS[Y] Grébner-Basis von INS[Y]
beziiglich >y in S[Y].

Beweis. Nach Definition von >, gilt fiir f € S[X,Y]:
(13.4) Hmonoy,(f) € SY] = feSY]

Ein Polynom, dessen Headterm in PP(Y) ist, enthélt kein Potenzprodukt mit z; € X. Damit:

Heady (G N S[Y]) = Head,(G N S[Y]) (wegen (13.4))
= Head (G) N Head(S[Y])
= Heady, (1) N Head(S[Y]) (da G Grobner-Basis von I)
= Head (I N S[Y])
= Heady (I N S[Y]) (wegen (13.4))

Wegen G C I gilt auch:

(@nSY) € (1nSY))
G N S[Y] ist ebenfalls eine Grobner-Basis fiir I N S[Y] beziiglich >y in S[Y]. |
Korollar 13.5.7

Sei G Grobner-Basis von I beziiglich >10x in S[x1, T2, ..., Tn] (Mt T1 >1ex T2 >1ex> *** >lox Tn)-
Dann gilt firi=0,1,...,n:

1. GN S[xiy1, Tita, ..., xy] ist Grobner-Basis von I N S[xip1,Tiva,...,Ty] beziiglich >10x in
Sy, @, ..., Ty].

2. Aquivalent: U?:Z. G; ist eine Gréobner-Basts fir das i-te Eliminationsideal.

13.5.2 Algebraische Geometrie

Sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper, d.h. fiir alle f € L[z] \ L existiert ein z € L mit
f(x) =0. Fiir d = grad (f) gibt es x1,xa,...,zq4 € L mit:

d
fx) =]t —2)

i=1

Wir bezeichnen mit L"™ den n-dimensionalen Vektorraum iiber L.

Definition 13.5.8 (Varietiit, Nullstellenmenge)
Sei V : Pot(L[xy,xa,...,2,]) — Pot (L™) die Abbildung mit:

F—{pelL® : :VfeF:f(p)=0}

Dann heifst V(F') die Varietit (Nullstellenmenge) zu F.

Definition 13.5.9 (Ideal)
Sei T : Pot(L™) — Pot(L[xy, 2, ..., xy,]) die Abbildung mit:

X {feLlxy,z,...,xn] : X CV(F)} ={f € Llx1,22,...,2,] : ¥p€ X : f(p) =0}

Dann heifst T(X) Ideal zu X C L™.
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Beachte: Z(X) C L{xy,xa, ..., %,] ist ein Ideal, da:
1. Aus f,g € I(X) folgt f+ g € Z(X).
2. Aus f € Z(X) folgt fiir alle g € L[z, za,...,2,], daB f - g € T(X).

Definition 13.5.10 (Algebraisch)
X C Llxy,xo, ..., zy,) heifit algebraisch, wenn X = V(F) fir ein F C Llxy,x9,...,%y].

Es gilt:

Satz 13.5.11
Sei F C L[xy,xa,...,xy] ein endliches, erzeugendes System von I = (F). Dann gilt V(F) = V(I).

Beweis. Wir zeigen beide Inklusionen:

52 Allgemein: Aus F C F’ folgt V(F) D V(F'). Da F C I, ist:
V(F) 2 V(1)

»C“ Sei F'={f1, fa,..., fr}. Aus p € V(F) folgt:

filp) = folp) == fr(p) =0

Dann gilt fiir alle f = Y., h;fi mit hy,ho,...,hy € Lizy,29,...,2,)], daB f(p) = 0 ist.
Weil jedes f € I eine solche Darstellung hat, folgt: Fiir alle f € T gilt f(p) = 0. Insgesamt
erhalten wir p € V(I).

|
Ein bekannter Satz aus der Algebra ist:
Satz 13.5.12 (Hilbert’scher Nullstellensatz)
Sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper. I C Llxy,xa,...,x,] Ideal. Dann gilt:
I=1L[xy,29,...,2,) = (1) — V(I)#£0
Beweis. Siehe Beweis zu Theorem 4.3.5 in [Mishra93]. |

Definition 13.5.13 (Radikal eines Ideals)
Sei I C L{xy,x2,...,2,] ein Ideal. Definiere das Radikal zum Ideal I:

VI:={feLlzx,zg,...,x,) |IgeN: flel}

Definition 13.5.14 (L&sbares System von Polynomen)
Sei F' C L|zy,xa,...,T,] ein System von Polynomen. F heifit lésbar, wenn V(F) # 0, und endlich
losbar, wenn V(F) # 0, V(F) endlich sind.

Satz 13.5.15 (Allgemeiner Hilbert’scher Nullstellensatz)
Sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper und I C L[xq, 2, ..., xy,] Ideal. Dann gilt (o ist die
Konkatenation der Funktionen):

ToV(I)=VI
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Beweis. Da es sich bei L um einen Koérper handelt, ist jedes Ideal in L endlich erzeugt (siehe
Hilbert’schen Basissatz 12.1.15 auf Seite 144). Sei I = (f1, fa, ..., fr)-

,2“ Sei f € VI. Es gibt nach Definition ein ¢ € N mit f9 € I. Es gilt fiir alle p € V(I), daB
f%(p) = 0. Wir erhalten, da L keine Nullteiler enthilt:

VpeV(): flp)=0
Daraus folgt f € ZoV(I).

C“ Sei f € ToV(I). Zu zeigen ist, da f € v/I. Wir nehmen an, f # 0, weil sonst die Aussage
trivialerweise gilt. Betrachte die Polynome f1, fa,..., fr,1 — zf in L[xy, 22, ..., 2y, 2].

BEHAUPTUNG 1: V({f1, fa, ..., fr,1— 2f}) =0
BEWEIS. Angenommen, V({f1, f2,..., fr,1 — 2f}) # 0. Wihle:
p=: (617527"'76%75) € V({fhf?v"wavlizf})

Dann gilt:
(1—2zf)(p) =1-& f(1,6,...,&) =0

—_———
Polynom 1 — zf an Stelle p

Da (&1,&a,...,&,) aber eine Nullstelle von f ist, gilt gleichzeitig (1 — zf)(p) = 1 — Wider-
spruch. [

Nach dem Hilbert’schen Nullstellensatz 13.5.12 mit I = (f1, fo,..., fr, 1 — 2 f) folgt, da nach
Behauptung 1 V(1) = 0:

1€ (f1, fay. s frs 1 —2f) = L[z1,22,...,2Zn, 2]

Daher existieren g1,¢2,...,69r, 9 € L[x1,29,..., 2y, 2] mit:
(13.5) l=gifi+gafo+...g9-fr +9(1—2f)
Setze z := % Wir erhalten aus (13.5) mit ¢'y,9's,...,¢', € L[z1,22,...,2,] und ¢; :=
grad. (g;):

9 95 9r
(13.6) 1:F'f1+ﬁ'f2+“'+f—i'fr+g'0
Definiere:

gl =g f17% € L[wy,ma,...,T,] i=1,2,...,r

Es folgt mit ¢ := max{q1,¢q2,...,q-} aus (13.6):
fr=g fitgs fat+g fr € Ll aa,... 2]

Aus f9 € L[z, 2o, ...,x,) folgt f € VI ={f € Lz, 20,...,2,] | 3¢ EN: fiTI}.

Korollar 13.5.16
Sei F C L[xy,2a,...,2,) und G Grobner-Basis zu (F). F ist genau dann unlésbar, wenn ein
c€ (LNG) mit c#0 existiert.
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Beweis. Wir zeigen beide Implikationen:

»<=“ Seil ¢(LNG) mit ¢ # 0. Es ist ¢ € (F), da G Grobner-Basis zu (F'). Das konstante Polynom
¢ hat keine Nullstelle.

»=“ Sel V(F) # 0. Nach dem Hilbert’schen Nullstellensatz (Satz 13.5.12) mit [ = (F) = (G) ist
1 € (G). Also:

150

*

Aus Hmono(1) N Head(G) = 0 folgt die Existenz eines ¢ € (G N L) mit ¢ # 0.

Aus Korollar 13.5.16 erhalten wir Algorithmus 13.5.1, um zu entscheiden, ob F' C L{zy,xa, ..., zy)
16sbar ist.

Algorithmus 13.5.1 Entscheidungsalgorithmus fiir Losbarkeit

EINGABE: F C L[zy,22,...,zy], L algebraisch abgeschlossen

1. Berechne Grobner-Basis G zu (F')
2. IF ( Bce (GNL):c#0) THEN gib ,true“ aus ELSE gib ,false“ aus

AUSGABE: true® genau dann, wenn V(F) # 0

Definition 13.5.17 (Unabhingige Variable, Dimension eines Ideals)
Sei K Korper und F' C K[x1,,...,2,]. Die Variablen Ty, Zx(2),...,Trq) sind unabhingig
beziiglich I, wenn:

INK [.%‘.,T(l), Tr(2)y - ,.1377([)] = (0)

Das heifit: Es gibt keine nichttriviale Relation zu den Variablen Ty (1), Tr(2),---,%Tx(), die in dem
Ideal T \ {0} ist. Die Null kann nur als Nullpolynom dargestellt werden. Wir definieren dim I als
die Mazimalzahl unabhdingiger Variablen beziglich I.

Beispiel 13.5.18 (Dimension eines Ideals)
Es gilt dim K[z, z2,...,2,] =0 und dim ((z;)) =n — 1. o

Es gilt:

Satz 13.5.19
Sei F' C L[xy,xa,...,x,] und G eine Grobner-Basis zu (F) beziiglich <jex. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

1. F ist endlich losbar.
2. dim((F)) =0 und (F) # Llz1,x2,...,Tp].
3. G ist in strikter Dreiecksform (vergleiche Definition 13.5.2 auf Seite 164).

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz durch einen Ringbeweis:
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e Fist endlich losbar = dim(F) =0 und (F) # (1)

Weil F' endlich 16sbar ist, gilt:
(13.7) (F)NL=(0)#(1)
Seien
V(F)=:{(&1,&z2,---&n) |i=1,2,...,m} CL"
die gemeinensamen Nullstellen von F'. Definiere:
fj(ifj)ZZH(xj—fi,j) j=1,2,...,n
i=1

Es gilt: f;(z;) ist ein Polynom vom Grad m in &, das auf allen gemeinsamen Nullstellen V(F)
verschwindet. Nach Konstruktion ist f; € ZoV(F). Nach dem allgemeinen Hilbert’schen
Nullstellensatz (Satz 13.5.15) gilt:

JgeN: fle(F)

Somit gilt (F) N L[x;] # 0 fir j =1,2,...,n. Wir erhalten dim((F')) = 0, denn es gibt keine
unabhéngigen Variablen. Da nach (13.7) gilt

(0) g (F) g (1) = L[xlvl.Qa"'?xn]v
ist (F) # L{x1,x2,...,Zs)].
dim((F)) =0 und (F) # L[z1,22,...,2,] = G ist in strikter Dreiecksform

Wegen dim((F)) = 0 und (F)N L = (0) (sonst wire 1 € (F) und (F) = L{x1, 22, ..., %)),
folgt:

(F)NLz;]#0 j=12,...,n

Sei fij(z;) € ((F)NL[z;]). Da G eine Grobner-Basis zu (F) ist, gilt fiir ein D; € N und
a; € L:

Hmono (f(z;)) = ajw]pj € Head(G)

Es ist a; # 0, da sonst ajmjpj nicht das Head-Monom wire. Wegen (F)NL = (0) ist D; > 0.
Wir erhalten:

dg; € G: Hterm(g;) = x?j 0<d; <D,
Da G eine Grobner-Basis beziiglich der zuldssigen Ordnung >y ist, folgt:
g; € L[Z‘j, Tjt1s--- ,l‘n] \ L[Z‘j+1, Tjq42,- .- ,l‘n]

Wir erhalten, daf§ fir i = 1,2,...,n ein ¢g;41 € G; existiert (vergleiche Definition 13.5.1 auf
Seite 164), so daB g;11 ein Monom der Form az{, ; mit a € L \{0} und d > 0 enthélt. G, eine
Grobner-Basis zu (F) beziiglich <jey, kann in strikter Dreiecksform ausgedriickt werden.

G ist in strikter Dreiecksform = F ist endlich 16sbar
Sei Go, Gy, ..., G, die strikte Dreiecksform von G, d.h.:
1. (G,)=(GNL)={0}
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2. Fir i = 0,1,...,n — 1 existiert ein g; € G;, das ein Monom der Form aaer mit
a € L \ {0} und d € N enthilt.

Sei I := (F) = (GQ). Es gilt:
V(I)=V(F)=V(G)

Es geniigt zu zeigen, daf I endlich losbar ist. Wegen (GNL)=INL={0}ist 1 ¢ I und I
16sbar. Wir zeigen durch Induktion iiber ¢, daf fiiri = 0,1, ..., n—1 das i-te Eliminationsideal
I; nur endlich viele Nullstellen hat. Aus Korollar 13.5.7 wissen wir, daf3

Jj=t

und U?:i G; in strikter Dreiecksform ist.
— Induktionsverankerung fiir ¢ = n — 1:

G,—1 besteht nur aus monovariablen Polynomen in z,,. Da G in strikter Dreiecksform
ist, gibt es ein Polynom p(z,) € G,_1 mit maximalem (minimalem?) Grad d,. Das
Polynom p(z,,) hat hochstens d Nullstellen. Wir suchen die gemeinsamen Nullstellen
von I,,_1. Wegen p(z,,) € I,,—1 hat I,,_; hochstens d Nullstellen, also nur endlich viele.

— Induktionsschlufl von 7 + 1 auf ¢:

Nach Induktionsannahme hat das (i + 1)-te Eliminationsideal I;;1 nur endlich viele
Nullstellen. Sei D;,o die Anzahl. Definiere Projektion II : A"~% — A"~~1 wobei
A= Llxy,xa,. .., 2,):

(£i+17€i+27 e 7£n) — (§i+27£i+3a te. 7§n)

Wir unterteilen die Nullstellen V(1;) des i-ten Eliminationsideals /; in Aquivalenzklassen
beziiglich der folgenden Aquivalenzrelation ,~“. Seien P, Q € V(I;):

P~Q = I(P)=1IQ)

Man iiberlege sich, daf§ fiir Ideal A C Ly1,y2,...,yn] und J := AN Lly2,y3, ..., Yn]
gilt [Mishra93, Proposition 4.3.3]:

(1)) < v(J)

Nach Induktionsannahme und obiger Beobachtung ist die Anzahl der Aquivalenzklassen
endlich, sogar kleiner oder gleich D; ;9. Sei

p(xi+1,xl—+2, e ,l’n) S U Gj

ein Polynom, das ein Monom der Form aa:?:’ll mit a € L \{0} und d;;+1 > 0 enthalt. Wir

wihlen d; 1 maximal. Sei die Aquivalenzklasse von P, einer gemeinsamen Nullstelle von
Iil
[Pl ={Q [THQ) = (&i+1,&iv2,- - &n) }
Dann ist £ mit
Q= (& &i+2,8i43,---,6n) € [Pl
eine Nullstelle des monovariablen Polynoms p (z;4+1,&i+2,&+3, .- .,&n). Daher:

I[Pl~] < diya,

und I; hat nur endlich viele Nullstellen, ndmlich maximal d; 11 - D; 2.
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Aus obiger Argumentation erhalten wir als obere Schranke dyds . . . d,, fiir die Anzahl gemein-
samer Nullstellen eines Systems von Polynomen, wobei d; der hichste Grad eines Terms der
Form a:f‘ der Polynome in G;_; ist.

Aus den Ideen dieses Abschnitts kann man einen Algorithmus zur Berechnung der gemeinsa-
men Nullstellen herleiten. Dieser bestimmt fiir ¢ = n,n —1,...,1 die gemeinsamen Nullstellen des
i-ten Eliminationsideals und bildet aus diesen die gemeinsamen Nullstellen des (i — 1)-ten Elimi-
nationsideals. Dazu bestimmt er die Nullstellen eines monovariablen Polynoms. Den Algorithmus
findet man in Mishras Buch [Mishra93] im Kapitel 4.4.



Algorithmenverzeichnis

2.3.1
2.3.2
4.2.1
4.2.2
5.2.1
5.2.2
5.2.3
5.2.4
74.1
8.1.1
8.2.1
9.5.1
10.3.1
11.2.1
11.2.2
11.3.1
13.2.1
13.2.2
13.2.3
13.2.4
13.2.5
13.3.1
13.5.1

Léangenreduktion . . . . . ... oL 31
Gewichtsreduktion . . . . . . ... o oL 32
Gauf’sches Reduktionsverfahren fiir Euklidische Norm . . . . ... ... .. .. 54
Gauf’sches Reduktionsverfahren fiir beliebige Norm . . . . . . . ... ... ... 54
Lovasz-Verfahren zur LLL-Reduktion . . . . .. ... ... ... ... ...... 59
Lovész-Verfahren mit iterativer Orthogonalisierung . . . . . . .. .. ... ... 65
Lovasz-Verfahren fiir linear abhéngige Erzeugendensysteme . . . . . . . . . . .. 67
L3FP (LLL-Reduktion fiir Gleitkomma-Arithmetik) . . . . ... ... ... ... 71
Block-Korkine-Zolotareff-Reduktion (kurz BKZ) . . . ... ... ... ... ... 90
ENUM: kiirzester Gittervektor (vollstindige Aufzéhlung) . . . . . . . . . .. .. 92
Gauf-ENUM: kiirzester Gittervektor (geschnittene Aufzéhlung) . . . .. .. .. 95
|-[FENUM: kiirzester Gittervektor (vollstindige Aufzdhlung) . . . . . . .. . .. 110
Faktorisieren einer ganzen Zahl . . . . . .. . ... ... oL, 122
Hermite-Normalform . . . . . .. ... .. . 125
Schritte 1.1, 1.2 und 1.3 des Algorithmus’ 11.2.1 . . . . . . . . ... ... .. .. 126
Hermite-Normalform modulo Determinante D . . . . . . ... ... ... .... 131
Reduktionsschritt (f,G) . . . . . .« . 156
Reduktion (f,G) . . . . . . . . . 156
Konstruktion eines Erzeugendensystems zu [SP(G)]s . . . . . . . ... .. ... 157
Konstruktion einer Grébner-Basis . . . . . . ... o000 157
Konstruktion einer Grébner-Basis fiir Koeffizientenkorper oder Z . . . . . . . . 158
Reduzierte Grébner-Basis . . . . . . . . ... oL o 161
Entscheidungsalgorithmus fiir Losbarkeit . . . . . ... .. ... .. 169

173



Index

Abstandsfunktion, 99 Deep Insertions, 70
abtrennbarer Ring, siehe detachable Ring detachable Ring, 154
admissible Ordnung, 140 Determinante, 19
Ahnlichkeit, 44 Dichte, 42, 74
algebraisch, 167 Dickson, L.E., 140
algebraisch abgeschlossen, 166 Dicksons Lemma, 140
algebraische Geometrie, 166 Dimension, 10
Algorithmus Ideal, 169
(O-Reduktion (BZK), 89 Diophantische Approximationen, 119
ENUM, 92, 110 Dirichlet, G.L., 40
Faktorisieren, 119 diskrete Menge, 14
Gau3-ENUM, 95, 111 Distanzfunktion, 99
Gauf3-Reduktion, 54 Dreieicksform, 164
Grobner-Basis-, 156 strikte, 164
Hermite-Normalform, 125 duales Gitter, 29
kiirzester Gittervektor, 92, 95, 110, 111 Dubé, T.W., 163
L3FP, 71
Lovasz-, 58 Elementaroperationen
ag, 106 Spalten-, 14, 125
Approximation, 135 Elementarteilersatz, 133
Eliminationsideal, 165
Barnes, E.S., 44 Entropie-Funktion, 116
Basis, 10 e-Approximation, 135
[-reduzierte Basis, 83, 88, 89 Euklidische Norm, 6
B-reduzierte Basis zu ||-||, 103, 106 Euklidischer Vektorraum, 5
Betragsnorm, 6 Exponent, 132
Bitliange, 7 extremes
Blichfeldt, H.F., 38, 43 Gitter, 43
Brownawell, D., 163 lokal extremes Gitter, 43
Buchenberger, B., 141 Extremform, 43
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 6 F;, 99
charakteristische Funktion, 7
CJLOSS-Basis, 77 [G]s, 153
Closest Vector Problem, 11 G-Basen, 141
computable Kérper, 154 Gamma-Funktion I, 41
computable Ring, 154 ganzes Gitter, 30
Convex Body Theorem, 39 ganzzahlige lineare Programmierung, 8, 9
Cook’sche Hypothese, 8 Gathen, J. von zur, 10
Cook-Karp-Reduktion, 8 Gauge-Funktion, 48
Coster, M.J., 77 gerade, 48
CVP, 11 GauB, C.F., 54, 93, 109
Gauf3-reduzierte Gitterbasis, 51
Damgard, 1.B., 115 geordnete Basis, 10
Dantzig, G.B., 9 gewichtsreduzierte Basis, 31

174



INDEX

Gitter

-Basis, 10
-Determinante, 19
-Dimension, 10
-Exponent, 132
-Grundmasche, 20
-Rang, 10

A, 33

D,, 33

Definition, 10
Dichte, 42

duales, 29

E,, 34

ganzes, 30
geordnete -Basis, 10
global extremes, 43
kritisches, 43

Ly, 24, 34
laminated, 45
lineare Kongruenz, 24, 132
lokal extremes, 43
rationales, 127
selbstduales, 30, 45
Unter-, 21
vollstéandiges, 21

gitterartige Kugelpackung, 42
Gitterbasis

CJLOSS-, 77
Damgard-, 116
Lagarias-Odlyzko-, 74
3-SAT-, 113

zur Faktorisierung, 119

Hash-Funktion, 115

HCoef, siehe Head-Koeffizient

Head(G), 141
Head-Koeffizient, 141
Head-Monom, 141
Head-Monom-Ideal, 141
Head-Term, 141
Helfrich, B., 26
Hermann, G., 163
Hermite, C., 40, 81, 103, 105
Hermite-Konstante v,
bekannte, 44
Hermite-Konstante ~,,, 40
obere Schranke, 41, 43
untere Schranke, 43
Hermite-Normalform, 17
Berechnung, 124

modulare Berechnung, 127

Hilbert’scher Basissatz, 144

Hilbert’scher Nullstellensatz, 167

allgemeiner, 167
HKZ-reduzierte Basis, 81

175

HKZ-reduzierte Basis zu ||-||, 103, 105, 108

Hlawka, E., 43

HMonom, siehe Head-Monom
HNF, siche Hermite-Normalform

Hohenfunktion, 99
Horner, H.H., 74
HTerm, siehe Head-Term

Ideal, 139
Basis, 139

Giusti, M., 163

GL,(Z), 13

gleichverteilt mod L, 96

global extremes Gitter, 43
Gradschranken, 162
Gram-Schmidt-Koeffizienten p; ;, 27
Grobner, W., 141

Grobner-Basis

Dimension, 169
erzeugendes System, 139

Ideal Z, 166
Index, 24

Untergitter, 23

1P, 9
isometrisch

-e Basen, 28

Algorithmus, 156
Definition, 141
Gradschranken, 162
Kz, 29,...,2,], 143
minimale, 159
monische, 160
reduzierte, 161
selbst-reduzierte, 159

Grundmasche, 20
Gruppe

endliche, abelsche, 133

Hadamard’sche Ungleichung, 6
Hafner, J., 127

-es Gitter, 28
Joux, A., 77, 113

Kabatiansky, G.A., 43
Kaib, M., 101
Karmarkar, M., 9
Khachiyan, L.G., 9

Knapsack-Problem, siehe Subsetsum
KNF, siehe konjunktive Normalform

Kollision, 115

konjunktive Normalform (KNF), 113

konvexe Menge, 39
konvexer Korper, 47



176

Korkine, A., 81, 103, 105, 107
Korkine-Zolotareff-Konstante, 107
kritische B-reduzierte Basis, 88
kritisches Gitter, 43

Kronecker, L., 133
Kryptographie, 74

Kugelpackung, 42

kiirzester Gittervektor, 11, 115
Kyptographie, 113

7
Lagarias, J.C., 74, 76, 79, 82
LaMacchina, B.A., 77
laminated Gitter, 45
Lénge, 6
léingenreduziert, 103
léngenreduzierte Basis, 30
Lazard, D., 163
Lenstra, A.K., 55, 57
Lenstra, H.W., 55, 57, 82
Levenshtein, V.I., 43
lexikographische Ordnung, 140
lineare Programmierung
ganzzahlige, 8
rationale, 9
LLL-reduziert, 55, 83, 97, 103
lokal extremes Gitter, 43
l6sbares System, 167
endlich, 167
Lovasz, L., 55, 57, 105
Lovész-Verfahren, 58
Algorithmus, 58
iterativer Orthogonalisierung, 64
linear abhangige Erzeugendensysteme, 66

Maximums-Norm, 6
Mayr, EEW., 163
Mazo, J.E., 119
Membership, 157
Menge der Monome M (f), 159
Meyer, A.R., 163
minimale Grobner-Basis, 159
Minkowski
erster Satz, 39, 49
Gitterpunktsatz, 39
Ungleichung von, 45
zweiter Satz, 49
Minkowski, H., 26, 37-39, 43, 45, 49
Minkowski-reduziert, 26
Modul, 153
Definition, 123
endlich erzeugter, 123
frei vom Rang n, 124
monische Grobner-Basis, 160

INDEX

Monom, 140

néchster Gittervektor, 11
Noether’scher Modul, 153
Noether’scher Ring, 144, 153
Norm, 6, 99

Betrags-, 6

Euklidische, 6

l1-, 6

lo-, 6

ly-, 6

loo-, 6

Maximums-, 6

sup-, 6
Normalformen NF(f), 160
Normalformen NF¢(f), 151
Notation, 5
NP, 8
NP-vollstindig, 8
{0,1} —IP, 10
Nullstellenmenge, 166
Nullstellensatz, 167

allgemeiner, 167
nullsymmetrische Menge, 39

Odlyzko, A.M., 74, 76, 77, 79, 119

Orakel, 8

Ordnung
admissible, 140
lexikographische, 140
verallgemeinerte lexikographische, 165
zuléssige, 140

orthogonale Projektion, 27

Orthogonalitatsdefekt, 28

Orthogonalsystem, 27

Orton, G., 113

P, 7

p-Norm, 6

parasitarer Gittervektor, 119

Paz, A., 17

polares Gitter, siche duales Gitter
Polynomialzeit, 7
Potenzprodukte, 139

PP(]}l, Loy ... ,xn), 139

primitives System, 25
Pseudo-Kollision, 115

quadratische Form, 28
quadratische Formen
kongruente, 29

Radikal eines Ideals, 167
Rang, 10
Reduktion, 8



INDEX

Reduktionschritt*, 160
reduzierbar modulo G, 151
reduzierbar* modulo G, 160
reduzierte Gitterbasis, 51
2-reduzierte Basis zu ||-||, 103
8-, 83, 89, 103, 106
block-, 83, 89, 103, 106
(6, B8)-block-, 89
gewichts-, 31
HKZ-, 81, 103, 105, 108
kritische -, 88
langen-, 30
LLL-, 55, 83, 97, 103
Minkowski-, 26
wohlgeordnete, 53
reduzierte Grobner-Basis, 161
Retrakt modulo G, 151
reziprokes Gitter, siehe duales Gitter
Ring
computable, 154
detachable, 154
strongly computable, 154
Syzygy-solvable, 154
Ritter, H., 109, 113
Rucksack-Problem, siehe Subsetsum

S-Polynome, 147

S-Polynome SP(G), 145

3-SAT, 113

Scarf, H., 105

Schnorr, C.P.; 17, 74, 77, 82, 83, 91, 107, 119
schwache Zerlegung, 10

Schwanz, 141

selbst-reduzierte Grobner-Basis, 159
selbstdual, 45

selbstduales Gitter, 30

Shannon, C.

Entropie-Funktion, 116
Shortest Vector Problem, 11
Sieveking, M., 9, 10
Similarity, 44
Simplex-Algorithmus, 9
Skalarprodukt, 5
Smith-Normalform (SNF), 132
SNF, siehe Smith-Normalform
SP(G), 145
SPk(G), 147
SPz(G), 147
Standard-Skalarprodukt, 5
Standardrest modulo G, 161
Stern, J., 77, 113
strongly computable Ring, 154
Subsetsum-Problem, 10, 73, 113
sukzessive Minima, 37

177

sup-Norm, 6

SVP, 11

Syzygy-Bedingung, 146, 147
Syzygy-solvable Ring, 154

Tail, siehe Schwanz

Terme, siehe Potenzprodukte
tiefes Loch, 45
Tschebycheff-Ungleichung, 117

u.d. mod L, 96
unabhéingig, 169
Ungleichung
Cauchy-Schwarz-, 6
Hadamard’sche, 6
Minkowski’sche, 45
Tschebycheft, 117
unimodulare Matrix, 13
GL,(Z), 13
Untergitter, 21

Varietét V, 166

verallgemeinerte lexikographische Ordnung, 165
Vetchinkin, N.M., 44

vollstéindig reduzierbar* modulo G, 160
vollsténdiges Gitter, 21

Volumen-Heuristik, 93, 109

Watson, G.L., 44
wohlgeordnete, reduzierte Gitterbasis, 53
Wohlordnung, 140

Yap, C.K., 163
Ye, Y., 9

Z-Kern, 9, 125

Z-Moduln, 123

Zeuge, 8

Zolotareff, G., 81, 103, 105, 107
zuléssige Ordnung, 140
zyklisch, 135



178 INDEX



Literaturverzeichnis

[Babaig6]

[Barnes59]

[BaKa84]

[BeWe93|

[Blich14]

[Blich29)]

[Blich35]

[Bb65]

[CasselsT1]

[Cohen93]

[CoS188]

[CILOSS92]

[CRSS]

L. Babai (1986): On Lovasz’ Lattice Reduction and the nearest Lattice
Point Problem, Combinatorica, Band 6, Seiten 1-13.

E.S. Barnes (1959): The Contruction of perfect and extreme Forms II, Acta
Arithmetica, Band 5, Seiten 205-222.

A. Bachem und R. Kannan (1984): Lattices and the Basis Reduction Algo-
rithm, Technischer Report, Carnegie-Mellon-Universitiat (USA).

Th. Becker und V. Weispfennig (1993): Grébner Bases — a computational
Approach to commutative Algebra, Graduate Texts in Mathematics, Band
141, Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg.

H.F. Blichfeldt (1914): A new Principle in the Geometry of Numbers with
some Applications, Transaction of the American Mathematical Society, Band
15, Seiten 227-235.

H.F. Blichfeldt (1929): The Minimum Value of quadratic Forms and the
closet Packing of Sphere, Mathematische Annalen, Band 101, Seiten 366-389.

H.F. Blichfeldt (1935): The minimum Value of positive Quadratic Forms
in six, seven and eight Variables, Mathematische Zeitschrift, Band 39, Seiten
1-15.

B. Buchenberger (1965): Ein Algorithmus zum Auffinden der Basiselemente
des Restklassenrings nach einem nulldimensionalen Polynomideal, Disser-
tation, Fachbereich Mathematik, Universitét Insbruck (Osterreich).

JW.S. Cassels (1971): An Introduction to the Geometry of Numbers,
Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg.

H. Cohen (1993): A Course in Computational Algebraic Number Theory,
Graduate Texts in Mathematics, Band 138, Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg.

J.H. Conway und N.J. Sloane (1988): Sphere Packings, Lattices and Groups,
Springer-Verlag, New York.

M.J. Coster, A. Joux, B.A. LaMacchina, A.M. Odlyzko, C.P. Schnorr und J. Stern
(1992): An improved low-density Subset Sum Algorithm, Computational
Complexity, Band 2, Seiten 111-128.

B. Chor und R.L. Rivest (1988): A Knapsack type Public Key Cryptosystem
based on Arithmetic in finite Fields, IEEE Transaction Information Theory,
Band IT-34, Seiten 901-909.

179



180

[Di1842]

[Damgard89]

[Dantzig63]

[DKT87]

[EmBoas81]

[Euchner91]

[Feller68]

[Frieze80]

[GaSi78]

[GaJoT9]

[Gauf31801]

[GrLek87]

[GLLSSS]

[HaMcC91]

[HILS89)]

[Helfrich85]

LITERATURVERZEICHNIS

G.L. Dirichlet (1842): Verallgemeinerung eines Satzes aus der Lehrere von
Kettenbriichen nebst einigen Anwendungen auf die Theorie der Zah-
len, Bericht iiber die zur Bekanntmachung geeigneter Verhandlungen der Kéniglich
Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Seiten 93-95.

I.B. Damgard (1989): A Design Principle for Hash Functions, Advances in
Cryptology — Proceedings EuroCrypt 89, Lecture Notes in Computer Science,
Band 435 (1990), Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg, Seiten 416-427.

G.B. Dantzig (1963): Linear Programming and Extensions, Princeton Uni-
versity Press, Princeton, New Jersey (dt. Ubersetzung , Lineare Programmierung
und Erweiterungen® 1966 im Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg, erschienen).

P.D. Domich, R. Kannan und L.E. Trotter (1987): Hermite normal Form Com-
putation using modulo Determinant Arithmetic, Mathematics of Operation
Research, Band 12, Nr. 1 (Februar), Seiten 50-59.

P. van Emde Boas (1981): Another A'P-complete Partition Problem and the
Complexity of Computing short Vectors in a Lattice, Technischer Report
81-04, Fachbereich Mathematik der Universitit Amsterdam.

M. Euchner (1991): Praktische Algorithmen zur Gitterreduktion und Fak-
torisierung, Diplomarbeit, Fachbereich Informatik der Johann-Wolfgang-Goethe-
Universitét, Frankfurt/Main.

W. Feller (1968): An Introduction to Probability Theory and its Applica-
tion, Band I, 3. Auflage, John Wiley & Sons, New York.

AM. Frieze (1986): On the Lagarias-Odlyzko Algorithm for the Subset
Sum Problem, STAM Journal on Computing, Band 15, Nr. 2, Seiten 536-539.

J. von zur Gathen und M. Sieveking (1978): A Bound on Solution of linear In-
teger Equations and Inequations, Proceedings of the American Mathematical
Society, Band 72, Seiten 155-158.

M.R. Garey und D.S. Johnson (1979): Computer and Intractability: A Gui-
de to the Theory of NP-Completness, W.H. Freeman and Company, San
Francisco.

C.F. GauB (1801): Disquisitiones Arithmeticae, Gerhard Fleischer, Leipzig.
Deutsche Ubersetzung (1889): ,, Untersuchung iiber hohere Arithmetik“, Springer-
Verlag, Berlin/Heidelberg.

M. Gruber und C.G. Lekkerkerker (1987): Geometry of Numbers, 2. Auflage,
North-Holland, Amsterdam.

M. Grotschel, L. Lovdsz und A. Schrijver (1988): Geometric Algorithms and
combinatorial Optimization, Algorithms and Combinatorics, Band 2, Springer-
Verlag, Berlin/Heidelberg.

J. Hafner und K. McCurley (1991): Asymptotic Fast Triangulation of Matri-
ces over Ring, STAM Journal on Computing, Band 20, Nr. 6, Seiten 1068-1083.

J. Hastad, B. Just, J.C. Lagarias und C.P. Schnorr (1989): Polynomial Time
Algorithms for Finding Integer Relations among real Numbers, STAM
Journal on Computing, Band 18, Nr. 5, Seiten 859-881.

B. Helfrich (1985): Algorithms to construct Minkowski reduced and Her-
mite reduced Lattice Bases, Theoretical Computer Science, Band 41, Seiten
125-139.



LITERATURVERZEICHNIS 181

[Hermitel850] C. Hermite (1850): Extraits de lettres de M. Ch. Hermite & M. Jacobi

[Hlawkad4]

[Horner94)

[John48§]

[JoSt94]

[KaLe78|

[Kaib91]

[Kaib94]

[KaSchn96]

[KaBa79]

[Kannan87]

[Karmag4]

[Khach79]

[Khach80]

[KoZo1872]

[K0Z01873]

sur differents objets de la théorie des nombres, Deuxiéme lettre, Reine
Angewandte Mathematik, Band 40, Seiten 279-290.

E. Hlawka (1944): Zur Geometrie der Zahlen, Mathematische Zeitschrift, Band
49, Seiten 285-312.

H.H. Horner (1994): Verbesserte Gitterbasenreduktion; getestet am Chor-
Rivest-Kryptosystem und an allgemeinen Rucksackproblemen, Diplom-
arbeit, Fachbereich Mathematik der Johann-Wolfgang-Goethe-Universitéit, Frank-
furt/Main.

F. John (1948): Extremum Problems with Inequalities as subsidiary Con-
ditions, in K.O. Friedrichs, O.E. Neugebauer und J.J. Stoker (Ed.): ,,Studies and
Essays presented to R. Courant on his 60th Birthday Januar 8, 1948, Interscience
Publisher, New York, Seiten 187-204.

A. Joux und J. Stern (1994): Lattice Reduction: A Toolbox for the Cryp-
tanalyst, Technischer Report, DGA/CELAR, Bruz (Frankreich). Eingereicht bei
Journal of Cryptology.

G.A. Kabatiansky und V.I. Levenshtein (1978): Bounds for Packings on a
Sphere and in Space, Problems of Information Transmission, Band 14, Seiten
1-17.

M. Kaib (1991): The Gaufl Lattice Basis Reduction succeeds with any
Norm, Proceedings of Fundamentals of Computation Theory (FCT ’91), Springer
Lecture Notes in Computer Science, Band 591, Seiten 275-286.

M. Kaib (1994): Gitterbasenreduktion fiir beliebige Normen, Disserta-
tion, Fachbereich Mathematik der Johann-Wolfgang-Goethe-Universitit, Frank-
furt/Main.

M. Kaib und C.P. Schnorr (1996): The Generalized Gauss Reduction Algo-
rithm, Journal of Algorithms, Band 21, Nr. 3 (November), Seiten 565-578.

R. Kannan und A. Bachem (1979): Polynomial Algorithm for Computing the
Smith and the Hermite Normal Form of an Integer Matrix, STAM Journal
on Computing, Band 8, Seiten 499-507.

R. Kannan (1987): Minkowski’s Convex Body Theorem and Integer Pro-
gramming, Mathematics of Operation Research, Band 12, Nr. 3 (August), Seiten
415-440.

M. Karmarkar (1984): A new Polynomial-Time Algorithm for Linear Pro-
gramming, Combinatorica, Band 4, Seiten 373-395.

L.G. Khachiyan (1979): A Polynomial Algorithm in Linear Programming,
Soviet Mathmatics Doklady, Band 20, Seiten 191-194.

L.G. Khachiyan (1980): Polynomial Algorithms in Linear Programming,
U.S.S.R. Computational Mathematics and Mathematical Physics, Band 20, Seiten
53-72.

A. Korkine und G. Zolotareff (1872): Sur les formes quadratique positive
quaternaires, Mathematische Annalen, Band 5, Seiten 366-389.

A. Korkine und G. Zolotareff (1873): Sur les formes quadratique, Mathemati-
sche Annalen, Band 6, Seiten 366—389.



182

[KoZo1877]

[Knuth71]

[LARIFARI]

[Lal773]

[Lang93]

[LLS90]

[LaOd85)

[LLL82]

[Lenstra83]

[Lov&z86]

[LoSc92]

[MaOd90]

[Mink1896]

[Mink1911]

[Mishra93]

[Orton1994]

[PaSchn87]

[Rieger78]

LITERATURVERZEICHNIS

A. Korkine und G. Zolotareff (1877): Sur les formes quadratique positive,
Mathematische Annalen, Band 11, Seiten 242-292.

D.E. Knuth (1971): The Art of Computer Programming, Fundamental Algo-
rithms, Band I, Addison-Wesley, Reading.

M. Kaib, R. Mirwald, C. Rossner, H.H. Hérner, H. Ritter (1994): Programmier-
anleitung fiir LARIFARI — Version 13.07.1994, Fachbereiche Mathematik
und Informatik der Johann-Wolfgang-Goethe-Universitéit, Frankfurt/Main.

J.L. Lagrange (1773): Recherches d’arithmétique, Nouveaux Mémoires de
I’Académie Royale des Sciences et Belles-Lettres, Berlin, Seiten 265-312.

S. Lang (1993): Algebra, 3. Auflage, Addison-Wesley, Reading.

J.C. Lagarias, H.W. Lenstra und C.P. Schnorr (1990): Korkin-Zolotarev Bases
and successive Minima of a Lattice and its reciprocal lattice, Combinato-
rica, Band 10, Seiten 333—-348.

J.C. Lagarias und A.M. Odlyzko (1985): Solving low-density Subset Sum Pro-
blems, Journal of ACM, Band 32, Nr. 1, Seiten 229-246.

A K. Lenstra, H-W. Lenstra und L. Lovész (1982): Factoring Polynomials with
Rational Coefficients, Springer Mathematische Annalen, Band 261, Seiten 515
534.

H.W. Lenstra (1983): Integer Programming in a fixed Number of Variables,
Mathematics of Operation Research, Band 8, Nr. 4 (November), Seiten 538-548

L. Lovész (1986): An algorithmic Theory of Numbers, Graphs and Conve-
xity, CBMS-NSF Regional Conference Series in Applied Mathematics, Band 50,
SIAM Publications, Philadelphia.

L. Lovdsz und H. Scarf (1992): The Generalized Basis Reduction Algorithm,
Mathematics of Operation Research, Band 17, Nr. 3 (August), Seiten 751-764.

J.E. Mazo und A.M. Odlyzko (1990): Lattice Points in high-dimensional
Sphere, Monatsheft Mathematik, Band 110, Seiten 47-61.

H. Minkowski (1896): Geometrie der Zahlen, erste Auflage, Teubner-Verlag,
Leipzig.

H. Minkowski (1911): Gesammelte Abhandlungen, Band I und II, Teubner-
Verlag, Leipzig.

B. Mishra (1993): Algorithmic Algebra, Texts and Monographs in Computer
Science, Springer-Verlag, New-York.

G. Orton (1994): A multiple-iterated Trapdoor for dense compact
Knapsacks, Advances in Cryptology — Proceedings EuroCrypt 94, Lecture Notes
in Computer Science, Band 950 (1995), Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg, Seiten
112-130.

A. Paz und C.P. Schnorr (1987): Approximating Integer Lattices by Latti-
ces with cyclic Factor Group, 14.th International Colloquium on Automata,
Languages and Programming (ICALP), Lecture Notes in Computer Science, Band
267, Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg, Seiten 386-393.

G.J. Rieger (1978): iiber die mittlere Schrittzahl bei Divisionsalgorithmen,
Mathematische Nachrichten, Band 82, Seiten 157-180.



LITERATURVERZEICHNIS 183

[Ritter96)

[Ritter97]

[Rogers64]

[Schnorr87]

[Schnorr88]

[Schnorr91a]

[Schnorr91b)

[SchnEu91]

[Schnorr93]

[Schnorr94a]

[Schnorr94b)

[SchnH395)

[Schrijver86)

[Seysen93]

[Siegel89]

[Smith1861]

H. Ritter (1996): Breaking Knapsack Cryptosystems by /,,-norm Enume-
ration, Proceedings of the 1.st International Conference on the Theory and Appli-
cations of Cryptography — PragoCrypt '96, CTU Publishing House, Prag, Seiten
480-492.

H. Ritter (1997): Aufzihlung kurzer Gittervektoren in allgemeiner Norm,
Dissertation, Fachbereich Mathematik der Johann-Wolfgang-Goethe-Universitiit,
Frankfurt/Main.

C.A. Rogers (1964): Packing and Covering, Cambridge University Press, Cam-
bridge.

C.P. Schnorr (1987): A Hierarchy of polynomial time Lattice Basis Reduc-
tion Algorithms, Theoretical Computer Science, Band 53, Seiten 201-224.

C.P. Schnorr (1988): A more efficient Algorithm for Lattice Basis Reduc-
tion, Journal of Algorithms, Band 9, Seiten 47-62.

C.P. Schnorr (1991): Gittertheorie und ganzzahlige Optimierung, Skript zur
Vorlesung, Johann-Wolfgang-Goethe-Universitit, Frankfurt/Main.

C.P. Schnorr (1991): Factoring Integers and Computing Discrete Loga-
rithms via Diophantine Approximation, Advances in Cryptology — Procee-
dings EuroCrypt ’91, Lecture Notes in Computer Science, Band 547, Springer-
Verlag, Berlin/Heidelberg, Seiten 171-181.

C.P. Schnorr und M. Euchner (1991): Lattice Basis Reduction: improved Al-
gorithms and solving Subset Sum Problems, Proceedings of Fundamentals
of Computation Theory (FCT ’91), Lecture Notes in Computer Science, Band 591,
Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg, Seiten 68-85.

C.P. Schnorr (1993): Factoring Integers and Computing Discrete Loga-
rithms via Diophantine Approximation, Advances in Computational Com-
plexity, Ed. Jim-Yi Cai, AMS DIMACS Series in Discrete Mathematics and Theo-
retical Computer Science, Band 13, Seiten 171-182.

C.P. Schnorr (1994): Block Reduced Lattice Bases and Successive Minima,
Combinatorics, Probability and Computing, Band 3, Seiten 507-522.

C.P. Schnorr (1994): Gittertheorie und Kryptographie, Ausarbreitung,
Johann-Wolfgang-Goethe-Universitit, Frankfurt/Main.

C.P. Schnorr und H.H. Horner (1995): Attacking the Chor-Rivest Cryptosy-
stem by improved Lattice Reduction, Advances in Cryptology — Proceedings
EuroCrypt ’95, Lecture Notes in Computer Science, Band 921, Springer-Verlag,
Berlin/Heidelberg, Seiten 1-12.

A. Schrijver (1986): Theory of Linear and Integer Programming, Wiley-
Interscience Series in discrete Mathematics and Optimization, John Wiley & Son
Ltd.

M. Seysen (1993): Simultaneous Reduction of a Lattice and its reciprocal
Basis, Combinatorica, Band 13, Seiten 363—-376.

C.L. Siegel (1989): Lectures on the Geometry of Numbers, Springer-Verlag,
Berlin/Heidelberg.

H.J.S. Smith (1861): On Systems of linear indeterminate Equations and
Congruences, Philosophical Transaction of the Royal Society of London, Band
151, Seiten 293-326.



184 LITERATURVERZEICHNIS

[SpStr76] E. Specker und V. Strassen (1976): Komplexitit von Entscheidungspro-
blemem, Lecture Notes in Computer Science, Band 43, Springer-Verlag, Ber-
lin/Heidelberg.

[Vetchin82]  N.M. Vetchinkin (1982): Uniqueness of Classes of positive quadratic Forms
on which Values of the Hermite Constants are attained for 6 < n < 8,
Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics, Nr. 3, Seiten 37-95.

[Watson66] G.L. Watson (1966): On the Minimum of a positiv Quadratic Form in n
(n < 8) Variables (Verification of Blichfeldt’s Calculations), Proceeedings
of the Cambrigde Philosophical Society (Mathematical and Physical Science), Band
62, Seite 719.

[Ye91] Y. Ye (1991): Potential Reduction Algorithm for Linear Programming,
Mathematical Programming, Band 51, Seiten 239-258.



