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Aufgabe 9 Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie ϕ heißt Gewinnmöglich-
keit ohne Unsicherheit, wenn P (ϕ • ST = a) = 1 für ein a ∈ R+ \ {0}. Für
einen endlichen Grundraum Ω ist ein signiertes Wahrscheinlichkeitsmaß auf der
Potenzmenge von Ω ein Maß Q mit

∑
ω∈Ω Q({ω}) = 1, dessen ,,Wahrscheinlich-

keiten” negativ oder größer 1 sein können. Q ist absolutstetig zu P , wenn für alle
ω ∈ Ω die Implikation P ({ω}) = 0 ⇒ Q({ω}) = 0 gilt.

Beweisen Sie (für den Fall Ω endlich) folgende Abwandlung des 1. Fundamental-
satzes der Arbitragetheorie (vgl. Satz 1.15 im Skript):

In einem Marktmodell gibt es genau dann keine ,,Gewinnmöglichkeit ohne Unsi-
cherheit”, wenn ein signiertes Wahrscheinlichkeitsmaß existiert, das absolutstetig
zu P ist und unter dem alle diskontierten Wertpapierpreisprozesse Martingale
sind.

Aufgabe 10 Im Markt (S0, S1) mit Endzeitpunkt 1 seien S0
0 = S0

1 = S1
0 = 1 und

S1
1(ω) =


x1 : falls ω = ω1

x2 : falls ω = ω2

x3 : falls ω = ω3

mit p1 := P ({ω1}) > 0 , p2 := P ({ω2}) > 0, p3 := P ({ω3}) = 1− p1− p2 > 0 und
x1 < x2 < x3. Unter welchen Bedingungen an x1, x2, x3, p1, p2, p3 ist der Markt

(i) arbitragefrei ?
(ii) arbitragefrei und vollständig ?

Seien die Parameter so gewählt, dass der Markt (S0, S1) arbitragefrei ist. Sei S2

der Preisprozess einer Call-Option mit Strike K ∈ (x1, x2), d.h. S2
1 = (S1

1 −K)+.
Bestimme die Menge der arbitragefreien Preise S2

0 des Calls.

Bitte wenden
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Aufgabe 11 Sei (S0
t , S

1
t )t=0,...,T ein Markt mit positivem (risikolosen) Zins, d.h.

S0
t = (1 + r)t, t = 0, 1, . . . , T , r > 0 und S1 ≥ 0. C sei der Preisprozess einer

europäischen Call-Option auf das ”risikobehaftete”Wertpapier S1 mit Strike K ≥
0, d.h. CT = (S1

T −K)+.

Zeige: Wenn der erweiterte Markt (S0
t , S

1
t , Ct)t=0,1,...,T arbitragefrei ist, dann gel-

ten für C die trivialen Arbitragegrenzen
(
S1

t − K
(1+r)T−t

)+

≤ Ct ≤ S1
t für alle

t = 0, ..., T .

Führe in obigem Markt zusätzlich einen Call C̃ mit gleichem Strike K aber früher-
er Fälligkeit T̃ ∈ {1, . . . , T − 1} ein, d.h. C̃eT = (S1eT −K)+ und das Wertpapier C̃

muss in T̃ liquidiert werden. Welcher der Calls ist für t ≤ T̃ in einem arbitrage-
freien Markt teurer ? (mit Beweis)

Aufgabe 12 Sei P zusätzlich zum Markt (S0
t , S

1
t , Ct)t=0,1,...,T aus Aufgabe 11 eine

Put-Option auf S1 mit gleichem Strike K und Fälligkeit T , d.h. PT = (K−S1
t )

+.
Zeige: Wenn der Markt (S0

t , S
1
t , Ct, Pt)t=0,1,...,T arbitragefrei ist, dann gilt die sog.

Put-Call-Parität

S1
t + Pt = Ct +

K

(1 + r)T−t
für alle t = 0, ..., T .

Führe in obigem Markt zusätzlich einen Call C̃ mit gleicher Fälligkeit T und
Strike K̃ ≥ K ein, d.h. C̃T = (S1

T −K̃)+. Zeigen Sie, dass in einem arbitragefreien
Markt gilt

0 ≤ Ct − C̃t ≤
1

(1 + r)T−t
(K̃ −K), ∀t = 0, ..., T.

Allgemeiner Hinweis: Wenn nicht anders angegeben, gibt es für jede Aufgabe
4 Punkte.
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