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Kapitel 1

Elementare Ansatze

Die Wahrscheinlichkeitstheorie und die Statistik sind alte Wissenschaften,
die man heutzutage zu einer Disziplin, der Stochastik zusammenfaft. Kurz
gesagt ist die Stochastik also die mathematische Lehre vom Zufall - diese
Charakterisierung ist aber noch recht grob, denn ,Zufall’ kann verschiedenes
heiflen. Die Stochastik hat Situationen vor Augen, in denen eine Anzahl von
Alternativen bestehen, von denen dann eine oder mehrere ,zuféllig realisiert
werden®. Prototypisch ist der Miinzwurf, der eine Zufallswahl zwischen 0 und
1 (Kopf und Zahl) erlaubt. Die Chancen brauchen dabei nicht ausgeglichen,
die Miinze nicht fair zu sein. Um unterschiedliche Chancen quantitativ zu
bewerten, benutzt man Wahrscheinlichkeiten.

Die Stochastik bedient sich gern Beispiele aus der Welt des Gliickspiels,
sie ist deswegen aber noch lange keine ,, Wiirfelbudenmathematik“. Thr geht
es darum, die Vorstellung einer Zufallsentscheidung so allgemein zu fassen,
dal sie auch in ganz anderen Bereichen - von der Genetik bis zur Borse
- zum Tragen kommen kann. Dazu hat man in der Stochastik den Begriff
der Zufallsvariablen geprigt, er ist von fundamentaler Bedeutung. Formal
gehoren zu einer Zufallsvariablen X eine Menge S, ihr Wertebereich, so-
wie Ereignisse {X € B}, wobei B geeignete Teilmengen von S durchlduft.
Man stellt sich vor, dafl X einen zufélligen Wert in S annimmt, {X € B}
steht dann fiir das zuféllige Ereignis, daf§ dieser Wert B angehort. Analog
steht {X = z} fiir das Ereignis, dass X einen vorgegebenen Wert x € S
annimmt. Die Chance, daf§ das Ereignis {X € B} eintrifft, wird durch seine
Wahrscheinlichkeit quantifiziert, einer Zahl Ws{X € B} zwischen 0 und
1. Die Gesamtheit der Wahrscheinlichkeiten

uw(B) = Ws{XeB}, BCS,

L Aristoteles begriff das Zufillige als dasjenige, was weder unméglich noch notwendig
ist und darum auch nicht oder auch anders sein kénnte.
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nennt man die Verteilung p von X.

Dies sind geldufige Sprech- und Schreibweisen der Stochastik. Wir be-
nutzen sie von Anfang an, auch wenn sie bei aller Suggestivitdt noch nicht
die Anspriiche erfiillen, die man in der Mathematik an Begriffsbildungen
stellt. Auf die mathematischen Grundlagen gehen wir im néchsten Kapitel
ein, zunéichst wollen wir uns anhand verschiedener Beispiele mit Zufallsva-
riablen vertraut machen, dabei einige wichtige Verteilungen kennenlernen
und ein paar Wahrscheinlichkeiten berechnen, teils exakt, teils approxima-
tiv. Ein wesentliches Hilfsmittel ist die Stirlingsche Approximationsformel
fiir Fakultdten. Wie man Phdnomene der realen Welt mit Zufallsvariablen
und Wahrscheinlichkeiten modellhaft erfalt, konnen wir in diesem Kapitel
nur ansatzweise ansprechen.

1.1 Uniforme Verteilungen

Definition. Sei S eine endliche Menge. Eine Zufallsvariable X mit Werten
in S heifit uniform (gleichformig) in S verteilt, falls fir alle B C S

card B
card S

gilt (mit card B := Anzahl der Elemente von B).

Ws{X € B} =

Bei einer gleichformigen Verteilung wird kein Element von S bevorzugt, man
spricht daher auch von einer rein zufalligen Wahl eines Elements aus S.

Beispiel. Um einen schnellen Zugriff auf Daten zu haben, kann man sie
in Listen aufteilen. Nur bei kurzen Listen sind auch die Suchzeiten kurz,
daher stellt sich die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit es zu ,, Kollisionen
kommt, zu Listen, die mehr als einen Eintrag enthalten. Wir berechnen diese
Wahrscheinlichkeit fiir n Listen und k& Daten unter der Annahme, daf alle
moglichen Belegungen der Listen mit den Daten gleich wahrscheinlich sind.
Wir werden sehen, dafl mit Kollisionen schon dann zu rechnen ist, wenn k
von der Groflenordnung +/n ist.

Diese Fragestellung ist in der Stochastik unter dem Namen Geburts-
tagsproblem bekannt. Gefragt ist nach der Wahrscheinlichkeit, dafl in einer
Klasse mit k Schiilern alle verschiedene Geburtstage haben. Wir lassen uns
von der Vorstellung leiten, daf§ das Tupel X = (Xi,..., X}) der k Geburts-
tage ein rein zufélliges Element aus

S = {(z1,...,7x) : r; €{1,...,n}}



© Gotz Kersting 3

ist, mit n = 365. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ X zu
B = {(z1,...,21) €S : x; # x; fir alle i # j}

gehort. Es gilt card B =n(n —1)--+(n — k + 1). Nehmen wir also an, daf§
es sich um eine rein zuféllige Wahl der Geburtstage aus S handelt, so ist die
gesuchte Wahrscheinlichkeit

k-1

card B nn—1)---(n—k+1) i
Ws{XeB}:cardS: nk :H<1_5)'

i=1

Diese Formel ist noch nicht befriedigend, denn sie vermittelt keine Vorstel-
lung, wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist. Dafiir ist die Abschétzung

[I0-5) = ow(-X5) = oo~ 557,

1= 1=

niitzlich, die auf der Ungleichung 1 — ¢ < e~* beruht. Es folgt

(k — 1)k> '

o (1.1)

Ws{X € B} < exp(—

Unklar bleibt, wann diese Abschétzung brauchbare Néherungen ergibt.

Wir wollen deswegen eine Approximationsformel ableiten, die immer gute

Néaherungswerte liefert. Sie beruht auf der Stirling- Approximation fiir Fa-
kultdaten n! =1-2---n,

n!l = V2mn ne ™.

Da |
n!
Ws{X eB} = —
st } nk(n — k)’
erhalten wir die Approximation
n nkar%
Ws{X € B} ~ ( ) & 1.2
sixeny = ()" e (12)
die immer sehr gute Naherungen liefert (und nur im Fall n = k ver-
sagt). Die Giite der Formel beruht darauf, daf§ die Stirlingschen Formeln
schon fiir kleines n gute Approximationswerte liefern (fiir n = 1 lauten
sie 12 0,92). Ein numerisches Beispiel illustriert dies: Fiir £ = 25 und

n = 365 ist Ws{X € B} = 0,431300, die beiden N#éherungswerte sind 0,440
und 0,431308.
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Ignorieren wir in (1.2) den Faktor /n/(n — k), der typischerweise nahe
bei 1 liegt, so ldsst sich die letzte Approximation kompakt als

Ws{X € B} ~ exp(—n-h(L)) (1.3)
schreiben, mit

ht) = t+(1—t)n(l—¢t), 0<t<1.

h(t)

22

Wegen h(0) = 1/(0) = 0 und h”(0) = 1 gilt h(t) ~ t?/2 fiir kleines ¢, wir
konnen daher (1.1) als Taylor-N#herung fiir (1.3) verstehen. O

Wahrscheinlichkeiten von der Gestalt
cardB Anzahl der ,giinstigen Félle

cardS ~ Anzahl der ;moglichen Fille*

nennt man Laplace-Wahrscheinlichkeiten (nach dem Mathematiker LA-
PLACE (1749-1827)). Ein Laplace-Mechanismus ist ein Mechanismus, der
eine rein zufillige Wahl eines Elements aus S realisiert. Die Frage, ob es sol-
che Mechanismen ,in Wirklichkeit® gibt, hat sich nicht recht kldren lassen
und iiberhaupt als wenig fruchtbar erwiesen. Fiir uns ist das nicht beson-
ders wichtig. In der Stochastik dienen uniform verteilte Zufallsvariable und
Laplace-Mechanismen als Gedankenmodelle, die man an die Wirklichkeit her-
antragt, und deren Angemessenheit sich von Fall zu Fall erweisen muf}. So
kann man natiirlich den oben fiir das Geburtstagsproblem gewéhlten Ansatz,
die Verteilung der Geburtstage durch eine rein zufillige Wahl zu beschreiben,
in Frage stellen, etwa durch den Verweis auf Schaltjahre, Zwillingsgeburten
etc. Deswegen wird man aber diesen Ansatz nicht von vornherein verwerfen.

Bei der Berechnung von Laplace-Wahrscheinlichkeiten stellt sich die Auf-
gabe, Machtigkeiten endlicher Mengen zu bestimmen. Dies ist ein Thema der
Kombinatorik. Wichtige kombinatorische Grofien sind Fakultdt und Binomi-
alkoeffizient (bzw. Multinomialkoeffizient). Die Fakultét

nl =1-2--n
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der natiirlichen Zahl n gibt an (0! := 1), in wieviel verschiedenen Weisen sich
n Dinge nebeneinander aufreihen lassen (wieviel Permutationen der Lange n
existieren). Der Binomialkoeffizient

(n) _ =1 (n—z+1) n!

T 1-2---x zl(n —x)!’

mit ganzen Zahlen 0 < x < n bestimmt, wieviele Teilmengen H der Méchtig-
keit z in einer Menge G' der Méchtigkeit n enthalten sind. Es gibt namlich
n(n —1)---(n —x + 1) Moglichkeiten, der Reihe nach = verschiedene Ele-
mente aus G auszuwihlen. Dabei entsteht jede z-elementige Teilmenge H auf
x! Weisen, weil ihre Elemente in verschiedenen Reihenfolgen gezogen werden

konnen.

Beispiele. Das Gerit, mit dem die Lotto-Zahlen gezogen werden, kann
man als Laplace-Mechanismus zur Wahl einer 6-elementigen Menge aus
G = {1,...,49} ansehen. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Hauptgewinn ist
folglich

19\ s
1/ <6) — 1/13.983.816 ~ 7,15-10°°

die Wahrscheinlichkeit fiir 4 Treffer

()(2)/ (5) = oo,

Die Laplace-Wahrscheinlichkeit, in einem Skatblatt (10 Karten aus 32) alle

4 Asse zu finden, ist
28 32
~ 00,0058 .
() / () = :

Die folgende Fragestellung fiithrt zur Verallgemeinerung des Binomialkoeffizi-
enten. n Dinge sollen so auf k Féacher verteilt werden, dafl das i-te Fach genau
x; Objekte enthélt (mit zq + - - - + 2, = n). Wir stellen uns vor, daf§ wir die
Gegenstédnde in einer willkiirlichen Reihenfolge verteilen, erst x; Stiick ins
erste Fach, die ndchsten x5 ins zweite Fach und so fort. Es gibt n! verschiede-
ne Reihenfolgen, davon enthélt in jeweils x;! Féllen das erste Fach dieselben
Objekte, in jeweils x5! das zweite Fach dieselben Objekte und so weiter. Die
Anzahl der Moglichkeiten ist also

< n ) n!
1, %o, ..., Tk)  xyl-aele-a!

Dieser Ausdruck heift Multinomialkoeffizient (n = x; + - - - + xy).



© Gotz Kersting 6

Beispiel. Die Laplace-Wahrscheinlichkeit, dafl beim Bridge jeder der 4
Spieler unter seinen 13 Karten genau ein As hat, ist

4 4
8 / o2 ~ 0,11 .
12,....12)\1,... 1 13,...,13

(Natiirlich ist die Frage berechtigt, ob es angemessen ist, bei einem Karten-
spiel alle Blétter als gleichwahrscheinlich anzusehen.) a

Im néchsten Beispiel geht es um das Testen einer Hypothese, eine Fragestel-
lung, die systematisch in der Statistik behandelt wird.

Beispiel. Im Hoérsaal sitzen in der ersten Reihe x Studenten. Es fallt auf,
daB jeder fiir sich allein sitzt. Darf man vermuten, dafl sie diese Platzwahl
bewuflt getroffen haben, oder konnte hier auch der Zufall eine Rolle gespielt
haben? - Wir berechnen dazu die Wahrscheinlichkeit, daf3 sich eine solche
Sitzverteilung rein zuféllig ergibt. Sei n die Zahl der Plétze in der ersten Rei-
he. Insgesamt gibt es dann (Z) verschiedene Moglichkeiten, die Horer auf die
Sitze zu verteilen. Sitzen sie voneinander getrennt, so kann man gedanklich
zwischen je zwei Personen einen Sitzplatz, insgesamt also x — 1 Plitze ent-
fernen. Es gibt also genauso viele Moglichkeiten zum getrennten Sitzen, wie
man z Personen auf n — (z — 1) Sitze verteilen kann. Die gesuchte Laplace-
Wahrscheinlichkeit ist folglich

_(n—x+1 ny (m—z)n-—z—-1)---(n—22+2)
Pro = ( T )/<x) B nn—1)---(n—x+2) '
Fir n = 25,2 = 8 erhélt man p,, = 0,04. Bei einem solch kleinen Wert
darf man wohl bezweifeln, daf§ die Platzwahl rein zufillig getroffen wurde.
Orientiert man sich an den Vorstellungen der Statistik, so wiirde man sich
vorneweg einen Maximalwert fiir p, , vorgeben, bei dessen Uberschreitung
man die Annahme einer rein zufilligen Platzwahl nicht mehr in Frage stellt
— gingig ist der Wert 0,05 (und auch 0,01). Im Jargon der Statistiker konnte
man dann feststellen: Fiir p,,, = 0,04 wird die (Null-)Hypothese reiner
Zufalligkeit auf dem Signifikanzniveau von 0,05 verworfen. a

Uniforme Verteilungen betrachtet man nicht nur auf endlichen Mengen.

Definition. Sei S eine Teilmenge des R, d > 1, von endlichem Inhalt
|S|. Dann heifst eine S-wertige Zufallsvariable X uniform (gleichférmig)
verteilt in S, falls fir alle B C S mit wohldefiniertem Inhalt |B| gilt

18]

Ws{X € B} = 5
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Wieder ist die Vorstellung die, daf kein Element aus S bevorzugt ausgewéhlt
wird. In der MaBtheorie lernt man, fiir welche Teilmengen des R? sich ein
Inhalt (Volumen, Fliche oder Lénge) definieren 148t; zur Behandlung von
Beispielen benotigt man diese Kenntnisse meist nicht. Die Modellannahme
einer uniformen Verteilung hat sich vielfach bewahrt.

Beispiel. Buffons Nadelproblem. Eine Nadel der Lange ¢ wird zufillig
auf ein liniertes Blatt geworfen. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, daf} sie
eine Linie schneidet? Wir beschrinken uns auf den Fall, dal der Abstand
d zwischen den Linien grofler als ¢ ist. Die Lage der Nadel beschreiben wir
durch den Winkel & zwischen 0 und 7, den sie mit den Linien bildet, und
dem Abstand Y, den das untere Nadelende von der néchsthcher gelegenen
Linie hat:

\(\(I)

\ Y

Zum Schnitt kommt es, falls Y < ¢-sin @ gilt. Wir machen nun den Ansatz,
da X = (9,Y) eine uniform in S = [0,7) x [0,d) verteilte Zufallsvaria-
ble ist. Unter Beachtung von d > ¢ bestimmt sich der Fldcheninhalt von
B={(¢,y) € S:y <L -sing} als

|B| = / (-sing dp = 20,
0

die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also

|B| 20

Ws{XeB} = — = —.
SAXEBE =15 =

Damit kann man 7 = 3,14... durch wiederholten Wurf einer Nadel stati-

stisch schitzen. (Das Lehrbuch Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung von

PFANZAGL enthélt dazu Datenmaterial.) 0

Beispiel. Benfords Gesetz. Der Physiker Benford hat 1936 (wie schon
vor ihm 1881 der Astronom Newcomb) fiir verschiedene Datensétze von po-
sitiven Zahlen eine merkwiirdige Beobachtung gemacht: W&hlt man aus dem
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Datensatz zuféllig eine Zahl aus und betrachtet die erste signifikante Ziffer in
ihrer Dezimaldarstellung, so ist diese Ziffer bevorzugt eine 1, viel seltener da-
gegen eine 9. Benford stiitzte sich auf ganz unterschiedliche Datensétze, wie
die Flache von Fliissen, Konstanten der Physik, aus Zeitungen ausgewéhlte
Zahlen und andere Daten. Fiir das Phdnomen hat er sogar eine Gesetzméfig-
keit angegeben: Die Wahrscheinlichkeit, dafl es sich bei der Anfangsziffer um
k handelt, ist durch den Ausdruck

pr = logy, (1 + %)

gegeben, k= 1,2,...,9. Diese Verteilung, die er empirisch aus seinem Daten-
material gewann, weicht merklich von der uniformen Verteilung auf {1, ...,9}
ab.
0,3
0,2 1
0,111
(018 e i e

Benfords Verteilung

Das Phianomen ist auf den ersten Blick unglaublich, warum sollten die
Ziffern 1,....9 nicht gleichberechtigt sein? Dafl es Unterschiede gibt, erkennt
man, wenn man sich fragt, in welchem Mafle man eine Zahl vergroflern muf,
damit sich ihre Anfangsziffer dndert: Die Zahl 1 (oder 10) mufl man dafiir
mindestens verdoppeln, bei der Zahl 9 (oder 90) langt schon der Faktor 10/9.

Das Gesetz von Benford 148t sich nicht ,,beweisen®, man kann nur ver-
suchen, es plausibel zu machen, indem man es in einem Modell nachbildet
(dessen Angemessenheit jederzeit infrage gestellt werden darf). Wir stellen
ein stochastisches Modell auf, dal Benfords Gesetz aus einer uniformen Ver-
teilung heraus erklart. Die aus den Daten zuféllig gezogene Zahl bezeichnen
wir mit X und ihre zuféllige Anfangsziffer mit D. Dann nimmt D genau dann
den Wert k an, wenn k- 10" < X < (k+ 1) - 10" fiir ein n € Z gilt, bzw.

logipk+n < log;, X < log,(k+1)+n.

Wegen 0 < log,, k < logyo(k+1) <1 fir k =1,...,9 ist insbesondere n die
grofite ganze Zahl kleiner oder gleich log,, X, wir schreiben n = [log,, X].
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Insgesamt kénnen wir feststellen, dal D = k genau dann gilt, wenn fiir die
Zufallsvariable
U = logyy X — [logyo X]

mit Werten in [0,1) die Bedingung log,ok < U < log;o(k + 1) erfiillt ist.
In Ereignissen ausgedriickt bedeutet dies

{D =k} = {U € [logy k,logo(k +1))} .

Wir betrachten nun den Ansatz, dal U eine in [0,1) uniform verteilte
Zufallsvariable ist. Dies erscheint insbesondere fiir Daten plausibel, die iiber
einen weiten Bereich streuen. Der Ansatz impliziert das Benfordsche Gesetz,
es folgt namlich

Ws{D =k} = Ws{U € [log,yk,log,o(k + 1))}
= log,o(k+ 1) —log, & = logyo(1 + %) )

Eine wichtige Eigenschaft unseres Ansatzes ist, dafl sie invariant unter einem
Skalenwechsel ist: Gehen wir von X zu X’ = ¢- X mit einer Konstanten
¢ > 0, so folgt logyq X' = logyy X +1og,, ¢ und damit U’ = U +log;, ¢ mod 1.
Mit U ist dann auch U’ uniform verteilt, und Benfords Gesetz gilt auch fiir
X'

Daten, fiir die es keine ausgezeichnete Skala gibt (wie die Fldche von
Fliissen oder physikalische Konstanten), sind damit Kandidaten fiir Ben-
fords Gesetz. Dagegen kommen Daten, die an eine spezielle Skala adjustiert
sind (etwa an einen Index oder, wie Preise, an eine Wihrung), fiir Ben-
fords Gesetz weniger in Betracht. (Fiir Beispiele und weitere Details vgl.
T. Hirr, The Significant-Digit Phenomen, American Mathematical Monthly
102, 1995, 322-327). O

1.2 Binomial-, Poisson- und Hypergeometri-
sche Verteilung

Wir kommen nun zu drei wichtigen Typen von Verteilungen. Zunéchst wollen
wir eine Formel fiir die Verteilung der Zufallsvariablen

X = Angzahl der Erfolge bei n-fachem unabhéngigen Wiederholen
eines Bernoulli-Experiments

angeben. Unter einem Bernoulli-Experiment versteht man ein Experiment
mit zwei moglichen Ausgéngen, genannt ,Erfolg’ und ,Miflerfolg’. Man kann
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an das Werfen einer Miinze oder eines Wiirfels denken, oder auch an das
Drehen eines Gliicksrades mit zwei Sektoren. p sei die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Erfolg und ¢ = 1 — p die Gegenwahrscheinlichkeit, die Wahrscheinlich-
keit fiir einen Miflerfolg. Bei unabhéngiger Wiederholung des Experiments
multiplizieren sich diese Wahrscheinlichkeiten, die Wahrscheinlichkeit fiir x
Erfolge und n — = Miflerfolge in einer vorgegebenen Reihenfolge ist also
p*q"~". Da es (’;) Moglichkeiten gibt, x Erfolge in einer Versuchsserie der
Linge n unterzubringen, ist die Wahrscheinlichkeit, dal X den Wert x an-
nimmt, gerade (Z) p*q"~*. Dies fithrt uns zu folgender Sprechweise.

Definition. Sei n € N und p € [0,1]. Eine Zufallsvariable X mit Wer-
ten in {0,1,...,n} heifft binomialverteilt zum Parameter (n,p), kurz
B(n, p)-verteilt, falls fir x =0,...,n gilt

Ws{X =z} = (Z)pmqn—f .

(Z) p*q" %, x=0,...,n, heilen die Gewichte der Binomialverteilung. Nach
dem Binomischen Lehrsatz summieren sie sich zu 1 auf,

i(g)pzq"‘z = (p+q)" =1.

=0

Im einfachsten Fall n = 1 nimmt X nur die Werte 1 oder 0 an, und zwar mit
Wahrscheinlichkeit p bzw. ¢. Man spricht dann von einer Zufallsvariablen
mit einer Bernoulli-Verteilung zur Erfolgswahrscheinlichkeit p oder kurz
einer B(p)-Verteilung.

Beispiele.

1. Eine Folge von Bernoulli-Experimenten denkt man sich gern in einem
Urnenmodell realisiert: Aus einer Urne mit r roten und s schwarzen
Kugeln, insgesamt t = r + s Kugeln, wird eine Stichprobe der Lénge n
mit Zuriicklegen gezogen, d.h. jede gewihlte Kugel wird zuriickgelegt,
bevor die nichste Kugel gezogen wird. Dann sind (unter Beriicksichtigung
der Reihenfolge, in der die Kugeln erscheinen) ¢ verschiedene Stichproben
moglich. Darunter gibt es (Z) r*s" " die genau x rote Kugeln enthalten.
Die Laplace-Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ist

)

tm ’
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die Anzahl X der roten Kugeln in der Stichprobe ist also B(n, p)-verteilt
mit p = r/t. - Ahnlich ist die Zahl der Sechsen bei n-fachem Wiirfeln
B(n, %)—Verteilt.

2. Runs. %y, Zy,...,Z, sei eine per Miinzwurf erzeugte, rein zufillige Folge
aus Nullen und Einsen. Wir betrachten die Anzahl Y von Runs, von Maxi-
malserien aus Nullen oder aus Einsen in Zy, ..., Z, (die Folge 0110010
beispielsweise enthélt 5 Runs). Da mit dem Ereignis Z; # Z;_; immer ein
neuer Run beginnt, gilt

Y = l4card{i:i=1,...,n, Z; # Z; 1} .
Y — 1 ist eine binomialverteilte Zufallsvariable zum Parameter (n, %)
Fassen wir namlich das Eintreten von Z; # Z; ; als Erfolg im i-ten Versuch
auf, so ist Y —1 die Anzahl der Erfolge in einer unabhéngigen Versuchsserie
der Lange n. (Dies setzt voraus, daf die Erfolgswahrscheinlichkeit 1/2 ist.
Benutzt man eine unfaire Miinze, so ist die Verteilung von Y nicht so
leicht zu bestimmen.) O

Das mit den Wahrscheinlichkeiten gewichtete Mittel E[X] aller moglichen
Werte einer binomialverteilten Zufallsvariablen X wird als ihr Erwartungs-
wert bezeichnet,

EX] = > 2 -Ws{X =z}.
=0
Héufig wird er als der , mittlere Wert® von X interpretiert. Préaziser ist die

Aussage, dal E[X]| genau der Schwerpunkt einer Massenverteilung ist, die
im Punkt x die Masse (Z) p*q" " plaziert.

E[X]
Die B(16, %)—Verteilung

Wir berechnen E[X | unter Beachtung von (Z) = %(Zj) mit dem binomischen
Lehrsatz:

. n T n—xr __ - n—1 r—1 n—x __ n—1
Zx(x)pq —np;(x_l)p " =nplp+aq)",

=0
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also
EX] = np.

Man wird vermuten, dal X seine Werte bevorzugt um den Erwartungswert
herum annimmt. Das folgende Beispiel gibt einen Hinweis, mit welchen Ab-
weichungen man zu rechnen hat.

Beispiel. Wirft man n Miinzen, dann ist (n%) 27" die Wahrscheinlichkeit,
dafl genau die Hélfte der Miinzen Kopf zeigt (n gerade). Sie ist approximativ

gleich (7n/2)~"/2, denn aus der Stirling-Approximation folgt

( n > N V2mn ne " oty

n/2 (Vn (nj2)2e=n/22 — \fmn 0

Allgemeiner gilt, dal die Gewichte einer Binomialverteilung in der Nihe
ihres Erwartungswerts von der Gréfenordnung n~'/? sind. Daher wird man
zwischen X und E[X] mit Abweichungen von der GroBenordnung n'/2
rechnen miissen. Wir werden dies spéter prézisieren.

Von mindestens so grofler Bedeutung wie die Binomialverteilung ist die
Poisson-Verteilung.

Definition. Fine Zufallsvariable X mit Werten in Ny = {0,1,2,...} heifit
Poisson-verteilt zum Parameter X > 0, kurz P(X)-verteilt, falls fir
x=0,1,... gilt
AT
Ws{X =z} = ¢ -

Man beachte, dafl die Gewichte sich zu 1 aufsummieren,
(o] )\fE
Z e N = 1.
x!
=0

Der Erwartungswert E[X]| einer P(\)-verteilten Zufallsvariablen X ist

o0

x )\xfl
_ _ -
xzzox'Ws{X—x}—)\e ;(:c—n!‘

Die Summe hat den Wert e*, es gilt also

E[X] = A.
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Poisson-Verteilungen sind brauchbare Approximationen fiir Binomialvertei-
lungen bei einem groflen Stichprobenumfang n, aber nicht allzugrofem Er-
wartungswert np. Dies zeigt ein Grenziibergang n — oo fiir die Gewichte der
Binomialverteilung, bei dem man den Erwartungswert festhilt.

Satz 1.1. Sei X,,, n € N, eine Folge von B(n,p)-verteilten Zufallsvariablen
(mit variablem p = p,), und sei X\ > 0. Gilt E[X,,] — X\ fir n — oo, d.h.
p~ A/n, so folgt
)\LL‘
lim Ws{X, =2} = ¢ —
n— 00 xZ.

fiir alle x € Ny.

Beweis. Die Behauptung folgt aus

(n)panx _ I nln—=1)---(n—z+1) <%)1 (1—p)r

T z! nt

unter Beachtung von np/q — A und (1 — p)" ~ (1 — 2)" — e, 0

Beispiele.

1. Verteilt man n Kugeln unabhéngig voneinander rein zuféllig auf n Schach-
teln, so ist die Anzahl der Kugeln in einer einzelnen Schachtel B(n, %)—
verteilt und fiir groBes n approximativ P(1)-verteilt.

2. Radioaktives Material besteht aus einer immensen Zahl n von Teilchen, die
unabhéngig voneinander mit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit p zerfallen.
Die Gesamtzahl der in einem festen Zeitintervall zerfallenen Teilchen ist
daher eine Poissonsche Zufallsvariable, eine Tatsache, die empirisch gut
belegt ist.

In einem bekannten Experiment hat man insgesamt 2608-mal beobachtet,
wieviele Teilchen wihrend 7,5 sec zerfallen. Die folgende Tabelle enthélt
die relativen Haufigkeiten h, der Félle, bei denen genau x Teilchen re-
gistriert werden, sowie die Gewichte p, einer an die Daten angepafiten
Poisson-Verteilung.

z | 0 1 2 3 4 5 6 7 >8
hy | 0,022 0,078 0,147 0,201 0,204 0,156 0,105 0,053 0,034
pe | 0,022 0,083 0,159 0,203 0,195 0,150 0,096 0,053 0,039

Der Wert von \ in p, = e *\*/z! ist aus den Daten geschiitzt, er ist in
Anbetracht von A = 3> @ -p, als 3°_ x - h, = 3,84 gewihlt. Man er-
kennt, daf} die angepafiten Gewichte gut mit den beobachteten Haufigkei-
ten iibereinstimmen. Da sich eine perfekte Ubereinstimmung bei zufilligen
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Héufigkeiten h, nicht einstellen wird, stellt sich die Frage, wie grofle Ab-
weichungen zwischen (h;) und (p.) noch toleriert werden kénnen. Diese
Frage wird in der Statistik beantwortet, es ergibt sich, dafl die vorliegenden
Abweichungen zwischen h, und p, von einer plausiblen Grofie sind. O

Andere Daten passen dhnlich gut zur Poisson-Verteilung. Bekannt sind Da-
tensétze aus der Schweiz iiber die Anzahl der 100-jéhrigen Geburtstage pro
Jahr oder die jahrliche Zahl der Reitunfélle in der preuflischen Kavallerie.

Die hypergeometrische Verteilung, auf die wir nun zu sprechen kommen, ist
fiir die Stichprobentheorie von besonderer Bedeutung. Eine Urne enthalte r
rote und s schwarze Kugeln, die totale Zahl der Kugeln ist also t = r + s.
Wir ziehen aus der Urne rein zufillig eine Stichprobe vom Umfang n und
betrachten die Zufallsvariable

X = Angzahl der roten Kugeln in der Stichprobe .

Wird die Stichprobe mit Zuriicklegen gezogen, so ist X binomialverteilt. Jetzt
betrachten wir den Fall, dafl die Stichprobe ohne Zuriicklegen gezogen
wird. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dal X den Wert x annimmt? Dazu
miissen z rote und y = n — x schwarze Kugeln ausgewéhlt werden, was
(ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge) auf (”) bzw. (;) Weisen moglich

ist. Insgesamt gibt es ( ) Stichproben, die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

e

Definition. Fine Zufallsvariable X mit Werten in {0,...,n} heifit hy-
pergeometrisch verteilt zum Parameter (n,r,t), n,r < t, falls fir alle
z €{0,...,n} gilt

Ws{X =2} = (x) (;::J/(;) |

Bei dieser Definition ist die Konvention (”) =0firxz >noderz <0

zu beachten. Eine hypergeometrisch verteilte Zufallsvariable nimmt also mit
positiver Wahrscheinlichkeit nur Werte zwischen max(0, n — s) und min(n, r)
an. Um auf die Beispiele des ersten Abschnitts zuriickzukommen: Die Anzahl
der Treffer beim Lotto und die Anzahl der Asse in einem Skatblatt sind
hypergeometrisch verteilt, die Parameter sind (6,6,49) bzw. (10,4,32).

Die hypergeometrische Verteilung kommt zum Beispiel in der Qualitéts-
kontrolle zur Anwendung. Will man die Giite einer Lieferung durch eine
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Stichprobe iiberpriifen, so miissen sich die Beteiligten darauf einigen, wie-
viele fehlerhafte Stiicke X die Stichprobe enthalten darf. Der Verkaufer wird
darauf achten, daf§ eine Lieferung mit einem geringen Anteil von Ausschufl
mit hoher Wahrscheinlichkeit akzeptiert wird. Der Kéufer hat das Interesse,
daBl eine Lieferung von schlechter Qualitdt die Kontrolle mit nur geringer
Wahrscheinlichkeit passiert. Diese unterschiedlichen Interessen werden sich
nur dann vereinbaren lassen, wenn die Stichprobengriéfie grofl genug gewéhlt
ist. Die Wahrscheinlichkeiten werden unter der Annahme bestimmt, dafl X
hypergeometrisch verteilt ist.

Unsere Ableitung der hypergeometrischen Verteilung ergibt als Nebenre-
sultat die kombinatorische Identitét

() -20)6)

denn die Gewichte der hypergeometrischen Verteilung summieren sich zu 1
auf. Wir nutzen sie zur Berechnung des Erwartungswertes einer hypergeome-
trisch verteilten Zufallsvariablen X:

S = (o)

x=0 x=1

) =T

E[X]| = Z:E-WS{X:x} = np mit pz%.
=0

und damit

Auf den Erwartungswert hat es also keinen Einflu}; ob man eine Stichprobe
mit oder ohne Zuriicklegen zieht, er ist in beiden Féllen gleich np. - Sind r und
s grofl im Vergleich zu n, so wird die Unterscheidung zwischen Stichproben
mit und ohne Zuriicklegen belanglos, und die hypergeometrische Verteilung
ndhert sich der Binomialverteilung an. Dann gilt (y = n — z)

LG & (n

Xz

Ol
Zum Abschlufl behandeln wir eine statistische Anwendung der hypergeo-
metrischen Verteilung.

T n—x _T
pq ) p_t'
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Beispiel. Ein Maximum-Likelihood-Schitzer. FEin Fischteichbesitzer
mochte seinen Fischbestand ¢ schétzen. Er markiert dazu einige Fische. In
einem spéteren Fang findet er dann markierte wie unmarkierte Fische. Der
Teichbesitzer iiberlegt: Der Anteil der markierten Fische im Fang wird ver-
mutlich die Verhéltnisse im Teich widerspiegeln. Ist also

r = Anzahl der markierten Fische,
n = Anzahl der Fische im Fang,
x = Zahl der markierten Fische im Fang,

so ist zu erwarten, dafl 7/t und x/n einen dhnlichen Wert haben. Dies macht
“* zu einem plausiblen Schétzer fiir ¢.
Zu demselben Resultat fithrt ein allgemeines statistisches Prinzip, das

besagt:

Wiihle als Schétzer von t diejenige ganze Zahl t, fiir die
das beobachtete Ereignis maximale Wahrscheinlichkeit bekommt
(Maximum-Likelihood-Prinzip).

Wir machen die Annahme, dafl die Anzahl X der markierten Fische in
dem Fang eine hypergeometrisch verteilte Zufallsvariable ist, zum Parameter
(n,7,t). Gesucht ist dasjenige ¢, das

e = ()0 ()

(die Statistiker sprechen von der Likelihoodfunktion) maximiert. Eine einfa-
che Rechnung ergibt

l(t—1) ' —tr—tn+tx
L) 2—tr—tn+nr’

daher gilt ¢,.(t — 1) < £,(t) genau dann, wenn at < nr. {,(t) wichst also fiir
kleine Werte und fallt fiir groe Werte von t. Der Wechsel findet bei [nr/z]
statt, der groBten ganzen Zahl kleiner als nr/x. Als Maximum-Likelihood-
Schétzer von t erhalten wir
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1.3 Besetzungszahlen

n Kugeln werden zufillig auf & Schachteln verteilt werden. Die zufélligen
Besetzungszahlen der Schachteln bezeichnen wir mit Xy, ..., X;. Wir be-
trachten zwei Szenarien:

A. Die Kugeln werden der Reihe nach rein zuféllig und unabhéngig vonein-
ander in die Schachteln gelegt.

B. Man legt rein zufillig n Kugeln und £ — 1 Stdbchen nebeneinander. Die
Kugeln zwischen dem (i — 1)-ten und i-ten Stébchen kommen in die i-te
Schachtel (i = 2,...,k— 1), die Kugeln links vom ersten Stébchen in die
erste und die Kugeln rechts vom letzten Stdbchen in die letzte Schachtel.
Ein Beispiel: Fiir n = 6,k = 5 fithrt die Reithe o o || 0 0 o | o | zu den
Besetzungszahlen 2,0, 3,1, 0.

Gegeniiber von Methode A, die natiirlicher erscheint, liegt die besondere Be-
deutung von Methode B darin, daf sie keine mogliche Wahl der Besetzungs-
zahlen bevorzugt - jeder solchen Moglichkeit entspricht ndmlich genau einer
Anordnung der Kugeln und Stébchen. Statistische Physiker kennen die Sze-
narien A und B unter den Namen Maxwell-Boltzmann Verteilung und
Bose-Einstein Verteilung, sie dienen dort — zusammen mit der Fermi-
Dirac Verteilung (jede Schachtel nimmt hochstens eine Kugel auf) — als
Modelle fiir Gase. Die Begriindung, daf sich die Verteilung von Gasteilchen
nicht immer angemessen mit der Maxwell-Boltzmann Verteilung beschrei-
ben ld8t, liefert die Quantenmechanik (das Stichwort ist ,ununterscheidbare
Teilchen').
Wir betrachten nun die Zufallsvariable

X, = Zahl der Kugeln in Schachtel 1 .

Offenbar ist X; in Modell A binomialverteilt:
n —x —1I\n—x
Ws{X; =z} = Er(1—k7) .
T

Bei Modell B gibt es ("+S_1) Moglichkeiten, die n Kugeln und k—1 Stédbchen
aneinanderzureihen, die wir alle als gleichwahrscheinlich betrachten. Nimmt
X1 den Wert = an, so beginnt die Reihe mit x Kugeln und einem Stédbchen,
und es kénnen noch £—2 Stibchen und n—2x Kugeln untereinander vertauscht
werden. Also gilt

Wen(X, — 2] — (n—zjl;—2>/<n+§—1>.
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Durch Kiirzen erhélt man die Gleichung

E—1 ﬁn—l—l—i

Wsp{X, = s oo v
sp{Xi =z} n—xcz+k-—1 n+k—1

(1.5)

Im Unterschied zu Modell A fallen diese Wahrscheinlichkeiten mit wachsen-
dem z, kleine Besetzungszahlen werden bevorzugt. Instruktiv ist ein Grenz-
iibergang n, k — oo, so dafi n/k — A > 0. Fiir Modell A kommt Satz 1.1 zur
Anwendung: X, ist approximativ P(\)-verteilt. Dagegen gilt

1 A 2
Wsp{X; =z} — 1Tl ()\—+1> .
Dies ist nicht schwer zu verstehen. Wir stellen uns vor, daf§ in Modell B
die Kugeln und Stébchen nacheinander von links nach rechts abgelegt wer-
den. Durch das Ablegen einiger Kugeln und Stdbchen bleibt bei groflem n
und k der Restbestand praktisch unveréndert. Stdbchen und Kugeln folgen
daher anfangs einander wie bei einer unabhéngigen Serie von Erfolgen und
Miflerfolgen, wobei Erfolge mit Wahrscheinlichkeit p = 1%\ eintreten. Um
{X; = 2} zu realisieren, benétigt man = Miflerfolge (Kugeln) vor dem ersten

Erfolg (Stibchen). (Ahnlich 148t sich Gleichung (1.5) verstindlich machen.)

Definition. Seip € (0,1), ¢ = 1 — p. Fine Zufallsvariable X mit Werten in

No =1{0,1,...} heiffit geometrisch verteilt zum Parameter p, falls
Ws{X =z} = pg’

firxz=0,1,... gilt.

Nach der Formel fiir die geometrische Reihe summieren sich die Gewichte ei-

ner geometrischen Verteilung zu 1 auf. Beispielsweise ist die Anzahl der Mif3-

erfolge vor dem ersten Erfolg eine geometrisch verteilte Zufallsvariable, wenn

man ein Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p unabhéngig
wiederholt. Den Erwartungswert bestimmen wir mit Hilfe der Formel

= . d i~~~ ., d 1 1
;x'“ = @(Z“> T dul-u  (I—u2

xr=

Es folgt
[e'e) o) . nq
Sr WX =) = Y = P
=0 =0
also .
EX] = 1 = -1
p b

Dieses Resultat entspricht der Anschauung: Beim Wiirfeln (p = 1/6) rechnet
man im Durchschnitt mit 5 Wiirfen, bevor die erste ,Sechs* fillt.
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Bemerkung. Eine Zufallsvariable X mit Gewichten Ws{X = z} = pg®!
fir + = 1,2,... wird ebenfalls als geometrisch verteilte Zufallsva-
riable bezeichnet. Sie lidsst sich auffassen als die Anzahl von Versuchen
bis zum ersten FErfolg, wenn man ein Bernoulli-Experiment mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p unabhéngig wiederholt. Nun ist der Erwartungwert

E[X] =2 apg* ! =1/p. O

Zuriick zu den Modellen A und B: Wir betrachten nun den gesamten Zufalls-
vektor X = (X7,..., X;) der Besetzungszahlen aller Schachteln. Die Beson-
derheit von Modell B ist, daf keine der moglichen Konstellationen bevorzugt
ist, d.h. X ist uniform in

S = {(x1,...,2) + v, €Ny, 1+ -+ 2 =n}
verteilt. Dies trifft auf Modell A nicht zu, denn dort 148t sich das Ereignis

.....

n
Wsa{X = (z1,...,2)} = <$ l’k) k"
Lo

gilt. Nimmt man fiir Modell A allgemeiner an, dafi die Kugeln jeweils mit
Wahrscheinlichkeit p; in die i-te Schachtel gelegt werden, so ist (Xi, ..., X})
multinomialverteilt im Sinne der folgenden Definition.

Definition. Sein € N und py,...,prx > 0, so daf8 Y. p; = 1. Dann heif$t ein
Zufallsvariable X mit Werten in

S = {(x1,...,x) 2, €ENg, v+ + 2 =n}
multinomialverteilt zum Parameter (n,py,...,px), falls

n X X
WS{X = (.Tl,...7.fljk)} = (xl xk) pll pkk

gilt fiir alle (x1,...,z1) € S.
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1.4 Zufallsvariable mit Dichten, Normal-

approximation der Binomialverteilung

Neben den Verteilungen, die durch Gewichte gegeben sind, spielen Vertei-
lungen mit Dichten eine besondere Rolle. Sei S C R ein (endliches oder
unendliches) Intervall mit den Endpunkten [ < r und sei p : S — R eine
stetige (oder allgemeiner integrierbare) nicht-negative Funktion, so daf

/lrp(x)dz = 1.

Wir nennen dann p eine Dichtefunktion.
Sei weiter X Zufallsvariable mit Werten in S und einer Verteilung von
der Gestalt

Ws{a < X <b} = /bp(x)dx,

fir alle I < a < b < r. Man sagt dann, dafl X die Dichte p(z) dx besitzt,
und schreibt kurz
Ws{X € dz} = p(x)dz .

Eine Moglichkeit, zu Verteilungen mit Dichten zu gelangen, ist durch
Grenziibergang aus Verteilungen mit Gewichten. Ein einfaches Beispiel bie-
ten geometrische Verteilungen. Sei A > 0 und sei X,, geometrisch verteilt mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p, = A/n. Sie hat den Erwartungswert n/\, des-
wegen ist es plausibel, die Verteilungen von X, /n zu betrachten. Wir kénnen
{X,,/n > a} als das Ereignis auffassen, dafl in einer Serie von unabhéngigen
Bernoulliexperimenten die Anzahl der Misserfolge vor dem ersten Erfolg an
iibertrifft. Daher folgt fiir a > 0 mit n — oo
)\)an+0(1) i

Ws{X,/n>a} = ¢t = (1—— — e
n

und folglich Ws{a < % < b} — e — e fiir 0 < a < b, oder auch

X b
Ws{a << b} — e e = / e ™ dx .
n a

Dies ist fiir uns Anlass, eine besonders wichtige Verteilung einzufiihren.
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Definition. Sei A > 0. Eine Zufallsvariable X mit Werten in S = [0, 00)
heifit exponential verteilt zum Parameter A, falls

b
Ws{a < X <b} = / e ™ dx

a

fiir all 0 < a < b, falls sie also die Dichte
Ws{X cdx} = dedr , x>0
besitzt.

Also sind geometrisch verteilte Zufallsvariable - passend normiert - im
Grenzwert exponential verteilt. Wir werden auf exponential verteilte Zu-
fallsvariable zuriickkommen.

Das Konzept von Verteilungen mit Dichten benutzen wir nun, um uns ein
genaueres Bild der Verteilung einer B(n, p)-verteilten Zufallsvariablen X bei
wachsendem n zu verschaffen. Bleibt ihr Erwartungswert

E[X] = np

dabei beschréankt, so ist die Verteilung im wesentlichen durch den Erwar-
tungswert bestimmt. Dies ist Konsequenz der Poisson-Approximation aus
Satz 1.1. Andernfalls kommt die zweite wichtige Kenngrofie einer Binomial-
verteilung ins Spiel, ihre Varianz

Var|X] = npq

(ausfiihrlich behandeln wir Varianzen in Abschnitt 3.2). Ist die Varianz aus-
reichend grof}; so ist X in erster Néherung symmetrisch um E[X] verteilt,
und man mufl mit Abweichungen rechnen, die typischerweise von der Grofie
v/ Var[X], der sogenannten Standardabweichung von X, sind.

Um dies zu zeigen, leiten wir im Folgenden fiir die Wahrscheinlichkeit

Ws{a<X<p} = ) (Z) 7

a<z<p

daBl eine binomialverteilte Zufallsvariable X einen Wert zwischen o und (8
annimmt, eine Approximationsformel ab, die sich auch fiir praktische Zwecke
als niitzlich erweist. Erneut arbeiten wir mit der Stirlingschen Formel, und
zwar in folgender Form, wie man sie in Lehrbiichern der Analysis findet.
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Satz 1.2. Firn — oo gilt
n! = V2rn n"e ")

Dabei bezeichnet o(1) wie iiblich eine Folge, die mit n — oo gegen 0 konver-
giert. Mit Hilfe dieser Formel erhalten wir fiir die Gewichte der Binomialver-
teilung die fiir x — oo und n — x — oo giiltige Asymptotik

e = () (G25) vt

Wir formen diese Gleichung (dhnlich wie schon in anderen Féllen) um zu

) exp < — nh(%) + 0(1)> : (1.6)

2nx(n —x

n! e ez n
zl(n —x)! P =
mit

t 1—-1
h(t) := tlIn—+ (1 —1¢)In , 0<t<1. (1.7)
p q
Es gilt h(p) = W (p) = 0. AuBerdem ist h wegen h"(t) = (¢(1 —¢))™" > 0
eine strikt konvexe Funktion. Es folgt h(t) > 0 fiir alle ¢ # p. nh(t) heifit die
Entropiefunktion der Binomialverteilung. Das folgende Bild zeigt die Entro-

piefunktion der B (16, %) -Verteilung

16F /
\\_‘1 |
3 1

Aus (1.6) erkennt man, dafi die Binomialgewichte exponentiell klein sind,
wenn die relative Héufigkeit x/n der Erfolge deutlich von p abweicht, die
Hauptmasse der Binomialverteilung konzentriert sich daher um np herum.
Wir werden deswegen (1.6) zu vorgegebenem ¢ > 0 in dem Bereich

|z —np| < ey/npq (1.8)

weiter analysieren. Wir approximieren h(f) um p herum nach Art einer
Taylor-Néherung durch eine Parabel. Sie ist wegen h(p) = h/(p) = 0 und
1" (p) = (pq)~! durch (2pq)~t(t — p)* gegeben. Es folgt

wh(z) = o (2-p) 4o = U v (19
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mit einem Approximationsfehler r(x,n,p), der sich nach der Taylor-Formel
als

T(I7 n7p) =

hm(@ x 3
" 6 (n p)
ergibt, wobei £ zwischen z/n und p liegt.

Diese Formel werten wir unter der Annahme npg > 4c? weiter aus. Nach
(1.8) gilt dann x/n > p — c(pq)*/*n=2 > p — cp(npq)~"/? > p/2 und analog
1 —2/n>q/2, und damit £ > p/2, 1 — £ > ¢/2. Eine kurze Rechnung zeigt
|R"(€)] < €72(1 — €)™, und es folgt |R"(£)| < 16(pg)~2 und mit (1.8)

16|z — np|? - 3c?
6(npq)* — /npq

Unser Resultat nimmt eine besonders {ibersichtliche Gestalt im
Grenziibergang n — oo an. Es geniigt npg — oo, deswegen darf p mit n
variieren, solange nur die Varianz npq gegen oo strebt. Aus (1.6) erhalten
wir dann unter Beachtung von (1.8) - (1.10) insgesamt die asymptotische
Darstellung

(n)pxq”_x = L exp ( — M + 0(1)) , (1.11)

x 2mnpq 2npq

r(z,n,p)| < (1.10)

den lokalen Grenzwertsatz fiir die Binomialverteilung. Der Approximati-
onsfehler ist in dem Term o(1) erfafit, er geht gegen 0, und zwar, wie unsere
Rechnung zeigt, gleichméfBig fiir alle x, die zu vorgegebenem ¢ > 0 der Be-
dingung (1.8) geniigen.

Mit dieser Formel passen wir nun die Binomialgewichte an die Gauf3sche
Glockenkurve

S5
—~
I\
~
I
—_
ml
N
S
~
[\
I
m
7

an. Ihr Graph sieht so aus:
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Unter Benutzung der Notation

x—np

=T apg) 2

erhalten wir aus (1.11) die Formel

T

(n>pxqw = n(2)(za11 = 2) explo(1)) - (1.12)

Stellen wir die Gewichte der Binomialverteilung als Flachen von Rechtecken
dar, so ergibt sich folgendes Bild.

2z Zz+1

Normalapproximation der B (16, %) -Verteilung

Insgesamt gelangen wir zu einem klassischen Resultat der Stochastik, dem
Satz von de Moivre-Laplace.

Satz 1.3. Ser X1, X, ... eine Folge binomialverteilter Zufallsvariabler mit
Var|X,| — oo fiir n — oo. Dann gilt fir die normierten Zufallsvariablen

X, —E[X,] X,—-np
Var|[X,,] \/1pq

und fiir alle reellen Zahlen a < b

X =

n

b
1 2
lim Ws{a < X < b} :/ —— e %4z
s Wstes st = 0

Beweis. Aus a < z, < b folgt |z — np| < ¢y/npg mit ¢ = max(|al,|b]). Fiir
diese x konvergieren die Fehlerterme in (1.12) gleichméBig gegen 0, daher gilt

2 (Z)qu"‘“” = (X n)(enn = =) explo(1)

a<z:<b a<z,<b
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(mit einer einzigen Nullfolge o(1)). Die rechte Summe fassen wir als Appro-
ximation eines Integrals mit Hilfe von Treppenfunktionen auf. Da 2,1 — 2,
mit n — oo gegen 0 geht, konvergiert der Ausdruck wie behauptet gegen

f: n(z)dz. O

Der Satz von de Moivre-Laplace fiihrt uns zu folgender Sprechweise.

Definition. FEine reellwertige Zufallsvariable Z heifit standard normal-
verteilt, kurz N(0,1)-verteilt, falls

2

Ws{a <7 <b} = #/jexp(—%) dz
fir alle —oo < a < b < o0 gilt, falls sie also die Dichte
Ws{Z € dz} = n(2)dz
hat.

Daf es sich bei n(z) dz um eine Dichte handelt, ist aus der Gleichung
/ e P4y = \or

ersichtlich, die in der Analysis bewiesen wird (vgl. auch den Abschnitt iiber
Dichten in Kapitel 2). Man spricht von der Dichte der Standardnormal-
verteilung.

In Anlehnung an diese Sprechweise besagt der Satz von de Moivre-
Laplace, da X asymptotisch standard normalverteilt ist. Anders als bei
der Poissonapproximation kann man X im Grenzwert nicht mehr als ei-
ne Zufallsvariable betrachten, die nur abzéhlbar viele Werte annimmt, die
Grenzverteilung ist nicht durch Gewichte gegeben, sondern eben durch eine
Dichte.

Die Normalapproximation ist auch fiir das explizite Berechnen von Wahr-
scheinlichkeiten niitzlich. Zu diesem Zweck empfiehlt es sich, folgende Inte-
gralnédherung zu benutzen (die ,Tangentenregel’ der Numerischen Mathema-
tik):

(0)prar = (e - 2

ty ty tat1
= n(%)({;x—kl - tx) ~ / n(Z) dz )
ta
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mit
T —np— 3
(npq)'/?
Fiir B(n, p)-verteiltes X und ganzzahliges o < f3 fiihrt dies zu der Approxi-
mationsformel

t, =

tp+1
Ws{a < X <G} =~ / n(z)dz .
ta

Man kann mit einer brauchbaren Né&herung rechnen, falls ¢, — t, =
(npq)~'/? geniigend klein ist. (npg > 9 ist eine Faustregel, die sich in Lehr-
biichern der Stochastik findet.)

Da sich n(z) nicht in elementarer Weise integrieren 148t, hat man

O(x) = /w n(z)dz

tabelliert. ®(x) heift Gauflsches Fehlerintegral oder Verteilungsfunk-
tion der Standardnormalverteilung. Unsere Niaherung lautet damit fiir
ganzzahliges o < 3

Ws{a < X <5} ~ @(%)-@(%).

Einige héufig benutzte Werte von & sind

z [0 1 1,28 1,64 1,96 2,33
®() 0,5 0,84 0,9 0,95 0,975 0,99

Fiir negatives x beachte man die Formel

die aus der Symmetrie von n(z) um Null folgt.

Bemerkung. Ist Z standard normalverteilt, so hat X = pu+ 02 mit reellen
Zahlen p und o # 0 die Dichte

Ws{X edz} = n,2(z)de

mit

Nuo2(x) = Nor exp(—%) .
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Man erhélt ndmlich im Fall & > 0 (der andere Fall ist analog) fiir a < b durch
Substitution z = (z — p)/o (also dz = dz /o)

Ws{a < X <b} = Ws{a_“gng_“}

o o

| b
_ ? —22/2 - / —(z—p)2 /202
= ——e dz = e dx
/lgu \ 2T o OV2T

X heifit dann normalverteilt mit Erwartungswert g und Varianz o2
bzw. N(u,0?)-verteilt. n, ,2(x) dz heifit Dichte der N(u,o?)-Verteilung.

Wir kénnen nun den Satz von de Moivre-Laplace kurz wie folgt aus-
driicken: Eine B(n, p)-verteilte Zufallsvariable ist bei ausreichend grofier Va-
rianz approximativ N (np, npq)-verteilt. O

Anwendungen der Normalapproximation

1. Jemand hat ,rein zufillig® ein 01-Folge der Lange 101 per Hand fabri-
ziert. Die Zahl der Nullen und Einsen erscheint wohlaustariert, allerdings féllt
die groBe Zahl der Runs auf: Die Folge enthilt insgesamt 62 Runs aus Nullen
bzw. Einsen. Wir wissen, daf} in einer rein zufélligen Folge die um 1 vermin-
derte Anzahl Y von Runs B(100, %)-Verteﬂt ist. Die Wahrscheinlichkeit, eine
mindestens so grofle Zahl von Runs vorzufinden, ist also

61 —np — %
vV 1pq

Dieser auffillig kleine Wert ist ein deutlicher Hinweis darauf, dafl es sich
nicht um eine rein zuféllig generierte 01-Folge handelt. - Bemerkung: Die
iibliche Methode, um eine 01-Folge auf Zufélligkeit zu testen, benutzt nicht
die Gesamtanzahl der Runs, sondern die Tatsache, dafi die Lange eines Runs
geometrisch verteilt ist zum Parameter p = 1/2.

Ws{Y > 61} ~ 1-@( ) — 1-®(2,1) ~ 0,018 .

2. Ein Konfidenzintervall fiir die Binomialverteilung. Zwischen 1871
und 1900 wurden in der Schweiz bei n = 2.644.757 Geburten z = 1.285.086
Médchen zur Welt gebracht. Was 143t sich fiir die Wahrscheinlichkeit p fol-
gern, daf} (zur damaligen Zeit) ein neugeborenes Kind ein Médchen ist? Na-
heliegend ist es, p als p(z) := x/n = 0,4858 zu schitzen, wie gut ist aber
eine solche Schétzung?

Informativer ist es, ein Konfidenzintervall zu konstruieren. Im vorlie-
genden Fall bedeutet dies das Folgende: Man bestimme ein (zufélliges) In-
tervall so, dafl es das zu schitzende p mit grofler Wahrscheinlichkeit iiber-
deckt, was der Wert von p auch immer sein mag. Wir nehmen dazu an, daf3
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die Anzahl X der Médchengeburten eine binomialverteilte Zufallsvariable
zum Parameter (n,p) ist. Die Aufgabe besteht darin, Zahlen p,(z) < p,(z),
xr=0,1,...,n, zu finden, so daf} bei beliebigem p

Ws{pu,(X) <p<po(X)} > 1—-a

gilt. « ist die Irrtumswahrscheinlichkeit (das Sicherheitsniveau) des Ver-
fahrens, iiblicherweise wird a = 0,05 oder a = 0,01 gewéhlt.

Diese Aufgabe 148t sich auf verschiedene Weise 16sen. Wir begniigen uns
mit einer approximativen Methode: Wihle a* > 0 so, daf§ fiir eine N(0, 1)-
verteilte Zufallsvariable Z

Ws{—a"<Z<a'} =1-a.

Nach dem Satz von de Moivre-Laplace gilt dann

X / X
Ws{——a* @Spé—%—a* ]E}
n n n n

X —
:Ws{—a*§ npga*}zl—a.
\/pq

Beriicksichtigt man noch die Ungleichung pq <
Konfidenzintervall

1
1)

so erkennt man, dafl das
a* *

svm s PeX) = B oo

fiir jedes p asymptotisch das Niveau « einhélt. - Fiir die Wahrscheinlichkeit
einer Médchengeburt ergibt sich bei der Wahl o« = 0, 05, also a* = 1,96, das
Intervall 0,4858 =+ 0, 0006.

pu(X) = p(X) — (1.13)

Man bemerke: Natiirlich ist nicht gewéhrleistet, dafl das zu schéitzende p
in diesem Intervall liegt, wie sollte das auch in einer mit Unsicherheit be-
hafteten Situation moglich sein. Der Statistiker kann nur garantieren, dafl
fiir dieses statistische Verfahren die Aussage ,,p liegt im Konfidenzintervall“
auf lange Sicht in 95% aller Anwendungsfille korrekt ist. Die Schreibweise
Wss{0,4852 < p < 0,4864} = 0,95 ist falsch und irrefithrend. Sie suggeriert,
dafl p zuféllig ist, und nicht das Konfidenzintervall.
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1.5 Kartenmischen*

Wir beenden das Kapitel mit einem aufwendigeren Beispiel einer stochasti-
schen Modellierung, das auf kombinatorisch anspruchsvollere Fragestellungen
fithrt. Da es sich um ein Spezialthema handelt, kann der Abschnitt {iberschla-
gen werden.

Wie lange mufl man ein Blatt von b Spielkarten mischen, damit es ordent-
lich durchgemischt ist? Dies héngt davon ab, wie man mischt - wir denken an
die professionelle Technik, bei der man das Blatt erst abhebt und anschlie-
Bend die beiden Teilstapel ineinanderblattert. Wie oft sollte man diesen Vor-
gang wiederholen? Zur Beantwortung dieser Frage stiitzen wir uns auf ein
Modell, das auf GILBERT, SHANNON (1955) und REEDS (1981) zuriickgeht.
Wir werden sehen: Fiir ein Bridgespiel (b = 52) ist siebenmaliges Mischen
ausreichend.

Mischen bedeutet, daffi man die Karten untereinander vertauscht, sie
mehrfach zufillig permutiert. Um den Vorgang mathematisch zu beschrei-
ben, identifizieren wir das Blatt mit der Menge B := {1,2,...,b}; die 1 steht
fiir die Karte oben auf dem Stapel und b fiir die Karte ganz unten. Einma-
liges Mischen entspricht dann einer zufilligen Permutation II von B, einem
zufilligen Element der Menge

S := {r:B — B : mist eine Bijektion} ,
und mehrfaches Mischen einer Hintereinanderausfithrung
X, = Il,oll,yo0---0ll

von mehreren zufilligen Permutationen II;, Il,, ... Wir nehmen an, dafl sie
voneinander unabhéngig generiert werden und die gleiche Verteilung besit-
zen.

Fiir konkrete Rechnungen miissen wir die Verteilung der Zufallsvaria-
blen IT = II; festlegen. Dazu beschreiben wir den Vorgang des einmali-
gen Mischens im Detail. Er erfolgt in zwei Schritten. Erst wird das Blatt
abgehoben, d.h. in ein oberes Péckchen P, = {1,..., K} und ein unteres
P, ={K+1,...,b} vom Umfang K und b — K geteilt. AnschlieBend wer-
den die beiden Péckchen ineinander gebldttert. Dies dndert die Reihenfol-
ge des Blattes, nicht jedoch die Reihenfolge innerhalb P, und P,. Fiir die
resultierende Permutation II bedeutet dies, dafl die Karten aus P, in die
Positionen II(1) < II(2) < --- < II(K) und die aus P, in die Positionen
(K +1) <II(K +2) < --- <II(b) wandern.

Insgesamt beschreiben wir den Vorgang durch die zufillige Grofle R =
(K, II) mit Werten in

Sy = {(k,m) : k=0,1,...,b, m € S wichst monoton auf p, und p,} ,
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mit p, := {1,...,k} und p, := {k+ 1,...,b}. Um einen kurzen Begriff
zu haben, sprechen wir wie im Englischen von einem Riffle-Shuffle. Die
Elemente r = (k, ) von Sy nennen wir deterministische Riffle-Shuffle.

Es bleibt, die Verteilung eines Riffle-Shuffle R festzulegen. Das Modell
von Gilbert-Shannon-Reed macht dazu die folgenden Annahmen:

1. Die Wahrscheinlichkeit, daf§ das Packchen P, genau k£ Karten enthélt, ist
(Z) 27 Mit anderen Worten: Die Schnittstelle K im Blatt ist binomial-
verteilt zum Parameter (b,1/2).

2. Hat K den Wert k, so wird aus den (Z) Moglichkeiten, P, und P, ineinan-
derzubléattern, eine rein zufillig ausgewéhlt, jeweils mit Wahrscheinlichkeit
py —1
(1)
Insgesamt enthalt S,
b

b
= 9b
%)
Elemente, und jedes wird von R mit derselben Wahrscheinlichkeit 27° ange-
nommen. Mit anderen Worten: R ist uniform auf S, verteilt.

Die Permutation II besteht normalerweise aus 2 aufsteigenden Sequenzen
(1) < -+« <I(K) > [I(K +1) < --- < II(b), aus denen sich der gesamte
Shuffle (K, IT) leicht rekonstruieren lafit. Jedoch ist hier folgendes zu beach-
ten: Wir haben nicht ausgeschlossen, dafl ein Péckchen leer bleibt, d.h. K
den Wert 0 oder b hat, oder dafl im zweiten Schritt das Pédckchen P, wieder
ganz auf P, zuriickgelegt wird. In diesen Fillen &ndert sich die Reihenfolge
im Blatt nicht, so dass der Wert von II die identische Permutation id ist und
IT den Shuffle nicht mehr eindeutig festlegt. Dies ist nicht besonders storend:
Es handelt sich um b + 1 verschiedene deterministische Riffle-Shuffle (k,7)
mit 7 = id, und das Ereignis {II = id} hat damit die verschwindend kleine
Wahrscheinlichkeit (b + 1)27°.

Der Vorteil des Modells von Gilbert-Shannon-Reed ist, dal es explizite
Rechnungen erlaubt. Insbesondere lassen sich die n-Schritt-Ubergangswahr-
scheinlichkeiten

o= Ws{X,=7n}, meS

explizit berechnen, wobei sich nun X,, = II,, o --- o II; aus den Permuta-
tionen von n unabhéngigen Riffle-Shuffle zusammensetzt. Dazu vereinbaren
wir folgende Sprechweise. Wir sagen, eine Permutation 7 zerfallt in s wach-

sende Sequenzen, wenn es natiirliche Zahlen 0 = rg < 7 < ... < r, = b
gibt mit w(r;o1 + 1) < w(rieg +2) < -+ < 7w(ry) fir alle s = 1,...,s und
w(r;) >n(r;+1) firallei = 1,...,s — 1. (Beispielsweise zerfallt die Permu-

tation 461352 in die drei wachsenden Sequenzen 46, 135 und 2.)
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Behauptung. Sein eine Permutation, die in s wachsende Sequenzen zer-
fallt. Dann qult

b .
b+2"—s\_ _.» 1 i—5
no_ 9nb — <1 . 1.14
Pr ( b ) blg + ) (1.14)

(Fir s > 2™ ist diese Wahrscheinlichkeit gleich 0 zu setzen.)

Bevor wir die Formel beweisen, wollen wir einige Folgerungen ziehen. Wegen
1 < s < b folgt unmittelbar

1 ; 1 ;
- 1——)< noo L (1 —>. 1.1
ol (1-5) <m <5 LLU 5 (1.15)

Die Produkte auf der rechten und linken Seite konvergieren mit n — oo expo-
nentiell schnell gegen 1, und damit p gegen 1/b!, die Gewichte der uniformen
Verteilung auf S. Auf lange Sicht ist damit das Mischen erfolgreich. Um die
Abweichung von der Gleichverteilung genauer zu quantifizieren, betrachtet
man die Totalvariation zwischen der Verteilung von X,, und der uniformen
Verteilung auf S, gegeben durch den Ausdruck

1
S
meSs

L1
vl

Bemerkung. Sind p, und ¢, die Gewichte zweier Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen p und v auf einer abzdhlbaren Menge S, so definiert man die To-
talvariation zwischen p und v als

1
d(p,v) = 5D lpe— il -

zE€S

Der Faktor 1/2 dient dazu, d(u, v) auf Werte zwischen 0 und 1 zu normieren:
d(p,v) < 23 (ps + ¢;) = 1. Eine alternative Formel fiir die Totalvariation
ist (Ubung)

d(p,v) = Zlég!u(B) —v(B)|.

Mit Formel (1.14) folgt

a(b, s
3 (b!)

s=1 =1

N | —

Up =
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Dabei bezeichnet a(b, s) die Anzahl der Permutationen der Lange b, die in ge-
nau s wachsende Sequenzen zerfallen. Die Zahlen a(b, s) heiflen Fuler-Zahlen,
man kann sie rekursiv aus den Gleichungen

a(b,s) = sb—Z(b+2_t)a(b,t), alb,1) = 1 (1.16)

t=1

berechnen, wie wir spéter zeigen werden.
Mit diesen Gleichungen lat sich v,, per Computer leicht berechnen. Fiir
ein Bridgespiel mit 52 Karten erhilt man

n|[<4 5 6 7 8 9
v, | 1,000 0,924 0,614 0,334 0,167 0,085

Die Tabelle liefert die Begriindung fiir die Behauptung, dafl 7-maliges
Mischen geniigt. Daf sich bis n = 4 kein Mischeffekt bemerkbar macht, ist
nicht iiberraschend: Fiir b = 52 gibt es 2%? verschiedene deterministische
Riffle-Shuffle, so dafl man mit 4-maligem Mischen héchstens 2452 ~ 4 . 1052
verschiedene Permutationen erreichen kann - andererseits gibt es insgesamt
52! ~ 8 - 1057 Permutationen. Um so auffilliger ist, wie rapide ab n = 5 der
Effekt des Mischens zur Geltung kommt.

Es bleibt der Beweis der Formeln (1.14) und (1.16). Dazu miissen wir die
Komposition von Permutationen unabhéngiger Riffle-Shuffle behandeln, des-
wegen betrachten wir nun allgemeiner a-Shuffle, mit o € N. Bei einem de-
termanistischen a-Shuffle ist das Blatt in o Péckchen

P = {17"‘7k1}’
P2 = {k1+1,...,k1+k2},

Pa = {kl+"'+ka—1+17”'7k1+"'+ka}

zerlegt. Wir nehmen kq,...,k, > 0, k1 +---+k, = b an, einzelne p; diirfen al-
so leer sein. Die Stapel werden dann ineinander geschoben, dabei ist einzig zu
gewihrleisten, dafl die Anordnung in den Teilstapeln beim Mischen nicht ver-
loren geht. Wie ein Riffle-Shuffle (also einem 2-Shuffle in neuer Terminologie)
induziert damit ein a-Shuffle eine Permutation 7, die auf den Abschnitten
p; monoton wichst. Erneut wird ein a-Shuffle durch seine Permutation 7
nicht vollstéandig festgelegt, aus 7 lassen sich im allgemeinen die Teilstapel p;



© Gotz Kersting 33

nicht vollsténdig rekonstruieren. Die Menge aller deterministischen a-Shuffle

m = (ki, ..., kq, ™) bezeichnen wir mit S,. Sie enthalt
b b
2 <k:1ka> -
ki+-+ka=b
Elemente.

Ein uniformer a-Shuffle ist eine Zufallsvariable M = (K, ..., K,,II), die
uniform in S, verteilt ist,

Ws{M=m} = a®, beS,.

Es gilt:

Behauptung. Seiw eine Permutation mit genau s wachsenden Sequenzen
und sei o« > s. Dann gilt fir den uniformen a-Shuffle (K1, ..., K4, II)

b _
Ws{ll =7} = ( J”;‘ S) a™. (1.17)
Beweis. Es ist zu kldren, wieviele Wahlmoglichkeiten fiir kq,...,k, > 0 be-

stehen, so dafl 7 auf allen p; = {1,...,k1},...,pa = {b— ko + 1,b} monoton
wéchst. Alle p; miissen also vollsténdig in einer wachsenden Sequenz von w
enthalten sein. Sei r; € B die Stelle, an der die i-te wachsende Sequenz in 7
endet (1 <r; <ry<...<rs=0).

Um die Anzahl der Moglichkeiten abzuzéihlen, stellen wir uns vor, dafl
b Kugeln und o — 1 Stoéckchen von links nach rechts nebeneinander gelegt
werden. Jede Anordnung dieser b + o — 1 Gegenstédnde représentiert eine
Wahlméglichkeit, die Anzahl der Kugeln zwischen dem (i — 1)ten und dem
iten Stockchen (bzw. vor dem ersten oder nach dem letzten Stockchen)
gibt k; an. Die Bedingung, dafl alle p; vollstdndig in wachsenden Sequenzen
von 7 enthalten sind, ist Aquivalent dazu, dafl direkt nach der r{-ten bis
rs_1-ten Kugel ein Stockchen folgt. Diese s — 1 Stockchen konnen wir
aus der Reihe herauslegen bzw. spater einfiigen. Die restlichen b + o — s
Gegenstdnde konnen wir in beliebiger Reihenfolge nebeneinander legen.
Dies ist auf (Hzﬁs) verschiedene Weisen moglich. Da bei einem uniformen
a-Shuffle jeder dieser Fille mit Wahrscheinlichkeit o~ realisiert wird, folgt
die Behauptung. O

Wir kommen nun zu der entscheidenden Eigenschaft des Modells von
Gilbert-Shannon-Reed: Das Hintereinanderausfithren eines a-Shuffles und
eines davon unabhéngigen (-Shuffles entspricht einem einzigen a/-Shuffle.
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Seien zunéchst m = (ki, ..., ko, ) und m’ = (K, ..., kj, 7') deterministische
Shuffle und p1, ..., pa,pi, - ., pjs die zugehérigen Péckchen. Um die Hinter-
einanderausfithrung der beiden Shuffle als einzelnen Shuffle zu beschreiben,
setzen wir

pi,j = D; ﬂl_[_l(p;) y ki,j = card pi,j .
Es gilt:

e Durch pi1,...,p1,8,---,Pas1s- - -, Pa,p Wird das Blatt von oben nach un-
ten in Péckchen zerlegt: Erstens sind alle Karten aus p; ; oberhalb von
Di+1x (weil p; oberhalb von p;;; ist) und zweitens sind alle Karten aus
pij oberhalb von p; ;1 (weil p} oberhalb von p’,, ist und 7 auf p;
monoton wéchst).

e 7' om wichst monoton auf allen p; j, denn 7 ist auf p; monoton, und 7’
monoton auf p’.

(k11,- .-, kap, ™ om) ist also ein deterministischer a/5-Shuffle. Wir bezeichnen
ihn mit m’ o m.

e Aus mom/' lassen sich (gegeben o und 3) m und m' zuriickgewinnen: Es
gilt 7'(p}) = U;(7" o m)(ps;), und diese Mengen legen m' fest (denn k;
ist die Anzahl von 7'(p}) und 7’ ist dann durch Monotonie bestimmt).
Damit erhalten wir 7 = (7')~! o (7' o ). AuBerdem gilt p; = U, pi;;,
und wir haben auch m rekonstruiert.

Die Abbildung (m,m’) — m’om ist also eine Injektion von S, X Sg nach S,g,
und folglich eine Bijektion, denn beide Mengen enthalten («3)° Elemente.
Daher gibt es keine af-Shuffle, die nicht wie eben aus einem «-Shuffle m
und einem (-Shuffle m’ zusammengesetzt werden kénnen.

Sei nun M ein uniformer a-Shuffle und M’ ein davon unabhéngiger uni-
former [-Shuffle. Dann konnen wir nach demselben Schema den zufélligen
af-Shuffle M’ o M bilden. Unsere Uberlegungen zeigen, daB die Gleichung
{M'oM =mom'} ={M =m, M = m'} gilt. Aus der Unabhéngigkeit folgt

Ws{M' oM =m'om} = Ws{M =m}Ws{M' =n'} = (ap)™".
M’ o M ist also ein uniformer a/3-Shuffle.
Beweis von Formel (1.14). Insbesondere ist das n-malige unabhéngige

Hintereinanderausfiithren eines Riffle-Shuffle dquivalent zu einem uniformen
2"-Shuffle, und (1.14) erweist sich als Spezialfall von (1.17). O
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Beweis von Formel (1.16). Die einzige Permutation mit einer einzigen
aufsteigenden Sequenz ist die Identitét, daher gilt a(b,1) = 1. Weiter folgt
aus (1.17)

b —1
Ws{II enthélt genau t aufsteigende Sequenzen} = a(b, t)< +Z )ab

und folglich
Za(b,t)(b+§_ t)oz_b = 1.
t=1

Diese Formel ist zu (1.16) dquivalent. O



Kapitel 2

Zufallsvariable und
Wahrscheinlichkeiten

Im vorigen Kapitel haben wir uns anhand von Beispielen mit Zufallsvariablen
vertraut gemacht, nun wollen wir die Zufallsvariable als Begriff der Mathe-
matik kennenlernen. Die Frage, , was eine Zufallsvariable denn nun eigentlich
ist“, dréngt sich auf. Was ist es, das etwa bei einer Serie von unabhéngi-
gen Bernoulli-Experimenten den Unterschied zwischen der relativen Hiufig-
keit der Erfolge (einer Zufallsvariablen) und der Erfolgswahrscheinlichkeit
der Einzelexperimente (einer Zahl) ausmacht?

Die Mathematik beantwortet die Frage nach dem Inhalt ihrer Begriffe,
indem sie festlegt, wie man mit ihnen formal verfihrt, wie man also mit
ihnen ,rechnet‘. So wollen wir auch hier verfahren: Im Abschnitt 2.1 geben
wir einen Uberblick iiber formale Eigenschaften von Zufallsvariablen und
Ereignissen und ihren Zusammenhang.

Fiir einen strengen Aufbau wird das aber in der Mathematik noch nicht
als ausreichend angesehen. Man erinnere sich an zwei Weisen, wie man die
natiirlichen Zahlen in der Mathematik einfithren kann. Entweder gewinnt
man sie durch eine mathematische Konstruktion (sozusagen durch ein mathe-
matisches Modell). Man kann sie sich etwa aus der leeren Menge verschaffen,
0:=0,1:={0},2:={0,{0}}, ... geméB der Vorschrift n+1 := nU{n}. Das
Willkiirliche des Vorgehens liegt auf der Hand, deswegen wird héufig vorgezo-
gen, die natiirlichen Zahlen nicht einzeln zu definieren, sondern axiomatisch
als Elemente einer Menge mit einer Struktur, die durch die Peano-Axiome
gegeben ist. Das System aller natiirlichen Zahlen samt ihrer Eigenschaften
tritt in den Vordergrund, und nicht die einzelne Zahl (,,die natiirlichen Zahlen
sind die Elemente der Menge der natiirlichen Zahlen®).

Auch bei der Einfithrung von Zufallsvariablen und Ereignissen stehen bei-
de Wege offen. Der axiomatische ist aufwendiger und wegen seiner Abstrakt-

36
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heit vielleicht fiir den Anfang weniger geeignet. Deswegen verfolgen wir hier
den iiblichen Weg der Wahrscheinlichkeitstheorie, Ereignisse und Zufallsva-
riable in einem mengentheoretischen Kontext zu behandeln. Dies geschieht in
Abschnitt 2.2. Man sollte sich aber bewuft sein, dafl erst eine axiomatische
Behandlung, fern von speziellen mengentheoretischen Konstruktionen, letzte
Klarheit bieten kann, was es eigentlich mit Ereignissen und Zufallsvariablen
mathematisch auf sich hat.

Im Abschnitt 2.3 gehen wir auf die Forderungen ein, die man an Wahr-
scheinlichkeiten stellt, definieren stochastische Unabhéngigkeit von Zufalls-
variablen und Ereignissen und behandeln schlieflich Zufallsvariable mit Wer-
ten im Fuklidischen Raum, deren Verteilungen durch Dichten gegeben sind.
Dies ist dann eine ausreichende Grundlage, um im Abschnitt 2.4 elemen-
tare Eigenschaften des Poisson-Prozesses zu behandeln, ein fundamentales
stochastischen Modells fiir zufillige Punktmengen.

Abgesehen vom Abschnitt iiber Dichten beschranken wir uns in diesem
Kapitel auf diskrete Zufallsvariable, auf Zufallsvariable mit abzahlbaren
Wertebereichen. Wir vermeiden so die Diskussion technischer Details.

2.1 Diskrete Zufallsvariable und Ereignisse

Systeme von diskreten Zufallsvariablen und Ereignissen nennen wir diskre-
te Zufallsraume. Sie bestehen aus zwei sich komplementér ergéinzenden
Bestandteilen.

Einerseits ist eine Gesamtheit Z von Zufallsvariablen gegeben, wobei je-
der Zufallsvariablen eine abzahlbare Menge, ihr Wertebereich zugeordnet ist.
Dabei sind folgende Eigenschaften erfiillt:

A. Aus einer S-wertigen Zufallsvariablen X und einer Abbildung ¢ : S — S’
lasst sich eine neue Zufallsvariable ¢(X) mit Werten in S’ bilden. Dabei

gilt (¥ 0 )(X) = Y(p(X)).

B. Aus Zufallsvariablen X7,..., X,, mit Werten in Sy, ..., .S, lisst sich eine
neue Zufallsvariable X = (Xi,...,X,,) mit Werten in S = S; x --- x S,
bilden. Sie erfiillt m;(X) = X;, wobei 7; die Projektionsabbildung von S
auf S; bezeichnet, m;(xq, ..., z,) = x;.

Sind etwa X;, Xy Zufallsvariable mit Werten in S := Z, so lidsst sich
die neue Zufallsvariable X; + Xo := ¢(X) mit Werten in Z bilden, mit
X = (X1, Xy) und ¢(x1,x9) := x1 + X9, T1, 29 € Z. Es ist nicht schwer, das
Assoziativitatsgesetz (X7 + X2) + X3 = X; + (X3 + X3) und andere bekannte
Rechenregeln zu folgern.
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Andererseits ist eine System A von Ereignissen gegeben, wir sprechen von
einem Ereignisfeld. Es hat folgende Eigenschaften:

C. Auf A ist eine Halbordnung C gegeben. A C A’ wird interpretiert als:
,mit dem Ereignis A tritt sicher auch das Ereignis A’ ein*.

D. A enthilt zwei Ereignisse @ und (2, charakterisiert durch & € A C 2
fiir alle A € A. @ heifit das unmogliche Ereignis und (2 das sichere
Ereignis.

E. Zu jeder endlichen oder unendlichen Folge A;, A,, ... von Ereignissen las-
sen sich die Ereignisse |J,, A, und (), 4, bilden, die Vereinigung und
der Durchschnitt der Ereignisfolge. Thre anschauliche Bedeutung ist:
»U,, An tritt ein, wenn mindestens eines der Ereignisse A,, eintreten, und
M, An tritt ein, wenn alle A,, eintreten. Fiir zwei Ereignisse A, A" schrei-

ben wir AUA" und AN A'.

F. Jedes Ereignis A besitzt ein komplementires Ereignis A¢, charakte-
risiert durch die Eigenschaften A U A¢ = 2, AN A° = &. Dies bedeutet
anschaulich: , A€ tritt genau dann ein, wenn A nicht eintritt®.

Wir benutzen die Notationen der Mengenlehre, auch wenn man Ereignis-
se zunéchst einmal nicht als Mengen begreifen mochte. Gleichwohl sind die
Rechenregeln diejenigen, wie sie aus der Mengenlehre bekannt sind, etwa

(LnJAn)C - OA;.

Gilt (N, A, = @, so sprechen wir von sich gegenseitig ausschlielenden,
von disjunkten Ereignissen A,. Wie in der Mengenlehre kann man auch
Differenzereignise A — A’ := AN (A’)° und symmetrische Differenzen
AAA" = (A— A") U (A" — A) betrachten.

Der Zusammenhang zwischen den Zufallsvariablen und den Ereignissen
entsteht auf zweierlei Weise. Zum Einen lésst sich zu jeder diskreten Zu-
fallsvariablen X und jeder Teilmenge B ihres Wertebereichs S ein Ereignis
{X € B} bilden, das anschaulich gesprochen genau dann eintritt, wenn X
seinen Wert in B annimmt. Man benutzt hier Schreibweisen wie

{X =2} = {X €{z}}
{X1€By,...,X,€B,} = {XyeB}n---n{X, €B,}.
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Es gilt:
{XesSt =02, {Xel} =&, {XeB}* = {XeB},

und fiir Bl,BQ,... cS

{XeLnJBn} = JixeBa}, {XeOBn} = (X €B.}.

n n

Der Zusammenhang zu den Prinzipien A. und B. ist gegeben durch

{6(X) e B} = {Xeo '(B)}.

n

{(X1,....X,) €Bix---xB,} = [[{X;€Bi}.

i=1

Damit lassen sich dann fiir Zufallsvariable X, Y mit demselben Wertebe-
reich S Ereignisse bilden wie

{X <Y} = {(X,Y) € B<}

mit B< := {(z,y) € S x S : z < y}, dabei bezeichne < eine Ordnungsbe-
ziehung in S (oder irgend eine andere Relation). Ist {X < Y} das sichere
Ereignis, so schreiben wir

X<Y.

Gleichbedeutend fiir diskrete Zufallsvariable ist {X =z} N{Y =y} = & fiir
alle z £ y, wie sich aus {X <Y}¢=J,,,{X =2,V =y} ergibt (Ubung).
Insbesondere lésst sich immer das Ereignis

{X=Y} = {(X,)Y)e B_}

mit B- = {(z,y) € S xS : x = y} bilden. Wir heben hervor: Zwei
Zufallsvariable X, Y mit demselben Wertebereich sind genau dann gleich,
wenn {X = Y} das sichere Ereignis ist. Man kann das auch so ausdriicken,
dass X =Y gleichbedeutend ist mit {X = z} = {Y = «} fir alle x € S
bzw. {X € B} = {Y € B} fiir alle B ¢ S (Ubung).

Zum Anderen gehort zu jedem FEreignis A eine Zufallsvariable 14 mit
Werten in {0, 1}, so dass

(Is=1} = A, {I[,=0} = A°.

14 heifit Indikatorvariable von A.
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Ahnlich gibt es zu jeder unendlichen Folge von disjunkten Ereignissen
Ay, Ay, ... eine Zufallsvariable X mit Werten in N = {1,2,..., 00} mit

A, = {X=n}, (UAn)C — {X =00} .

Allgemeiner lassen sich aus einer beliebigen Folge A, von Ereignissen dis-
junkte Ereignisse A, N A _; N --- N A{ bilden. Fiir die Zufallsvariable X
mit

A NAS A NAS = {X =n), (UAn>C — (X = o0}

schreiben wir
X = min{n: A, tritt ein} .

Angesichts dieser Beziehungen zwischen Zufallsvariablen und Ereignissen
bedingen sich Z und A gegenseitig und kénnen auseinander gewonnen wer-
den. Dies ist in unterschiedlicher axiomatischer Weise moglich, wir gehen
darauf nicht weiter ein.

2.2 Messbare Rdume und Abbildungen

Wir betten die Begriffe des letzten Abschnitts nun in einen mengentheoreti-
schen Kontext ein. Dazu verwendet man folgende mathematischen Begriffe.

Definition. Ein Mengensystem A in einer nicht-leeren Grundmenge €2 heif$t
o-Algebra, falls gilt:

i) Qe A,

ii) mit A€ A gilt A°:=Q— A€ A,
iii) fir abzihlbare viele Ay, Ao, ... € A gilt |, A, € A.
Das Paar (2, A) heifit dann messbarer Raum.
Es folgt § = Q° € Aund N, A, = (U, 45)° € A

Definition. Sei (2, A) messbarer Raum und S abzihlbar. Dann heifit eine
Abbildung X : Q — S messbar (genauer A-messbar), falls

X YB) € A firaleBcCS.

Die fiir uns wichtigen Sachverhalte sind in folgender Proposition zusam-
mengefasst.
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Proposition 2.1. Es gilt:

i) Seien S,S" abzdhlbar und ¢ : S — S'. Mit X : Q — S ist dann auch
O(X)=¢oX :Q — S5 messbar.

i1) Seien Sy, ..., S, abzihlbar. Mit Xy : Q — Sy, ..., X, : Q — S, ist dann
auch (X1,...,X,): Q — Sp x -+ x S, messbar.

Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich aus
¢(X)"H(B) = X'(B) € A

fir alle B' C S, mit B := ¢~!(B’) C S. Die zweite Behauptung folgt aus

(Xi,... X)) B) = |J XT'{mpnnX'({a)) € A

fir alle B C Sy x --- X S,,. O

Der Zusammenhang zu den Begriffen des letzten Abschnitts ergibt sich,
indem wir Ereignisse mit den Elementen einer o-Algebra A auf einer Grund-
menge (2 identifizieren und Zufallsvariable mit Wertebereich S mit messbaren
Abbildungen X : 2 — S. Vereinigungen, Durchschnitte und Komplemente
von Ereignissen stimmen nun mit den iiblichen mengentheoretischen Opera-
tionen innerhalb €2 {iberein, das sichere Ereignis und das unmégliche Ereignis
werden durch 2 := Q und @ := () reprisentiert. Aufgrund der Messbarkeit
von X gehort

{XeB} = {weQ:X(w)e B} = X YB)

zu A und ist also Ereignis. Die Indikatorvariable von A ist nun die charak-
teristische Funktion 14 : Q@ — {0,1} der Menge A, die auf A den Wert 1
und sonst den Wert 0 annimmt. Man iiberzeuge sich, dass alle im vorigen
Abschnitt angesprochenen Eigenschaften von Ereignissen und diskreten Zu-
fallsvariablen erfiillt sind.

Beispiel. Q = {(z,y) : z,y = 1,...,6}, A = {A: A C Q} und die
Abbildungen X,Y : Q — S mit S := {1,...,6}, X(z,y) :=z, Y(z,y) ==y
geben ein Modell fiir 2-faches Wiirfeln. O
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Bemerkung. Dieser mengentheoretische Ansatz hat Aspekte, die fiir die
Stochastik von sekundérer oder von iiberhaupt keiner Bedeutung sind. Dies
gilt fiir die Elemente w von €. Thr einziger Zweck ist, dass man messbare Ab-
bildungen und damit Zufallsvariable bilden kann, sonst treten sie in keiner
relevanten Aussage der Wahrscheinlichkeitstheorie als Gegenstand der Unter-
suchung auf. Die Teilmengen von €2, die nicht zu A gehoren, sind vollig be-
deutungslos. Auch Anderes erscheint willkiirlich: Das sichere Ereignis {2 kann
prinzipiell durch jede nicht-leere Menge €2 reprasentiert werden, wahrend das
unmogliche Ereignis @ immer durch die leere Menge () dargestellt wird. Ginge
man axiomatisch vor, gidbe es solch iiberfliissige und manchmal verwirrende
Details nicht.

Man kann deswegen den mengentheoretischen Ansatz mit einigem Recht
als mathematisches Modell fiir Zufallsvariable und Ereignisse auffassen. Viel-
leicht wiirde es das Verstdndnis férdern, wenn man in der Stochastik noch
iiber ganz andersartige Modelle fiir Zufallsvariable verfiigen wiirde, im Sinne
von COXETER, der zu den Modellen der hyperbolischen Geometrie feststellt:
, Wenn wir Modelle verwenden, ist es wiinschbar deren zwei anstatt nur ei-
nes zu haben, um nicht einem von ihnen ungebiihrlichen Vorrang zu erteilen;
denn unser ... Schliefen sollte nur von den Axiomen abhéingen“ (Unvergéng-
liche Geometrie, 1981, S. 352). O

2.3 Wahrscheinlichkeiten und stochastische
Unabhéangigkeit

Wir betrachten nun einen Zufallsraum, dessen Ereignisse A mit Wahrschein-
lichkeiten Ws{A} versehen sind. Eine Minimalforderung ist, dafl sich die
Wahrscheinlichkeiten additiv verhalten, daf3 also die Wahrscheinlichkeit der
Vereinigung von endlich vielen, paarweise disjunkten Ereignissen gleich der
Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten ist. Wie sich herausgestellt hat, reicht
das aber fiir eine substantielle Theorie nicht aus, man muf} fordern, daf} sich
Wahrscheinlichkeiten auch fiir unendliche Folgen von disjunkten Ereignisse
additiv verhalten. Die Grundannahmen fiir Wahrscheinlichkeiten, die Axio-
me von Kolmogorov, lauten daher

i) 0 < Ws{A} < 1 firalleAc A, Ws{®} =0, Ws{2} = 1.

ii) o-Additivitat. Ist Ay, As, ... eine endliche oder unendliche Folge von
paarweise disjunkten Ereignissen, so gilt

Ws{UAm} = ZWS{Am}.
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Man spricht dann von einem Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Ereignisfeld
A, kurz von einem W-Ma#f3. Ein mit einem W-Maf3 versehener Zufallsraum
heifit ein Wahrscheinlichkeitsraum, kurz ein W-Raum. Aus den Annahmen
leiten sich die bekannten Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten ab:

iii) Monotonie. Fir Ay C Ay gill Ws{Ay — A1} = Ws{Ay} — Ws{A4,},
insbesondere Ws{A;} < Ws{Ay} |,
denn A; und A, — A; sind disjunkt und ergeben vereinigt As, so dass
Ws{A;} + Ws{A4y — A1} = Ws{A,} gemaB Additivitdt. Speziell folgt
fiir Ay = A, Ay = (2, also Ay — A} = A%

iv) Ws{A°} = 1—-Ws{A}.

v) o-Stetigkeit. Fir unendlich viele Ereignisse A, Ay, As, ... gilt
A, TA = li7rans{An} = Ws{A},
A, A = h}ngS{An} = Ws{A} .

Dabei benutzen wir die Notation

AnTA = A1CA2C"‘,A An7

[
3

3
Il
—_

I
DX

A, lA & A1 DA D--- A A, .

n=1

Zum Beweis der ersten Aussage bilde man die disjunkten Ereignisse
A, = A, An 1, n > 1, mit Ay = &. Wegen 4, = U _, A, und
A=>_, A, folgt

lim Ws{A,} = liTaniWs{gm} = iws{ﬁm} — Ws{A}.

Die zweite Aussage ergibt sich mittels iv) durch Ubergang zu Komple-
mentérereignissen.

vi) o-Subadditivitdt. Fir abzihlbar viele (nicht notwendig paarweise dis-
Junkte) Ereignisse Ay, As, ... gilt

Ws{UAm} < ZWS{Am}.
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Zum Beweis langt es, zwei Ereignisse zu betrachten (der Rest folgt fiir
endliche Ereignisfolgen per Induktion und fiir unendliche Ereignisfolgen
mittels o-Stetigkeit):

WS{A1 U AQ} = WS{Al} + WS{A2 — Al} S WS{Al} + WS{AQ} .

Wir kénnen nun den Anschlufl an die in Kapitel 1 benutzten Sprechweisen
herstellen. In einem W-Raum besitzt jede Zufallsvariable X eine Verteilung
U= px, gegeben durch

uw(B) = Ws{XeB}, BCS,
dabei steht Ws{X € B} fir Ws{{X € B}}. Zufallsvariable mit dersel-

ben Verteilung heiflen identisch verteilt, man sagt dann auch, sie seien
Kopien einer Zufallsvariablen. Die Verteilung einer Produktvariablen
(X1,...,X,) nennt man die gemeinsame Verteilung von Xj, ..., X,. Die
Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen ist durch die Formel

Ws{X € B} = ) p(z)

zeB

gegeben, mit Zahlen p(z), die die Bedingungen p(z) > 0 und > p(x) =1
erfiillen. 1 = (p(x))zes nennt man dann eine W-Verteilung mit den Ge-
wichten p(x).

Bemerkung. Ereignisse der Wahrscheinlichkeit 0 heilen Nullereignisse
und ihre Komplementérereignisse fast sichere Ereignisse. Man geht davon
aus, dafl ein Nullereignis nicht eintritt, genauso, wie es nicht gelingen wird, in
einer beliebig langen Serie von unabhéngigen Miinzwiirfen immer nur Kopf zu
werfen. Dies legt es nahe, die (sichere) Gleichheit zwischen Ereignissen bzw.
Zufallsvariablen zu ergénzen durch einen Begrift fast sicherer Gleichheit.
Zwei Ereignisse A und A’ heiflen fast sicher gleich, falls sie sich nur um ein
Nullereignis unterscheiden (falls also AAA’" ein Nullereignis ist), und zwei
Zufallsvariable X und Y mit demselben Wertebereich S heiflen fast sicher
gleich, falls fiir alle B C S die Ereignisse {X € B} und {Y € B} fast sicher
gleich sind (oder dquivalent, falls {X = Y} ein fast sicheres Ereignis ist). Es
handelt sich hier um Aquivalenzrelationen.

Ein Beobachter ist nicht in der Lage, zwei fast sicher gleiche Zufallsva-
riable anhand ihrer Werte zu unterscheiden. Dies legt es nahe, fast sicher
gleiche Zufallsvariable zu identifizieren. Man spricht dann von fast sicher
definierten Zufallsvariablen, sie bilden, wie man sich leicht iiberzeugt, in
kanonischer Weise einen diskreten Zufallsraum. Wir machen davon im Fol-
genden keinen weiteren Gebrauch. O



© Gotz Kersting 45

Unabhéngigkeit

Bisher war von unabhéngigen Zufallsvariablen nur in einem anschaulichen
Sinne die Rede. Nun kénnen wir Unabhéngigkeit mathematisch definieren.
Wir beginnen mit diskreten Zufallsvariablen.

Definition. Zufallsvariable Xi,...,X, mit abzdihlbaren Wertebereichen
Si,..., S, heiffen (stochastisch) unabhdngig, falls

Ws{X, € By,.... X, € B,} = Ws{X, € B;}---Ws{X, € B,}

fir alle By C S4,...,B, C S, gilt. Eine unendliche Folge von Zufallsvaria-
blen heif$st unabhdingig, wenn jede endliche Teilfolge unabhdngiq ist.

Es ist dann auch jede Teilfamilie X, ,..., X;, mit 1 <4 < --- <4 < n
unabhéngig. Man erkennt dies, indem man in der Gleichung B; = §; fiir alle
Unabhéngigkeit ldsst sich mit folgendem einfachen Kriterium feststellen.

Proposition 2.2. Seien Xy,..., X, diskrete Zufallsvariable mit Werten in
Sty .., Sy und seien py, ..., u, W-Verteilungen auf Sy, ...,S, mit den Ge-
wichten py(x1),...,pn(,). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) Die X1,...,X, sind unabhdngig, und X, hat die Verteilung pi,,, m =
1,....n.
it) Es gilt
Ws{X; =x,..., X, =x,} = pi(z1) - pu(zn)
fir alle x; € Sy, ..., x, € 5,.

Beweis. 1) = 1) ist offensichtlich. Zu i) = 4): Aus i) folgt unter Beachtung
der o-Additivitdt von Wahrscheinlichkeiten

Ws{X;€By,.... X, €B,} = Y - > Ws{Xi=u1,..., X, =,}

IleBl xrn€Bn

= Z p(zy)-- Z () .

r1E€B1 Tn€Bn

Insbesondere gilt Ws(X,,, € B} =3, . Pm(Tm), wie die Wahl B; = S;
fiir alle ¢ # m zeigt, und es folgt 7). O
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Beispiel. Fehlstellen bei Permutationen. Einer Permutation 7 =
(71, ..., m) der Zahlen 1,... k ordnen wir fiir jedes i = 2,... k ihre Zahl
der Fehlstellen (Inversionen)

r;, = ¢i(m) = card{j:j <i,m > m}

zu, sie gibt an, wieviele paarweise Vertauschungen in der Permutation notig
sind, damit vor 7; keine grofleren Zahlen mehr stehen. Umgekehrt kann man
zu nicht-negativen ganzen Zahlen x5 < 2,..., 2, < k eindeutig eine passende
Permutation 7 konstruieren: xj bestimmt 7, xi_; sagt dann, welche der
iibrigen Zahlen m;_; ist etc.

Nun sei II eine rein zuféllige Permutation von 1,..., &k und X; := ¢;(II)
ihre Inversionszahlen mit den Wertebereichen S; = {0,1,...,7i — 1}. Da es
insgesamt k! Permutationen gibt, gilt

WS{XQZLL’Q,...,Xk:.Ik} = % = %%% .
Nach Proposition 2.2 folgt, dal X; uniform in S5; verteilt ist und daf
Xy, ..., X} unabhéngig sind.

Umgekehrt kann man aus unabhéngigen, uniform verteilten X, ..., X}
eine rein zufillige Permutation gewinnen. Man mischt also Spielkarten
perfekt auf die folgende Weise: Stecke im Blatt die i-te Spielkarte von
oben an eine rein zuféllige Stelle zwischen die Karten, die sich iiber ihr

befinden, nacheinander fiir + = 2,3,...,k und unabhéngig voneinander
(dabei darf die Karte auch ganz oben auf den Stapel kommen oder ihre
Position beibehalten). O

Manche Verteilungen sind fiir das Rechnen mit unabhéngigen Zufallsva-
riablen besonders geeignet. Dazu gehort die Poissonverteilung.

Beispiel. Poissonverteilung. Die Poissonverteilung besitzt folgende fun-
damentale Eigenschaft: Sind X undY unabhdingige Poisson-verteilte Zufalls-
variable zu den Parametern X\ und v, so ist Z := X +Y Poisson-verteilt zum
Parameter A + v. Denn aus der Additivitdt von Wahrscheinlichkeiten und
der Unabhéngigkeit ergibt sich

Ws{Z =z} = ZWS{X:x,Y:z—x}
x=0

= XZ:Ws{X =z}Ws{Y =z -2z},

=0
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und aus der Verteilungsannahme folgt

z

—)\)\z -V, 2= —(A\v) _#
Ws{Z = Z} — Z € . e v — € Z (Z> AT
=0

| — )l |
~ z  (z—a)! 2! x
—(Av)
e
= A ..
(A7) o

Bemerkung. Seien allgemeiner X und Y unabhéngige Zufallsvariable mit
Werten in Z und seien p, und p; die Gewichte der zugehérigen Verteilungen.
Dann gilt fiir die Gewichte p, der Verteilung von Z := X +Y

P = Z p;plz/—:c , ZEL. (2'1)
Fiir die Verteilungen g/, ¢/ und p von X, Y und Z schreibt man
po= pxp
und nennt p die Faltung von x4/ und p”. O

Bemerkung. Es ist nicht schwer zu zeigen, dafl Unabhéngigkeit unter
Transformation erhalten bleibt: Sind Xj,..., X, stochastisch unabhéngig,
so auch Zufallsvariable der Gestalt ¢1(X1,..., X)), ¢2(Xij41,---5 Xin),e -+,
Or(Xip g1, -, Xp) mit 1 <y <ig < -+ < <. O

Fiir allgemeine Zufallsvariable definiert man Unabhéngigkeit im wesentlichen
wie im diskreten Fall. Wir gehen auf reellwertige Zufallsvariable ein.

Definition. Zufallsvariable Xi,...,X,, mit Werten in R heiflen unab-
hdngig, falls fiir alle reellen Zahlen a1 < by, ...,a, < b, gilt
WS{Xl S [al, bl], R ,Xn S [an, bn]}
= Ws{Xj € [ay,b1]} - Ws{X, € [an,b,]} .

Beispiel. Ordnungsstatistiken. Ordnet man Zufallsvariable X7, X5 ...,
X, mit Werten in den reellen Zahlen der Groflie nach an, so entstehen die
sogenannten Ordnungsstatistiken

Xo = X = 0 = Xy -

Wir wollen ihre Verteilungen bestimmen unter der Annahme, dafl Xi,..., X,
unabhéngige Kopien einer Zufallsvariablen X sind, die eine Dichte f(z)dx
besitzt. Dazu betrachten wir zu vorgegebenem x € R

Y, = Iixi<ay + -+ Iixu<ay »
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die Anzahl der X;, die einen Wert kleiner oder gleich x annehmen. Y, ist
binomialverteilt zum Parameter (n, F(z)) mit F(x) := Ws{X < z). F(x)
heifit die Verteilungsfunktion von X. Es folgt

n

Ws{X4) <z} = Ws{Y, > k) = Z (7;) F(z) (1 — F(z))"7 .

Die Ableitung nach = dieses Ausdrucks errechnet sich unter Beachtung von

F'(x) = f(x) als

n!

Dl it @ = F) (@)

fk,n(x> =

damit folgt
Ws{Xu <z} = / frn(x)dx
bzw. in Kurznotation
Ws{Xu) €dz} = frn(v)de .

AufschluBreich ist eine heuristische Begriindung dieses Sachverhalts: Damit
X (k) ihren Wert in dem infinitesimalen Intervall der Lénge dz an der Stelle x
annimmt, miissen k — 1 der X; einen Wert kleiner oder gleich x annehmen,
n — k einen Wert grofler oder gleich x und ein X; seinen Wert in dem infi-
nitesimalen Intervall. Da Xi,..., X, als unabhéngig angenommen sind, ist
die Wahrscheinlichkeit durch die Trinomialverteilung gegeben, zu den Wahr-
scheinlichkeiten p; = F(x), p, = 1 — F(z) und p3 = f(z) dz. Also wie eben:

Ws{X() € dr}
- (k: ; k,l)F(x)kl(l—F(x))nkf<x> do = Jun(x)dr

—1,n—

Sind die X; speziell uniform verteilt auf dem Intervall (0,1), so hat X ;) auf
(0,1) die Dichte

n!

Ws{ X € dr} = (k—D!(n—k)!

21— 2)" R da

Die Ordnungsstatistiken sind dann Beta-verteilt im Sinne der folgenden De-
finition: Seien a,b > 0 reelle Zahlen. Dann heifit eine Zufallsvariable X mit
Werten im Intervall (0,1) Beta-verteilt zum Parameter (a,b), falls sie
Werte in (0,1) annimmt und ihre Verteilung durch
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Ws{X cdr} = copr* (1 —2)" de

gegeben ist, mit der Normierungskonstante ¢, := 1/ fol 22711 —2) L de. O

Wir kommen nun zum Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit von Ereig-
nissen.

Definition. Fine endliche oder unendliche Folge Ay, As, ... von Ereignis-
sen heifit unabhdngig, wenn die Indikatorvariablen I4,,14,, ... unabhdingig
sind.

Die Unabhéngigkeit von Ereignissen 148t sich verschieden charakterisieren.
Proposition 2.3. Fir Ereignisse Ay, ..., A, sind dquivalent:
i) Ay, ..., A, sind unabhingig.
ii) Es gilt
Ws{A;, Nn---NA,}+ = Ws{A,}---Ws{A4, }
fir alle 1 <4 <--- <1 < n.
iii) Es gilt
Ws{A|n---NnA} = Ws{A]}---Ws{A},
wobei Al beliebig als A; oder AS gewdhlt werden darf.

Beweis. 1) = ii): In Indikatorvariablen lassen sich die Gleichungen unter
ii) als Ws{I4, € By,...,Ia, € By} = Ws{l4, € B;}--- Ws{l,, € B,}
schreiben, mit B;, = {1} fiir j = 1,...,k und B; = {0, 1} sonst.

i) = 111): In den Gleichungen unter i) lassen sich schrittweise die Ereig-
nisse durch ihre Komplementérereignisse ersetzen, nach dem Schema

WS{Ail MN---N Aik71 N Afk}
= WS{A,L'I NN Aikfl} — WS{Ail n---N Alk}
= Ws{d; }---Ws{4; } - Ws{A; }---Ws{4,_,}
— Ws{A,} o Ws{A;,}- Ws{AL}

iii) = i): Die Gleichungen unter #7) lassen sich mit Indikatorvariablen als
Ws{la, =z1,..., 04, =2, } = Ws{ly, =21} - Ws{ly, =2,} mit z; =0
oder 1 schreiben. Nach Proposition 2.2 folgt daraus die Unabhéngigkeit von
Tay ... 1a,. O

n
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Man beachte: Die Gleichung Ws{A4; N---NA,} = Ws{A4;}--- Ws{A4,} ist
im Fall n > 3 fiir die Unabhéngigkeit der Ereignisse nicht ausreichend. Allein
ist sie zur Definition von Unabhéngigkeit ungeeignet, dann wére nicht einmal
garantiert, dafl sich Unabhéngigkeit auf Teilfolgen iibertragt.

Stochastische Unabhéngigkeit kann man nicht ohne weiteres mit kausa-
ler Unverkniipftheit gleichsetzen. Dafi die Verhéltnisse komplizierter liegen
konnen, zeigen die folgenden Beispiele.

Beispiele.

1. Ziehen ohne Zuriicklegen. Aus einem (aus 32 Karten bestehenden)
Skatblatt werden zwei Karten gezogen. Dann sind die Ereignisse

A; = {die erste Karte ist ein As} ,
Ay = {die zweite Karte ist Karo}

nicht nur beim Ziehen mit Zuriicklegen unabhéngig, sondern auch, falls
ohne Zuriicklegen gezogen wird. Dann gilt ndmlich

1
VVS{A&} = g,
24.848-7 1
A - - - - @ - =
Wi} 32 - 31 1’
3.841-7 1
s{A1N Az} 3231 32

2. Treffer beim Lotto. Seien X, Y, U unabhéngige Zufallsvariable mit Wer-
ten in der endlichen Menge S der Machtigkeit 7, seien X und Y identisch
verteilt mit Verteilung p = (p,) und sei U uniform verteilt. Wir betrachten
die Ereignisse

A& = {XT::U}7 fb = {Yr::U}.

Dann gilt wegen der o-Additivitdt von Wahrscheinlichkeiten und wegen
Unabhéngigkeit

Ws{A} = ) Ws{U=z,X=2a} = > Ws{U=a}Ws{X =z}

€S €S

Da U uniform verteilt, hat die Summe den Wert »~' >~ p(x) = r~1. Dies
und eine analoge Rechnung fiir Ws{A,} ergibt

Ws{A,;} = Ws{4y} = .
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Entsprechend folgt

Ws{A; NAy} = ZWS{U =z, X =uzY =z}
zes
= ) Ws{U = 2}Ws{X = 2}Ws{Y =z} .

eSS

Uniformitéat von U ergibt

WS{Al N AQ} = 7”_1 Zpi .

zeS

Unabhéngigkeit der beiden Ereignisse liegt also genau dann vor, wenn
S pr =t gilt. Wegen Y (p, — 7 1)* = > p2 —r ! gilt das genau
dann, wenn p, = r~! fiir alle z gilt, wenn also auch X und Y uniform
verteilt sind.

Interpretation. Seien X und Y die von zwei Lottospielern unabhéngig
getippten Lottozahlen und U die danach von dem Lotto—Ziehgerét ermit-
telten Lottozahlen. Dann sind die beiden Ereignisse, dafl der eine bzw.
der andere Spieler einen Hauptgewinn hat, i.a. nicht unabhéingig (es sei
denn, sie wéhlen ihre Zahlen rein zufillig). — Dieses Phédnomen, daf§ zwei
kausal unverkniipfte Grofilen (wie Schuhgrofie und téglicher Zigarettenkon-
sum einer Person) dennoch iiber eine dritte Grofie (das Alter der Person)
zu stochastisch abhéingigen Groflen werden, gilt es etwa bei statistischen
Untersuchungen zu beriicksichtigen. O

Die Lemmata von Borel-Cantelli

Eine Hlustration fiir das Rechnen mit Ereignissen und Wahrscheinlichkeiten
bieten die Lemmata von Borel-Cantelli. Wir betrachten den Limes superior
einer Folge Ai, As, ... € A, definiert als

limsup 4, := ﬁ G A, . (2.2)
m=1n=m

n

Anschaulich tritt dieses Ereignis ein, falls die Ereignisse [ J 2 ~A, fir alle
m eintreten, und dies ist der Fall, falls es fiir jedes m ein n,, > m gibt, so
daB8 A,,, eintritt. Mit anderen Worten: limsup,, A,, tritt ein, falls von den
Ereignissen Aj, As, ... unendlich viele eintreten. Wir schreiben daher auch

limsup 4, = {oo-viele A, treten ein} .
n
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Bemerkung. Fiir Teilmengen A;, A,, ... von € gilt

limsup A4, = {we€ Q:w e A, fir unendlich viele n} .

Satz 2.4. (Erstes Borel-Cantelli-Lemma) Aus Y~ Ws{A,} < oo folgt
Ws{limsup,, A,} = 0.

Beweis. Wegen Monotonie und o-Subadditivitdt von Wahrscheinlichkeiten
gilt fiir beliebiges m > 1

wa{ () U4} < we{ U} < 3wl

Der rechte Ausdruck konvergiert nach Voraussetzung mit m — oo gegen 0.0

Satz 2.5. (Zweites Borel-Cantelli-Lemma) Die FEreignisse Aj, Ao, ...
seien  stochastisch unabhingig. Aus Y - Ws{A,} =oco folgt dann
Ws{limsup, A,} = 1.

Beweis. Wir zeigen, dafl das Komplementérereignis Wahrscheinlichkeit 0 hat.
Wegen der Subadditivitdt von W-MafBlen gilt

Ws{(lmsup 4,)} = Ws{ @ ﬁA;} < iws{ (ﬁ A;} .

Weiter gilt fiir alle £ > m unter Beachtung von Proposition 2.3, i) und der
Ungleichung 1 — 2z <e™*

14

ws{ ﬁ as} < ws{ (j] ash = T -ws{an))

n=m n=m

IN

f[ exp (— Ws{A,}) = exp < — ZZ: WS{An}> _

Indem wir ¢ gegen oo gehen lassen, folgt aus der vorausgesetzten Reihendi-
vergenz Ws{(~ A%} = 0 und damit die Behauptung. O
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Beispiel. Die Liange von Erfolgsserien. Fiir eine Folge Z;, Z,,... von
Zufallsvariablen mit den Werten 1 oder 0 ist

X, == min{i >0: Z,,;, =0}

die Lange der Serie aus Einsen, die an der n-ten Stelle der Folge beginnt. Wie
lang werden solche Erfolgsserien? Wir nehmen an, daf} die Z,, unabhéngig und
Bernoulli-verteilt zur Erfolgswahrscheinlichkeit p sind. Dann sind Erfolgsse-
rien hochstens von logarithmischer Lange, fiir A > 0 gilt ndmlich

-1
Ws{X, > Aogn tritt co-oft ein} = { (1) ’ i:ﬁz i}gig_l i 1 ’

Dalfiir schreibt man auch kurz

X, 1 :
lim sup = fast sicher .
n  logn log p~1

Beweis. Es gilt

WS{X,LZ)\Iogn} S pAlOg”—l — p—l(elogp))\logn

_ .—17 logn\Alogp __ , —1_—XAlogp™
p(e%") =pn

1

Im Fall AMogp™ > 1 istalso Y, Ws{X,, > Alogn} < oo, und die eine Hilfte
der Aussage folgt aus dem ersten Borel-Cantelli-Lemma. Fiir den anderen
Teil der Aussage konnen wir das zweite Borel-Cantelli-Lemma nicht direkt
anwenden, da die Ereignisse {X,, > Alogn} nicht unabhéngig sind. Wir
fixieren daher ein € > 0 und betrachten die Teilfolge { X}, > Alogk,} mit
nite — 1 < k, < n'*c. Die zugehorigen Erfolgsserien iiberlappen sich nicht,
falls k41 > k, + Mogk,, und dies ist wegen (n + 1)'*¢ —n'*e > (1 + ¢)n°
fiir grofles n der Fall. Die Ereignisse { Xy, > Alogk,}, n > ng, sind deswegen
fiir ausreichend grofles ny unabhéngig. Es gilt
WS{an > )\log kn} > p/\logkn > p/\(l-‘re)logn _ n—)\(l-i-e)log]f1 ’

so daB im Fall Alogp™ < 1 die Reihe > Ws{X}, > Alogk,} divergiert,
sofern e gentigend klein ist. Nach dem zweiten Borel-Cantelli-Lemma folgt
Ws{lim sup,{ Xy, > Alogk,}} = 1, also erst recht die Behauptung. O
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Dichten

Neben den Verteilungen, die durch Gewichte gegeben sind, sind Verteilungen
mit Dichten von besonderer Bedeutung. Wir geben einen Uberblick.

Sei S messbare Teilmenge des R* (messbar heifit hier kurz gesagt, dass
man S mit einem wohldefinierten Inhalt versehen kann) und sei V' Zufalls-
variable (Zufallsvektor) mit Werten in S. Wir betrachten nun den Fall, dass
die Verteilung von V' von der Gestalt

Ws{V € B} = /p(v) dv

fiir alle messbaren B C S ist. Es handelt sich um ein k-dimensionales Inte-
gral, ausfiihrlicher notiert als [ --- pr(vl, ..., V) dvy ... dvg, mit einer Dich-
tefunktion p : S — R, also einer nicht-negativen integrierbaren Funktion
mit

Man sagt dann, dass p(v) dv die Dichte von V ist, und schreibt
Ws{V € dv} = p(v)dv .

Dies ist einzig als eine Kurzschreibweise aufzufassen (zumal als eine etwas un-
genaue, denn dv steht hier sowohl fiir ein ,infinitesimales’ Raumstiick an der
Stelle v als auch fiir seinen infinitesimalen Inhalt). Ist V' durch Komponen-
ten gegeben, V = (V4,...,V}), so nennt man p(v) dv auch die gemeinsame
Dichte von Vi, ..., Vi und schreibt sie als p(vy,...,vg) dv; ... dvg.

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei Sachverhalte iiber das Rechnen
mit Dichten. Erst geben wir die Resultate, dann kommen Beispiele.

Das erste Resultat betrifft die Transformation von Dichten beim Wech-
sel der Koordinaten. Unter einer Koordinatentransformation verstehen wir
eine Bijektion ¢ : S — S’ zwischen messbaren Teilmengen S und S’ des R¥
mit Umkehrabbildung v, in beiden Richtungen stetig differenzierbar. Dann
hat der Zufallsvektor ¢ (V') ebenfalls eine Dichte. Die genaue Form der trans-
formierten Dichte wird durch die sog. Transformationsformel gegeben. Wir
betrachten hier hauptséchlich den Fall, dass ¢ eine inhaltstreue Abbildung
ist, d.h. dass B und B’ := ¢(B) denselben Rauminhalt haben fiir alle messba-
ren B C S. Dann nimmt die Transformationsformel eine besonders einfache
Gestalt an.
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Proposition 2.6. Sei V' Zufallsvariable mit Werten in S C R* und Dichte
p(v)dv, und sei ¢ : S — S inhaltstreue Koordinatentransformation. Dann

hat W := ¢(V') die Dichte
(Wedn} = qw)do , mit g(w) = ppw))

Den Beweis findet man in Biichern der Analysis. Das zweite Resultat ist
eine zu Proposition 2.2 analoge Aussage fiir unabhéngige Zufallsvariable mit
Dichten. Statt der Gewichte werden nun die Dichten multipliziert.

Proposition 2.7. Seien Vi,..., Vi reellwertige Zufallsvariable, seien
P1,- .., Pk Dichtefunktionen auf R und p(xi,...,xx) = pi(z1) - pr(ag).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
i) Xi,..., Xy sind wunabhingig und haben die Dichten p(z)dx,...,
pr(x) dx.

ii) Xi,...,Xg haben die gemeinsame Dichte p(xy, ..., x)dx; ... dzy.

Beweis. Der Beweis benotigt Resultate der Mafl- und Integrationstheorie.
Nach dem Satz von Fubini gilt

b1 by
/ / p(r1, ..., wp)doy - - day, = /P1($1)d$1"'/pk($k)dxk .
la1,b1]X X [ak,bk] ai ak

Gilt also i), so folgt 1) fiir alle Quader B = [ay, by] X - - - X [ag, bx] und dann
(nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafle) fiir alle B C R* mit wohldefiniertem
Inhalt.

Gilt umgekehrt i), so ergibt der Satz von Fubini

by be
Ws{X; € [a,b1],..., Xy € [ag, bi]} = /pl(ﬂfl)d$1"'/pk($k)d93k :
al ay
Wéhlen wir speziell a; = —o0,b; = oo fiir alle j # 7, so erkennt man, dafl

pi(z) dx die Dichte von X ist und daf§ folglich X7, ..., X} unabhéngig sind. O

Beispiel. Uniforme Verteilungen. Fiir eine Zufallsvariable U =
(Ui, ..., Uy) mit uniformer Verteilung auf der Menge S C R* von Inhalt
|S| gilt fiir messbares B C S

Ws{U € B} = /|S]
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U besitzt also auf S die Dichte I_é’l duy ... dg.

Ist insbesondere S ein achsenparalleles Quader, S = [ay, b1] X - - - X [ax, by,
so gilt
1 1

Ws{U € du} = R —

duy . ..duy ,

nach Proposition 2.7 ist also U genau dann uniform auf [ay, by] X - - - X [ag, by]

verteilt, wenn Uy, ..., Uy unabhéngige, uniform auf [a1,by], ..., [ak, bg| ver-
teilte Zufallsvariable sind.

Seien speziell Uy, . . ., Uy unabhéngig und uniform auf [0, 1] verteilt. Dann
ist der Vektor V' = (Upy,...,Uy)) der Ordnungsstatistiken, der geordneten
Werte von Uy, ..., U, uniform verteilt auf dem ,Simplex’

SA Z:{(Ul,...,vk)ERkIOSUlS"'S’Uk;gl}

vom Inhalt |Sa| = 1/k!. Es gilt namlich fiir B C S, indem wir tiber alle
Permutationen 7 der Zahlen 1, ..., k summieren,

WS{(U(l),...,U(k)) - B} = ZWS{(UT"(U’ .. .,Uﬂ-(k)) € B}

B
— KWs{(U\,...,U;) € B} = |‘S—A’| .

Beispiel. Normalverteilte Zufallsvariable.

1. Nach der letzten Proposition sind Z1,..., Z; genau dann unabhingig und
standard normalverteilt, wenn Z := (7, ..., Zy) die Dichte

Ws{Z € dz} = n(z)dz

hat, mit

k
1
0(eroenn) = [[ e = (20) P exp (— [2/2)
iy V2T

und |z]? := 2? + -+ + 2. Diese Dichte ist wie die Euklidische Norm | - |
invariant unter Drehungen um den Ursprung des R¥. Nach Proposition 2.6
erkennt man daher: Sind 71, ..., Z; die Koordinaten von Z = (73, ..., Z)
in einem anderen orthonormalen Koordinatensystem des R¥, so sind mit
Zh, ..., 2y auch Z7,. .., Z, unabhéngig und standard normalverteilt.

Speziell sind mit Z;, Z5 auch

Zi = aZ1 —l—bZQ N Zé = bZl —CLZQ
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unabhiingig und standard normalverteilt, sofern a? + v* = 1, denn Zj,
Z4 sind die Koordinaten von Z beziiglich der orthonormalen Basis (a, b),
(b, —a) des R2.

Diese fundamentalen Eigenschaften sind fiir die Normalverteilung charak-
teristisch. n(z) dz heifit Dichte der multivariaten standard Normal-
verteilung.

2. Wir betrachten nun Polarkoordinaten in der Ebene, genauer die Abbil-
dungen

2 2

o(x,y) = (x —2Fy , arctan %) . U(zu) = (\/Zcosu, @Sinu)
zwischen R? — {0} und (0,00) x [0,27). ¢ iiberfithrt das Rechteck
[a,b] x [c,d] in das Segment eines Kreisrings mit Innenradius ro = v/2a
und AuBenradius r; = v/2b zwischen den Winkeln ¢ und d. Beide Flichen
haben den Inhalt (b — a)(d — ¢) = 4<(r? — r3). Daher ist ¢ und damit
auch ¢ flichentreu.

Seien nun X, Y unabhéngige, standard normalverteilte Zufallsvariable. Th-
re gemeinsame Dichte ist dann (27r)_1e_(x2+92)/ 2 dxdy. Nach den Proposi-
tionen 2.6 und 2.7 haben daher

X2 +Y?

Y
Z = — U = arctan}

die gemeinsame Dichte

1
q(z,u)dzdu = —e*dzdu .
2m
Nach Proposition 2.6 kénnen wir folgern: Z und U sind stochastisch un-
abhéngig, Z ist exponential verteilt mit Dichte e™* dz auf R, und U ist
uniform verteilt auf dem Intervall [0, 27).

Weiter ist V' := e~Z uniform auf [0, 1] verteilt, denn fiir 0 < a < b < 1
folgt

—1Ilna
Ws{a <V <b} = Ws{—-Inb<Z < —1Ina} = / e *dz = b—a.
—1Inbd

Man kann also unabhéngige, standard normalverteilte Zufallsvariable
X, Y geméaf

X = +vV-2ImVcosU , Y=v-2InVsinU
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erhalten, mit unabhéngigen, uniform in [0, 27| bzw. [0, 1] verteilten Zu-
fallsvariablen U, V. Diesen Sachverhalt hat man auch fiir das Simulieren
von N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen verwendet (Box-Muller Verfahren).

Bemerkung: Da sich fiir Z und U zwei Dichten ergeben, erkennt man, dafl
Vv 2m die richtige Normierungskonstante fiir die Normalverteilung ist. O

Beispiel. Falten von Dichten.

1. Seien X,Y unabhéngige, reellwertige Zufallsvariable mit den Dichten
pi(x)dz und po(y)dy. Dann hat (Z,U) = (X + Y,Y) die Dichte
p1(z — u)pa(u) dzdu, denn ¢(x,y) := (z + y,y) mit Umkehrabbildung
¥(z,u) = (2 — u,u) ist flichentreu. Es folgt

Ws{a < X +Y <b} = Ws{¢p(X,Y) € [a,0] x R}

_ //pl(z—u)pg(u)dzdu - /ab(/oo pl(z—u)pg(u)du>dz,

00
[a,b] xR

also
Ws{X +Y €dz} = p;*pa(2) dz

p1*pa(2) = /OO p1(z —u)pa(u) du .

—00

p1 * po heifit Faltung von p; und p,.

Also: Haben unabhéngige, reellwertige Zufallsvariable X,Y die Dichten
p1(z) dz und pso(y) dy, so hat Z := X + Y die Dichte p; * py(2) dz. Man
vergleiche mit Formel (2.1).

2. Gamma-Verteilungen.
Par(z)dz = cav,\zo‘_le_’\z dz , z>0

heifit Dichte der I'(a, A)-Verteilung zu den Parametern a, A > 0, mit
Konstanten ¢, y, die p, » zur Dichtefunktion normieren. Es gilt

Dax * P = DPatpB - (2.3)
Denn

z
Par *paa(z) = ca7,\c@A/ ua_le_)‘“(z — u)ﬁ_le_A(z_“) du
0

— CZonr,Bflef)\z

mit ¢ := co 2Ca2 fol t*~1(1—t)%~1dt. Da die Faltung zweier Dichtefunktio-
nen wieder eine Dichtefunktion ergibt, folgt ¢ = co4p.2. O
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Bemerkung. Ist die Koordinatentransformation ¢ : S — S’ nicht langer
inhaltstreu, so muss man die (lokalen) Verzerrungen des Rauminhalts durch
¢ in der Transformationsformel beriicksichtigen. Dann ist die Dichte in Pro-
position 2.6 zu ersetzen durch

Ws{WW € dw} = p(v(w))['|(w) dw ,

dabei bezeichnet || den Absolutbetrag der Funktionaldeterminante von .
Insbesondere sind ¢ und ¥ genau dann inhaltstreu, wenn [¢)'| identisch 1 ist,
oder dquivalent, wenn |¢'| identisch 1 ist. O

2.4 Der Poisson-Prozef3*

Der Poisson-Prozefl gehort zu den grundlegenden Modellen der Stocha-
stik. Es handelt sich um ein Modell fiir eine zufdllige diskrete Punktmenge
N (eine zufillige Menge ohne Héufungspunkte), enthalten in R oder einem
Teilintervall von R, das explizite Rechnungen erlaubt.

In Anwendungen représentieren die Punkte héufig Zeitpunkte von Ge-
schehnissen. In der Warteschlangentheorie denkt man etwa an die Ankunfts-
zeiten von Kunden an einem Schalter. Beim radioaktiven Zerfall bilden die
Zeitpunkte, zu denen Teilchen zerfallen, einen Poisson-Prozef.

Sei N(J) die Anzahl der Punkte aus N, die im Intervall J C R enthalten
sind, der ,Zuwachs‘ des Prozesses in J. Die folgenden Eigenschaften sind
charakteristisch fiir einen (stationdren) Poisson-Prozef.

P1. Unabhéingigkeit der Zuwéchse. Fiir disjunkte Intervalle J,..., J;
sind N(Jy),..., N(Jx) unabhéngige Zufallsvariable.

P2. Stationaritit der Zuwichse. N(J) hat eine Verteilung, die nur von
|.J], der Lénge von J abhéngig ist.

Es stellt sich heraus, da8 fiir N(.J) als Verteilung nur eine Poisson-Verteilung
in Frage kommt.

Proposition 2.8. Es gibt eine reelle Zahl X > 0, so daff N(J) fir alle
Intervalle J Poisson-verteilt zum Parameter A - |J| ist.

A heifit die Rate des Prozesses, sie ist die erwartete Anzahl von Punkten
zwischen 0 und 1.

Beweis. Wir benutzen die Poisson-Approximation der Binomialverteilung
und betrachten zunéchst das Intervall J = [0,1], das wir in n disjunkte
Intervalle Ji, ..., J, der Linge 1/n zerlegen. Sei

Y, = Iinuysoy + -+ Iin)>op
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die Anzahl der Intervalle Ji, ..., J,, die mindestens einen Punkt aus N ent-
halten. Nach den Annahmen P1 und P2 ist dann Y,, binomialverteilt zum
Parameter (n, p,), mit

pn = Ws{N([0,n']) > 0} .
Insbesondere gilt {Y,, = 0} = {N([0,1]) = 0} = {Y; = 0} und folglich
(1—p)" = 1—p1 = exp(—A) mit A:=—In(l—p) . (2.4)

Die Moglichkeit p; = 1 konnen wir sofort ausschliefen. Dann folgt ndmlich
pn =1, so da3 N fiir jedes n mit Wahrscheinlichkeit 1 mindestens n Punkte
in [0,1] enthélt, und es ergibt sich der Widerspruch Ws{N([0,1]) = oo} = 1.
Daher gilt p; <1 und 0 < A < co. Indem wir nun n gegen oo gehen lassen,
ergibt sich aus (2.4) wegen (1 —¢/n)" — exp(—t)

Pn~ A1

Nach Satz 1.1 ist daher Y,, asymptotisch Poisson-verteilt zum Parameter \.
Weiter gilt

(Ws{N([0,1]) = 2} — Ws{Y,, = z}|
< Ws{Y, # N([0,1])} < Ws{D <n '},

dabei bezeichne die Zufallsvariable D die minimale Distanz zwischen den
Punkten von N, die in [0, 1] liegen. Da {D < n~'} | {D = 0} = &, folgt
nach der o-Stetigkeit von W-Mafien Ws{D < n~'} — 0 und folglich

Ws{Y, =z} — Ws{N([0,1]) =z},

und N ([0, 1]) ist wie behauptet Poisson-verteilt. Genauso zeigt man, daf alle
N(J) Poisson-verteilte Zufallsvariable sind. Da sich, wie wir gesehen haben,
bei der Summation von unabhéingigen Poisson-verteilten Zufallsvariablen
die Parameter addieren, hat N(J) fir J = [0, +] den Parameter A+ und
fir J = [0,%] den Parameter A™. Durch ein Stetigkeitsirgument folgt
schlieBllich die Behauptung fiir alle Intervalle J. a

Aber existieren Poisson-Prozesse als mathematische Objekte iiberhaupt? Das
wird aus einer 2-stufigen Konstruktion eines Poisson-Prozesses in einem end-
lichen Intervall klar: Erst legt man fest, wieviele Punkte insgesamt in das
Intervall kommen - sie ist nach der Proposition Poisson-verteilt -, anschlie-
Bend verteilt man diese Punkte uniform und unabhéngig voneinander im
Intervall. Wir fithren dies genauer aus.
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Konstruktion I: Ein Poisson-Prozef im Intervall [a, b]. Wir erzeugen
zuerst die gesamte Anzahl N = N([a,b]) aller Punkte in [a,b] und verteilen
dann N Punkte unabhéingig und gleichformig auf [a, b]. Seien also Uy, Uy, . ..
unabhéngige Zufallsvariable, uniform verteilt in [a, b], und sei N eine davon
unabhéngige, Poisson-verteilte Zufallsvariable zum Parameter A(b—a). Setze

N = {U17U2>---7U]\7}7
also fiir J C [a, b]
N(J) = card{i < N:U; € J} .

Dann erfiillt N die an einen Poisson-Prozef3 gestellten Bedingungen. Fiir
disjunkte Intervalle Jy,...,Jy mit J; U ... U Jp = [a,b], ganze Zahlen
T1,...,xr > 0und n =z + - - - + x; gilt ndmlich

WS{N(Jl) = T1y- .- 7N(Jk) = l‘k}

= Ws{N =n}- ( ) ) -Ws{U € 1} - Ws{U € Ji}"™

L1y Tk

Kl R B O R )

_ o DT g LD
1’1! :L‘k|

Nach Proposition 2.2 sind daher N(.J;),..., N(J;) unabhéngig und Poisson-
verteilt zu den geforderten Parametern. O

Bemerkung. Diese Konstruktion funktioniert auch allgemeiner. Mit ihr
kann man rdumlich verteilte zuféllige Punktmengen in einer Teilmenge S des
R? erzeugen. Dazu sei N gemi P(\)-verteilt und Uy, Us, ... unabhiingige,
identisch verteilte Zufallsvariable mit Werten in S und der Verteilung p. Wir
nehmen an, daf§ x4 keine Atome hat, d.h. Ws{U; = z} = 0 fir alle z € S
gilt. Dann fallen mit Wahrscheinlichkeit 1 keine zwei Punkte aufeinander.
Die soeben durchgefithrte Rechnung zeigt, dafl die Anzahl der Punkte in
B C S Poisson-verteilt zum Parameter v(B) := Au(B) ist, und daf8 die
Punktzahlen in disjunkten Teilmengen stochastisch unabhéngig sind. Man
spricht von einem Poissonschen Punktprozefl mit Intensititsmafl v.
Poissonsche Punktprozesse hat man beispielsweise als Beschreibung dafiir
benutzt, wie sich einzelne Bakterienkolonien auf einem Néhrboden (einer
Petriplatte) verteilen. O
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Es folgt eine Konstruktion fiir einen Poisson-Prozesses in R, . Sie wird
sich als Variante von Konstruktion I erweisen, gleichwohl erlaubt sie tieferen
Einblick in die Eigenschaften von Poisson-Prozessen.

Konstruktion II: Ein Poisson-Prozef3 in R,. Seien X;, Xs,... un-
abhéngige, exponential verteilte Zufallsvariable zum Parameter \. Setze

Ty = X1+ + X, .

Dann ist
N = {Tl,TQ,...}

ein Poisson-Prozefl auf R, mit Intensitdatsrate A. Wir zeigen dies, indem wir
diese Konstruktion auf Konstruktion I zuriickfiihren.

Dazu stellen wir fest, daB X;,..., X1 nach Proposition 2.7 auf RF*!
die gemeinsame Dichte Ae %1 .- \e ™ +1 dx; .. .dxj,, hat. Bei der Abbil-
dung ¢(z1,...,2x41) = (w1, 21 + T2, ..., 21 + -+ + Tpy1) von RFFL nach

Sc = {(t1,...,th1) € R¥1 1 0 < t; < -+ < t341} handelt es sich um
eine flachentreue Abbildung. Nach Proposition 2.6 hat daher Ti,... Ty
die gemeinsame Dichte Ne+tte=Ar+1 dt .. dt;, auf S<. Es folgt fiir messbare
Teilmengen B von Sa := {(t1,...,tx) ERF:0<t; <--- <t <1}

Ws{N([0,1]) = &k, (T1,...,T}) € B} = Ws{(T\,...,T},) € B, Tjs1 > 1}

= / MNetle=Muer gt dty, = Ae™ / dty...dty .

Bx(1,00) B

Wir haben friiher festgestellt, dal die Ordnungsstatistiken Uiy < --- < Ug,
von unabhéngigen, uniform auf [0, 1] verteilten Zufallsvariablen als gemeinsa-
me Verteilung die uniforme Verteilung auf Sa mit Inhalt |Sa| = 1/k! haben.
Deswegen folgt insgesamt
/\k
Ws{N([0,1]) = k,(T1,...,T}) € B} = e*’\FWs{(U(l), ....Uw) € B} .

Dies bedeutet: Unsere Konstruktion leistet im Intervall [0,1] dasselbe
wie Konstruktion I. Die Anzahl der Punkte in [0, 1] ist Poisson-verteilt zum
Parameter A\, und sie nehmen ihre Werte wie unabhéngige, uniform verteilte
Zufallsvariable, denn fiir die Punkte in /N macht es keinen Unterschied, ob sie
wie unabhéngige Zufallsvariable oder wie deren Ordnungsstatistiken verteilt
werden.

Diese Uberlegung iibertriigt sich auf jedes Intervall [0,b], daher leistet
Konstruktion IT dasselbe wie Konstruktion I. O
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Bemerkung. Fiir die Verteilung von 7} erhalten wir

Ws{T, <1} = Ws{N([0,1]) >k} — 1—Zekt<w .

Der Differentialquotient der rechten Seite errechnet sich als pgp) =
Negk=Le=t /(k — 1)1, und es folgt

1 "k k—1 s
Ws{T, <t} = (k’—l)!/o AP em ¥ ds
T}, ist also Gamma-verteilt zu den Parametern k, \. Man erhélt dies auch aus
der Faltungsformel (2.3) und der Tatsache, dafl T}, Summe der unabhéngigen,
exponential verteilten Zufallsvariablen X, ..., X}, ist. O

Zum Abschlufl untersuchen wir mittels Konstruktion II einen Poisson-
Prozess N auf R. Dazu wéhlen wir einen Bezugspunkt a € R und zerlegen
N in

Ny:=Nnjla,0) , N_:=NnN(-o0,a.
Da N mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht a enthélt (d.h. keinen Punkt im Intervall
[a, a] besitzt), folgt

N = N, UN_ mit Wahrscheinlichkeit 1 .

N, und analog N_ sind unabhéngige Poisson-Prozesse auf reellen Halbach-
sen, wie sie in Konstruktion IT beschrieben sind. Wir schreiben sie deswegen
als

N, = {Th,T»,...} , N_ = {T1,T,,...}

mita <Ty <Ty <---unda>T_1>T 5> ---. Setzen wir noch Tj := a,
so erkennen wir aus Konstruktion II, dafl die Zufallsvariablen T; —T;_1, i € 7Z
unabhéngige, exponential verteilte Zufallsvariable zum Parameter A sind.

Beachtenswert ist der Sachverhalt, daf§ der Abstand zwischen zwei Punk-
ten in N nicht iiberall exponential verteilt ist: Das Intervall [T, T1], welches
a iiberdeckt, hat eine Lénge, die wie die Summe von zwei unabhéngigen, ex-
ponentialen Zufallsvariablen verteilt ist. Sie stimmt in Verteilung mit 75 — T
iiberein, hat also gemé#fl der vorangehenden Bemerkung die Dichte

Ws{T, —T_, €dt} = Nte™dt.

Man sagt, die Dichte ist durch Gréflenverzerrung aus der Exponentialver-
teilung entstanden.
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Paradox erscheint, daf sich das grofilenverzerrte Intervall [T"q, 7}] in ande-
rer Lage findet, wenn wir den Referenzpunkt a verdndern. Dieses Phénomen
hat aber eine gute Erklarung. Der Zufall produziert kurze und lange Inter-
valle, und die langen Intervalle haben eine grofiere Chance, a zu iiberdecken
als die kurzen Intervalle. Man stelle sich etwa vor, dafl die T; die Zeitpunk-
te sind, zu denen die Gliihbirne in einer Lampe ersetzt werden. Wenn man
zu einem gewissen Zeitpunkt a nach der Brenndauer der gerade leuchtenden
Gliihbirne schaut, so ist die Chance gering, eine Birne mit besonders kurzer
Brenndauer vorzufinden.

Das Phénomen ist auch unter dem Namen Wartezeitparadox bekannt:
Fahren die Busse einer Linie im festen Takt mit gleichlangen Zeitabstdnden
t, so mufl man an einer Haltestelle bei zufilliger Ankunftszeit im Mittel nur
t/2 Zeiteinheiten auf den néchsten Bus warten. Folgen die Ankunftszeiten
dagegen einem Poisson-Proze$3, so ist die Wartezeit auf den néchsten Bus
exponential verteilt, sie wird im Mittel nicht kiirzer.



Kapitel 3

Erwartungswert und Varianz

Wir behandeln nun reellwertige Zufallsvariable. Erwartungswert und Varianz
sind wichtige Kenngroflen ihrer Verteilungen. Beim Erwartungswert spricht
man auch vom mittleren Wert der Zufallsvariablen, die Varianz ist die mittle-
re quadratische Abweichung der Zufallsvariablen von ihrem Erwartungswert.
Die Bedeutung der beiden Gréflen ergibt sich aus ihren giinstigen Eigenschaf-
ten als lineares bzw. quadratisches Funktional, deswegen lassen sich Erwar-
tungswerte und Varianzen héufig explizit berechnen. Dariiber hinaus spielen
sie fiir theoretische Untersuchungen eine zentrale Rolle. Wir werden sie in
diesem Abschnitt benutzen, um Gesetze der grofien Zahlen abzuleiten.

Da wir uns auf diskrete Zufallsvariable beschrinken, sind die Beweise
elementar. Wie die Integrationstheorie lehrt, bleiben die Resultate iiber den
diskreten Fall hinaus allgemein fiir reellwertige Zufallsvariable giiltig.

3.1 Der Erwartungswert

Definition. Sei X eine Zufallsvariable, deren Wertebereich S aus abzdhlbar
vielen reellen Zahlen besteht. Dann ist ihr Erwartungswert definiert als

EX] = ) z-Ws{X =z},

T€S

vorausgesetzt, die Summe ist wohldefiniert in dem Sinne, daf$ sie von der
Summationsreihenfolge unabhdngig ist (0o ist als Summationswert zugelas-
sen). Wir schreiben fir den Erwartungswert auch kurz EX.

Diese vollig einleuchtende Voraussetzung wird spéter wichtig, wenn wir (still-
schweigend) verschiedene Umordnungen der Summationsreihenfolge vorneh-
men werden.

65



© Gotz Kersting 66

Erlauterungen.

1. Fiir den Erwartungswert der Indikatorvariablen des Ereignisses A gilt

E[l,] = Ws{A} .

2. Fiir diskrete Zufallsvariable X, ..., X,, und eine Abbildung ¢(z1,...,z,)
von den Wertebereichen der Zuvallsvariablen in die reellen Zahlen gilt die
Transformationsformel

Ep(X1,.... X)) = D dlar,..., ) Ws{X1 =21,..., X, =2},

vorausgesetzt, der Wert der Summe héngt nicht von der Summationsrei-
henfolge ab. Denn

> - Ws{o(Xy,.... X,) =z}
= Zm Z Ws{X; =x1,..., X, = 2,}

= Z O(x1,. .. x,)  Ws{Xy =x1,..., X, = x,} .

3. Liegt der Wertebereich von X in Ry, d.h. gilt X > 0, so ist die Summati-
onsreihenfolge ohne Auswirkung auf den Wert der Summe. Nichtnegative
Zufallsvariable haben immer eine wohldefinierte Erwartung, deren Wert
moglicherweise oo ist.

4. X hat einen endlichen Erwartungswert genau dann, wenn E|X| < oo ist,
und dann gilt
IEX| < E|X].

Denn: ) x- Ws{X = z} ist genau dann endlich und unabhéngig von der
Summationsreihenfolge, wenn die Reihe absolut konvergiert, d.h. E|X| =
> |z] - Ws{X = x} einen endlichen Wert hat. Die zweite Behauptung
folgt aus | > x- Ws{X =z} <> |z| - Ws{X = z}.

5. Fiir eine Zufallsvariable X mit Werten in N ist manchmal folgende Formel
niitzlich,

EX = ) Ws{X >t}
t=1
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Sie folgt aus

Zm-Ws{X:x}

[e o] T

=) ) Ws{X =2} =) > Ws{X=ua}.

z=1 t=1 t=1 a=t -

Wir kommen nun zu zwei grundlegenden Eigenschaften des Erwartungswer-
tes. Die erste, die Monotonie, erscheint offensichtlich.

Satz 3.1. X und Y seien reellwertige Zufallsvariable mit wohldefinierten
Erwartungswerten. Gilt dann X <Y, so folgt

EX < EY .

Beweis. Aufgrund der o-Additivitat gilt

Ws{X =z} = Y Ws{X=2Y=y}, (3.1)

yiy>x

und eine analoge Formel fiir Ws{Y = y}. Nach Voraussetzung ist {X <Y}
das sichere Ereignis, so dal {X = z,Y = y} fiir alle Paare y < x Wahrschein-
lichkeit 0 hat. Damit folgt

Zx.WS{X:x} - Zx-Ws{X:x,Yzy}

y<z

<D Yy Ws{X=zY=y} = ) y Ws{Y =y}.

<y

Grundlegend ist die Linearitdt des Erwartungswertes, wie sie im folgenden
Satz erfasst ist.

Satz 3.2. Seien X und Y reellwertige Zufallsvariable und A\, u € R. Falls
entweder X,Y > 0 und A\, u > 0, oder falls X,Y endliche Erwartungswerte
haben, dann hat auch \X + pY einen wohldefinierten Erwartungswert und
es gilt

EMX + pY] = AEX + uEY .
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Beweis. Aufgrund von (3.1) und der analogen Formel fiir Ws{Y = y} konnen
wir folgende Rechnung durchfiihren:

EDX + Y] = > (Ax+py)  Ws{X =2,V =y}
=AY 2> Ws{X =Y =y}
+uZyZWS{X:x,Y:y}

= AZx'Ws{X:x}—l—uZy'Ws{Y:y}
T Y
= ANEX+pu-EY.

Es bleibt zu begriinden, dass die dabei vorgenommenen Vertauschungen
der Summationsreihenfolge zuléssig sind. Dies ist im Fall XY > 0 und
A, i > 0 klar, da dann alle Summanden nichtnegativ sind. Fiir den zwei-
ten Fall erhalten wir damit unter zusétzlicher Beachtung von Satz 3.1
EMNX + uY| < E[A|X] + [¢|Y]] = |NE|X]| + [u|/E]Y] < oo. Daher hat
AX + pY einen endlichen Erwartungswert und alle Summen sind absolut

konvergent, so dass die Reihenumordnungen vorgenommen werden diirfen.
(Il

Insbesondere gilt fiir reelles A
EX+ )\ = EX+ ),

man sagt, der Erwartungswert ist ein Lageparameter.

Die Bedeutung der Linearitidt des Erwartungswerts kann man nicht
iiberschétzen. Sie erlaubt haufig, fiir einen Erwartungswert einen iibersichtli-
chen Ausdruck zu finden, auch in Féllen, in denen die Verteilung nicht explizit
vorliegt. Dies illustrieren die folgenden Beispiele.

Beispiele.

1. Binomialverteilung. Seien Z,..., 7, unabhingige Bernoulli-verteilte
Zufallsvariable zur Erfolgswahrscheinlichkeit p, dann ist

X = Zi+-+2,

binomialverteilt zum Parameter (n, p). (Dies entspricht der Vorstellung ei-
ner binomialverteilten Zufallsvariablen als Anzahl der Erfolge bei n-facher
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unabhéngiger Wiederholung eines Zufallsexperiments mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p, Z; = 1 bedeutet Erfolg im i-ten Experiment.) Z; hat
Erwartungswert p, daher folgt nach Satz 3.2 die uns schon bekannte For-
mel fiir den Erwartungswert einer Binomialverteilung

EX = np.

2. Runs. Die Anzahl Y der Runs, der Maximalserien aus Nullen oder aus
Einsen in einer Folge von 01-wertigen Zufallsvariablen Z,, 71, ..., Z, ha-
ben wir bereits in einem Beispiel von Abschnitt 1.2 betrachtet. Sie 1a3t
sich mit Indikatorvariablen darstellen als

Y = 1—}-2]{21.7521.71},

=1

fiir den Erwartungswert gilt daher

EY = 14> Ws{Z # 71} .

i=1

Sind die Z; unabhéngig und Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlich-
keit p, so folgt
EY = 1+ 2pgn .

3. Randomisierter Quicksort. Verschiedene deterministische Algorith-
men benotigen bei ungiinstigen Eingabedaten unverhéltnisméaflig lange
Laufzeiten. Manchmal kann man diese Schwéche kurieren, indem man
in die Algorithmen ein Element des Zufalls einfiigt. Die folgende randomi-
sierte Version des Sortieralgorithmus Quicksort hat eine zufillige Laufzeit,
deren Verteilung unabhéngig von der Eingabe ist.

Fingabe: Eine Menge S = {s1,...,s,} von n verschiedenen Zahlen.
Ausgabe: Die Elemente s(1) < -+ < s(,) von S in aufsteigender Ordnung.
1. Wihle rein zufillig ein Element Y aus S.

2. Bestimme die Mengen S. und S, bestehend aus den Elementen kleiner
bzw. grofler als Y.

3. Verfahre mit S. und S- analog etc., bis S in lauter einpunktige Mengen
zerfillt, die man dann miihelos anordnen kann.

Wie es bei Sortieralgorithmen {iblich ist, nehmen wir die Gesamtanzahl
der durchgefithrten Vergleiche als Maf fiir die Laufzeit. X,, bezeichne die
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Anzahl der von Quicksort durchgefiihrten Vergleiche. Sie liegt zwischen
nlog, n (falls stets der Median der zu sortierenden Mengen gew#hlt wird)
und n?/2 (falls der Zufall als Vergleichselement stets das kleinste oder
grofite Element auswéhlt). Mit solch ungiinstigem Verhalten mufi man
aber nicht rechnen, die mittlere Laufzeit ist gegeben durch

EX, = 2n+1)(1+3+3+-+21)—4n = 2nlnn+O(n) .
Wegen 2Inn ~ 1,39log, n mul man also im Mittel nur 39% mehr Ver-
gleiche vornehmen als im giinstigsten Fall.

Zum Beweis schreiben wir X,, als Summe von Indikatorvariablen,

Xy = Y I,

1<i<j<n

wobei A;; das Ereignis sei, dal es zum Vergleich kommt zwischen den
Elementen s(;) und s(;) von S. Es gilt

2

W Az — T 1
s{Au} j—i+1

1< ],

denn A;; ist das Ereignis, dafl entweder s(;) oder s(;) als erstes Vergleichs-
element unter den sy, s(iy1), ..., S@;) ausgewdhlt wird, und jedes dieser
7—1+1 Elemente wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit zuerst ausgewahlt.
Es folgt

n j—1 1
n 7 1 n n 1
=23 > ;=222
=2 i=2 i=2 j=i
n i1 n 1
- 2;% - 2(n—|—1)i:22—2(n—1).

Dies ergibt den ersten Teil der Behauptung, der zweite folgt aus der be-
kannten Asymptotik 143 + 1 4+ + =Inn+ O(1).

4. Austauschbare Verteilungen. Wir zeigen nun, wie man Symmetrieei-
genschaften von Verteilungen bei der Berechnung von Erwartungswerten
ausnutzen kann. Man sagt, diskrete Zufallsvariable X1, ..., X,, mit demsel-
ben Wertebereich S haben eine austauschbare Verteilung, falls sich der
Wert von Ws{X; = z1,...,X,, = z,} beim Vertauschen der zy,...,z,
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untereinander nicht dndert, oder, anders ausgedriickt, falls fiir beliebige
Permutationen 7 der Zahlen 1,..., n gilt

WS{X1 :.Tl,...,Xn:l’n} = WS{Xﬂ—(l) :Il,...,Xﬂ(n) :l’n} .
Summiert man iber alle zo,...,z, € S, so folgt
WS{Xl = 1'1} = WS{Xﬂ(l) = .%'1} .

Da m(1) alle Werte 1, ...,n annehmen kann, erkennt man, dafl Xy,..., X,
identisch verteilt sind. Insbesondere haben Xj,..., X, im reellwertigen
Fall gleiche Erwartungswerte. Ahnliches gilt fiir Paare: Summiert man
tiber alle x3, ..., x, € S, so ergibt sich, daf§ (X;, X;) fiir ¢ # j in Verteilung
mit (X7, X5) iibereinstimmt. - Zwei Beispiele: Zufallsvariable X7, ..., X,
haben eine austauschbare Verteilung, wenn sie unabhingig und identisch
verteilt sind oder aber wenn sie untereinander gleich sind.

Eine Anwendung: Eine Urne enthélt ¢t Kugeln, davon r rote und s schwarze
(r+s =t). Die Kugeln werden der Reihe nach ohne Zuriicklegen gezogen.
Wir wollen den Erwartungswert der Anzahl X, der roten Kugeln, die vor
der ersten schwarzen Kugel erscheinen, berechnen. Dazu betrachten wir
auch die Anzahl X; der Kugeln zwischen der i-ten und (i+1)-ten schwarzen
Kugel und die Anzahl X, von Kugeln nach der letzten schwarzen Kugel.
Es gilt

()", falls 2 € No und 3,2, =1

Ws{Xo = a0,..., Xy = 2.} :{ A

Xo,...,Xs haben also eine austauschbare Verteilung. Es folgt EX, =
-+ = EX, und mittels Linearitiat wegen Xo+---+ X, =r

(S+1)EXO = EX0++EX5 = E[X0+_|_Xs] =7,

also
r

EXO = .
s+1

Zum Vergleich: Zieht man die Stichprobe mit Zuriicklegen, so ist X, geo-
metrisch verteilt und

t
EX, = - —1 = _.
S S
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5. Die Einschluf3- Ausschluf3-Formel fiir Ereignisse Ay, ..., A, besagt

Ws{A, U---UA,}

i<j
Zum Beweis gehe man in der Identitét fiir Indikatorvariablen

1_IA1U~~~UAn - (1—]A1)'(1—[An)

= 1= Ia+ Y Ia-In,—--

i<j

= 1_Z]Ai+ZIAiﬂAj_'”

i<j

zum Erwartungswert iiber. a

Durch Kombination von Linearitdt und Monotonie erhdlt man wichtige Un-
gleichungen. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung 148t sich aus der Ungleichung
(u—v)% > 0 bzw. 2uv < u?+v?%, u, v € R gewinnen. Fiir reellwertige Zufallsva-
riable X und Y und reelle Zahlen o und (3 gilt daher 2a3XY < o?X?2+3%Y2.
Setzen wir o* = E[Y?], % = E[X?] und gehen mit Satz 3.1 und Satz 3.2 zum
Erwartungswert {iber, so folgt nach Kiirzen von 2a3 die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung
E[XY]* < E[X?|E[Y?].

Der Fall a = 0 bzw. 3 = 0 bedarf einer gesonderten Betrachtung: Die Glei-
chung EX? = Y 2% - Ws{X = z} = 0 impliziert Ws{X = 0} = 1, und es
folgt Ws{XY =0} =1 und E[XY]| = 0.

Ahnlich wichtig ist die Jensensche Ungleichung fiir konvexe Funktionen.
Konvexe Funktionen k : R — R sind dadurch charakterisiert, daf sie in jedem
Punkt von unten durch eine Gerade gestiitzt werden konnen, d.h. daf es fiir
alle « € R ein g € R gibt, so daf} fiir alle x

k(a)+ B(x —a) < k(z) .

Die folgende Graphik zeigt, daf die stiitzende Gerade im allgemeinen keine
Tangente von k(z) zu sein braucht.
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v

Fiir eine reellwertige Zufallsvariable X gilt folglich k() 4+ B(X — ) < k(X).
Nach Satz 3.1 folgt k() +B(EX —a) < Ek(X). Wahlen wir speziell « = EX
so erhalten wir die Jensen-Ungleichung
E(EX) < Ek(X) .
Wichtige Spezialfille sind |EX| < E|X| , E[X]* < E[X?] und allgemeiner
E[X[]'7 < B[X[]"

fiir 0 < p < q (wihle k(z) = |2|%? und ersetze X durch | X|?).
Wir definieren nun noch den Erwartungswert fiir reellwertige Zufallsva-
riable mit einer Dichte.

Definition. Fir eine Zufallsvariable X mit Werten in R und der Dichte
Ws{X € dz} = f(x)dx definiert man den Erwartungswert als

EX = /Ooa:-f(a:) dz,

o0

vorausgesetzt, das Integral hat einen wohldefinierten Wert (d.h. fooo xf(x) dx

und ff)oo zf(x) dr nehmen nicht gleichzeitig den Wert oo bzw. —oo an).

Beispiele.

1. Fiir die N(u,o)-Verteilung ergibt sich als Erwartungswert p,

/Oox- L exp(—M>dx:u.

00 2mo? 202

Dies folgt daraus, dal die Dichte symmetrisch um p ist.

2. Die Exponential-Verteilung hat den Erwartungswert

/ - A Mdr = AL
0
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3.2 Die Varianz

Definition. Set X reellwertige, diskrete Zufallsvariable mit endlichem Er-
wartungswert. Dann ist die Varianz von X definiert als

Var[X] := E[(X —EX)’] = ) (¢ -EX)*- Ws{X =z} .

T

Wir schreiben auch kiirzer VarX.

Die Quadratwurzel s(X) := (VarX)'/2, die Streuung oder Standardab-
weichung von X, wird als Maflzahl fiir die mittlere Abweichung der Werte
von X vom Erwartungswert benutzt. s(X) ist ein Skalenparameter, d.h.
fiir p, 0 € R gilt

s(cX +p) = |o|s(X) .

Die Varianz ist ein quadratisches Funktional. Das bedeutet, dafl fiir das
Rechnen mit Varianzen ein bilineares Funktional zur Verfiigung steht. Dieses
Funktional ist die Covarianz.

Definition. Seien X und Y reellwertige Zufallsvariable mit endlichen Vari-
anzen. Dann ist die Covarianz von X undY gegeben durch

Cov[X,Y] := E[(X —EX)(Y —EY)]
= ) (@—EX)(y—EY) - Ws{X =Y =y} .

z,Y

Die Covarianz ist wohldefiniert und endlich, wie sich aus der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung ergibt. Die Regeln fiir das Rechnen mit Varianzen und Covari-
anzen leiten sich aus der Linearitéit des Erwartungswertes ab, sie sind in der
folgenden Proposition zusammengestellt.

Proposition 3.3. Es gilt
i) VarX = E[X?] - E[X]?, Cov[X,Y] = E[XY]|-E[X]E[Y].
i) Var[cX + u] = o*VarX fiir alle p ;o0 €R .

iii) Die Covarianz ist symmetrisch, bilinear und nichtnegativ definit, d.h. es
gilt
Cov[X,Y] = CovlY, X],
Cov[ecX + 7Y, Z] = 0Cov[X,Z]+ tCov]Y, 7],
Cov|(X,X| = VarX >0 .
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iw) Cov|[X,Y]? < VarXVarY .
v) Var[X +Y] = VarX + VarY + 2Cov[X,Y] .

Beweis. 1) - i) sind Konsequenz von Satz 3.2, iv) ist eine Variante der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung. v) ergibt sich aus 4ii) unter Beriicksichtigung
von

Var[X +Y] = Cov[X, X]|+ Cov[X,Y]+ Cov[Y, X] + Cov]Y,Y] .

Die Formeln unter i) fiir Varianzen und Covarianzen erlauben eine zweite
Lesart,

E[X? = VarX +E[X]?, E[XY] = Cov[X,Y]+E[X|E[Y]. (3.2)

Sie sind hilfreich, wenn man E[X?], das 2. Moment von X, bzw. E[XY],
das gemischte Moment von X und Y bestimmen mdéchte.

Der Fall, dafl die Covarianz zweier Zufallsvariablen verschwindet, verdient
besondere Beachtung.

Definition. Zwei reellwertige Zufallsvariable X undY von endlicher Varianz
heiflen unkorreliert, falls Cov[X,Y] = 0.

Fiir unkorrelierte Zufallsvariable wird das Rechnen mit Varianzen besonders
iibersichtlich. Sind Xj, ..., X,, paarweise unkorreliert, so gilt

Var[iXi] - iVarXi . (3.3)
=1 =1

Diese Gleichung ist insbesondere fiir unabhéngige Zufallsvariable giiltig.

Satz 3.4. Sind X undY stochastisch unabhdngige, reellwertige Zufallsvaria-
ble mit endlichen Erwartungswerten, so gilt

E[XY] = E[X|E[Y] .

Im Fuall endlicher Varianzen sind X und Y also unkorreliert.

Beweis.
Zmy-Ws{X:x,Y:y} = Zx-WS{X:$}-y-WS{Y:y}
T,y T,y

=Y o Ws{X=a}-> y Ws{Y =y} .
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Beispiele.

1. Binomialverteilung. Zur Berechnung der Varianz einer B(n,p)-
verteilten Zufallsvariablen X gehen wir wie in Abschnitt 3.1, Beispiel 1
von der Darstellung

X =24i+--+ 2,

aus, mit unabhéngigen, B(p)-verteilten Zufallsvariablen 71, ..., Z,. Es gilt
VarZ;, = EZ? — (EZ;)*> = p — p* = pq, daher erhalten wir nach (3.3)
fiir die Varianz der Binomialverteilung die schon in Abschnitt 1.4
angegebene Formel

VarX = npq .

2. Hypergeometrische Verteilung. Nun sei
X — Zl —|— PN + ZTL

die Anzahl der roten Kugeln in einer Stichprobe vom Umfang n, die einer
Urne mit r roten und s schwarzen Kugeln (insgesamt ¢ = r + s Kugeln)
entnommen ist. Dabei bezeichne Z; die Indikatorvariable des Ereignisses,
daB die i-te gezogene Kugel rot ist. Wird die Stichprobe ohne Zuriicklegen
gezogen, so ist X hypergeometrisch verteilt zum Parameter (n,r,t). Dann
sind die Z; nicht langer unabhéngige Zufallsvariable, zur Berechnung der
Varianz kann man dennoch dhnlich wie bei der Binomialverteilung vorge-
hen. Unser Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dal die Z; immer noch
eine austauschbare Verteilung besitzen (vgl. Beispiel 4 in Abschnitt 3.1),
wie man der Formel

Ws{lezl,...,Zn:zn}
rr—1)-(r—xz+1)-s(s=1)---(s—y+1)
tt—1)---(t—n+1) ’

entnimmt (mit z = z;+- -+ 2, und y = n—x). Insgesamt gibt es ndmlich
t(t—1)--- (t—n+1) verschiedene Stichproben ohne Zuriicklegen (in vorge-
gebener Reihenfolge), und an die = Positionen in der Stichprobe, gegeben
durch z; = 1, kénnen wir auf r(r — 1)---(r — x + 1) Weisen verschie-
dene rote Kugeln unterbringen (mit den Positionen fiir schwarze Kugeln
verhélt es sich dhnlich). Wie wir in Beispiel 4, Abschnitt 3.1 festgestellt
haben, folgt EZ; = -+ = EZ,,. Wegen EZ; = r/t erhalten wir fir den
Erwartungswert der hypergeometrischen Verteilung die uns schon
bekannte Formel

EX = np, mit p =7/t .
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Genauso gilt fir i =1,...,nund j #1

VarZ; = VarZ, = pq
COV[ZZ',Z]'] = COV[Zl,ZQ] = E[Z:[ZQ] —E[Zl]E[ZQ]
r(r—1) r* Pq

tt—1) 2 t—1

mit ¢ = 1 — p = s/t. Nach Proposition 3.3 v) folgt fiir die Varianz der
hypergeometrischen Verteilung die Gleichung

Pq t—n
)_

T = WL

VarX = npg—n(n—1 P

sie ist um den Faktor (¢ —n)/(t — 1) kleiner als die Varianz der Binomial-
verteilung. Fiir n = t ist die Varianz 0. Dies ist offensichtlich, denn dann
hat X den festen Wert r. (Aus 0 = VarX = tVarZ; +t(t —1)Cov[Z;, Zs]
hétten wir Cov|[Zy, Z,] ebenfalls bestimmen kénnen.)

3. Schitzen mit Stichproben. Die Ergebnisse iiber die Binomial- und die
hypergeometrische Verteilung werden noch plastischer, wenn man sie auf
ein Schétzproblem anwendet: Um die Zusammensetzung einer Populati-
on S aus t Individuen zweier Typen kennenzulernen, entnimmt man ihr
eine zuféllige Stichprobe der Lange n. Enthilt die Stichprobe X Indivi-
duen vom Typ 1, so ist p := X/n ein plausibler Schitzer fiir die relative
Héufigkeit p = r/t der Individuen vom Typ 1 in der Population. Wie wir
gesehen haben, gilt E[p] = p, gleichgiiltig, ob die Stichprobe mit oder oh-
ne Wiederholungen (,Zuriicklegen‘) gezogen wird. Im Mittel liegt man in
beiden Fillen richtig, jedoch rechnet man beim Ziehen ohne Zuriicklegen
mit einer genaueren Schétzung. Dies spiegelt sich in der um den Faktor
(t —n)/(t — 1) verkleinerten Varianz wieder.

Dieser Sachverhalt 148t sich verallgemeinern. Wir betrachten ein quan-
titatives Merkmal, das fiir das Individuum v € S den Wert ¢(u) € R
annehme. Um seinen mittleren Wert

o= Y6
ues

zu schéitzen, wird der Population rein zuféllig eine Stichprobe Uy, ..., U,
entnommen. Dann ist

1 n
o= — Zz s it ZZ = UZ
o= - Z:; mi o(U;)
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ein plausibler Schéatzer fiir p. Aufgrund der Linearitdt des Erwartungs-
wertes und der Austauschbarkeit von Z1,..., Z, gilt

E[u] = p,

gleichgiiltig ob die Stichprobe mit oder ohne Zuriicklegen gezogen ist. Man
sagt, [ ist ein erwartungstreuer Schdtzer. Fiir die Varianz ergibt sich

o? o2 t—n

Var(n] = o bzw. PRl

je nachdem ob die Stichprobe mit oder ohne Zuriicklegen gezogen ist, mit
1
7 e o)
u€esS

Der Beweis wird wie zuvor gefiihrt.

4. Runs. Die Anzahl der Runs in Zj, 71, ..., Z, ist, wie in Abschnitt 3.1,
Beispiel 2 festgestellt, Y =1+ 3" | I17,27_,3. Unter der Annahme, da8
die Z; unabhéngige, Bernoulli-verteilte Zufallsvariable zum Parameter p
sind, folgt

Varliz .z .y = 2pq(l—2pq)
COV[I{Z¢+17AZ¢}7 [{Z'ﬁézifl}] = p2q + q2p - (2p(J)2
= pq(1 — 4pq)

Da alle anderen Covarianzen verschwinden, erhalten wir

VarY = 2npq(1l — 2pq) + 2(n — 1)pq(1 — 4pq) .

Bemerkung. Fiir eine reellwertige Zufallsvariable X mit Dichte f(x)dx
ist die Varianz gegeben durch

VarX := / (x —p)*- f(z) do |
wobei u ihr Erwartungswert sei. Die Varianz der N (u, o?)-Verteilung ist o2,

/_Z(x—u)?\/%exp(—@) dr = o*.
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Der Korrelationskoeffizient

Der Wert der Covarianz zweier Zufallsvariablen 148t sich nicht anschaulich
deuten. Die Situation ist wie beim Skalarprodukt (x,y) zweier Vektoren,
das bekanntlich erst nach Normierung zu einer geometrisch interpretierbaren
GroBe wird: (z,y) / ||z - |ly|| ist der Cosinus des Winkels zwischen z und y.
Formal unterscheidet sich die Covarianz nicht vom Skalarprodukt, beide sind
symmetrische, nicht-negativ definite Bilinearformen. An die Stelle des Norm-
quadrats ||z||* = (z, z) fiir Vektoren tritt die Varianz VarX = Cov[X, X]|.

Definition. Der Korrelationskoeffizient zweier Zufallsvariablen X und
Y mit positiven, endlichen Varianzen ist definiert als
o Cov[X,Y]|
- /Var[X]Var[Y]
Nach Proposition 3.3 gilt —1 < x < 1.
Der Korrelationskoeffizient 148t sich anschaulich interpretieren: x ist ein

Maf} dafiir, um wieviel besser Y durch eine Zufallsvariable der Gestalt a X +b
angendhert werden kann als durch einen festen Wert b. Es gilt ndmlich

mibn E[(Y —aX —b)?] = (1-k?)- mbin E[(Y —b)?] .

a,

Beweis. Wir benutzen (3.2). E[(Y — b)?] = VarY + (EY — b)? hat VarY als

minimalen Wert, wahrend

E[(Y—aX —b)’] = Var[Y —aX —b] + (EY — aEX — b)?
= VarY — 2aCov[X, Y]+ a*VarX + (EY — aEX — b)?

als Minimum den Wert (1—x?)VarY hat (setze b = EY —¢EX und minimiere
dann in a). O

Insbesondere folgt:

e Es gilt |k| = 1 genau dann, wenn man reelle Zahlen a, b wihlen kann,
so daB8 E[(Y —aX — b)?] =0 und damit Y = aX + b f.s. gilt.

e Im Fall kK = 0 ist kein affiner Zusammenhang zwischen X und Y fest-
zustellen. Ein nicht-linearer Zusammenhang kann dagegen sehr wohl
bestehen. Sei etwa X eine reellwertige Zufallsvariable mit E[X] =
E[X?] = 0 (etwa eine symmetrisch um 0 verteilte Zufallsvariable), dann
gilt

Cov[X, X?] = E[X?]-E[X|E[X?] = 0.
Korrelation 0 impliziert also im allgemeinen nicht stochastische Un-
abhéngigkeit.
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3.3 Erzeugende Funktionen

Manchmal ist die Verteilung einer Zufallsvariablen mit Werten in Ny beson-
ders gut iiber ihre erzeugende Funktion zugénglich.

Definition. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in No. Dann ist ihre
erzeugende Funktion ¢ definiert als

— itI-Ws{X:x} = E[t*], |t < 1.

Wegen ¢(1) = 1 ist der Konvergenzradius der Potenzreihe mindestens 1 und
¢ auf dem Intervall [—1, 1] eine wohldefinierte Funktion. Die Verteilung von
X ist eindeutig durch die erzeugende Funktion gegeben, wenn auch in recht
indirekter Weise. Es kann ein kompliziertes Geschéft sein, Kenntnisse {iber
¢(t) in explizite Aussagen iiber die Verteilung zu iibertragen. Erwartungswert
und Varianz erhélt man durch Differentiation.

Proposition 3.5. Fir die k-ten Ableitungen der erzeugenden Funktion ¢(t)
von X an der Stellet =1 gilt

S9(1) = BIX(X — 1)+ (X —k+1)
und folglich
EX = ¢/(1), VarX = ¢"(1)+¢'(1) —¢'(1)*.
Beweis. Fiir die k-te Ableitung von ¢(t) gilt
oM (t) = z(r—1)-(z—k+ 1" Ws{X =z}
=0

fiir alle t innerhalb des Konvergenzbereichs von ¢. Ist also der Konvergenz-
radius von ¢ grofler als 1, so folgt die Behauptung, indem wir ¢ = 1 setzen.
Im Fall, daf§ der Konvergenzradius gleich 1 ist, mufl man etwas sorgfiltiger

argumentieren. Dann setzt man die Ableitung ¢*)(1) als den linksseitigen
Grenzwert

o" (1) = limo®(t) .

11

Er existiert, da ¢(®)(¢) auf [0, 1) monoton wichst, moglicherweise ist sein Wert
0o. Die Behauptung folgt nun aus der Abschéatzung

t”kaaﬁ—l (z—k+1) - Ws{X ==z}

< oMt <Za7x—1 (z—k+1) - Ws{X ==z}
=0
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fiir 0 <t < 1und n € N durch die Grenziibergénge t — 1 und n — oo. O

Beispiele.
1. Eine Poisson-verteilte Zufallsvariable X hat die erzeugende Funktion
- T, —A A A(t—1)
o(t) = Zt et — = e :

x!
x=0

Durch Differenzieren folgt EX = VarX = \.

2. Eine geometrisch verteilte Zufallsvariable X mit den Gewichten Ws{X =
r} =p¢® !, x=1,2,... hat die erzeugende Funktion

e’} - pt
1) = oot~ = £
(t) :;1 pq —

Damit erhilt man EX = 1/p, VarX = ¢/p*. O

Die Bedeutung von erzeugenden Funktionen erklédrt sich zu einem Grof3teil
daraus, dafi man die erzeugenden Funktionen von Summen unabhéingiger
Zufallsvariablen leicht berechnen kann.

Proposition 3.6. Sind X, Xy unabhdingige, No-wertige Zufallsvariable mit
erzeugenden Funktionen ¢1(t) und ¢o(t), so hat Xy + Xo das Produkt ¢, (t) -
¢o(t) als erzeugende Funktion.

Der Beweis ergibt sich aus Satz 3.4:

E[t %] = BN E[t] .

Beispiel. Eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable Z mit Erfolgswahrschein-
lichkeit p hat die erzeugende Funktion pt + ¢. Daher ist fiir eine B(n, p)-
verteilte Zufallsvariable die erzeugende Funktion

(pt+q)" .
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Der Kupon-Sammler

Wir zeigen nun anhand eines Beispiels, wie man sich erzeugende Funktionen
zunutze macht.

Das Problem: Eine Person sammelt Bildchen, wie man sie in verpackter
Schokolade findet. Wir nehmen an, daf es r verschiedene Bildchen gibt. Was
148t sich iiber die Anzahl X von Schokoladentafeln sagen, die der Sammler
kaufen muf3, damit er jedes der r Bildchen mindestens einmal hat? Bezeichnen
wir mit X; die Anzahl von K#ufen nach dem (i — 1)ten neuen Bildchen, bis
er das néchste neue Bildchen bekommt, so gilt

X = X;+Xo+-+ X, .

Da er beim ersten Kauf sofort erfolgreich ist, gilt X; = 1. Um die Vertei-
lung der anderen Summanden festzulegen, machen wir die Annahme, dafl
bei jedem Kauf einer Tafel Schokolade das vorgefundene Bild rein zufillig
unter den r Bildchen verteilt ist und dafl die Bildchen in unterschiedlichen
Tafeln voneinander unabhéngig sind. Dann ist die Erfolgswahrscheinlichkeit
fiir ein neues Bildchen, wenn man schon ¢ — 1 verschiedene Bildchen hat,
gleich p; = 1 — (i — 1)/r, und die X; sind unabhéngige, geometrisch verteilte
Zufallsvariable zu den Erfolgswahrscheinlichkeiten p;, Gegenwahrscheinlich-
keiten ¢; und Erwartungswerten 1/p;, ¢ = 1,...,r. Damit ist die Verteilung
von X festgelegt. Fiir den Erwartungwert folgt

EX = p;'+-+p "
=r(l+i+2+-+1) ~ rlogr.

T

Eine &hnliche Formel gilt fiir die Varianz. Die Verteilung von X 1&8t sich mit
der Einschlu-Ausschluf-Formel berechnen. Dazu betrachten wir das Ereignis
Ay, daBl das Bildchen Nr. [ nicht in den ersten x gekauften Tafeln vorgefunden
wurde. Es folgt

Ws{X >z} = Ws{4,,U---UA,,}
= ) Ws{A,} =) Ws{A,NAy,}+--
l

<m

Weiter gilt Ws{A;,} = (1—-1/r)%, Ws{A;.NA.} = (1-2/r)", ..., deswegen

erhéalt man -
Ws{X >z} = Y (1)~ <:> (1 - %>x

=1
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und wegen Ws{X = z} = Ws{X > 2z — 1} — Ws{X > z} nach einer
Umformung

Ws{X = 1} — Ti(—ni—l (Z: i) (1- ;)H |

i=1

Wir wollen dieses Resultat nun mit erzeugenden Funktionen ableiten. Der
Weg ist etwas aufwendiger, wie erhalten aber auch ein allgemeineres Resultat,
das fiir Summen von unabhéngigen, geometrisch verteilten Zufallsvariablen
mit beliebigen Erfolgswahrscheinlichkeiten 1 > p; > py > --+ > p, gilt, und
das nicht mehr mit der Einschluf3- Ausschluf-Formel erhalten werden kann. X;
hat als geometrisch verteilte Zufallsvariable die erzeugende Funktion ¢;(t) =
pit/(1 — ¢;t) (dies schliefit den Grenzfall p; = 1 ein, fiir den X; = 1 gilt).
Wegen der Unabhéngigkeit der X, gilt daher fiir die erzeugende Funktion
¢(t) von X die Formel

St) = (D) 0(t) = AP

H::1(1 —qit)

Um daraus die Gewichte der Verteilung von X zu erhalten, formen wir diese
Funktion in eine Potenzreihe in t um. Dazu machen wir uns zunutze, dafi ¢(t)
eine gebrochen rationale Funktion ist, die folglich eine Partialbruchzerlegung

erlaubt. Da die Nullstellen des Nenners von ¢(t) einfach sind, hat sie, wie die
Algebra lehrt, die Gestalt

T b
o(t) = tTZl—]q-t'

J=1

Die Koeffizienten b; errechnen sich als

b = 1i 1—gq,; "=
f] tifl?l ( QJt)¢(t)/t Hk;ﬁj (q]' _ Qk)

Indem wir noch 1/(1 — g;t) als geometrische Reihe ) °° (g;t)? schreiben,
erhalten wir insgesamt die Formel

o) = S5 gl
y=0 j=1

Ein Koeffizientenvergleich mit ¢(¢) = > Ws{X = z} - ¢t* ergibt schliellich
umgeformt die (den obigen Spezialfall umfassende) Formel

- P1--Pr -1
Ws{X =z} = @G, x>,
; Hk;éj (pk —Pj) ’
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Bemerkung. Erzeugende Funktionen sind ein bewéhrtes Hilfsmittel zur
Untersuchung von Verteilungen, die es erlauben, Methoden der Analysis her-
anzuziehen. Ahnlich betrachtet man fiir eine Zufallsvariable X mit Werten
in den nicht-negativen reellen Zahlen die Laplace-Transformierte

P(A) = Elexp(=A\X)], A >0,

die man als Verallgemeinerung einer erzeugenden Funktion ansehen kann,
und fiir eine beliebige reellwertige Zufallsvariable X die charakteristische
Funktion (die Fourier-Transformierte)

n(A) = Elexp(ir\X)] = E[cos(AX)] +1iE[sin(AX)], AeR.

Ihre Eigenschaften sind den von erzeugenden Funktionen analog. Tieferlie-
gend ist die Tatsache, dafl die Laplace-Transformierte bzw. die charakteristi-
sche Funktion die Verteilung von X eindeutig bestimmt. Damit eréffnet sich
die Moglichkeit, Verteilungen durch das Studium ihrer Transformierten in
den Griff zu bekommen und dabei Methoden der Analysis ins Spiel zu brin-
gen. Dies ist ein klassisches, ausfiihrlich behandeltes Kapitel der Stochastik.

([

3.4 Gesetze der groflen Zahlen und die
Tschebyschev-Ungleichung

Wiederholt man ein Zufallsexperiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, so
stabilisiert sich die relative Haufigkeit H = X/n der Erfolge mit wachsen-
der Versuchszahl n bei p. Allgemeiner gilt, dafl das arithmetische Mittel von
n identisch verteilten, unabhéngigen Zufallsvariablen mit wachsendem n ge-
gen den Erwartungswert strebt. Ein erstes Resultat diesen Typs stammt von
JACOB BERNOULLI (1645 -1705), PoissoN (1781-1840) sprach dann von
einem ,, Gesetz der groflien Zahlen“. Spéater war es der Ausgangspunkt fiir
den Versuch, Wahrscheinlichkeiten als Grenzwert von relativen Haufigkei-
ten zu definieren. Nach anfianglichen Fehlschldgen ist dieser ,frequentistische
Ansatz“ durch Ideen von KOLMOGOROV legitimiert worden. In der Wahr-
scheinlichkeitstheorie haben solche Ansétze kaum Spuren hinterlassen, dort
betont man vielmehr den begrifflichen Unterschied, der zwischen der Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p als einer Zahl und der relativen Anzahl H von Erfolgen
als einer Zufallsvariablen besteht - und die Gesetze der grofien Zahlen sind
Sdtze iber die Wahrscheinlichkeit bestimmter Ereignisse.

Eine einfache Version eines Gesetzes der groflen Zahlen ist das folgende
Resultat.
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Satz 3.7. Die Zufallsvariablen X1, Xs, ... seien reellwertig, unkorreliert und
identisch verteilt mit endlichem Erwartungswert p und endlicher Varianz.
Dann qilt fir alle e > 0

Xi+---+ X,
n

lim Ws{(

n—oo

—,u’Ze} = 0.

Der Beweis 1488t sich leicht mit der Tschebyschevschen Ungleichung fiihren.
Wir benutzen nun fiir reellwertige Zufallsvariable X und FEreignisse A die

Schreibweise
E[X;A] = E[X-14].

Proposition 3.8.

i) Fir jede Zufallsvariable X > 0 und jedes ¢ > 0 gilt die Markov-
Ungleichung

Ws{X >¢e} < ¢ 'E[X;X >¢ < ¢'EX .

ii) Fiir eine reellwertige Zufallsvariable X mit endlichem Erwartungswert
gilt fiir beliebiges € > 0 die T'schebyschev-Ungleichung

Ws{|X —EX|>¢} < ¢?.VarX

Beweis. Fiir Zufallsvariable X > 0 gilt elyx>q < XIix> < X. Die erste
Behauptung folgt, indem man nach Satz 3.1 zum Erwartungswert iibergeht.
i) ergibt sich, indem man i) auf Y = (X — EX)? anwendet,

Ws{|X —EX|>¢} = Ws{Y >} < ¢?EY = ¢ *VarX .
O

Vielleicht noch {ibersichtlicher sind folgende Versionen der beiden Unglei-
chungen fiir standardisierte Zufallsvariable,

Ws{X/EX >¢} < ¢! bzw. Ws{|X - EX|/VVarX >¢} < 2.

Beweis von Satz 3.7. Nach der Tschebyschev-Ungleichung und Proposition
3.3 gilt

X+ + X,
Ws{‘ 1t +

Xl—i-"-—i-Xn] VarX;

—u‘ 26} < ¢ *Var = T

n ne

woraus die Behauptung folgt. O

Gesetze der grofien Zahlen gelten auch unter anderen Bedingungen als denen
in Satz 3.7 genannten. Dazu ein Beispiel:
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Beispiel. Runs. Sei Y,, die Anzahl der Runs in einer Serie Zy, 7, ..., Z,
von Ol-wertigen Zufallsvariablen, von denen wir wieder annehmen, daf} sie
Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p sind. Wie in Abschnitt 3.1
(Beispiel 2) und Abschnitt 3.2 (Beispiel 4) gezeigt, gilt EY,, = 1 + 2npg und
VarY,, = O(n). Nach der Markov-Ungleichung, angewandt auf (Y;,/n —2pq)?
und (3.2) folgt

Y, Y, 2
Wl o ] < ]2
n

n

= c(var[2] 4 (B[] - 2m)) = 0t

n n

Als Resultat erhalten wir ein Gesetz der groflen Zahlen fiir Runs,

Y,
lim Ws{’——qu‘ Ze} — 0 firallee>0.
n

n—oo

O

Wahrscheinlichkeiten wie in der Markov- oder Tschebyschev-Ungleichung mit
Hilfe von Erwartungswerten abzuschétzen, ist eine wirkungsvolle Methode.
Wir wollen dieses Thema am Beispiel der Binomialverteilung weiterverfol-
gen. Fiir eine B(n,p)-verteilte Zufallsvariable X lautet die Tschebyschev-
Ungleichung

Ws{‘%—p‘ 26} < e_QVar[E] - M . (3.4)

n ne?
In den folgenden Beispielen behandeln wir Konsequenzen bzw. Verschérfun-
gen dieser Abschéitzung.

Beispiele. Binomialverteilung.

1. Der Weierstrafische Approximationssatz. Nach WEIERSTRASS a3t
sich jede stetige Funktion f : [0,1] — R gleichmé&Big durch Polynome
approximieren. BERNSTEIN hat bemerkt, daf3 dafiir die Polynome

- T\ [(n
n(l) = — (1 —¢)" "
piy = 31 (7) () o
geeignet sind. Die Formel

ft) = E[f(X/n)]
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mit einer B(n, t)-verteilten Zufallsvariablen X macht dies plausibel: Nach
dem Gesetz der grofien Zahlen nimmt X/n Werte nahe bei ¢ an, daher
wird auch f,(t) nahe bei f(¢) liegen. Genauer gilt

sup |fn(t) = f(t)] — 0O fir n — oo .
0<t<1

Beweis. Sei m := max; | f(t)|. Wahle € > 0. In der Analysis wird gezeigt,
da3 f als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall gleichméfig
stetig ist, d.h. es gibt zu jedem € > 0 ein § > 0, so daf} |f(s) — f(t)| <,
falls |s — t| < 6. Daher gilt

[f(5) = O] < et2m-Tyx g
und es folgt
Bl ()] - f()] < Blf(£) - f)] < e+2m Ws{|X—t| >4},

Mit (3.4) folgt fiir alle ¢ € [0, 1]
omt(1l —t
Fat) = )] < e+ 2mUZ0 o

no2

falls n > 2m/d%¢ (denn (1 —t) < 1). Dies war zu zeigen.

2. Die Chernoff-Schranke. Nach (3.4) gilt Ws{|n'X —p| > ¢} = O(n™!)
fiir B(n, p)-verteilte Zufallsvariable X . Wir wollen zeigen, daf§ diese Wahr-
scheinlichkeit in n sogar exponentiell schnell féllt. Dazu wenden wir die
Markov-Ungleichung auf die Zufallsvariable exp(AX) mit A € R an,

Ws{X >n(p+e} = Ws{eM > Il < omWbtIg[rX]

Um den Erwartungswert zu berechnen, benutzen wir die Darstellung
X = Zy+- -+ Z, mit unabhéngigen, Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen
AT/

Ble™] = BV Bl = (b +q)"
und folglich
Ws{X >n(p+¢e)} < e**n(p+e)(pe*+q)” = (pek(qfe) +q€4(p+e))n‘

Die rechte Seite ist minimal fiir dasjenige A, das e = q(p + €)/p(q — €)
erfiillt. Es folgt fiir 0 < e < g

Ws{X >n(p+e)} < [p<]qj§§t3>qe+q<£t3><p+e>]n
q )n(q—E)

|
/N
=3
+ =3
o)
N—
3
)
Jr
N
/N
(=)
|
o)
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i = t — 1=t
oder mit A(t) =tIn  + (1 —¢)In =

Ws{i—( >p+ 6} < exp(—n-h(p+e¢)) . (3.5)

n - h(t) ist die Entropiefunktion der Binomialverteilung, die uns bereits
in (1.7) begegnet ist. Es gilt h(t) > 0 fiir ¢ # p, und dies ergibt die be-
hauptete exponentielle Konvergenzgeschwindigkeit. Analog beweist man
fir0<e<p

WS{E <p- e} < exp(—n-h(p—e¢)) . (3.6)

n

3. Ein unfaires Spiel. Mit diesem Beispiel wollen wir deutlich machen, daf3
der Erwartungswert eine vollig falsche Vorstellung iiber typische Werte
einer Zufallsvariablen bzw. die Lage einer Verteilung vermitteln kann.

Bei einem Gliicksspiel mit vorteilhafter Gewinnwahrscheinlichkeit p > 1/2
sei die Bedingung, daf ein Mitspieler immer einen festen Anteil §- K seines
aktuellen Spielkapitals K setzen muf}; mit fest vorgegebenem 6 € (0, 1).
Nach n Runden hat der Spieler bei einem Startkapital der Gréfle Ky =1
also das Kapital

K, = Zy-Z,,

wobei 7y, Zs, ... unabhingige Zufallsvariable mit Ws{Z, = 14+ 0} =p
und Ws{Z,, =1 — ¢} = ¢ bezeichnen. Der Erwartungswert ist nach Satz
3.4

EK, = EZ,---EZ, = (1+(p—q)0)" .

Fiir p > ¢ verspricht dies exponentielles Wachstum von K,,, aber das
tduscht. Um die Formeln iibersichtlich zu gestalten, beschrédnken wir uns
nun auf den Fall p = 1/2. Dann gilt

EK, = 1.

so dafl ein faires Spiel vorzuliegen scheint. Der Erwartungswert fiithrt hier
jedoch in die Irre, denn nach dem Gesetz der grofien Zahlen ist damit zu
rechnen, dafl von den Z, ungefihr § den Wert 1 + 4, die anderen % den
Wert (1 — §) annehmen. Daher hat K,, die Gréflenordnung

(14 6)"2(1 — §)"/? = (\/1 - 52)n ,

ein Ausdruck, der exponentiell schnell fallt! Genauer gilt mit X; = In Zj,

also EX), = Inv1 — 62,

X, 4+ 4+ X
Ws{ln K,, >nlnv1— 062+ en} = Ws{ B

" >EX1—|—E}

n
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und nach Satz 3.7 folgt
Ws{Kn > (\/1 - 52>”em} ~ 0 (3.7)

fir alle € > 0, was ein exponentiell fallendes Guthaben bestitigt. (Fiir
p > 1/2 gibt es einen analogen Effekt, dann ist K, von der Gréfienordnung
(14 6)P(1 —0)9)™.) Es gibt also

Elnk,) = nEnX,] = In (m)”

die richtige Vorstellung von der Grofle von In K, jedoch EK,, eine vollig
falsche von K,,. Der Sachverhalt erklért sich aus Jensens Ungleichung: Der
Logarithmus ist eine strikt konkave Funktion, deswegen gilt

ElnK,] < hE[K,] .

Nach (3.7) konzentriert sich Verteilung von K, mit wachsendem n bei 0. Es
miissen sich daher Werte von K, im Erwartungswert EK,, durchsetzen, die
eine untypische Grofle besitzen. Welche Werte sind dies? Wie im vorigen
Beispiel hilft ein Mafiwechsel. Wir betrachten die Anzahl Y,, der Erfolge
in den ersten n Spielen. Es gilt K,, = f(Y,,) mit f(y) = (1+0)Y(1 —0)" Y.

Y,, ist binomialverteilt zum Parameter (n, %), also folgt

Y, 1490
E[Kn | L( > e} - ¥ f(y)(">2—”
4152
. Z n 1 + (5 Y 1-— Y
& y 2 2
EsaE
Y’ 1
— Ws{ _n _ L(S 2 6} ,
n 2
wobei Y eine binomialverteilte Zufallsvariable zum Parameter (n, 1T+6)
bezeichne. Nach (3.4) folgt fiir alle € > 0
Y, 1
Blr, [ -1 =d ~ 0.
n 2
bzw. wegen EK,, =1
Y, 1490
E[Kn : — % e} — 1
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Zu EK,, tragen daher wesentlich nur solche Spielverldufe bei, bei denen
Y, /n einen untypischen Wert nahe bei (1 + §)/2 annimmt. Wir wissen
aus dem vorangegangenen Beispiel, dafl diese Ereignisse von exponentiell
kleiner Wahrscheinlichkeit sind. O

Nach Satz 3.7 hat { |24+ — 4| > ¢} asymptotisch die Wahrscheinlichkeit
0. Offen bleibt, wie dieses Ereignis mit n variiert. Zunéichst einmal ist nicht
ausgeschlossen, dafl mit positiver Wahrscheinlichkeit co-viele dieser Ereignis-
se eintreten. Wie wir sehen werden, gilt aber auch die stirkere Aussage, dafl
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

{‘X1+...+Xm
m

X+ -+ X,
= U{P—2 -2
m

—M‘Zefﬁreinmzn}

m=n

fiir n — oo verschwindet. Dabei langt es dann allerdings nicht mehr, die X;
lediglich als unkorreliert anzunehmen.

Definition. Seien X und X;, Xs, ... reellwertige Zufallsvariable. Man sagt:

i) X, konvergiert stochastisch (oder in Wahrscheinlichkeit) gegen
X, falls fiir alle e > 0

lim Ws{|X,, — X|>¢} = 0.
i1) X, konvergiert fast sicher gegen X, falls fiir alle e > 0

lim Ws{ G{|Xn—X| Ze}} ~ 0.

m—0o0
n=m

Die fast sichere Konvergenz ist offenbar der stéirkere Konvergenzbegriff. Da
fiir m — oo

U X, - X1z ¢

L) UUX, =X =€} = {|X,— X]| > e fir co-viele n}

m=1n=m

(der Limes superior der Ereignisse {|X,,— X| > €}, vgl. (2.2)), 148t sich wegen
der o-Stetigkeit von Wahrscheinlichkeiten fast sichere Konvergenz auch durch
die Forderung

Ws{|X,, — X| > € fiir co-viele n} = 0 fiir alle € >0
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charakterisieren. Fast sichere Konvergenz heifit deswegen auch Konvergenz
mit Wahrscheinlichkeit 1. Die Grenzvariable X ist fiir stochastische wie
fiir fast sichere Konvergenz fast sicher eindeutig bestimmt.

Gesetze der groflen Zahlen werden danach unterschieden, was fiir Konver-
genzaussagen sie treffen. In Satz 3.7 geht es um stochastische Konvergenz,
man spricht dann von einem schwachen Gesetz der groflen Zahlen. Bei
dem folgenden Satz, der fast sichere Konvergenz beinhaltet, handelt es sich
um ein starkes Gesetz der grofien Zahlen.

Satz 3.9. Seien X1, Xo, ... unabhdingige, identisch verteilte Zufallsvariable
mit Werten in den reellen Zahlen und einem endlichen Erwartungswert p.
Dann konvergiert n= (X, + -+ + X,,) fiir n — oo fast sicher gegen yu.

Beweis. Wir fithren den Beweis unter der zusétzlichen Voraussetzung, dafl
die X; ein endliches viertes Moment besitzen, d.h. E[X}] < oo gilt. Ohne
Einschrankung sei 1 = 0 (sonst ersetze man die X; durch X; — u). Nach
Satz 3.4 gilt dann E[X;X;X;X;] = 0, es sei denn, die 4,7, k,{ sind paar-
weise gleich. Man kann solche Paare auf 3 Weisen bilden, daher folgt unter
Beriicksichtigung der Cauchy-Schwarz Ungleichung

E[(Xi++X)" = Y ) > Y EXX; XX
i 7 k l
< 3) E[X/X]] < 3) EX/]'EX]]'? = 3n’BE[X]] .

Nach der Markov-Ungleichung folgt fiir € > 0

26} _ Ws{<X1+"'+Xn>4

'}
n

< (en)E[(Xi+ -+ X,)'] = O(n?),

v

WS{‘X1+-T;-+X”

so dafl die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten konvergiert. Nach dem ersten
Borel-Cantelli Lemma (Satz 2.4) folgt daher

X+ + X,
Ws{‘ Lt +

> ¢ fiir co-viele n} =0
n

und damit die Behauptung. O
Ohne endliches viertes Moment ist der Sachverhalt komplizierter. Ein ver-

gleichsweise kurzer Beweis stammt von N. ETEMADI, er findet sich in dem
Lehrbuch Probability: Theory and Fxamples von R. DURRETT.
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3.5 Der Satz von der monotonen Konvergenz

Vorbereitend auf das Kapitel iiber Markov-Ketten betrachten wir nun noch
diskrete Zufallsvariable X, die neben Werten in den nicht-negativen Zahlen
auch den Wert co annehmen diirfen. Wir schreiben dann X > 0 und setzen

EX = Zx~Ws{X:x}—|—oo-Ws{X:oo}

mit 0o - 0 := 0 und oo - w := oo fiir w > 0 (dabei erstreckt sich die Summe
iiber alle reellen Zahlen = > 0, die X als Wert annehmen kann).

Die Rechenregeln des Erwartungswertes bleiben weitgehend erhalten, z.B.
gilt fiir Zufallsvariablen X,Y > 0

EX+Y] = EX+EY .

Gilt ndmlich Ws{X +Y = oo} = 0 bzw. Ws{X = oo} = Ws{Y = o0} =0,
so sind wir in dem uns bereits bekannten Fall reellwertiger Zufallsvariabler.
Andernfalls steht oo auf beiden der Gleichung. Ahnlich iiberzeugt man sich
von

EX < EY

fir Zufallsvariablen 0 < X <Y.
Das Hauptresultat iiber die Erwartungswerte nicht-negativer Zufallsva-

riabler ist der Satz von der monotonen Konvergenz (Satz von Beppo
Levi).

Satz 3.10. Sei 0 < X7 < Xy, < --- und ser X = lim,, X,, fast sicher. Dann
qilt
EX = limEX, .

Beweis. Einerseits gilt X,, < X und damit 0 < EX; < EX; < ... < EX
sowie lim, EX,, < EX.

Seien andererseits x1, o, . .. die reellen Werte von X, in irgendeiner Rei-
henfolge aufgezéhlt. Dann gilt fiir € > 0 und natiirliche Zahlen &k, n

k k
szWS{X = -Tin < Xn + 6} = E[inI{szi,X<Xn+e} S E[Xn + 6] .

i=1 i=1

Da nach Annahme X, fast sicher monoton gegen X konvergiert, folgt
Ws{X =2, X < X,, + ¢} - Ws{X = z;} fiir n — oo und damit

k
ZmiWs{X =z;} < limEX, +¢€.

=1
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Nehmen wir auch noch Ws{X = oo} = 0 an, so folgt mit £ — oo und € — 0
nun EX <lim, EX,,, also die Behauptung.
Es bleibt der Fall Ws{X = oo} > 0. Dann gilt nach der Markov-

Ungleichung fiir ¢ > 0
c-Ws{X, >c} < EX, .
Nach Annahme gilt Ws{X,, > ¢} - Ws{X > ¢} und folglich
c-Ws{X =00} < ¢c-Ws{X >¢} < li7ILnEXn .
Mit ¢ — oo erhalten wir lim,, EX,, = oo = EX und damit die Behauptung. O

Spéter werden wir diesen Satz in der folgenden Version benutzen.

Satz 3.11. Gilt fiir Zufallsvariablen X, X1, Xs,... > 0 fast sicher die Bezie-
hung X = %", X,, so folgt

EX = iEXn.
n=1

Beweis. Fiir die Zufallsvariablen V,, = X7 +---+ X, gilt 0 <Y, <Y, < -
und lim, Y,, = X fast sicher, daher folgt aus dem Satz von der monotonen
Konvergenz

EX = ImEY, = lim(EX,+---+EX,) = ) EX,.
n=1



Kapitel 4

Folgen von
Zufallsentscheidungen und
bedingte Wahrscheinlichkeiten

Mehrstufige Zufallsexperimente sind Experimente, die aus einer Folge von
Zufallsentscheidungen bestehen. Auf diese Weise lassen sich komplexe sto-
chastische Modelle aus einfachen Bestandteilen aufbauen, die Abfolge der
Einzelexperimente kann man anhand von Graphen veranschaulichen. Umge-
kehrt lassen sich Zufallsexperimente in vielfdltiger Weise in Stufen zerlegen.
Solche Konstruktionen benutzen bedingte Wahrscheinlichkeiten und den Satz
von der totalen Wahrscheinlichkeit.

4.1 Ein Beispiel: Suchen in Listen

Zugriffszeiten auf Informationen kann man verkiirzen, indem man mit meh-
reren Listen arbeitet. Diese Idee wird etwa fiir die Verwaltung von Daten in
Computern verwandt (Informatiker sprechen vom Hashing). Wir stellen uns
eine Situation vor, bei der n Namen nach einem bestimmten Gesichtspunkt
(etwa alphabetisch) auf k Listen verteilt werden, es ist also bei jedem Namen
klar, in welche Liste er einsortiert wird. Die Frage ist, wie lange es dauert,
bis man einen Namen in den Listen findet bzw. feststellt, dafl er nicht in den
Listen steht.

Zur Beantwortung dieser Frage gehen wir davon aus, dafl es sich bei
den Namen, die in den Listen aufgefiihrt sind, um zufillige Namen handelt.
Wir nehmen an, dafl sie unabhéngig voneinander jeweils mit Wahrschein-
lichkeit p; in die i-te Liste gelangen (p; + --- 4+ pr = 1, vgl. die Maxwell-
Boltzmann Statistik aus Abschnitt 1.3). Mit Y; bezeichnen wir die Anzahl

94
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der Namen in der i-ten Liste. Dann ist Y; binomialverteilt zum Parameter
(n,p;) und Y = (Y3,...,Y%) ein multinomialverteilter Zufallsvektor zum Pa-
rameter (n,pi,...,Pk).

Genauso nehmen wir an, dal der Name, den wir in den Listen suchen,
zuféllig ist, also in den Listen an einem zufilligen Platz steht, wenn er sich
iiberhaupt in den Listen findet. Wir haben es also mit einer Situation zu tun,
in dem der Zufall in zwei Stufen ins Spiel kommt,

erstens werden zufillige Namen in die Listen eingeordnet,

zweitens wird unter diesen Namen ein weiterer zufélliger Name gesucht.
Wir wollen die erwartete Suchzeit berechnen. Dazu bietet es sich an, in
zwei Schritten vorzugehen. Zunéchst betrachte man nicht-zuféllige Listen
der Léangen ¥, ...,yr und berechne den Erwartungswert der Suchdauer X
fiir einen zufilligen Namen in Abhéngigkeit von y = (y1, ..., yx). Man spricht
von einem bedingten Erwartungswert und schreibt ihn als E[X } Y =y]. Im
zweiten Schritt kann man dann zu zufilligen Listen iibergehen. Die beding-
te Erwartung wird zu einer zufélligen reellwertigen Grofle, fiir die man die
Bezeichnung E[X | Y] benutzt. Die gesuchte erwartete Suchdauer EX erhilt
man durch Bilden eines weiteren Erwartungswertes,

EX = E[E[X|Y]].

In Abschnitt 4.5 werden wir diese naheliegende Vorgehensweise genauer be-
grinden (vgl. Formel (4.7)).

Fiir unser Beispiel miissen wir noch prézisieren, wie der Zufall auf der
zweiten Stufe wirkt. Dazu unterscheiden wir, ob der gesuchte Name in der
Liste auftaucht oder nicht.

Fall 1. Der Name steht nicht in der Liste. Dies ist der einfachere Fall.
Wir nehmen an, dafl der neue Name ebenfalls mit Wahrscheinlichkeit p; in
die ¢-te Liste gehort. Man mufl dann alle Eintridge dieser Liste durchgehen,
um festzustellen, daf§ der Name nicht eingetragen wurde. Enthélt die i-te
Liste die feste Anzahl von y; Eintrigen, so mufl man im Mittel

k
EX|Y =y = ) v
i=1

Eintragungen {iberpriifen, bis man feststellt, dal der Name noch nicht in die
Listen aufgenommen wurde.

Im zweiten Schritt ersetzen wir nun die y; durch die Zufallsvariablen Y;
und erhalten

k
EX[Y] = ) Yipi .
i=1
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Der gesuchte Erwartungswert ist

k
EX — E[Zpiyl} .
i=1
Da Y; den Erwartungswert np; hat, folgt
EX = n(pi+---+p}) -

Im uniformen Fall ergibt sich die plausible Formel

n

EX = —.

k
Fall 2. Der Name steht in der Liste. Wir nehmen nun an, dafl der
gesuchte Name sich an einer rein zufélligen Stelle unter allen n Eintragungen
in den Listen befindet. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ er in einer
bestimmten Liste steht, davon abhéngig, wie lang die Liste ist: Falls die -te
Liste y; Eintrdge enthilt, ist der Name mit Wahrscheinlichkeit y;/n in ihr
enthalten. Steht er dort an der j-ten Stelle, so sind j Vergleiche erforderlich,
die mittlere Anzahl der Vergleiche ist also

k

ki
1 I Wit Dy
IS IR e
n 4 n 4 2
=1 j=1 i=1
Anders ausgedriickt: Die i-te Liste wird mit Wahrscheinlichkeit y;/n durch-
sucht und dafiir werden im Mittel (y; + 1)/2 Vergleiche benétigt.
Gehen wir nun zu zufélligen Listen iiber, so erhalten wir

k
I (Yi+1)Y;
EX|Y] = — _
X[Y] =~ ; 5
und den gesuchten Erwartungswert als

k

o — B[00

1=

Unter Beachtung von (3.2) erhalten wir
E[(Y; +1)Y]] = Var[Y]] + E[Y)]> + E[Y]] = npi(1 — p;) + n’p} + np; ,

und es folgt
n—1
EX = —— @i+ +p)+1.

Im uniformen Fall gilt
n—1

EX =
2k

+1.
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4.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

In diesem Abschnitt behandeln wir 2-stufige Experimente von einem formalen
Standpunkt. Es stellt sich heraus, dafl man jedem Zufallsexperiment in recht
beliebiger Weise eine 2-stufige Gestalt geben kann. Wir benotigen dazu den
Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit.

Definition. Fir Ereignisse A, A’ ist die bedingte Wahrscheinlichkeit
von A bzgl. A’ gegeben durch

Ws{An A’}
Ws{A’}
Dabei setzt man tblicherweise 0/0 := 0 (dies ist der Fall Ws{A'} =0).

Ws{d|A'} =

Erlauterungen.
1. Sind A; und A unabhéngige Ereignisse, so folgt
Ws{A; | A} = Ws{4,}.
Allgemeiner gilt
Ws{A,; | Ay N Az} = Ws{A, ‘AQ} ;

falls A3 von den Ereignissen A; N A; und A, unabhéngig ist. Dies ergibt
sich direkt aus der Definition.

2. Die Zuordnung A — Ws{A| A’} ist bei festem A’ ein neues W-MaB auf
den Ereignissen,
)0 < Ws{A|A} <1, Ws{®|4A} =0, Ws{2|4A} =1,
i) Ws{lJ, A, | A} = > Ws{4, } A'} fiir paarweise disjunkte Ereig-
nisse Ai, Ao, ...

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Definition.

3. Sind X und Y diskrete Zufallsvariable mit Wertebereichen S und S, so
nennt man die Familie k,(-), y € S’ von W-Verteilungen auf S, gegeben
durch

ky(B) = Ws{XeB|Y =y}, BCS,

die bedingte Verteilung von X, gegeben Y. Sie und die Verteilung
von Y legen die gemeinsame Verteilung von X und Y fest, geméfl der
Formel

Ws{X =2,Y =y} = Ws{X =z|YV =y} Ws{Y =y} .
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Grundlegend fiir das Rechnen mit bedingten Wahrscheinlichkeiten ist der
Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit. Im diskreten Fall lautet er
folgendermaflen.

Satz 4.1. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten in S. Dann gilt fir
jedes Ereignis A

Ws{A} = Y Ws{A|X =z} Ws{X =z} .
€S

Der Beweis folgt aus

Ws{A} = Ws{An{X € S}} = > Ws{An{X =z}}

und der Definition von bedingten Wahrscheinlichkeiten. Anders ausgedriickt
lautet der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Ws{A} = ) Ws{A|A4,} Ws{4,}

€S

fiir jede Partition A,, x € S, des sicheren Ereignisses (vgl. Proposition 77?).

Wir betrachten nun irgendein Zufallsexperiment, formal gegeben durch einen
W-Raum. Aus den zu dem Experiment gehorigen diskreten Zufallsvariablen
wahlen wir eine Zufallsvariable X aus. Damit kénnen wir das folgende 2-
stufige Ersatzexperiment bilden:

1. Beobachte den Wert von X.

2. Nimmt X den Wert x an, so fithre ein Experiment durch, bei dem das
Ereignis A mit Wahrscheinlichkeit P, (A4) := Ws{A | X =z} eintritt.

Von einem formalen Standpunkt aus handelt es sich um ein wohldefinier-
tes Experiment, denn P, ist, wie wir oben festgestellt haben, ein W-Ma#f.
Insgesamt erhélt A in dem neuen Experiment die Wahrscheinlichkeit

Ws{A} = Y Ws{X =2}P,(4)

die sich nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit als

Ws{d} = > Ws{X =2}Ws{Ad|X =2} = Ws{4}

erweist. Damit wird deutlich, was das Ersatzexperiment leistet: Es ist zu dem
Ausgangsexperiment dquivalent in dem Sinne, dafl in beiden Experimenten
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alle Ereignisse die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Aulerdem wird der Wert
von X in der zweiten Stufe mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht mehr revidiert,
denn es gilt

Ws{X =y, X =z} {1, y=ux
Ws{X =z} Lo, y#Fax.

Das Ausgangsexperiment wird in dem 2-stufigen Experiment also nicht nur
dupliziert, es erhélt eine zusétzliche Struktur: Erst wird festgestellt, welchen
Wert X annimmt, danach entscheidet sich, welche der anderen Ereignisse
eintreten. Das folgende Beispiel gibt eine typische Anwendung.

P(X=y) =

Beispiel. Sind Xi,..., X, unabhéngige Poisson-verteilte Zufallsvariable

mit Erwartungswerten Aq,..., g, so ist ihre Summe X = X; + --- + X}

Poisson-verteilt mit Erwartungswert A = Ay + - - - + A\x. Eine kurze Rechnung

ergibt

WS{Xl = ZEl} s WS{Xk = l‘k}
Ws{X =z}

Ws{Xlle,...,Xk:xk|X:x} =

X
— T1 Lk
= ( )pl P
T1,. .., Tk

mit x = x; + -+ + x, und p; := \;/A. Unabhéngige, Poisson-verteilte Zu-
fallsvariable X7, ..., X} lassen sich daher folgendermafien generieren (man
vergleiche dazu auch Konstruktion I aus Abschnitt 2.4.):

1. Wihle eine zufillige Zahl X aus Ny geméf einer Poisson-Verteilung mit
Erwartungswert .

2. Nimmt X den Wert = an, so verteile x Kugeln nach Art der Maxwell-
Boltzmann Statistik auf k& Schachteln, so dal jede Kugel mit Wahr-
scheinlichkeit p; in die i-te Schachtel gelangt. X, ..., X} seien die Be-
setzungszahlen der k£ Schachteln. O

Die 2-stufige Konstruktion fithrt ganz zwanglos zu der iiblichen Interpretation
von bedingten Wahrscheinlichkeiten: Ws{A ‘ X =z} ist die Wahrscheinlich-
keit von A, wenn schon bekannt ist, dafl X den Wert x angenommen hat.
Wihlt man speziell X = 4/, so ergibt sich folgende Deutung:

Ws{A| A’} ist die Wahrscheinlichkeit von A, wenn man bereits
weifs, daff A" eingetreten ist.

Die Interpretation macht Sinn, solange keine anderen Informationen vor-
liegen, die fiir das Eintreten von A belangvoll wéren. Stimmig ist, dafl
Ws{A| A} = Ws{A} genau dann gilt, wenn A und A’ stochastisch un-

abhéngige Ereignisse sind.
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Beispiele.

1. Die Formel von Bayes. Ein medizinischer Test zeige bei einer kranken
Person in 95% aller Félle, bei einer gesunden in 2% aller Fille eine positive
Reaktion. In einer Population sei der Anteil der erkrankten Individuen
1%. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein zufillig ausgewéhltes
Individuum mit positivem Testresultat krank ist? Sei A das Ereignis, dafl
diese Person krank ist, und A’ das Ereignis, daf sie positiv getestet wird.
Gegeben sind die Wahrscheinlichkeiten Ws{A} = 0,01, Ws{A’| A} =
0,95, Ws{A’ | A} = 0,02, gefragt ist nach Ws{A | A'}. Die Umrechnung
leistet die fiir ein Ereignis A’ und eine diskrete Zufallsvariable X giiltige
Gleichung

Ws{A'| X = 20} Ws{X = z0}

>pes Ws{A/ | X = 2}Ws{X =z}’

eine direkte Konsequenz des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit. Sie

heifit Formel von Bayes und hat in den Anfingen der Wahrscheinlich-

keitsrechnung besondere Aufmerksamkeit auf sich gezogen. Wéhlen wir
speziell X = I, und zy = 1, so erhalten wir
Ws{A'| AfWs{A}
Ws{A'| A}Ws{A} + Ws{A’ | A} Ws{A}
0,95-0,01
= - - = 0,32.
0,95-0,01+0,02-0,99
In einer zufilligen Stichprobe aus der Population (man denke etwa an eine

Reihenuntersuchung) ist also nur jedes dritte positiv getestete Individuum
wirklich krank.

Ws{X =20 | A} =

Ws{A|A} =

2. Runs. Seien 7, Z,,... unabhéngige, Bernoulli-verteilte Zufallsvariable
mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, und seien k, [ natiirliche Zahlen. Wir wol-
len die Wahrscheinlichkeit von

A := {der erste Run aus k Einsen

tritt vor dem ersten Run aus [ Nullen auf}
bestimmen. Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt
Ws{A} = pWs{A|Z =1} +qWs{4|Z, =0}, (4.1)
mit ¢ = 1 — p, und ebenfalls
k
Ws{A} = Y Ws{A|M =m}  Ws{M =m}

m=1

+ Ws{A|M >k} - Ws{M >k} ,
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wobei wir M = min{m : Z,, = 0} wéhlen, den Zeitpunkt der ersten
Null. Um diese Gleichung weiter umzuformen, betrachten wir auch die
Ereignisse A,,, dal in Z,,, Z,,.1, ... der erste Run aus k Einsen vor dem
ersten Run aus [ Nullen eintritt. Aufgrund der Unabhéngigkeit gilt fiir
m <k

Ws{A|M=m} = Ws{Ad,|Zi=-+=Zpn1=1,2, =0}
= Ws{4,,|Z, =0} = Ws{A|Z, =0} .

AuBerdem gilt Ws{A | M >k} =1 und Ws{M > k} = p*, und es folgt
Ws{A} = (1-p")Ws{4|Z, =0} +p". (4.2)

Umgekehrt gilt auch Ws{A} = (1 — ¢') Ws{A°| Z; = 1} + ¢, baw.
Ws{A} = (1-¢)Ws{A|Z =1}, (4.3)

denn Runs aus Einsen oder Nullen treten mit Wahrscheinlichkeit 1 auf,
und A€ ist daher bis auf ein Nullereignis gleich dem Ereignis, daf3 der erste
Run aus [ Nullen vor dem ersten Run aus k£ Einsen eintritt.

Mit (4.2) und (4.3) lassen sich aus (4.1) die bedingten Wahrscheinlichkei-
ten eliminieren, und wir erhalten

qp* /(1 — p")
qp* /(1 —p*) +pg'/(1 —¢')

Man bemerke: Fiir grofiles k£ wird ein Run aus k& Einsen normalerweise
durch eine 0 angefiihrt (denn dann wird nur ausnahmsweise der Run gleich
mit den ersten k& Werten realisiert), und die entsprechende Wahrschein-
lichkeit ist gp*.

Ws{A} =

Bedingte Wahrscheinlichkeiten werden dazu benutzt, um Zufallsexperimente
stufenweise aufzubauen oder aber in neu gewihlte Stufen zu zerlegen. Beide
Aspekte kommen im néchsten Abschnitt zum Tragen.

4.3 Das Urnenmodell von Pélya

Wir betrachten nun ein Zufallsexperiment mit mehr als 2 Stufen. Einer Urne,
die rote und schwarze Kugeln enthélt, werden sukzessive Kugeln entnommen,
und zwar nach der folgenden, von POLYA vorgeschlagenen Regel:
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Jede gezogene Kugel wird vor dem ndchsten Ziehen in die Urne
zuriickgelegt, zusammen mit einer weiteren Kugel derselben Farbe.

Der Inhalt der Urne wiéchst also fortwéihrend. Pélya dachte an ein Modell fiir
die Ausbreitung einer Infektion in einer Population, die verschiedenen Ku-
geln stehen dabei fiir infizierte bzw. immunisierte Individuen. Heute findet
die Pélya-Urne und verfeinerte Urnenmodelle Beachtung in der Populations-
genetik.

Die Zusammensetzung der Urne dndert sich zufillig. Was 148t sich darii-
ber aussagen? Wir betrachten die 01-wertigen Zufallsvariablen

7 . { 1, falls die i-te gezogene Kugel rot ist,
© L0, falls die i-te gezogene Kugel schwarz ist.
Dann ist Pélyas Mechanismus formal in den Forderungen

Ws{Z, =1} = % Ws{Z, =0} = ;

sowie
r+x
Wsi{Z,1=1\Z1=2,...,7Z, = = ,
S{ n+1 ‘ 1 21, ) Zn} n +n
s+y
Ws{Z,1=0|Z1=21,.... 72, =2,} =
${Zns1 ‘ 1= 210 Zn} f+n
erfafit, mit
t = r+s = anféngliche Kugelzahl, mit
r roten und s schwarzen Kugeln,
r = 2z1+---+2, = Zahl der nach n-maligem Ziehen
hinzugelegten roten Kugeln,
y = n—x = Zahl der nach n-maligem Ziehen
hinzugelegten schwarzen Kugeln.
Durch diese Annahmen ist die gemeinsame Verteilung von 7y, ..., Z, bereits

festgelegt, denn es folgt

WS{lezl,..‘,Zn:Zn}
B rir+1)--(r+z—1)-s(s+1)---(s+y—1)
B tt+1)---(t+n—1) - (49

Der Beweis 14t sich leicht durch Induktion nach n fithren, mit Hilfe der
Gleichung

WS{Zl =215+, dnt1 = Zn+1} =
Ws{Zpi1 =201 | Zi=21,.. ., Zn =22} - Ws{Z1 = 21,..., Zn = 2,} .
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Fir
X = 1+---+7Z,,

der Zahl der nach n-maliger Wiederholung gezogenen roten Kugeln, ergibt
sich aus (4.4) die Formel

Ws{X =2} = Y Ws{Zi=z,. 2 =2}

21+ tzn=2x

= <)WS{Z1—21,.. Z
T

(2 (”””)-

Im Fall » = s = 1 erhalt man recht iibersichtlich

xly!

und die bemerkenswerte Formel
1
Ws{X = = =0,... ) 4.
s{ x} 1 x=0,...,n (4.6)

X ist dann uniform verteilt, es gibt keine bevorzugte Belegung der Urne.

Eine zweistufige Zerlegung austauschbarer Zufallsvaria-
bler

In die zuféllige Entwicklung des Inhalts der Pélya-Urne bieten diese Formeln
nur einen vorlaufigen Einblick. Entscheidend fiir ein vertieftes Verstédndnis
ist ein struktureller Gesichtspunkt: Nach (4.4) erzeugt Pélyas Mechanismus
eine Folge 71, ..., Z, mit einer austauschbaren Verteilung.

Wir betrachten zunéchst fiir ein fest vorgegebenes n beliebige 01-wertige
Zufallsvariable 71, ..., Z, mit einer austauschbaren Verteilung. Dies bedeutet
(vgl. Abschnitt 3.1, Beispiel 4), dal Ws{Z; = z1, ..., Z, = z,} unverdndert
bleibt, wenn man die z; untereinander vertauscht. Fiir

X =1+ + 7,
und z =0,1,...,n gilt

Ws{X =2} = Y Ws{Zi=z,....2,=2u}.
21+ 2=
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Die Summe enthalt (Z) Summanden, die nach Voraussetzung alle gleich sind,
daher folgt
Ws{X =
WS{Zl :Zl"”’Zn:Zn} — M ,

(2)

bzw.
1 :
WS{ZI_ZIV'.’ZTL—Z”‘X_‘I}_m’ mtr=z+---4+2, .
Diese Formeln zeigen: Die gemeinsame Verteilung von Zi, ..., Z, ist durch

die Verteilung von X, d.h. durch die Gewichte
pr = Ws{X ==z}

vollstandig festgelegt. An die Verteilung von X bestehen keine Einschrankun-
gen. Wir erhalten so einen Uberblick {iber die austauschbaren Verteilungen.
Gleichzeitig erdfinet sich eine Moglichkeit, wie man 01-wertige, austauschbare
Zufallsvariable 71, ..., Z, in einem 2-stufigen Experiment erzeugen kann:

1. Wiébhle ein zufélliges Element X aus {0, 1,...,n}, und zwar 2 mit Wahr-
scheinlichkeit p,.

2. Ist das Ereignis {X = x} eingetreten, so ziehe aus einer Urne mit x
roten und y = n — x schwarzen Kugeln alle Kugeln der Reihe nach
ohne Zuriicklegen heraus. Setze Z; = 1 oder 0, je nachdem ob die i-te
gezogene Kugel rot oder schwarz ist.

Fiir dieses Experiment gilt

- Wsi{X =
WS{lezl,---;Zn:Zn}:p_:M, x:ZI+"'+Zn,

(z) ()
Z, ..., %y, hat also die gewiinschte Verteilung.

Diese 2-stufige Zerlegung wenden wir nun auf das n-malige Ziehen von Kugeln
nach Pdlyas Schema an. Der Einfachheit halber sei » = s = 1. Nach (4.6)
erhalten wir folgendes Ersatzexperiment 1 fiir n-maliges Ziehen aus
einer Pélya-Urne:

A. Wihle ein Element X aus {0,1,...,n}, mit uniformer Verteilung.

B. Nimmt X den Wert = an, so ziehe nacheinander alle Kugeln aus einer
Urne mit z roten und n — = schwarzen Kugeln. Setze Z; = 1 oder 0,
je nachdem ob die i-te Kugel rot oder schwarz ist.
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In seiner Durchfithrung unterscheidet es sich deutlich vom urspriinglichen
Urnenexperiment: Zunéchst wird die Zusammensetzung der Urne nach n
Schritten bestimmt, erst danach wird entschieden, in welcher Reihenfolge die
Kugeln gezogen werden. In den stochastischen Eigenschaften bestehen aber
keine Unterschiede, beide Zufallsexperimente fithren zu derselben gemeinsa-
men Verteilung von Zy,..., Z,.

Ein Nachteil des Ersatzexperiments ist, dal man (anders als bei der Pdlya-
Urne) ganz von vorn anfangen muf}; wenn man etwa n + 1 statt n Ziige aus
der Pélya-Urne simulieren will. Um diesen Nachteil zu beseitigen, betrachten
wir fiir jedes [ > n das Ersatzexperiment 2 fiir n-maliges Ziehen aus
einer Pélya-Urne:

A’. Ziehe rein zufillig ein Element U; aus {0, %, %, .. 1}

B’. Hat X; := [-U; den Wert x angenommen, so ziehe ohne Zuriicklegen n
Kugeln aus einer Urne mit z roten und [ — x schwarzen Kugeln. Setze
Z; = 1 oder 0, falls die i-te Kugel rot oder schwarz ist, i = 1,...,n.

Es ist leicht zu sehen daf dieses Experiment das gewiinschte leistet. Der erste
Schritt bereitet analog zum Ersatzexperiment 1 dafl [-malige Ziehen aus einer
Pélya-Urne vor. Im zweiten Schritt wird dementsprechend eine Urne mit
insgesamt [ Kugeln betrachtet, die relative Haufigkeit der roten Kugel ist
U;. Es werden dann aber statt [ nur n Ziige realisiert. - Wir kénnen nun [
sehr viel grofler als n wahlen, dann spielt es kaum noch eine Rolle, ob man
im zweiten Schritt die n Kugeln mit oder ohne Zuriicklegen zieht. Im Limes
[ — oo nimmt das Ersatzexperiment eine besonders attraktive Gestalt an.
Offenbar ist dann U; asymptotisch uniform in [0, 1] verteilt, und wir erhalten
das Ersatzexperiment 3 fiir die Pélya-Urne:

A”. Wiébhle eine zuféllige reelle Zahl U, mit uniformer Verteilung in [0, 1].

B”. Nimmt U den Wert p an, so erzeuge unabhéangige, Bernoulli-verteilte
Zufallsvariable Z;, Z,, ... mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Die erste Stufe ist nun nicht mehr von n abhéngig, dieses Experiment ist
geeignet, eine beliebige Anzahl von Ziigen aus einer Pélya-Urne simulieren.
Es ermoglicht bemerkenswerte Einsichten in die asymptotische Zusammen-
setzung der Urne, die dem urspriinglichen Urnenexperiment nicht so leicht
anzusehen sind: Nimmt U den Wert p an, so konvergiert (Z; +---+ Z,)/n
nach dem Gesetz der grolen Zahlen fiir n — oo fast sicher gegen p, d.h. es
gilt

1+ + 2,

n

— U fs..
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Eine eingehendere Untersuchung der fast sicheren Konvergenz von Folgen re-
ellwertiger Zufallsvariablen (die in der Hoheren Stochastik nachgeholt wird)
zeigt, dafl sich dieses Resultat von dem Ersatzexperiment auf das urspriing-
liche Urnenexperiment iibertriagt. Fiir die Pélya-Urne stabilisiert sich der
relative Anteil der roten Kugeln mit wachsendem n fast sicher bei einem
Wert U. Dieser Wert ist zuféllig und uniform in [0, 1] verteilt. Man kann das
Ersatzexperiment 3 also so verstehen, daf§ zunéchst die asymptotische rela-
tive Haufigkeit U der roten Kugeln in der Urne festgelegt wird. Bedingt auf
diesen Wert erweisen sich die Zufallsvariablen Z;, Z,, ... als unabhéngig.
Unser letztes 2-stufiges Experiment unterscheidet sich von den vorherigen
dadurch, daf§ die in der ersten Stufe betrachtete Zufallsvariable nicht mehr
diskret ist. Dementsprechend nimmt der Satz von der totalen Wahr-
scheinlichkeit cine andere Gestalt an. Er lautet nun (mit x = z; + -+ - + 2,,)

WS{Zl = 217...,Zn = Zn}

' 1
- / Ws{Zi =21, Zn =2 |U = p}p :/px(l—p)"“dp.
’ 0

Die allgemeine Begriindung solcher Formeln wird in der Mafltheorie geleistet.
In unserem Fall konnen wir sie direkt bestétigen: Der Wert des Integrals
berechnet sich mittels partieller Integration als z!(n — z)!/(n + 1)!, in
Ubereinstimmung mit Formel (4.5).

Analoge Resultate sind giiltig, wenn die Urne anfinglich mehr als 2 Kugeln
enthélt, r rote und s schwarze. Mit etwas Mehraufwand 1483t sich zeigen, dafl
das dquivalente Ersatzexperiment nun die folgende Gestalt besitzt:

A", Ziehe U zufillig aus [0,1], so da Ws{z < U < z +dz} = f(z)dx
mit der Dichte f(z) := cx" (1 — z)*! gilt.

B”. Nimmt U den Wert p an, so erzeuge unabhangige, Bernoulli-verteilte
Zufallsvariable Z;, Zs, ... mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Die Konstante c¢ ist so zu withlen, daf f(x) sich auf [0, 1] zu 1 aufintegriert.
f(z) ist die Dichte der Beta-Verteilung, die wir schon im Zusammenhang
mit Ordnungsstatistiken kennengelernt haben (vgl. Abschnitt 2.3).

Séatze, die Folgen von austauschbaren Zufallsvariablen wie in Experiment 3
auf unabhéngige Zufallsvariablen mit einer zufélligen Verteilung zuriickfiih-
ren, heiflen nach ihrem Entdecker de Finetti-Theoreme.
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4.4 Mehrstufige Experimente

Manche Experimente setzen sich aus einer zufilligen Anzahl von Stufen zu-
sammen. Man kann sich die Abfolge der Teilexperimente durch baumartige
Graphen (Graphen ohne geschlossene Wege) veranschaulichen.

Ce

* Y

Eine Realisation des Gesamtexperimentes entspricht einem zufélligen Weg
von der Wurzel * in eines der Blétter des Baumes (in der Zeichnung von
links nach rechts). Jeder interne Knoten steht fiir ein Teilexperiment, in dem
entschieden wird, iiber welche Kante man den Knoten verlafit. Die Anzahl der
Teilexperimente ist gleich der Lange des Weges, also der Anzahl der Kanten
zwischen Wurzel und dem erreichten Blatt (man spricht von der Tiefe des
Blattes).

Sei
A, = {der Weg geht durch z}

das Ereignis, daf§ auf dem zufélligen Weg durch den Graphen der Knoten x
passiert wird. Wir leiten nun eine allgemeine Formel fiir seine Wahrschein-
lichkeit ab. Dazu beachten wir, da} jeder Knoten y # % einen eindeutig
bestimmten Vorginger x hat, der Knoten, der auf dem Weg von % nach y
am néchsten bei y liegt. Umgekehrt heifit y direkter Nachfolger von z. Ist x
der Vorgéinger von y, so definieren wir die Ubergangswahrscheinlichkeit
von x nach y als

Py = Ws{4,|A,} .
Offenbar gilt dann A, C A, und damit

Ws{A,}

P, = .
Y Ws{A,}

> Py =1,

yEN(z)

dabei sei N(z) die Menge aller direkten Nachfolger von x. Es sind daher
(Pyy)y die Wahrscheinlichkeiten fiir das Teilexperiment, das im Knoten x
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ausgefithrt wird. Sind x4, ..., z, die Knoten auf dem Weg von * nach z, so
folgt unter Beachtung von Ws{A,} =1

WS{AI} = P*zl’Pmm"'anﬂ? :

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten legen also alle anderen Wahrscheinlich-
keiten fest. - Allgemeiner besteht fiir beliebige Ereignisse Ay, ..., A, die leicht
zu verifizierende Multiplikationsformel

— Ws{A} - Ws{Ay | A} Ws{A, | A N---NA, 1}

Beispiele.

1. Gedéachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung. Sei 1" eine Zu-
fallsvariable mit Werten in {0,1,2,...} und einer beliebigen Verteilung.
Dann gilt

Ws{T'=n} = q- ¢ qn1"Pn
mit

pn = Ws{T=n|T>n}, ¢, = Ws{T'>n+1|T>n}.

Wir konnen also T" auffassen als die Anzahl der Miflerfolge vor dem ersten
Erfolg in einer Reihe von Experimenten mit variablen Erfolgswahrschein-
lichkeiten p,,.

Po
P1 Do

*
qo
q1 0

Stellt man sich vor, daf§ T die Lebensdauer (in Tagen) einer Komponente
in einem technischen System ist, so driickt die Produktdarstellung von
Ws{T = n} aus, wie ihre Funktionstiichtigkeit von der Zeit abhéingt.
Wenn p,, sich mit wachsendem n verdndert, haben wir es mit einem Alte-
rungsprozel der Komponente zu tun. p, ist genau dann von n unabhéngig,
falls T geometrisch verteilt ist,

Ws{T =n} = ¢"p,

man spricht daher von der Gedéachtnislosigkeit der geometrischen
Verteilung. Diese Verteilungsannahme bedeutet also, dal der Ausfall
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der Komponente nicht auf Abnutzung oder Alterung zuriickzufiihren ist,
sondern eher auf duflere Einfliisse.

Diese Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit driickt sich in vielféltiger Weise
aus. Z.B. gilt Ws{T > n} = ¢" fiir eine geometrisch verteilte Zufallsva-
riable ({T" > n} ist das Ereignis, dal anfangs n Misserfolge eintreten) und
folglich

Ws{T =n+m} 0 B
WsiT > m) q"p = Ws{T =n} .

In Worten ausgedriickt: Die Kenntnis, dafl eine Komponente schon n Tage
in Betrieb ist, hat keinen Einfluss auf ihre verbleibende Funktionsdauer.

Ws{T' =n+m|T >m} =

Ahnliches trifft fiir eine R*-wertige Zufallsvariable X mit einer Exponen-
tialverteilung zu,

Ws{x§X§x+dx}:)\e_)‘“’dx , x>0.
Dann gilt Ws{X >t} = [ Xe *dz = ¢ und

Ws{X >t+s} .
= ec
Ws{X >t} ’

Ws{X >t+s|X >t} =

und es folgt
Ws{X >t+s|X >t} = Ws{X > s}

fiir alle s,£ > 0. Man spricht von der Ged&achtnislosigkeit der Expo-
nentialverteilung, sie ist fiir die Exponentialverteilung charakteristisch.

2. Binidre Simulation von Verteilungen. Aus S = {z,y, ...} soll zufillig
ein Element ausgewéhlt werden, und zwar z mit Wahrscheinlichkeit p,
(>, P = 1). Man kann dies durch eine Folge von Miinzwiirfen realisieren,
unter Benutzung geeigneter bindrer Badume mit beschrifteten Bléttern.

Der Baum
>'<-<Q<y
T T

gehort zu der Verteilung p, = %—i— % + % = %, Dy = %, P, = %. Ausgehend
von der Wurzel * wahlt man per fairem Miinzwurf einen zufélligen Weg
nach rechts durch den Baum, bis ein Blatt erreicht ist. Seine Beschriftung
ist dann das aus S ausgewéhlte Element.

In Abschnitt 7.3 zeigen wir, daBl sich jede Verteilung p = (p,) mit Hilfe
eines geeigneten bindren Baums simulieren l4f3t. a
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4.5 Bedingte Erwartungen

Die Vorgehensweise, Wahrscheinlichkeiten nach dem Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit in bedingte Wahrscheinlichkeiten zu zerlegen, erweist sich
ganz dhnlich auch fiir Erwartungswerte als fruchtbar.

Definition. Sei X eine diskrete, reellwertige Zufallsvariable mit endlichem
Erwartungswert. Dann ist die bedingte Erwartung von X bzgl. A defi-
niert als

EX|A] = > o Ws{X=x|A}.

Wegen Ws{X = z|A} < Ws{X = z}/Ws{A} ist mit dem Erwartungs-
wert EX auch E[X | A] wohldefiniert und endlich. Es ist klar, da$ sich die
Eigenschaften des gewohnlichen Erwartungswertes auf bedingte Erwartun-
gen iibertragen. Sind X und A unabhingig, so gilt E[X } Al = EX. Der Satz
von der totalen Wahrscheinlichkeit nimmt nun die folgende Gestalt an.

Proposition 4.2. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit endlicher Er-
wartung und sei Y eine diskrete Zufallsvariable mit Werten in S. Dann gilt

EX = Y E[X|Y =y Ws{Y =y} .

yeS

Beweis. Nach Satz 4.1 gilt
Yo Ws{X =2} =) > - Ws{X=z|Y =y} Ws{Y =y}
T x Yy

= ) E[X|Y =y - Ws{Y =y} .

Y

O

Beispiel. Einen Algorithmus mit deterministischem Endresultat, aber
zufilliger Laufzeit T nennt man einen Las Vegas Algorithmus. Wenn ihn
ein ungeduldiger Benutzer immer nach spétestens ¢ Zeiteinheiten unterbricht
und neu startet, wird er erst nach N Fehlversuchen und einer Gesamtlaufzeit
X ein Endresultat liefern. Wir berechnen den Erwartungswert von X, und
zwar unter der Annahme, daf die Laufzeiten bei verschiedenen Anwendungen
des Algorithmus unabhéngige Zufallsvariable sind. Es gilt

E[X|N=n] = nt+E[T|T <{
und daher nach Proposition 4.2

EX = tEN+E[T|T < {
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Nach der Unabhéngigkeitsannahme ist N geometrisch verteilt mit Erwar-
tungswert Ws{T > t}/Ws{T < t}, daher folgt

EX = (tWs{T'>t)+E[T|T <t]|Ws{T' < t})/Ws{T <t} .
Nach Proposition 4.2 gilt weiter
Emin(T,t)] = tWs{T > )+ E[T|T < t|Ws{T < t},
daher erhalten wir insgesamt

E[min(T,t)]

EX = .
Ws{T <t}

Dieser Wert kann kleiner, aber auch grofier als ET sein. Man bemerke:
Bei einem Las Vegas Algorithmus ist es unproblematisch, den Algorithmus
zu unterbrechen und neu zu starten. Dies gilt nicht fiir Monte Carlo
Algorithmen, also Algorithmen, deren Endresultat R zufillig ist. Unter-
bricht man einen solchen Algorithmus immer nach ¢ Zeiteinheiten, so wird
das Endresultat R’ im allgemeinen nicht wie R verteilt sein, sondern die
bedingte Verteilung Ws{R € - ‘ T < t} als Verteilung besitzen. Nur wenn
R und T unabhingige Zufallsvariable sind, kann man sicher sein, daf das
Endresultat durch die Unterbrechungen nicht verfélscht wird. O

Proposition 4.2 1dt sich eine kompakte Gestalt geben, indem wir in die
bedingten Erwartungen wieder den Zufall einfithren (wir haben uns schon in
Abschnitt 4.1 von diesem Gedanken leiten lassen.) Dazu definieren wir mit

Hilfe von
e(y) == EX|Y =y]

die bedingte Erwartung von X bzgl. Y als
E[X|Y] = e(Y).

Man beachte, daf} es sich bei dieser bedingten Erwartung um eine Zufallsva-
riable handelt. Sie hat den Erwartungswert

EEX|Y] = ) e(y) - Ws{Y =y} = > E[X|Y =y Ws{Y =y},

Y

Proposition 4.2 kénnen wir daher in der Gleichung

EX = E[E[X|Y]] (4.7)
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zusammenfassen. Dies ist die Formel, die wir in Abschnitt 4.1 zum Berechnen
der Erwartungswerte benutzt haben. Sind X und Y unabhéngig, so gilt
E[X |Y]=EX.

Wir wenden nun Proposition 4.2 auf die Berechnung von Varianzen an. Die
bedingte Varianz von X, gegeben das Ereignis A, definieren wir als

Var[X | A] = E[(X — E[X | A])*| A] .

Proposition 4.3. Sei X reellwertig mit endlichem zweiten Moment EX?,
und sei Y eine diskrete Zufallsvariable. Dann gilt

E(X?] = ) Var[X|Y =y] - Ws{Y =y}
+ D EX|Y =y* Ws{Y =y} .

Y

Beweis. Nach Proposition 4.2 gilt

E[X? = Y E[X?|Y =y] - Ws{Y =y},

)

und nach (3.2)
E[X?|Y =y = Var[X|Y =y +E[X |Y = ¢]*.

Indem wir X durch X — EX ersetzen, erhalten wir folgende Version von
Proposition 4.3,

VarX = ZVar[X Y =y - Ws{Y =y}
y

£ (BN Y =y BX) Wy =y} ()

Also: Zwar kénnen die bedingten Varianzen Var[X { Y = y] im allgemeinen
kleiner oder auch grofler als die unbedingte Varianz VarX sein. Im Mittel
verkleinert sich jedoch die Varianz von X bei Kenntnis von Y. Der Dif-
ferenzbetrag ist nach (4.8) die mittlere quadratische Abweichung zwischen
E[X |Y =] und EX.

Definieren wir die bedingte Varianz von X bzgl. Y als die Zufalls-
variable

Var[X |Y] = u(Y)
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mit
v(y) := Var[X | Y =y,

so lassen sich Proposition 4.3 und Gleichung (4.8) zu den Formeln

E[X’] = E[Var[X |Y]] + E[E[X | Y]] (4.9)
bzw.

VarX = E[Var[X |Y]] + Var[E[X |Y]] (4.10)
zusammenfassen.
Beispiel. Summen von zufilliger Lange. Seien 77, Z,,... unabhéngige

Kopien einer reellwertigen Zufallsvariablen Z mit endlicher Erwartung, und
sei Y eine davon unabhéingige Zufallsvariable mit Werten in N und endlicher
Erwartung. Dann gilt fiir den Erwartungswert von

X = Zl+"'+Zy

die Gleichung
EX = EY - -EZ.
Denn wegen der Unabhéngigkeit von Y und Xy, X, ... gilt
Ws{X=z|Y =y} = Ws{Z1+ - +Z,=z|Y =y}
= Ws{Z,+---+ 7, =1z},
also
EX|Y =y = E[Z+--+2) =y-EZ.

Es folgt E[X |Y] =Y - EZ und damit nach (4.7) die Behauptung.

Die Varianz von X setzt sich aus zwei Anteilen zusammen. Zum einen
geht darin die Varianz der Summanden ein, zum anderen die Variabilitdat in
der Léange Y der Summe. Genauer gilt aufgrund von Unabhéngigkeit

Var[X |Y =y] = Var[Z,+ -+ Z,) = y-VarZ
und damit Var[X |Y] =Y - VarZ. Nach (4.10) folgt
VarX =EY - VarZ + E[Z]?- VarY .

Sofern es sich bei Z um eine Zufallsvariable mit Werten in Ny handelt,
kann man diese Formeln auch mittels erzeugender Funktionen ableiten. Seien
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#(t) = E[t?] und 1 (s) = E[s"] die erzeugenden Funktionen von Z und Y.
Aufgrund der Unabhéngigkeitsannahmen gilt

Bt |V =y = BEA %[y —y] = BT = o)

Die erzeugende Funktion von X ergibt sich also nach (4.7) als

E[tY] = E[g(t)"] = ¥(e(1)) -

Durch zweimaliges Differenzieren kann man nun erneut Erwartung und Va-
rianz berechnen. a

Bemerkung. Bedingte Erwartungen als Pradiktoren. Unter der
Préadiktion von Zufallsvariablen versteht man die Aufgabe, den Wert einer
Zufallsvariablen X aufgrund der Beobachtung des Wertes einer anderen Zu-
fallsvariablen Y moglichst gut vorherzusagen. Diese Aufgabe stellt sich zum
Beispiel bei der Steuerung von zuféllig gestorten Systemen. Wir setzen vor-
aus, dafl X reellwertige Zufallsvariable ist, und fragen wie man die reellwer-
tige Funktion ¢ wéihlen sollte, damit ¢(Y) ein geeigneter Pradiktor fiir X
wird. Als Kriterium fiir seine Giite benutzen wir ihre mittlere quadratische
Differenz

E[(X —¢(Y))?] ,
deren Wert wir minimieren wollen. Es gilt
E[X —¢(Y)|Y =y] = E[X —9¢(y)|Y =y] = E[X|Y =y]-o(y),
Var[X — ¢(Y)|Y =y = Var[X —¢(y) |V =y] = Var[X|Y =],

daher folgt nach( 4.9)
E[(X — ¢(Y))?] = E Var[X|Y]+E[(E[X |Y] - ¢(Y))"].

Dieser Ausdruck wird minimal, wenn der zweite Summand verschwindet,
was bei der Wahl ¢(y) = E[X |Y = y] bzw. ¢(Y) = E[X | Y] der Fall ist.
Im Sinne einer minimalen mittleren quadratischen Abweichung ist also die
bedingte Erwartung E[X | Y] der beste Pridiktor von X. O



Kapitel 5

Markov-Ketten

In diesem Abschnitt betrachten wir Folgen von Teilexperimenten, deren Ab-
lauf sich als Verdnderungen in einem Raum von Zusténden beschreiben 14ft.
Von einer Markov-Kette spricht man, falls die Zustandswechsel in gedéchtnis-
loser Weise stattfinden, d.h. der Fortgang des Geschehens vom vergangenen
Verlauf unbeeinflufit bleibt. In Verallgemeinerung der in Abschnitt 4.4 be-
schriebenen Situation lassen sich Markov-Ketten als zuféllige Wanderungen
durch einen Graphen veranschaulichen. Die Theorie der Markov-Ketten ist
umfangreich, wir behandeln sie in ein paar Ansétzen und illustrieren sie an
einer Anzahl von Beispielen.

5.1 Grundlegende Eigenschaften

Beispiel. Nach A. Engel betrachten wir folgendes Spiel zwischen A und B:
Eine Miinze wird so lange geworfen, bis entweder 3 Kopfe oder Zahl, Kopf,
Zahl in Serie gefallen sind. A gewinnt im ersten, B im zweiten Fall. Die Spie-
ler brauchen sich nicht den gesamten vergangenen Spielablauf zu merken,
sondern nur die Resultate der letzten ein oder zwei Wiirfe. So kann man
sieben verschiedene Zustédnde unterscheiden, die wihrend des Spiels ange-
nommen werden konnen. Die moglichen Wechsel zwischen Zustdnden sind
im folgenden Diagramm veranschaulicht.

7

*

N

K —— KK — KKK

/

115

ZK

JKZ

Z
O
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x ist die Startposition, K KK und ZKZ die Gewinnpositionen fiir A bzw.
B. Die Pfeile stellen die méglichen Uberginge dar, die Ubergangswahrschein-
lichkeiten entlang eines Pfeils sind jeweils %

Wie grof sind die Chancen von A, wie grof} ist also die Wahrscheinlichkeit,
von * aus schliefllich K K K zu erreichen (und nicht ZKZ). Wir betrachten
dazu fir alle Zusténde x die Wahrscheinlichkeit w(x), ausgehend von x in den
Zustand K K K zu gelangen. Durch Zerlegung der Wahrscheinlichkeiten nach
dem ersten Schritt aus x heraus kénnen wir das folgende Gleichungssystem
aufstellen,

w(K) = %w(Z)+%w(KK), w(KK) = %w(Z)+%
w(Z) = %w(zwé w(ZK), w(ZK) = %w(m().

Durch Auflésen folgt w(K) = 3, w(KK) = 2, w(Z) = w(ZK) = 3. Die
Gewinnwahrscheinlichkeit von A ist also

1 1 5
= — wlK —w(Z) = —.
w() = 3 w(K)+ 3 w(Z) =
Die Gewinnwahrscheinlichkeit von B ist 1—72 O

Dieses Gleichungsystem ist naheliegend, gleichwohl stellt sich die Frage, un-
ter welchen Bedingungen solche Gleichungen gelten. Dies fiithrt uns zum Be-
griff der Markov-Kette. Dabei handelt es sich um einen einfachen Ansatz zur
Beschreibung der zeitlichen Entwicklung eines zufélligen Systems, das unter-
schiedliche Zustdnde in einer abzédhlbaren Menge S annehmen kann. Die Zu-
standsédnderungen erfolgen schrittweise, so dafl die angenommenen Zustédnde
im zeitlichen Ablauf eine Folge X, X1,... von S-wertigen Zufallsvariablen
bilden. Im Beispiel sind die Zusténde mit Bedacht so gewahlt, dal die Grun-
dannahme an eine Markov-Kette erfiillt ist. Sie besteht darin, dafl sich das
System gedéchtnislos entwickelt: Die Wahrscheinlichkeit, nach n Schritten
von x nach y iiberzuwechseln, bleibt von der Vorgeschichte unbeeinflufit. Es
sind diese Ubergangswahrscheinlichkeiten P,,, die das System in seinen we-
sentlichen Eigenschaften bestimmen. Sie erfiillen

P, > 0 firalle z,y €S, Zny =1 firalle z€ 8§ .

Y

Eine reelle Matrix P = (Pyy)syes = (Pyy), die diesen Forderungen geniigt,
heifit stochastisch.

In der folgenden Definition erhélt die Vorstellung der Gedéchtnislosigkeit
einen mathematisch prézisen Sinn.
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Definition. Sei S abzihlbar und P = (P,,) eine stochastische Matriz. Fine
Folge von S-wertigen Zufallsvariablen X, X1, ... heifit Markov-Kette mit
Zustandsraum S und Ubergangsmatrixz P, falls

WS{Xn+1 = ?J{Xn =2, Xp1=Tp1,...,X0= 5750} = Pwy

firn >0, xg,..., 21,2,y € S gilt, sofern das bedingende Ereignis strikt
positive Wahrscheinlichkeit hat.

n wird haufig als diskreter Zeitparameter aufgefafit.

Bemerkung. Da die Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht von n
abhédngen, handelt es sich genauer um eine zeitlich homogene Markov-
Kette. Den allgemeineren Fall, daB die Ubergangswahrscheinlichkeiten
(wie bei der Pdlya-Urne) auch von n abhéngig sind, lassen wir beiseite
und bemerken nur, da} die Forderung aus der Definition dann durch die
Bedingung

WS{XH_H =YY | Xn =X, Xn—l = Tp—1y--- ,XO = (L’Q}
= Ws{X, 1 =y| X, =z}

ersetzt werden kann. O

Die Verteilungen von Xy, Xi, ... sind durch die Ubergangsmatrix noch
nicht eindeutig bestimmt. Fiir Markov-Ketten gilt definitionsgeméf (und
auch in dem Fall, dass die betrachteten Ereignisse Wahrscheinlichkeit 0 ha-
ben)

WS{XO = To, - - - ,Xn = SL’n} = WS{XO = Zo, - - - 7Xn—1 = $n_1} Pxnfll'n s
und durch Iteration
WS{XO = To, - - - ,Xn = In} = WS{XO = Io} . Pl"orl cee Pxnilxn . (5].)

Umgekehrt folgt aus diesen Gleichungen unmittelbar die in der Definition ge-
forderte Eigenschaft. Wir halten diese Charakterisierung von Markov-Ketten
fest.

Proposition 5.1. Fine Folge Xy, X1, ... von Zufallsvariablen mit Werten in
S ist genau dann eine Markov-Kette mit Ubergangsmatriz (Py,y,), wenn (5.1)
gilt.
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Um die Verteilung einer Markov-Kette festzulegen, mufl man daher neben
den Ubergangswahrscheinlichkeiten die Verteilung ;o von X, angeben, die
Start- oder Anfangsverteilung der Markov-Kette. Haufig erweist es sich
als sinnvoll, p nicht von vornherein zu fixieren. Méchte man p hervorheben,
so fithrt man sie als Index an Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerten
mit und schreibt Ws,{-} bzw. E,[-]. Startet man mit Wahrscheinlichkeit 1
im Zustand x € S, so schreibt man Ws,{-} und E,[-].

Die Gedéchtnislosigkeit einer Markov-Kette ergibt sich daraus, dafl die in
der Definition angegebenen bedingten Wahrscheinlichkeiten von g, ..., z, 1
unabhéngig sind. Diese Markov-Eigenschaft 143t sich verallgemeinern. An-
schaulich gesprochen bleibt, gegeben die Gegenwart {X,, = x}, das Eintreten
eines Ereignisses der Zukunft {X,,,..., X,,.,,) € B’} von einem Ereignis
der Vergangenheit {(X,...,X,) € B} unbeeinflufit.

Proposition 5.2. Fiir eine (zeitlich homogene) Markov-Kette Xo, X, . .. gilt

Ws{(X,,..., Xnim) € B'| X, =, (Xo,...,X,) € B}
= Ws,{(Xo,...,X,,) € B'}

fiir alle m,n >0, x € S, B C S™ B’ C S™ (sofern die bedingte Wahr-
scheinlichkeit wohldefiniert ist).

Beweis. Aus (5.1) folgt fiir xo, ..., Zn, 2, Yo, .., Ym € S

Ws{Xo=x0,...,Xn =2, Xpn =2, Xp, = Y0, -, Xotm = Ym}
=Ws{Xo=xz0,..., X, =2, X, =2} - Ws{Xo=v0,.. ., Xon = Unm}

(fiir z, # x oder yo # x sind beide Seiten 0). Durch Summation iiber alle
(o, ..., 2,) € Bund (yo,...,ym) € B’ folgt

Ws{(Xo,...,X,) € B, X =2, (Xp,..., Xpim) € B'}
= Ws{(Xo,...,X,) € B, X, =2} Ws,{(Xo,...,Xn) € B}

und damit die Behauptung. O

Aus der Markov-Eigenschaft leiten wir nun eine Formel fiir die n-Schritt-
Ubergangswahrscheinlichkeiten

Pp, = Ws{X, =y}
n > 0, ab. Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt

Ws { Xpim =2} = ZWSI{Xn =y}  Ws{Xyim =2 ‘ X, =y} .

Y



© Gotz Kersting ]_ 1 9

Unter Beachtung von Proposition 5.2 erhalten wir die folgende unter der
Bezeichnung Chapman-Kolmogorov-Gleichung bekannte Formel

Wso{Xpom =2} = Y Ws,{X, =y} - Ws,{X,, =z}, mn>0,
y
bzw. P = Zy Py, pye. Fur die n-Schritt-Ubergangsmatrizen P" :=
(Pr,) bedeutet dies, dass sie durch Matrixmultiplikation auseinander hervor-
gehen,
prtmo = pr.pm

PY ist die Einheitsmatrix. Da auBierdem P' die vorgegebene Ubergangsmatrix
P ist, ergibt sich P™ als das n-maliges Matrixprodukt von P mit sich selbst,

P*" = P-.--P n-mal.

Beispiel. Explizite Formeln fiir die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkei-
ten stehen nur ausnahmsweise zur Verfiigung. Ein solcher Ausnahmefall ist
der Riffle-Shuffle, das in Abschnitt 1.5 beschriebene Modell fiir das Kar-
tenmischen. Wir kénnen ihn als Markov-Kette Xy, X1, ... auf dem Raum der
Permutationen S = {w : K — K : 7 ist Bijektion} auffassen. Wie wir sahen
(vgl. (1.14)), sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten bei k Spielkarten durch

n k+2"—s —kn
Pmy:( I )2 , T,y ES,

gegeben, dabei ist s die Anzahl der wachsenden Sequenzen der Permutation
7, die x in y iiberfithrt (7 :=yoz™'). O

Treffwahrscheinlichkeiten und erwartete Eintrittszeiten

Wir leiten nun im Rahmen der Markov-Ketten das oben im Beispiel aufge-
stellte Gleichungssystem fiir Treffwahrscheinlichkeiten ab. Sei B eine nicht-
leere Teilmenge des Zustandsraumes S und Xg, Xi,... Markov-Kette mit
Ubergangsmatrix (Pyy). Wir betrachten den Zeitpunkt des ersten Ein-
tritts in B,

M = min{m >0 : X,, € B},

und das Ereignis {M < oo, Xy = 2z} = U, ,{M = m,X,, = z}, daBl die
Markov-Kette dann ein vorgegebenes z € B trifft. Die Wahrscheinlichkeiten

w(z) = Ws,{M < o0, Xy =2z},
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von dem Startpunkt z aus bei Eintritt in B den Zustand z zu erreichen,
heiflen Treffwahrscheinlichkeiten oder Absorbtionswahrscheinlichkei-
ten. Sie erfiillen die Gleichungen

w(zr) = Znyw(y) , fallsx ¢ B, (5.2)

wie wir sie oben im Beispiel aufgestellt haben (mit B = {KKK, ZKZ} und
z=KKK). Fir x € B gilt M =0 und folglich

1, fallsz =2z,

wlz) = {0, fallsz € B, x # 2 . (5-3)

(5.2) ist eine Konsequenz des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit, der
Zerlegung nach dem ersten Schritt

Ws, {M < oo, Xy =z}
= ZWSI{Xl :y}-st{M<oo,XM:z|X1 =y},

Yy

sowie der Markov-Eigenschaft (Proposition 5.2),
Ws, {M < oo, XM:z‘Xl =y}

= ZWSx{XzH =2,X,,....X1 ¢ B| X1 =y}
=0

= Y Ws,{X;=2X1,....Xo ¢ B} = w(y)
=0

(fiir x ¢ B gilt mit Wahrscheinlichkeit 1 M > 1).

In den folgenden Beispielen spezifizieren wir fiir + € B nicht immer die
Ubergangswahrscheinlichkeiten P,,, denn in (5.2) werden sie nicht benétigt.
Wenn man will, kann man die Zusténde z € B als absorbierend annehmen,
d.h. P,, = 1 setzen.

Beispiele.

1. Die symmetrische Irrfahrt auf Z. Ein Irrfahrer taumelt durch Z. Er
macht jeweils mit Wahrscheinlichkeit % unabhéngige Schritte nach rechts
oder links. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erreicht er die 0?7 Die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten sind

1
p ::{5, falls y=o+1 ,
e 0 sonst .
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Die Wahrscheinlichkeiten w(z), ausgehend von z irgendwann 0 zu treffen,
erfiillen nach (5.2) die Gleichungen

w(zr) = %w(x—l—l)—i—%w(x—l), r#0
w(0) = 1.

Die w(z) liegen folglich fir x > 0 auf einer Geraden durch w(0) = 1.
Wegen 0 < w(z) < 1 kommt nur eine einzige Gerade in Frage:

w(x) = 1 fiiralle x .

Der Irrfahrer erreicht also 0 mit Wahrscheinlichkeit 1, gleichgiiltig, von
wo er startet. Man sagt, die Irrfahrt ist rekurrent. (Taumelt der Irrfahrer
dagegen rein zufillig durch den Z™, so ist das Resultat ab m = 3 ein
anderes, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden.)

2. Des Spielers Ruin. Jemand beteiligt sich solange an einem Gliicksspiel,
bis er {iber ein Kapital von a Euro verfiigt oder aber sein gesamtes Spiel-
kapital verloren hat. Wenn er vorsichtig ist und pro Spiel nur einen Euro
setzt, mit welcher Wahrscheinlichkeit verspielt er sein gesamtes Kapital?

Wir nehmen a als ganzzahlig an und modellieren den Spielverlauf als
Markov-Kette mit Zustandsraum S = {0,1,...,a} und den Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

p ._{p fir y=2+1

ey = ¢ fir y—z—1 r=1,...,a—1.

p ist die Gewinnwahrscheinlichkeit fiir ein Einzelspiel und ¢ = 1 — p die
Verlustwahrscheinlichkeit. Gefragt ist nach der Wahrscheinlichkeit v(z),
ausgehend von = den Zustand 0 vor dem Zustand a zu erreichen. Nach
(5.2) gilt

v(iz) = pv(e+1)+q-v(@—-1), z#0,a.

Dieses Gleichungssystem 148t sich ohne weiteres auflosen. Gegeben v(0)
und v(1) lassen sich der Reihe nach v(2),v(3), ... bestimmen, der Losungs-
raum ist also 2-dimensional. Man rechnet leicht nach, dafl die allgemeine
Losung im Fall p # ¢ durch ¢ + d(¢/p)* und im Fall p = ¢ = 1/2 durch
¢+ dx gegeben ist, mit reellen Zahlen ¢, d. Unter Beachtung der Randbe-
dingungen v(0) = 1 und v(a) = 0 erhalten wir insgesamt
;) - ()
1

v(x) = fir p #1/2 (5.4)
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bzw.

v(z) = ° firp=1/2.

Das Gleichungssystem (5.2) ist nicht immer eindeutig lésbar. Die Treff-
wahrscheinlichkeiten sind dadurch charakterisiert, dafl sie minimal sind un-
ter allen nicht-negativen Losungen von (5.2), die die Nebenbedingung (5.3)
erfiillt. Allgemeiner gilt die folgende Aussage.

Proposition 5.3. Sei f : S — R, eine nicht-negative Funktion, die (5.3)

S P < fl)

fiir alle x ¢ B erfiillt. Dann gilt w(z) < f(x) fir alle z € S.

Beweis. Wir zeigen Ws,{Xy = 2, M < [} < f(z). Fir z € B ist die
Aussage offenbar, fiir x ¢ B fiithren wir eine Induktion nach [ durch. Der
Induktionsanfang ergibt sich aus Ws,{Xy = 2, M <0} =0 fiir z ¢ B, und
der Induktionsschritt von [ nach [ + 1 mit einer Zerlegung nach dem ersten
Schritt,

Ws{Xy=2,M<1+1} = > P,Ws{Xy =2 M<I}

< pryf(y> < f(x).

Wegen Ws, { Xy =2, M <1} - Ws, {Xy =2, M < o0} =w(z) firl — oo
folgt die Behauptung. a

Beispiele.

1. Das Rot-Schwarz-Spiel. Die Gewinnwahrscheinlichkeit p ist bei Gliicks-
spielen normalerweise kleiner als 1/2 - etwa, wenn man beim Roulette auf
Rot oder Schwarz setzt. Fahrt ein Spieler besser, wenn er nicht so vorsich-
tig wie im vorangehenden Beispiel vorgeht und pro Spiel mehr als einen
Euro setzt? Wenn er iiber das Startkapital a/2 verfiigt (a geradzahlig),
148t sich die Frage leicht beantworten. Setzt er sofort sein gesamtes Ka-
pital, so benétigt er ein einziges Spiel, um a Euro zu erlangen oder aber
pleite zu gehen, und seine Ruin-Wahrscheinlichkeit ist dann ¢. Fiir a > 2
und p < ¢ gilt (vgl. (5.4))

q\a q\a/2 q\a/2
gy @7
(3" -1 1+ (
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(denn z/(1+ x) ist monoton wachsend), d.h. es lohnt sich fiir den Spieler,
sofort sein gesamtes Kapital zu setzen. Dies ist plausibel: Das Spiel ist
dann schnell beendet, und die unfaire Spielbedingung p < ¢ hat wenig
Gelegenheit, sich negativ auszuwirken.

Wir wollen nun fiir ein beliebiges Startkapital die vorsichtige Strategie
des vorigen Beispiels vergleichen mit der Strategie, mdglichst viel pro
Spiel zu setzen, aber nur soviel, daf§ der anvisierte Betrag von a Euro
nicht iibertroffen wird. Der Einsatz bei dieser kiihnen Strategie betragt
also min(z,a — x), falls man {iber  Euro verfiigt. Der Spielverlauf wird
beschrieben durch eine Markov-Kette auf {0, 1, ..., a} mit den Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

p fir y=2x a
= < —
Qu = {? py 0 Zy0 . flls 0<a<
und
p fir y=a a
c— _<
Quzy : {q fiir y—2—a falls 2_a:<a.

Sei k(x) die Ruinwahrscheinlichkeit fiir die kithne Strategie bei einem
Startkapital . Wir wollen zeigen, dafl unter der Annahme p < ¢ die kiithne
Strategie vorteilhaft ist, d. h. fiir alle z = 0,1, ..., a die Ungleichung

k(x) < wv(z)

gilt. Auf direktem Wege ist der Beweis nicht mehr moglich, denn fiir das
nach (5.2) giiltige Gleichungssystem

k‘(fﬂ) = ZQxyk<?J> ) z 7é 0,(1 )

mit £(0) = 1 und k(a) = 0 hat man keine allgemeine explizite Losung.
Ein Beweis ergibt sich stattdessen aus Proposition 5.3, denn es gilt die
Ungleichung

ZszU(y) < U(I) , X 7é O,CL .

Fiir x < a/2 folgt sie aus der fir z > 1 und p < ¢ giiltigen Abschétzung
P = (D7) +a((®)=1) = ("= 1-p((H)"+D((H" - 1)
<@ -1-pEHD(E) -1 = ()" -G)
und fiir x > a/2 analog aus der fiir z < a — 1 giiltigen Ungleichung
()= (") = @)D"+ DD - (D))
< a(B)"(O + @O - @) = () - @)
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2. Ein Warteschlangenmodell. An einem Skilift, der pro Zeiteinheit ei-
ne Person befordert, steht eine Warteschlange von zuféllig wechselnder
Liange. Unter welchen Bedingungen wird sie sich mit Wahrscheinlichkeit
1 auflésen?

Sei X,, die Lange der Warteschlange nach n Zeiteinheiten. Wir modellieren
Xo, X1, ... als Markov-Kette mit Werten in Ny. Dazu nehmen wir an, dafl
sich mit Wahrscheinlichkeit p, pro Zeiteinheit x neue Skildufer an die
Warteschlange anstellen. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind dann

P, = { DPy—at1 , fallsxz >1,

Dy » falls z =0 .

In diesem Modell betrachten wir nun die Wahrscheinlichkeit
w(z) = Ws,{X,, =0 fir ein n >0} ,

daf sich eine Warteschlange der Anfangslénge x schlieBlich auflost. Auf-
grund der Gedéchtnislosigkeit der Markov-Kette gilt

w(z) = w®

mit w := w(1) (denn zum Auflsen der Schlange ist es nétig, daf sie sich
x-mal um 1 Person verringert, und dies geschieht jeweils mit Wahrschein-
lichkeit w). Damit wird (5.2) zu

W =Y Pyw(y) = Y pyenw?
Y

y=z—1

bzw.
w = ¢(w)

mit der erzeugenden Funktion

o(t) = met””.
=0

Nach Proposition 5.3 ist also w die minimale positive Losung der Glei-
chung t = ¢(t).

Eine Losungen der Gleichung ld8t sich sofort angeben: Es gilt 1 = ¢(1).
Damit stellt sich die Frage, ob es unterhalb 1 weitere positive Losun-
gen gibt. Wie aus den folgenden Abbildungen ersichtlich sind 2 Fille zu
unterscheiden: Aufgrund der Konvexitéit von ¢ gibt es im Intervall [0, 1]
entweder eine oder zwei Losungen. Der erste Fall tritt fiir ¢'(1) < 1 ein,
der zweite fiir ¢'(1) > 1.
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|
|
¢ |
| ¢
| |
l l
| |
w=1 w <1
Es gilt ¢/(1) = p mit
po= > ap,
rx=1

der mittleren Anzahl von Skildufern, die pro Zeiteinheit am Lift ankom-
men. Insgesamt erhalten wir folgendes einleuchtende Ergebnis: Stellt sich
pro Zeiteinheit im Mittel hochstens 1 Person am Lift an, so 16st sich die
Warteschlange mit Wahrscheinlichkeit 1 schlieflich auf, kommt dagegen
im Mittel mehr als 1 Person, so wird sich die Schlange mit positiver Wahr-
scheinlichkeit nie auflésen. O

Nach demselben Schema 148t sich auch die erwartete Eintrittszeit in die
Menge B berechnen, der Erwartungswert von

M := min{m>0: X,, € B} .
M kann den Wert co annehmen, also gilt
e(x) == BExM = ) m-Ws,{M =m} + oo Ws,{M = oo}
m=0

(mit 0o -0 =0 und oo - w = oo fiir w > 0). In Analogie zu (5.2) gilt dann

e(r) = 1+ ZPwye(y) , fallsx ¢ B, (5.5)

sowie
e(r) = 0 furallez e B.

Zum Beweis von (5.5) benutzen wir die Markov-Eigenschaft: Fiir ¢ B und
[ >0 gilt
Ws,{M =1+1|X; =y}
= Ws,{X;1 € B,X,,....X1 ¢ B| X1 =y}
= Ws,{X,€ B, X_1,...,Xo ¢ BY = Ws,{M =1},
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und #hnlich Ws,{M = oo | X; = y} = Ws,{M = oo}. Es folgt

E,[M | X, =y
=) (I+1)Ws,{M=1+1|X; =y}
=0
+ 00 - Ws,{M =00 | X; =y}

= 3 1) Wy {1 = 1+ 50 W, {M = o0} = 1+¢(y).

Nach Proposition 4.2 folgt mit einer Zerlegung nach dem ersten Schritt wie
behauptet

e(x) = > Ws,{X; =y} E,[M | X1 =y] = 14> Pye(y) .

Yy Y

Bemerkung. Das Gleichungssystem (5.5) fiir Eintrittszeiten ist im
Allgemeinen nicht eindeutig losbar, insbesondere mufi man beachten, dafl
e(r) auch oo sein kann. Hier gilt wie bei den Treffwahrscheinlichkeiten,
dal die erwarteten Eintrittszeiten eine minimale nicht-negative Losung
ergeben. Allgemeiner gilt eine zu Proposition 5.3 analoge Aussage (Ubung). O

Beispiele.

1. Wartezeiten fiir Runs. Wie lange braucht man im Mittel, bis bei
unabhéngiger Wiederholung eines Zufallsexperiments mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p eine Serie von r aufeinanderfolgenden Einsen (Erfolgen)
gelingt? Wir betrachten dazu Zusténde in S = {0,1,...,r} und verein-
baren, dafl wir uns momentan im Zustand z befinden, falls das zuletzt
durchgefiihrte Experiment das Ende einer Erfolgsserie der Lange z bil-
det (so werden in der Serie 110111 nacheinander die Zustande 1,2,0,1,2,3
eingenommen). Bei Wiederholung des Zufallsexperimentes éndert sich der
Zustand nach Art einer Markov-Kette mit den Ubergangswahrscheinlich-
keiten

P, fallsy=x+1,
P, = q, falls y =0,
0 sonst

fir x < r (mit ¢ = 1 — p). Der Startpunkt ist 0, wir fragen also nach der
erwarteten Zeit, von 0 nach r zu gelangen. Dazu betrachten wir auch die
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Erwartungswerte e(x) der Anzahl der Schritte, um vom Zustand z aus r
zu erreichen. Nach (5.5) gilt

e(r) = 1+pe(z+1)+4qe0), z=0,1,....,r—1,

sowie e(r) = 0. Wenn wir diese Gleichungen mit p” multiplizieren und
anschlieflend aufsummieren, heben sich die Terme e(x)p” fiirz = 1,...,r—
1 weg, und es ergibt sich

e(0) = S5 o) +qe(0) S 4

Unter Beachtung von e(r) = 0 und 3."_! p* = (1 — p")/q erhalten wir fiir
den gesuchten Erwartungswert die Formel
1 1

e(0) = —— .
©) P'q q

Diese Formel ist plausibel: Sieht man einmal von dem Fall ab, daf gleich
am Anfang r Erfolge gelingen, so wird die erste Serie von r Einsen von
einer Null angefiihrt, und eine solche verliangerte Serie hat die Eintritts-
wahrscheinlichkeit p”q. (Ubung: Die mittlere Wartezeit fiir einen Run aus
einer Null und r anschliefenden Einsen ist 1/(p"q).)

Geht man davon aus, dal pro Sekunde ein Experiment durchgefiihrt wird,
so ergeben sich fiir e(0) folgende Werte (nach FELLER, An Introduction
to Probability Theory and its Applications, Band 1):

r |5 10 15 20
p=1/2 | 1 Minute 34 Minuten 18 Stunden 34 Tage
p=1/6 | 2,6 Stunden 28 Monate 1,8-10* Jahre 1,4-10® Jahre

2. Ein Algorithmus zur Bestimmung von Maxima. a(1),a(2),...,
a(r) seien paarweise verschiedene Zahlen. Um ihr Maximum zu bestim-
men, kann man so vorgehen: Erst vergleicht man a(1) mit den Zahlen
a(2),a(3), ..., bis man einen Index y» > y; := 1 gefunden hat, so dafl a(y2)
grofer als a(1) ist. Dann ersetzt man a(1) durch a(ys) und vergleicht diese
Zahl mit a(y2+1),a(y2+2), ... So geht man a(1),...,a(r) der Reihe nach
durch und erhélt eine wachsende Folge a(y;), ..., a(y,) von Vergleichszah-
len, deren letzte das gesuchte Maximum ist. M6chte man das Verfahren
im Computer implementieren, so wird man die Vergleichszahlen an ei-
nem speziellen Platz speichern. Zu den Zeitpunkten y; < yo < -+ < y;
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mufl man den Inhalt dieses Speichers austauschen. Mit wievielen solcher
Speicherwechsel mufl man rechnen?

Wir wollen eine Awverage-Analyse durchfithren und nehmen dazu an, daf
a(1),...,a(r) eine rein zuféllige Permutation von Zahlen b(1) < --- < b(r)
ist. Die Zeitpunkte der Speicherwechsel bilden dann einen Zufallsvektor
(Y1,...,Y;) von zufélliger Lénge J. Es ist praktisch Y,, = Y, fir n > J
zu setzen. Wir konnen dann die Zufallsvariablen 0 :(= Xy < X; < ---
betrachten, gegeben durch die Gleichung b(X;) = a(Y;) fir i« > 1. Die
Zahlen, die nacheinander als Vergleichsgroflen abgespeichert werden, sind
also gerade b(X;) < b(Xs) < --- < b(X;) = b(r).

Bei Xg, X1,... handelt es sich um eine Markov-Kette: Ist das Ereignis
{Xo = zo,..., X,y = z,,} eingetreten, so hat der Vergleich mit b(x,) be-
reits stattgefunden, die Vergeiche mit b(x,, + 1),...,b(r) stehen dagegen
noch aus (wie moglicherweise auch noch andere Vergleiche, die aber zu
keinem Austausch fiihren). Diese Zahlen besitzen nach Annahme eine
rein zuféllige Reihenfolge, sie haben daher alle dieselbe Chance, zuerst
mit b(x,) verglichen zu werden. Daher nimmt X,,;; mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit einen der Werte x, 41, ..., an, vollig unabhéngig von dem
bisherigen Geschehen, wir haben es also mit einer Markov-Kette mit dem
Zustandsraum S = {0,1,...,r} und den Ubergangswahrscheinlichkeiten

—, falls y > x|
Pay = { 0 sonst

zu tun.

Wir koénnen nun unsere Fragestellung umformulieren und die mittlere An-
zahl e(0) von Schritten untersuchen, ausgehend vom Zustand 0 in den
Zustand r zu gelangen. Dazu betrachten wir auch die mittlere Anzahl
e(x) von Schritten, um von x nach r zu kommen. Nach (5.5) gelten die
Gleichungen

e(r) = 1+ L (e(x+1)+--+e(r)) .

T—x

Indem wir die Gleichung mit »—x multiplizieren und dann diese Ausdriicke
fiir  und = + 1 voneinander abziehen, folgt

(r—x)e(x) —(r—x—1e(x+1) = 14+e(z+1).
Durch Auflésen nach e(x) und Iterieren der Gleichung ergibt sich

e(r) = L+ "=+ +1+e(r).

r—x r—zr—1




© Gotz Kersting 129

Unter Beachtung von e(r) = 0 folgt schlieBlich, dafl die mittlere Anzahl
von Wechseln des Speicherinhalts von logarithmischer Gréfie ist,

(0) 1+ L +- 1+ ! 1

= — 44+ = ~ Inr.

‘ 2 r

Eine eingehendere Analyse des Algorithmus findet sich in D. KNUTH, The

Art of Computer Programming, Band 1, Abschnitt 1.2.10. O

5.2 Rekurrenz und Transienz

Die Zustande einer Markov-Kette unterscheidet man danach, ob sie im Ver-
lauf der Zeit immer wieder besucht werden, oder ob es schliefflich einen letzten
Zeitpunkt der Riickkehr gibt. Sei, bei Start in x,

T, := min{fn>1 : X, =z}

der Zeitpunkt der ersten Riickkehr nach = (er hat moglicherweise den
Wert 00).

Definition. Der Zustand x heifst rekurrent, falls Ws, {T, < oo} =1, und
transient, falls Ws, {T, < oo} < 1. FEine Markov-Kette heifst rekurrent
(transient), falls alle ihre Zustinde rekurrent (transient) sind.

Beispiel. Warteschlangen. In dem schon behandelten Warteschlangen-
modell untersuchen wir nun, wann der Zustand 0 rekurrent ist. Bei dieser
Markov-Kette macht es keinen Unterschied, ob man im Zustand 0 oder
1 startet (ob in der Warteschlange anfangs keine Person steht, oder eine,
die dann sofort abtransportiert wird). Deswegen ist die Wahrscheinlichkeit
Wso{Ty < oo} einer Riickkehr nach 0 gleich der Wahrscheinlichkeit w, dafl
sich eine Warteschlange der Lénge 1 auflost. In diesem Lichte konnen wir
unsere fritheren Resultate so ausdriicken: Gilt g < 1 fiir mittlere Anzahl
i der ankommenden Personen, so ist der Zustand 0 rekurrent, ist dagegen
w > 1, so ist 0 transient. O

Die folgende Aussage macht die Terminologie verstandlich.

Proposition 5.4. Fiir einen transienten Zustand x gilt bei beliebiger Start-
verteilung Ws{X,, = x fir co-viele n} = 0. Fir einen rekurrenten Zustand
x gilt Ws,{X,, =z fiir co-viele n} = 1.



© Gotz Kersting 130

Beweis. Sei C, = card{n > 1: X,, = z} die Anzahl der Besuche in z. Nach
der Markov-Eigenschaft gilt fiir m > 1

Ws{C, > m}
= iWs{Xl,...,Xl_1 #+x,X =z,
- X,, = x noch mindestens m — 1 mal}
= ) Ws{X;,... . X, #2,X, =z}
1=1

- Ws,{X,, =  mindestens m — 1 mal}
= Ws{C, > 1} - Ws, {C, >m —1} .

[teration fiihrt zu der Gleichung

Ws{C, >m} = Ws{C, > 1} - Ws,{C, > 1}
= Ws{T, < 0o} - Ws,{T}, < 0o} ' .
Mit m — oo folgt im transienten Fall Ws{C, = oo} = 0 und
damit die erste Behauptung. Im rekurrenten Fall erhalten wir
Ws, {C, > m} = Ws, {T, < co}™ =1 und wegen {C, > m} | {C, = oo}
die zweite Behauptung: Ws,{X,, = = occ-oft} = Ws, {C, = o0} = 1. O

Oft ist das folgende Kriterium hilfreich.

Satz 5.5. x € S st transient genau dann, wenn

ZWS${Xn =z} < 00.

n=1
Beweis. Falls die Reihe konvergiert, hat das Ereignis {X,, = = co-oft} nach
dem ersten Borel-Cantelli Lemma Wahrscheinlichkeit 0, so dafl nach Propo-
sition 5.4 Transienz vorliegt. Sei umgekehrt = transient. Das zweite Borel-
Cantelli Lemma konnen wir nicht benutzen, denn die Ereignisse {X, = =}
sind nicht unabhéngig. Stattdessen machen wir von der Tatsache Gebrauch,

daf} die Anzahl C, der Riickkiinfte nach x geometrisch verteilt ist:
Ws, {C, =m} = Ws, {C, >m}—Ws, {C, >m+1}
= q"—q¢"" = q"p

mit ¢ = Ws,{T, < oo} <1 (vgl. den Beweis von Prop 5.4). Wegen

ZI{XTL:x} - O;B
n=1
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folgt nun die Behauptung nach Satz 3.11,

- 1
Y Ws{X, =2} = E,C;, = ——1 <o0.
n=1 p O

Beispiel. Symmetrische Irrfahrten. Wir betrachten nun Markov-
Ketten Xy, X1, ... auf dem d-dimensionalen Gitter Z¢ mit den Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

:{%17 falls |z —y| =1,

0 sonst .

P,

Ty

Ein Wechsel zu einem neuen Gitterpunkt ergibt sich also, indem man zu
einem der 2d benachbarten Gitterpunkte iibergeht, den man rein zufillig
auswahlt. Diese Markov-Ketten heiflen einfache, d-dimensionale, sym-
metrische Irrfahrten.

Behauptung. Diese Irrfahrten sind fir d = 1,2 rekurrent und fir d > 3
transient.

Zum Beweis stellen wir eine Formel fiir Ws,{X,, = z} auf. Offenbar kann
man nur in einer geraden Anzahl von Schritten mit positiver Wahrschein-
lichkeit nach z zuriickkehren. Geht man dabei n; Schritte in die positive
Richtung des i-ten Einheitsvektors, so mufl man auch n; Schritte in die ent-
gegengesetzte Richtung gehen, deshalb gilt

2n
Ws, {X,, = = —n
L D ST R [
ni+--+ng=n
oder nach einer einfachen Umformung
2n n 2
Ws { X, = = 2d) "
wv=a = (0) % (") @
ni+-+ng=n

Fiir d = 1 erhalten wir

2n 1
Ws, { Xy, =2} = (n)Q_Q” ~ \/ﬁ’

daher ist die 1-dimensionale Irrfahrt (in Ubereinstimmung mit Ergebnissen
des vorigen Abschnitts) nach Satz 5.5 rekurrent. Fiir d = 2 folgt (vgl. (1.4))

m\ — n n o\ 2 1
\)\% z X n = = E 4—277, — 4—2n ~
ol Xon =2 (n) O(nl)(n—m) <"> -

ni
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die 2-dimensinale Irrfahrt ist also nach Satz 5.5 ebenfalls rekurrent. Fiir d > 3
schétzen wir zundchst Multinomialkoeffizienten ab. Gilt n, < n; — 2, so folgt

n n
< ;
Nyy ooy Ny ooy Ny, Ny ny,...,n;+1,...,n;—1,...,ng

fiir den maximalen Multinomialkoeffizient gilt daher n; = m—1 oder n; = m,
wobei m die kleinste ganze Zahl > n/d bezeichne. Indem wir gegebenenfalls
n; noch von m — 1 auf m vergréfSern, und dann schrittweise auch n, erhalten
wir insgesamt die Abschétzung

(o on) = ()

< .
Ni,...,Ng m,...,m
Es folgt

2n dm n
X — < 2—2n -n -n )
st{ an x} - <n> (m,...,m)d Z <n1,...,nd)d

ni+--+ng=n

Die Multinomialgewichte summieren sich zu 1 auf, deswegen vereinfacht sich
die Abschéatzung zu

2
Ws, { X, =2} < (”)2-2"( dm )d‘”.
n m,...,m

Der rechte Ausdruck ist nach der Stirling Formel asymptotisch gleich
(mn) Y2 (2ndm)'/?(2rm)~42d4m " Wegen dm < n + d erhalten wir insge-
samt fiir n — oo

Ws, {Xo, =2} = O(n~%?) .
Folglich ist nach Satz 5.5 die Irrfahrt fiir d > 3 transient. O

5.3 Gleichgewichtsverteilungen

Wir betrachten nun die Situation, daf eine Markov-Kette (X,,) sich im ,Zu-
stand des Gleichgewichts' befindet. Gemeint ist, dafl sich die Verteilung von
X,, nicht mit n andert.

Definition. FEine Wahrscheinlichkeitsverteilung © = (m,) auf S heifit
Gleichgewichtsverteilung (oder stationdre Verteilung) fir eine
Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten P, falls gilt

Ty = Z@Pyx fiir allex € S .

yeS
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Wéhlt man fiir eine Markov-Kette (X,,) die Anfangsverteilung als Gleichge-
wichtsverteilung 7, so folgt nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Ws {X; =2} = Y Ws (X, =z| X, =y} Ws {X, =y}
Yy
= ZPy,ﬂTy = 7w, = Ws{Xg=1z}.
Yy

Durch Iteration ergibt sich fiir alle x € S, n € N

Ws {X, =z} = Ws, {X, =1z}

no__
E Py = Tu
y

die Verteilung von X, ist also in der Tat von n unabhingig.
Gleichgewichtsverteilungen brauchen nicht immer zu existieren. Der fol-
gende Satz gibt ein Kriterium mittels

bzw.

T, := min{n>1 : X, ==z},

dem Zeitpunkt des ersten Besuchs von z bzw. - falls man in x startet - der
ersten Riickkehr nach x. T, kann mit positiver Wahrscheinlichkeit den Wert
oo annehmen, daher gilt

ET, = Y t - Ws{T, =t} + 00 Ws{T, = oo}
t=1
(mit 0o -0 =0 und oo - w = oo fiir w > 0).
Satz 5.6. Sei x € S. Dann sind dquivalent:
i) E,T, < oo (und damit Ws,{T, < oo} =1),
i) es gibt eine stationdre W-Verteilung m mit m, > 0.

Beweis. i) = 1i): Wir betrachten die Erwartungswerte

Te—1

Py = Ew[ Z I{Xn=y}} :
n=0
Nach Voraussetzung ist p, < oo fiir alle y, denn es gilt ngl Iix,—yy < T,

Wir zeigen
Py = szpzy .
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Dies ist plausibel: Links steht die mittlere Anzahl der Besuche in y zwi-
schen den Zeitpunkten 0 und 7T, — 1, rechts die mittlere Anzahl von Besuchen
in y zwischen den Zeitpunkten 1 und 7 (z ist der vor y besuchte Zustand),
auflerdem gilt mit Wahrscheinlichkeit 1 Xy = X7, = 2. Eine formale Rech-
nung bestatigt dies. Nach der Markov Eigenschaft gilt

Ws {T, >nX, =y}P,, = Ws,{Xy,...,.X,, # 2, X, =y}P,.
= Ws, {Xy,...,.X,, # 2, X,, =y, Xs41 = 2}
= Ws {T. >n, X, =y, X1 =2}

und folglich nach Satz 3.11

Z pyly: = Z E, [Z ]{Tz>n,Xn=y}} Py
Y z n=0

=Y ist{Tx >n, X, =y} P,

z n=0
y n=0
- Zwsx{TﬂC > naXn—i-l = Z}
n=0
[e'e) T,
- Ex[ZI{TZ>n7XTL+1:Z}] - Em[Z]{Xm=z}} = Pz
n=0 o

Ahnlich gilt nach Satz 3.11

T:—1 T:—1

S = SB[ fxen] = B[ x| = B
Y y n=0 y n=0

Daher ist
Ty = ,oy/E:,;TI7 yeS

stationidre W-Verteilung, zudem gilt 7, > 0 wegen p, = 1.
i1) = i): Um endliche Erwartungswerte zu garantieren, betrachten wir

zunéichst E, [min (7}, )] mit I € NU{co}. Ahnlich wie (5.5) zeigt man mittels
einer Zerlegung nach dem ersten Schritt die Gleichung

E,[min(T,, 1+ 1)] = 1+ Y P,.E.[min(T},1)] . (5.6)
ZF#T



© Gotz Kersting ]. 35

Insbesondere ergibt sich fiir [ = oo

E,T, = 1+ P.E.T,. (5.7)
z#x

Ist nun 7 eine stationdre W-Verteilung, so folgt unter Beachtung von
E,[min(7,,!)] < E,[min(7},, + 1)]

> myBymin(T,, )] < 14 ) m E.[min(T,,1)] .
Y z#T

Wegen E, [min(7, )] < sind diese Reihen fiir | < co konvergent, daher folgt
7 Ex[min(7,,0)] < 1

oder, da nach Annahme 7, > 0 gilt,

-1

>t Ws {T, =t} +1-Ws,{T, > 1} < 1/m,.
t=1
Der Grenziibergang | — oo gibt Ws, {7, = o0} =0 und

BT, = > t-Ws{T, =t} < 1/m, < 0,

t=1

also die Behauptung. O

Korollar 5.7. Besitzt eine Markov-Kette eine eindeutig bestimmte Gleich-
gewichtsverteilung m, so gilt

T, = 1/E,T,
fir alle x € S (1/00 ist 0 zu setzen).
Bewers. Ist E, T, < oo, so gilt wegen der Eindeutigkeit von m
my = py )BTy,

mit dem im letzten Beweis konstruierten p,. Die Behauptung folgt dann
wegen p, = 1. Ist dagegen E,T, = oo, so gilt m, = 0 nach Satz 5.6. a
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Bemerkungen.

1. Der reziproke Erwartungswert im Korollar hat eine natiirliche Bedeutung.
Seien Yi,, Yo, ... die Wartezeiten zwischen den Momenten, in denen sich
die Markov-Kette in x aufhélt. Sie sind, wie man sich leicht iiberzeugt,
unabhiingige Kopien von T, deswegen strebt k~1(Yy, + -+ + Y3,) nach
dem Gesetz der groflen Zahlen fast sicher gegen E,T,.. Anders ausgedriickt
bedeutet dies, dafl die relative Haufigkeit H,, der Besuche in x bis zum
Zeitpunkt n fast sicher gegen 1/E,T, konvergiert,

1
E.T,

1
H,, = 1card{m <n:X,=z} —

Das Korollar stellt den Zusammenhang zur Gleichgewichtsverteilung her,
H,, — 7w, .

Fiir eine Funktion f : S — R, folgt (zumindest fiir endliches .S)

LS R = Y @ e — S f)m = Eaf(Xo).

n—l—lm

Diese Aussage fafit man kurz in der Formel Zeitliches Mittel = rdum-
liches Mittel zusammen.

2. Stationire Verteilungen als Eigenvektoren. In der Sprache der Ma-
trizentheorie ist eine Gleichgewichtsverteilung ein linker Eigenvektor der
Ubergangsmatrix P zum Eigenwert 1. Wir zeigen, wie man fiir einen end-
lichen Zustandsraum S die Existenz einer Gleichgewichtsverteilung mit
den Hilfsmitteln der Linearen Algebra beweisen kann. Ausgangspunkt ist
die Beobachtung, dafl eine stochastische Matrix P immer den Eigenwert 1
hat, zum rechten Eigenvektor r = (7;),es mit r, = 1 fiir alle x € S. Also
besitzt P, wie die Lineare Algebra lehrt, auch einen linken nichtverschwin-
denden Eigenvektor | = (I,).cs zum Eigenwert 1. Die Komponenten von
[ konnen unterschiedliches Vorzeichen haben, deswegen betrachten wir
7, = |l,|. Es folgt

T = |L] = ]Zzypyx <Y mP, .
Yy Yy

Die Annahme 7, < Zy Ty Py fiir ein o € S fithrt zum Widerspruch, dann

wiirde namlich
Zﬂx < ZZWyPyx = Zﬂ'y
T x Yy Y
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folgen. Deswegen gilt

Ty = E Ty Py
y

fiir alle z € S, so dafl auch 7 linker Eigenvektor ist. Da S endlich ist, 148t
sich 7 zur stationdren W-Verteilung normieren. O

Notwendig fiir die Existenz einer Gleichgewichtsverteilung mit 7, > 0 ist
nach Satz 5.6, dall Ws, (T, < oo} = 1 gilt, d.h. daf = ein rekurrenter Zustand
ist. Gilt zusétzlich E, T, < oo, so heifit x positiv rekurrent. Gilt dagegen
E,T, = oo fiir einen rekurrenten Zustand x, so heifit z null rekurrent.

Beispiel. Warteschlangen. Wir kehren zu unserem Warteschlangenmo-
dell zuriick, bei dem pro Zeiteinheit 1 Person abgefertigt wird und sich im

Mittel .
o= Z TPz
r=1

neue Personen an die Schlange anstellen. Wir stellen eine Gleichung auf fiir
die mittlere Riickkehrzeit der Markov-Kette in den Zustand 0 (die mittlere
Dauer, in der die Warteschlange sich wieder auflost). Es gilt: E, T, 1 = ET}
(dies ist die mittlere Zeit, in der sich die Warteschlange um eine Person ver-
mindert) und E, 7y =E, T, 1+ E, 1T, o+ -+ E;Ty = 2 E;Ty (soll sich
eine Warteschlange der Lénge x auflosen, so miissen der Reihe nach die
Zustdinde z — 1,2 — 2, ..., durchlaufen werden), daher folgt nach (5.7)

BTy = 1+ P BTy = 14 po-aETy = 1+ pEiTy .
x#0 T

AuBerdem gilt E1Ty = E¢Ty (denn es macht keinen Unterschied, ob anfangs
eine oder keine Person in der Schlange steht), daher erhalten wir

E(]To = 1—|—/.LEOT0 .

Fiir 4 > 1 kommt als Losung nur Eg7j = oo in Frage, denn negative Werte
sind fiir EyTj ausgeschlossen. Ist dagegen p < 1, so hat das Gleichungssystem
zwei positive Losungen, EqTy = oo und EgTy = (1—p) ™!, und es bedarf einer
Zusatziiberlegung, welches der richtige Wert ist. Zunéchst zeigen wir induktiv
E,[min(7},1)] < z/(1—p) fiir p < 1 und = # 0. Fiir [ = 0 ist die Behauptung
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evident, der Induktionsschritt ergibt sich mit Hilfe von (5.6),

E,[min(Ty, 1+ 1)] = 14> Py E,min[(Ty,1)]
y#0

Y w+ax—1 x
§1+Zpy—x+1 = 1+ - .
. 1—p 1—p 1—p

Der Grenziibergang | — oo ergibt fiir x # 0 (wie im Beweis von Satz 5.6)
E, Ty < z/(1 — u), und es folgt

BT, = 1+ PuET < 1+pr i 1+ < x.

#£0 1_M

Daher ist im Fall 1 < 1 die Moglichkeit E¢Ty = oo ausgeschlossen.

Zusammenfassend stellen wir fest: Im Fall p < 1 gilt EgTy = (1 — p) 1,
mit anderen Worten, 0 ist ein positiv rekurrenter Zustand. Die Markov-Kette
besitzt dann nach Satz 5.6 eine Gleichgewichtsverteilung 7 mit

T = 1—p. (5.8)

Fiir p = 1 ist nach fritheren Resultaten 0 ebenfalls rekurrent, nun aber mit
einer unendlichen erwarteten Riickkehrzeit. In diesem Fall ist 0 ein null
rekurrenter Zustand. O

Wir kommen nun zu der Frage der Eindeutigkeit von Gleichgewichtsvertei-
lungen. Fiir eine wichtige Klasse von Markov-Ketten ist sie gewéhrleistet.

Definition. Eine Markov-Kette mit Ubergangsmatriz (Pyy) heift irreduzi-
bel, falls fiir beliebige Zustinde x,y ein n € N existiert, so daff Py, > 0.

Mit anderen Worten: Bei einer irreduziblen Markov-Kette ist jeder Zustand
y von jedem Zustand x mit positiver Wahrscheinlichkeit erreichbar.

Proposition 5.8. Im irreduziblen Fall gibt es hdéchstens eine stationdre
Wahrscheinlichkeitsverteilung w. Sie hat dann die Eigenschaft m, > 0 fir
alle x.

Beweis. Seien m und v stationdre W-Verteilungen. Dann gilt 7, — v, =
>y (my —vy) Py, fiir alle z € S, n € N, also

|Te — va| < Z |y — vyl By
y
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Ist nun 7 # v, so gibt es u,v € S, so dal =, < v, und 7, > v,. Wihle n so,
daB8 P} > 0. Es folgt

|To — | = Ty — 1 = Z(?Ty—l/y)P;v < Z|7ry—1/y|P;;.
y

Y

Summation dieser Ungleichungen fiihrt zum Widerspruch:
Dlme—wal < 33 Im—nlBy = ) Im =l
T T Y Y

Sei nun 7, = 0 fiir ein x € S. Fiir y € S folgt Ty By, < Y. m Pl =m, =0.
Bei passender Wahl von n ist P, > 0, es miifite also 7, = 0 fiir alle y gelten.
Das ist fiir eine W-Verteilung ausgeschlossen, so daf§ die Behauptung folgt.

]

Beispiele.

1. Warteschlangen. Unser fritheres Warteschlangenmodell ist irreduzibel,
falls pp > 0 und pg + p; < 1 (falls sich also die Warteschlange mit positi-
ver Wahrscheinlichkeit sowohl verkiirzt als auch verldngert). Unter dieser
Annahme kénnen wir die im vorigen Beispiel vorgenommene Analyse fol-
gendermaflen abrunden: Im Fall 1 < 1 besitzt die Markov-Kette eine ein-
deutige Gleichgewichtsverteilung, deren Gewichte alle strikt positiv sind.
Im Fall g > 1 gibt es dagegen keine Gleichgewichtsverteilung (denn an-
dernfalls hétte sie nach Proposition 5.8 strikt positive Gewichte, was im
Widerspruch zu EgTy = oo stiinde).

2. Endlicher Zustandsraum. Die Existenz einer Gleichgewichtsverteilung
haben wir fiir Markov-Ketten mit endlichem Zustandsraum S bereits
gesichert. Im irreduziblen Fall ist sie eindeutig mit strikt positiven
Gewichten. Nach Korollar 5.7 folgt E,T, < oo fiir alle x € S, ein

Resultat, was sich auch direkt beweisen 148t. O
Stationdre Verteilungen 7 lassen sich wegen Zy P,, = 1 auch durch die
Forderung

Z TPy = Z myPy, firallex e S
y y
charakterisieren. Dies ist eine globale Gleichgewichtsforderung: Die Wahr-
scheinlichkeit, von x in irgendeinen Zustand iiberzuwechseln, ist gleich der
Wahrscheinlichkeit, von irgendwoher nach z zu gelangen. Stérker ist die Be-
dingung aus der folgenden Definition, daB fiir alle Paare z,y Uberginge von
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x nach y und von y nach z mit gleicher Wahrscheinlichkeit stattfinden, das
System sich also auch lokal im Gleichgewicht befindet.

Definition. Fine Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten P,
heifit reversibel bzgl. der W-Verteilung m, falls fir alle Zustinde x,y gilt

Mo Py = myPys .

7 ist dann Gleichgewichtsverteilung der Markov-Kette. Man nennt sol-
che Markov-Ketten reversibel, da ihre Eigenschaften unter Zeitumkehr er-

halten bleiben. Gemeint ist, dafl bei Startverteilung 7 die Zufallsvektoren
(Xo, X1, ..., X)) und (X, X, 1, ..., Xp) identisch verteilt sind:

Ws AX, =zo,...,Xo =2} = Tu,Prpz, 1 Peiao

T Prpin_y ) Ty Prp_yan_s o Ty Py )

o
Txp_y Ty _2 Tz

— ﬂ-zonozl e an—lﬂﬂn

= Ws {Xo=x0,.... X, =2,,} .

Beispiele.

1. Sei S die Menge aller Knoten eines endlichen (ungerichteten) Graphen.
Man spricht von einer Irrfahrt auf S, falls man von jedem Knoten zu ei-
nem rein zuféllig ausgewihlten Nachbarknoten tiberwechselt (zwei Knoten
heiflen benachbart, falls sie durch eine Kante verbunden sind). Bezeichnet
also n(z) die Anzahl der Nachbarknoten von x, so sind die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten durch

{ ﬁ , falls z und y benachbart sind,
0 sonst

P, =

gegeben. Man iiberzeugt sich unmittelbar, daf die Irrfahrt zusammen mit
der W-Verteilung

reversibel ist. Die Normierungskonstante ist ¢ = Y n(z) = 2k, wobei k
die Anzahl der Kanten im Graphen sei.

2. Das Modell von P. und T. Ehrenfest. Dies ist ein Modell fiir die
Fluktuationen eines Gases. Das Gas sei in einem Behilter eingeschlossen,
den wir in zwei gleichgrofle Teilbereiche A und B zerlegt denken. Zwischen
diesen Bereichen wechseln die Gasteilchen in zufélliger Weise hin und her.
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Wir stellen uns vereinfachend vor, dafl pro Zeiteinheit ein rein zufilliges
Teilchen von seinem Teilbereich in den anderen Bereich gelangt, das un-
abhéngig von den vorangegangenen Fluktuationen ausgewéhlt ist. Nach
n Zeitschritten befindet sich dann eine zuféllige Anzahl X,, der Teilchen
im Bereich A. Unser Ansatz besagt, dafl Xy, Xi,... eine Markov-Kette
bildeen. Der Zustandsraum ist S = {0, 1,...,r}, wobei r die Gesamtzahl
aller Teilchen bezeichne, und die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind

o il

p _{(T:x), fallsy=x+1,
i e fallsy=x—1.

Das Ehrenfest-Modell ist zusammen mit der Binomial-Verteilung

T, = (T> 27"
T

reversibel, denn es gilt 7, P, ;41 = Typ11P41,.. Insbesondere ist m Gleich-
gewichtsverteilung. Dies ist nicht schwer zu verstehen: Man wird erwarten,
daf sich im stationédren Zustand die Teilchen unabhéngig voneinander auf
die beiden Teilbereiche verteilen und sich mit Wahrscheinlichkeit 1/2 je-
weils in A oder in B befinden. Da das Ehrenfest-Modell irreversibel ist,
ist die Gleichgewichtsverteilung eindeutig.

Das Ehrenfestsche Modell hat dazu gedient, den in der statistischen Phy-
sik diskutierten Wiederkehr-FEinwand zu entkréften. Es ist nicht schwer
zu zeigen, dal man in dem Modell von jedem Zustand aus jeden anderen
Zustand mit Wahrscheinlichkeit 1 erreicht. Insbesondere sagt das Modell
voraus, dafl das Gas mit Wahrscheinlichkeit 1 immer wieder in den Zu-
stand 0 zuriickkehrt, in den Zustand, daf} alle Teilchen sich in B befindet.
Dieser Befund, den das Ehrenfestsche Modell mit verwandten Modellen
der statistischen Physik teilt, widerspricht jeglicher Erfahrung. Sind diese
Modelle deswegen unbrauchbar? Das Gegenargument ist, dafl diese Riick-
kehrzeiten so gewaltig grof} sind, dal das Phanomen keine praktische Be-
deutung besitzt.

Wir wollen diese Behauptung am Ehrenfestschen Modell bestétigen und
betrachten dazu die Riickkehrzeit

T, := min{n >1: X, =z}

in den Zustand x. Nach Korollar 5.7 gilt
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Wiihlen wir r = 10%3, physikalisch gesehen eine realistische GroBe, so hat
die erwartete Riickkehrzeit in den Zustand 0 (alle Teilchen sind wieder in
B) den jenseits jeglicher Vorstellung liegenden Wert

23
210%™

Zum Vergleich: Nach der Stirling-Approximation gilt fiir geradzahliges r

r
E, T, ~ o

In den Zustand, daB sich die Teilchen gleichméBig auf A und B verteilen,
kehrt das Gas also vergleichsweise ganz schnell zuriick. a

5.4 Konvergenz ins Gleichgewicht

Wir haben stationdre W-Verteilungen als Gleichgewichtszustinde von
Markov-Ketten beschrieben. Diese Sprechweise gewinnt Berechtigung durch
den Nachweis, dafl eine Markov-Kette auch bei einer nicht-stationdren Start-
verteilung in den Gleichgewichtszustand strebt. Wir konzentrieren uns auf
den einfachsten Fall. Situationen wie beim Ehrenfestschen Urnenmodell, wo
man von geradzahligen Zusténden nur in ungerade Zustdnde, und von unge-
raden nur in gerade Zustéinde wechseln kann, bediirfen zusitzlicher Uberle-
gungen. Wir wollen hier solche Periodizitdten ausschlieflen.

Definition. FEine Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten P,
heifit aperiodisch irreduzibel, falls fir alle x,y,y € S ein m € N exi-
stiert mit Py > 0 und P, > 0.

Jede aperiodisch irreduzible Markov-Kette ist offenbar irreduzibel.

Satz 5.9. Sei Xy, X4, ... eine aperiodisch irreduzible Markov-Kette, die eine
stationdre W-Verteilung m besitzt. Dann gilt bei beliebiger Startverteilung fir
n — oo

Ws{X, € B} — n(B)
fiir alle B C S.

Der Satz heifit der Ergodensatz fiir Markov-Ketten, und Markov-Ketten,
die in dem Satz formulierte Konvergenzeigenschaft erfiillen, nennt man ergo-
disch. Der Beweis ergibt, daf§ diese Konvergenz gleichméfig in B stattfindet.
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Beweis. Wir fithren den Beweis durch ein Kopplungsargument. Dazu betrach-
ten wir noch eine weitere Markov-Kette X}, X!, ... mit derselben Ubergangs-
matrix P und Startverteilung 7, die unabhingig von der gegebenen Kette
Xo, X1, ... sei. Setze

T = min{n>0: X, =X}
und durch Kopplung der beiden Ketten

v o {X{17 falls n < T,
"L X,, fallsn>T .

Die naheliegende Vermutung, dafl dann auch Yo, Y;,... eine Markov-Kette
mit Ubergangsmatrix P ist, ist leicht bestétigt: Fiir yo,...,y, € S gilt auf-
grund von Unabhéngigkeit

Ws{Yo =yo..... Y0 =y}
= > Ws{Yo=yo,.... Yo = ya, T = m}
m=0 +Ws{Yy =0, .Y, =yn,T >n}
- ZWs{Xézyo,...,X;n:ym}
m=0

'WS{XO 7é Yo, - - - 7Xm71 7£ ymflaXm =Ym,--- 7Xn = yn}
+ Ws{X;=19o,..., X, =y }Ws{Xo # 40, ..., X # Yn}
und unter Beachtung von (5.1) und der Markov-Eigenschaft

WS{}/O:yOV"aYn:yn}

n
= § :Wyopyoyl o Py iy
m=0

: WS{XO # y07 e 7Xm—1 # ym—h Xm = ym}Pymym+l te Pynflyn
+ Wyopyoyl T Pyn—lanS{Xo 7é Yo, - - - 7Xn 7£ yn}

= Ty Pyoys =+ Py_1ym -

Nach Proposition 5.1 ist also Y, Y, ... tatsdchlich eine Markov-Kette mit
stationdrer Anfangsverteilung. Es folgt
|\Ws{X, € B} —n(B)| = |Ws{X, € B} - Ws{Y,, € B}|
< Ws{X, #Y,} = Ws{T >n},
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und es bleibt zu zeigen, da lim,, Ws{T > n} = Ws{T = oo} gleich 0 ist.
Dazu bemerken wir, da§ auch Z,, := (X,,, X)), n=0,1,... eine Markov-
Kette im Zustandsraum S x S ist, denn fiir 29 = (xo, 2(), ..., 20 = (Tn, 7))
gilt aufgrund von Unabhéngigkeit und (5.1)
WS{ZQ = 20y -y Zn = Zn}
= Ws{Xo=20,...,Xp =2, Ws{X| =x(,..., X, =2/}
= Ws{Xo =20} Pryzy - Prpy_ya, - Ws{X( = :E{)}P%xfl Py
= WS{ZO = ZO}onzl T an_lzn
mit @y 1= Py Py, 2 = (z,2"),u = (y,y'). Da fiir beliebiges z € S
Ws{T = o0} < Ws{Z, # (z, ) fir alle n > 0}

= ZWS{Z@ = (y,y")}Ws {2, # (x,z) fiir alle n > 0},
vy

/
;ETL

bleibt zu zeigen, daB Ws(, ,1{Z, # (z,x) fiir alle n > 0} = 0 gilt fiir alle
x,y,y . Den trivialen Fall x = y = 1/ lassen wir beiseite.

Zum Beweis bemerken wir, da die Ubergangsmatrix Q = (@) die sta-
tionére Verteilung p mit den Gewichten p, .y := 7,7, besitzt. Nach Pro-
position 5.8 sind die Gewichte von 7 und damit von p alle strikt positiv,
und nach Satz 5.6 sind folglich alle Zustdnde z € S x S bzgl. @ (positiv)
rekurrent. Nun bringen wir die Annahme aperiodischer Irreduzibilitit ins
Spiel. Danach ist WS {Zm = (4,9)} = Q1)) = Loyl 21 vorgege-
benen x,y,y" fiir geeignetes m € N strikt positiv. Es folgt, dal umgekehrt
wie behauptet Ws(, ,1{Z, # (z, ) fiir alle n > 1} fiir alle z,y,y’ gleich 0 ist
— denn andernfalls wiirde (Z,,) mit positiver Wahrscheinlichkeit nicht nach
(x,x) zuriickkehren, und (x, ) wire kein rekurrenter Zustand. 0

Der Konvergenzsatz hat vielfialtige Anwendungen.

Beispiele.

1. Kartenmischen. Kann man einen Mangel an Ubung beim Mischen von
Spielkarten dadurch kompensieren, dafi man ausreichend lange mischt?
Um den Vorgang mathematisch zu beschreiben, identifizieren wir das Blatt
mit der Menge B := {1,2,...,b}; die 1 steht fiir die Karte oben auf dem
Stapel und b fiir die Karte ganz unten. Einmaliges Mischen entspricht
dann (wie wir schon in Abschnitt 1.5 beschrieben haben) einer zufélligen
Permutation II von B, einem zufilligen Element der Menge

S = {m:B — B : 7 ist eine Bijektion} ,
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und mehrfaches Mischen einer Hintereinanderausfithrung
Xy = 1,0l 10---0lIl}

von mehreren zufélligen Permutationen II;, I, ... Wir nehmen an, daf3
es sich um unabhéngige Kopien von II handelt, dann ist id = Xo, Xy, ...
eine Markov-Kette mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

P, = Ws{llox =y}, z,yes.

Diese Ubergangsmatrix die besondere Eigenschaft, dal neben Zy P, =1
auch

> Py =) Ws{li=yoz '} =) Ws{ll=2} = 1

zeS eSS zeS

gilt, man sagt, die Matrix ist doppelt-stochastisch. Damit sind 7, = %

die Gewichte einer Gleichgewichtsverteilung auf S. Im aperiodisch irredu-
ziblen Fall strebt daher Ws{X, = z} gegen &, d.h. X,, ist asymptotisch
uniform verteilt auf der Menge aller méglichen Anordnungen des Karten-
spiels. Der gewiinschte Mischeffekt stellt sich also wirklich ein, vorausge-

setzt, man mischt das Blatt ausreichend lange.

2. Der Metropolis-Algorithmus. Hier handelt es sich um eine besonders
wichtige Anwendung des Konvergenzsates. Der Algorithmus wurde von
Physikern erfunden zum Zwecke der Simulation von W-Verteilungen m
mit Gewichten von der Gestalt

Te = CPp, TES.

Dabei ist insbesondere an die Situation gedacht, dal nur die Zahlen p,
bekannt sind. Natiirlich ist dann auch die Normierungskonstante ¢ =
(Zx ,oac)f1 festgelegt, in vielen wichtigen Féllen 148t sie sich aber nicht
einmal nidherungsweise berechnen (ein typisches Beispiel sind die Gibbs-
Verteilungen der Statistischen Physik).

Fiir den Algorithmus benétigt man eine (gut auf dem Computer zu
simulierende) Markov-Kette mit Zustandsraum S (etwa einer Irrfahrt,
wenn S die Struktur eines Graphen besitzt). Aus ihrer Ubergangsmatrix
Q = (Q,,) bildet man eine neue Ubergangsmatrix P nach der Vorschrift

Py, = 7 min(m,Quy, 7,Qye) = min <me, Py Qym> , falls z #y,
Pz

Py = 1-)Y P, .

yFT
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P ist ebenfalls stochastische Matrix, denn wegen P,, < @), fir z # y gilt
P,y > @z > 0. Man bemerke, dal man zur Berechnung von )., nur die
pz, nicht aber die Normierungskonstante zu kennen braucht. Aus

TPy = myPye = min(m,Quy, 1yQyz) , T F# Y

folgt, daBl die Markov-Kette reversibel und 7 Gleichgewichtsverteilung
bzgl. P ist. Fiir eine Markov-Kette X, X1, ... mit Ubergangsmatrix P
wird nach Satz 5.9 X,, daher (unter der Annahme von Ergodizitét) ap-
proximativ die Verteilung 7 besitzen, wenn n nur ausreichend grof} ist.
Die Idee des Metropolis-Algorithmus ist daher, eine solche Markov-Kette
auf einem Rechner zu simulieren. Dabei kann man so vorgehen:

1. Befindet man sich im Zustand x, so wéhle zufillig einen neuen Zustand,
und zwar y mit Wahrscheinlichkeit @), .

2. Davon unabhéngig wéhle man rein zufillig eine Zahl U aus dem Inter-
vall [0, 1].

3. Ist y # x und U < ij? so vollziehe man den Ubergang nach v,

Pz Quy
anderfalls verharre man in x.

Ein Wechsel von z nach y findet nach diesem Rezept wie gewiinscht mit
der Wahrscheinlichkeit

. Py Qya Py,
Q2 ~m1n(1, ) = Q- -—— = P,
Y prxy Y Qa:y Y

statt.

Der Metropolis-Algorithmus wird gern zum Simulieren komplexer W-
Verteilungen 7 benutzt. Das Hauptproblem bei seiner Anwendung be-
steht darin zu entscheiden, wie lange die Markov-Kette laufen mufl, um
eine ausreichende Genauigkeit zu erreichen.

3. Erneuerungstheorie. Ein (diskreter) Erneuerungsprozef ist eine Fol-
ge Y1, Ys, ... von unabhéingigen Kopien einer Zufallsvariablen Y mit Wer-
ten in der Menge N der natiirlichen Zahlen und Gewichten

py = Ws{Y =y}, y=12...

Man stellt sich vor, dafl Y1 +- - -+ Y}, k € N, die Zeitpunkte sind, zu denen
ein bestimmter Baustein (eine ,Gliihbirne‘) in einer technischen Anlage
erneuert werden muf, dafl also Y; die Funktionsdauer der urspriinglichen
Komponente und Yy, die Funktionsdauer der k-ten Ersatzkomponente
angibt.



© Gotz Kersting 147

Eine Moglichkeit zur Analyse des Erneuerungsprozesses besteht darin, ihn
in eine Markov-Kette Xy, X1, ... einzubetten. Als Zustandsraum wéhlen
wir S ={0,1,...,7 — 1}, wobei r die kleinste Zahl mit p; +---+p, =1
bezeichne, bzw. S = Ny im Fall = 0o, und als Ubergangswahrscheinlich-
keiten

Poo = ppyn firx>0, P,y =1 fire>1, P, = 0 sonst.

Sei Y, die Anzahl der Schritte, die die Markov-Kette nach dem k-ten
Aufenthalt im Zustand 0 benétigt, um die 0 erneut zu erreichen. Bei Start
im Zustand 0 gilt

{X0:O7Y1:?J17---7Yk:yk}

k
= {Xo =0} N[V Xyorty s =9 —J fiir j =1, 5}
i=1
(mit yo := 0) und folglich
k
Wso{Vi =y, Yo =u} = [[PowrPur2Pio = Py by, s
i=1
die Riickkehrdauern Y7, Ys, ... sind also unabhéngige Kopien von Y und
stellen damit den urspriinglichen Erneuerungsprozess dar. X,, gibt, vom
Zeitpunkt n aus gesehen, die Dauer bis zur nidchsten Erneuerung an. Er-
neuerungen finden zu den Zeitpunkten n mit X,, = 0 statt.

Wir untersuchen die Markov-Kette auf ihre Gleichgewichtsverteilungen 7.
Stationaritédt bedeutet im vorliegenden Fall

Ty = ToPz+1 +7T;r+1

fur alle € S (mit 7w, = 0). Summiert man die Gleichungen von 0 bis
x — 1, so folgt
mo = mo(p1+ ...+ DPe) +

oder

e = mo(l—p1—...—py) = moWs{Y >z+1}.
Wegen >/, Ws{Y > y} = EY kann man diese Gewichte nur dann zu
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung normieren, wenn Y endlichen Erwar-
tungswert hat. Wir setzen dies nun voraus und erhalten, dafl mit dieser
Annahme die Existenz einer eindeutigen Gleichgewichtsverteilung gesi-
chert ist, deren Gewichte sich nach der Formel

Ws{Y >+ 1}
EY

Ty =
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bestimmen. Um den Konvergenzsatz anwenden zu konnen, nehmen wir
weiter an, dafl die Markov-Kette aperiodisch irreduzibel ist. (Es ist eine
Aufgabe der elementaren Zahlentheorie zu zeigen, dafl dies genau dann
der Fall ist, wenn der grofite gemeinsame Teiler der natiirlichen Zahlen y
mit p, > 0 gleich 1 ist.)

Eine erste Folgerung betrifft die Wahrscheinlichkeit
u, = Ws{X, =0} = Ws{V,=nfirein k> 1},

dafl genau zum Zeitpunkt n eine Erneuerung stattfindet. Nach dem Kon-
vergenzsatz hat wu,, den Grenzwert g, fiir n — oo gilt also

1
Up — = -
" EY
Diese Aussage nennt man den Erneuerungssatz.

Im Folgenden betrachten wir die Zufallsvariablen

L, := min{k >0 : X, , =0},
R, = min{i>1: X,, =0},
G, = L,+R,,
das aktuelle Lebensalter, die Restlebenszeit und die Gesamtlebens-

dauer der zum Zeitpunkt n arbeitenden (bzw. der im Fall einer Erneue-
rung soeben neu eingesetzten) Komponente.

Fiir die Gesamtlebensdauer gilt

m—1 m—1
Ws{G, =m} = Z Ws{X, r=0,X, pr1=m—1} = Z Upn—kPm
k=0 k=0

daher folgt nach dem Erneuerungssatz

MPm

WS{Gn :m} — W s

m=12,...

Man sagt, die W-Verteilung mit den Gewichten

~ MPm

Pm = EY
ergibt sich durch Groéflenverzerrung aus der Verteilung von Y. Das Re-
sultat ist gut zu verstehen: Die Chance vergréflert sich, zu einem fernen
Zeitpunkt n ein Bauteil mit langer Gesamtlebenszeit vorzufinden, und
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zwar proportional zur seiner Lebensdauer. Dies schliagt sich auch im Er-
wartungswert der Grenzverteilung nieder, wegen EY? > (EY)? gilt

> mpy = EY* EY .

vV

EY

Als néchstes betrachten wir, wie sich das aktuelle Lebensalter zur Ge-
samtlebensdauer verhalt. Es gilt

WS{Ln = k‘, Gn = m} = WS{ank = Oankarl =m — 1} = Un—kPm ,

daher folgt mit einer weiteren Anwendung des Erneuerungssatzes
1
Ws{L,=k|G,=m} - —, 1<k<m.
m
Asymptotisch ist L,, also uniform verteilt auf {1,...,G,}.

Damit wird klar, wie das Lebensalter der zum Zeitpunkt n funktionieren-
den Komponente asymptotisch verteilt ist:

Ws{L, =k} = > Ws{L,=k|G,=m}Ws{G, =m}
m=k+1

hat den Grenzwert

i 1 Ws{Y >k+1}
m-" EY '

Dieses Resultat (das im Fall einer unendlichen Summe genaugenommen
einer zusétzlichen Begriindung fiir Vertauschung von Grenzwertbildung
und Summation bedarf) 148t sich auch direkt ableiten: Es gilt

WS{Ln = k} = WS{Xn_k = 0, Xn—k—H Z k’} = Un_kWS{Y Z k + 1} s

daher folgt aus dem Erneuerungssatz

Ws{Y > k+1}
EY ’

Ws{L, =k} — k=0,1,...

Fiir die Restlebenszeit gilt dhnlich die Asymptotik

Ws{Y > [}
EY ’

die aus Ws{R,, =1} = Ws{X,,,; =1 — 1} — m_; folgt. O

Ws{R, =1} — 1=1,2,...,



Kapitel 6

Die Normalverteilung

Die Normalverteilung nimmt in der Stochastik einen prominenten Platz ein.
Das liegt hauptsédchlich an ihren giinstigen strukturellen Eigenschaften, die
erst in einer mehrdimensionalen Betrachtungsweise zutage treten: Ein stan-
dard normalverteilter Zufallsvektor mit Werten in einem endlich dimensiona-
len Euklidischen Vektorraum hat unabhéngige Komponenten, auflerdem ist
seine Verteilung unter Drehungen invariant. Dieser Sachverhalt hat wichtige
Anwendungen, wir behandeln die Varianzanalyse, ein zentrales Kapitel der
Statistik. - AuBerdem beweisen wir den zentralen Grenzwertsatz, der eine
weitere Begriindung fiir den Stellenwert der Normalverteilung bietet. Grob
gesprochen besagt er folgendes: Eine reellwertige Zufallsvariable, die sich aus
vielen kleinen, unabhéngigen Summanden zusammensetzt, ist approximativ
normalverteilt.

Technisch gesehen hat man es bei der Normalverteilung mit mehrdimen-
sionalen Integralen zu tun. Da wir keine speziellen Kenntnisse der Integra-
tionstheorie voraussetzen wollen (wie den Satz von Fubini und die Trans-
formationsformel fiir mehrdimensionale Integrale) gestatten wir uns, an ein
paar Stellen mit infinitesimalen Groflen zu rechnen.

6.1 Standard normalverteilte Zufallsvekto-
ren

In diesem Kapitel ist es zweckméfBig, Zufallsvektoren als Spaltenvektoren
aufzufassen.

150



© Gotz Kersting ]_ 5 1

Definition. FEin Zufallsvektor Z = (Zy,...,7Z,)" mit Werten im R"
heifit standard mormalverteilt, falls seine reellwertigen Komponenten
1y ...y Ly unabhdngige, standard normalverteilte Zufallsvariable sind.

Die Unabhéngigkeit der Komponenten ist das eine wichtige Merkmal von
standard normalverteilten Zufallsvektoren, das andere wird aus ihrer Dichte
ersichtlich. In Verallgemeinerung der Dichte der 1-dimensionalen standard
Normalverteilung (der Gaufischen Glockenkurve) definieren wir die Dichte
der multivariaten standard Normalverteilung als

n(z) == (2m) " ?exp (- 1|2%) , z=(21,...,22)",
mit der quadrierten Euklidischen Norm |z|*> = 22 + -+ + 22 von z.

Proposition 6.1. Z mit Werten in R" ist genau dann standard normalver-
teilt, wenn fiir alle B C R™ mit wohldefiniertem Volumen

Ws{Z € B} = /n(z)dz
B
qgilt.
Wie in (?77?) schreiben wir
Ws{Z € dv} = n(z)dz

und lassen uns dabei von der Vorstellung leiten, dafl dv ein ,Volumenele-
ment' an der Stelle z € R™ vom infinitesimalen Volumen dz ist, also ein
infinitesimaler Quader oder allgemeiner ein Parallelepiped, dafl von n linear
unabhéngigen infinitesimalen Vektoren aufgespannt ist.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Proposition 2.7, denn n(z) 148t sich als
Produkt der Dichten 1-dimensionaler Normalverteilungen darstellen,

n

_ ~1/2 2
n(z) lel (2m)exp (—27/2) . o
Die Dichte der standard Normalverteilung hat die grundlegende Eigen-
schaft, dafl sie unter Drehungen des Koordinatensystems invariant ist, denn
n(z) héngt nur von der Euklidischen Norm |z| ab, die bekanntlich bei Dre-
hungen um 0 unveréndert bleibt. In Zufallsvariablen ausgedriickt bedeutet
dies das Folgende.

Proposition 6.2. Ist Z = (Zy,...,Z,)" standard normalverteilt, und ist

O = (045) eine orthogonale n x n-Matriz, dann ist auch 7 =0 - Z standard

normalverteilt. Mit anderen Worten: Die Komponenten Z; = > 0ijZ; sind
unabhdngige, standard normalverteilte Zufallsvariable.
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Beispiel. Seien Xj,..., X, unabhingige, normalverteilte Zufallsvariable
mit Erwartungswerten i, ..., u, und Varianzen o%,...,02. Wir wollen zei-
gen, daf3

X = Xi+-+X,

ebenfalls normalverteilt ist, mit Erwartung p := py + - -+ + p,, und Varianz

0?2 := 0} + -+ + 02. Wir gehen von der Darstellung X; = p; + 0Z; aus, mit
unabhéngigen, standardnormalverteilten Zufallsvariablen 7, ..., Z,. Dann
gilt

X:M+4%z+m+%@y

Zau zeigen bleibt, daff der Klammerausdruck eine standard normalverteilte
Zufallsvariable ist. Zum Beweis erinnern wir daran, dafl eine Matrix genau
dann orthogonal ist, wenn ihre Zeilen, aufgefafit als Vektoren, eine ortho-
normale Basis des R™ bilden. Wie man in der Linearen Algebra lernt, kann
man jeden Vektor der Lénge 1 zu einer orthonormalen Basis ergénzen,
also gibt es eine orthogonale Matrix O, deren erste Zeile aus den Zahlen
01/0,...,0,/0 besteht. Die Behauptung folgt nun aus Proposition 6.2, denn
(01/0)Z1 + +++ + (0,/0)Z, ist dann die erste Komponente von Z. - Man
kann diese Behauptung auch mit der Faltungsformel (??) nachrechnen. O

Damit sind die beiden fundamentalen Eigenschaften von standard normalver-
teilten Zufallsvektoren genannt: Sie haben unabhingige Komponenten, und
sie haben eine unter Drehungen invariante Verteilung. Man kann beweisen,
daBl diese Eigenschaften fiir die standard Normalverteilung charakteristisch
sind. Sie ermoglichen eine Reihe konkreter Rechnungen, die die Normalver-
teilung gerade auch fiir Anwendungszwecke interessant macht. Wir zeigen,
wie man sie zur Konstruktion von Konfidenzintervallen nutzt.

Ein exaktes Konfidenzintervall

Ein gebrduchliches statistisches Modell fiir wiederholte Messungen
Xq,..., X, einer reellen Grofle u besteht in der Annahme, dafl die X; un-
abhingige N(u, 0%)-verteilte Zufallsvariablen sind, daf also

X, = pu+oZ;, i=1,...,n, (6.1)

gilt mit unabhéngigen, standard normalverteilten Zufallsvariablen Zi,...,
Z,. Der Skalenparameter o > 0 bestimmt die Mefigenauigkeit, wir nehmen
ihn als unbekannt an.

Die Konstruktion von exakten Konfidenzintervallen fiir 1 gehort zu den
klassischen Aufgaben der Statistik. Es liegt nahe, Intervalle der Gestalt 1+~
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zu betrachten, mit

denn 7 ist ein natiirlicher Schitzer von u. Es gilt E[(i — p)?] = Var[u] =
02 /n, zwischen i und p ist also mit Abweichungen von der GréSenordnung
o/y/n zu rechnen. Diese Grofie 148t sich durch o /+/n schitzen, mit

n

7 = (=) Y (X - )

i=1

(die Normierung mit (n—1)~! anstelle von n~! findet spéter ihre Erklirung),
fiir das Konfidenzintervall ist daher der Ansatz

n+co/vn

plausibel. Die Aufgabe bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen be-
steht nun darin (vgl. Abschnitt 1.4), zu vorgegebenem Signifikanzniveau
a € (0,1) eine positive Zahl ¢, zu bestimmen, so daf fiir alle y, o

Ws{fi — caon? < p<ji+caon ™’} = 1—a

bzw.
Ws{—c, <T,<c,} = 1—« (6.2)
gilt, mit
.- VE—p)
o

Eine kurze Rechnung ergibt

JnZ
Y/in-1)

n —

dabei setzen wir

n

Z=n'Y 7, YV = Zn:(zi—Z)?.
=1

=1

Insbesondere gehen o und o2 nicht in 7}, ein, so dafi der Konstruktion eines
Konfidenzintervalls grundsétzlich nichts im Wege steht. Unsere Verteilungs-
annahmen an Xy, ..., X,, werden wichtig, wenn man c, explizit bestimmen
mochte.

Es stellt sich heraus, dafl fiir unabhéngige, standard normalverteilte
Z1y ..., 2y, Léhler und Nenner von T;, unabhéngige Zufallsvariable sind, deren
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Dichten man explizit angeben kann. Zum Beweis wéahlen wir eine orthogona-
le Matrix O, deren erste Zeile der Vektor (n=%/2 ... n~'/2) der Linge 1 ist.
Indem wir wieder Z := O - Z setzen, folgt

Z = n_1/221
und unter Beachtung von |Z|? = | Z|?

Y =S 22-nZ =Y 2272 = 22+ + 22

Nach Proposition 6.2 sind Zl, cee ZL unabhéngig und standard normalver-
teilt, so dafl auch Y und~7 unabhéngig sind. Der Erwartungswert von Y
erweist sich als (n — 1)E[Z?] = n — 1 (dies ist der Grund, wieso man Y bzw.
o2 mit dem Faktor (n — 1)~! normiert). Diese Resultate sind fiir uns Anla$,
folgende Verteilungen der Statistik einzufiihren.

Definition.

i) Die reellwertige Zufallsvariable

heifit x%-verteilt mit n Freiheitsgraden, falls 7, . .., Z, unabhingi-
ge, standard-normalverteile Zufallsvariable sind.

ii) Die reellwertige Zufallsvariable

w
VY/n

heifst t-verteilt mit n Freiheitsgraden, falls W standard normal-
verteilt und Y x2-verteilt mit n Freiheitsgraden ist und falls W und Y
unabhdngige Zufallsvariable sind.

Zusammenfassend konnen wir feststellen, dafl 7, eine t-verteilte Zufalls-
variable mit n — 1 Freiheitsgraden ist. Damit kann man ¢, aus (6.2) erhalten
(man vergleiche die Tabellen der ¢-Verteilung in Lehrbiichern der Statistik).
Wir bestimmen nun noch die Dichten der y*- und ¢-Verteilungen (womit sich
o durch numerische Integration berechnen 14ft).
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Ergidnzungen.

1. Die Dichte der x2-Verteilung. Bei der y2-Verteilung handelt es sich
um die Verteilung des quadrierten Abstands |Z|? = Z + -+ + Z2 eines
standard normalverteilten Zufallsvektors Z. Sei K (r, dr) die infinitesimale
Kugelschale um 0 mit innerem und &duflerem Radius r und r + dr. Thr
Volumen ist proportional zu r"~!dr. Da n(z) auf K(r,dr) einen festen
Wert proportional zu exp(—r?/2) annimmt, gilt

Ws{|Z| € (r,r +dr)} = Ws{Z € K(r,dr)} = cexp(—r*/2)r" !dr

mit einer Normierungkonstante ¢ > 0. Fiir Y := |Z]? folgt unter Beach-

tung von y + dy = /y + dy/2,/y (vgl. (77))
Ws{Y € (y,y +dy)y = Ws{|Z] € (Vu, vy +dy/2y)} = &nly) dy

mit

B:(y) = ey e (~3)

Dies ist die Dichte der x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Offen-
bar handelt es sich um eine spezielle I'-Verteilung. Fiir die Normierungs-
konstante erhalten wir

¢, = / y:leTsdy = 2"°T(n/2) .
0
Die Dichte einer x2-Verteilung ld8t sich auch mit der Faltungsformel (?7)
berechnen.

2. Die Dichte der t-Verteilung. Wir benutzen den Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit in folgender infinitesimaler Version,

Ws{T € (z,z +dzx)}

o w
= Ws{ € (r,z+dx ’Y:y}gny dy |
| Wl e v an )
dabei sei g, (y) wieder die Dichte der x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

Da W und Y unabhéngig sind und W standard normalverteilt ist, gilt
w

VY/n

Ws{ E(Jz,x—l—dx)‘Y:y}

= Ws{z\/y/n < W < \/y/n+/y/ndx)
— (o) 2exp (- ay/2m) vy de
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Unter Beachtung der Formel fiir g,,(y) 1a8t sich nun das Integral ohne wei-
teres auswerten, indem man es durch die Substitution z = y(1 + 2%/n)/2
auf die I'-Funktion zuriickfithrt. Das Endresultat lautet

Ws{T € (z,z +dzx)} = t,(z)dx

mit
x2>—(n+1)/2

t, = '(1 —
@ = (142

der Dichte der t-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Die Normie-
rungskonstante ist

Y

s _ T+
" T V)

Mit wachsender Zahl der Freiheitsgrade konvergiert die ¢-Verteilung gegen
die standard Normalverteilung. Dies kann man aus der Dichte erkennen,
die im Limes proportional zu exp(—z?/2) ist, oder direkt aus der Defini-
tion, denn nach dem Gesetz der groflien Zahlen konvergiert

Y/n = nliZf
i=1

fiir n — oo f.s. gegen E[Z7] = 1. O

6.2 Die Varianzanalyse

Ein typischer Anwendungsfall einer Varianzanalyse sieht so aus.

Beispiel. Man mochte die Gerinnungszeiten der Blutproben von 24 Tieren
vergleichen, die jeweils eine von 4 Didten erhalten haben. Als MefSwerte liegen
Vor:

Didt Gerinnungszeiten Gruppenmittel
1 62,60, 63, 59 61
2 63,67, 71, 69, 65, 66 66
3 68,66, 71, 67, 68, 68 68
4 56, 62, 60, 61, 63, 64, 63, 59 61

Die Gruppenmittel sind deutlich verschieden, ist dies aber bereits ein ausrei-
chender Hinweis, dafl die Gerinnungszeit signifikant von der Didt abhangt? O
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Es geht also um eine statistische Fragestellung. Den Datensatz bezeichnen
wir mit z, er ist Element einer Menge S, dem Beobachtungsraum. Im Beispiel
ist 2 ein Tupel aus 24 reellen Zahlen und S = R?*,

Eine statistische Analyse bedeutet ganz allgemein gesprochen, dafl man
die Daten = einem Gedankenexperiment unterwirft. Der Ausgangspunkt ist
die Vorstellung, dafl x Realisation einer S-wertigen Zufallsvariablen X ist
(eine Annahme, die manchmal mehr, manchmal auch weniger gerechtfertigt
erscheinen mag). In der Varianzanalyse nimmt man an, dafl X ein normal-
verteilter Zufallsvektor ist. Wir betrachten den Fall einer einfachen Va-
rianzanalyse, man stellt sich dann vor, dafl der Datensatz in d Gruppen
zerféllt und die Beobachtungswerte aus der i-ten Gruppe sich aus einem sy-
stematischen Anteil p; und einem zufélligen Anteil von unbekannter Varianz
o2 (deren GroBe nicht von Gruppe zu Gruppe variiere) zusammensetzen. X
setzt sich also aus Komponenten X;; zusammen, fiir die man den Ansatz

X1y =+ 02y J=1....m
Xoj = po + 02y J=1...,ny

Xgj = Ha + 02y J=1...ng

macht, mit reellen Zahlen p;, einem Skalenparameter ¢ und unabhéngigen,
standard normalverteilten Zufallsvariablen Z;;. Vektoriell geschrieben bedeu-
tet dies

X = p+oZz (6.3)

mit den Spaltenvektoren
X = (Xlla--~7X1n17---7Xd17~--;and)t;
,u::(,ulw"v H’la"'v,uda'-wﬂd)tv
Z = (lea-w’Zlnla"dela'-dend)t

und dem Wertebereich S = R” mit n := n; + ... + ng. p ist Element des
d-dimensionalen linearen Teilraums

L = {(l’”) es: Lij = Tk fiir alle i,j, ]{Z} s

bestehend aus den Datensétzen, deren Komponenten z;; gruppenweise gleich
sind.

Wir betrachtet nun die Hypothese H, dafl es keine systematischen Un-
terschiede zwischen den verschiedenen Gruppen gibt,

Hy: py=pp=-+-=pq.
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Anders ausgedriickt heifit dies
Hy: p € L° (6.4)
mit dem 1-dimensionalen Teilraum
L° == {(zy) €S : xy = xy fiiv alle i, 5, k, [}

von L, bestehend aus denjenigen Datenvektoren z, deren Komponenten x;;
alle untereinander gleich sind. In dem Beispiel wiirde man diese Hypothese
gern wiederlegen. Wie kann man vorgehen?

Bemerkung. Der Aufgabenstellung nach ist eine Varianzanalyse ein
statistischer Test. Diesen Grundtypus eines statistischen Entscheidungs-
problems wollen wir kurz umreiflen. Zugrunde liegt ein statistisches Modell,
das die Verteilung von X auf eine mehr oder weniger weite, fiir eine statisti-
sche Analyse geeignete Klasse von Verteilungen einschréankt. Anders ausge-
driickt geht man davon aus, da3 die Wahrscheinlichkeiten

WSQ{X S B} ,

von einem Parameter § € © abhéngen. © heifit der Parameterraum. In un-
serem Beispiel gilt 0 = (p1, ..., g, 0%) und © = R% x R,

Bei einem Testproblem ist der Parameterraum in zwei disjunkte Teilmen-
gen O und O, zerlegt. Aus den Beobachtungswerten soll Aufschluf3 dariiber
gewonnen werden, ob die Hypothese H : § € ©( oder aber die Alterna-
tive H; : 6 € O; zutrifft, man spricht auch von der Nullhypothese und
der Gegenhypothese. Giinstig wére es, wenn man den Beobachtungsraum
S so in einen Annahmebereich Sy und einen Ablehnbereich S; zerlegen
konnte, dafl die Zahlen

Bo = sup{Wsp{X € 51} : 0 € Oy}
B = sup{Wsp{X € Sp} : 0 € ©,}

beide klein sind. Dann verfiigte man nédmlich {iber ein statistisches Entschei-
dungsverfahren mit kleiner Irrtumswahrscheinlichkeit, gleichgiiltig, welchen
Wert man fiir # annimmt: Entscheide bei Eintreten von X € Sy fiir die
Nullhypothese und bei Eintreten von X € Sy fir die Gegenhypothese (die
Irrtumswahrscheinlichkeit ist hochstens max (5, 51)).

Normalerweise gibt es jedoch keine Zerlegung S = Sy U S; mit solch vor-
teilhaften Eigenschaften, es gelingt nicht, alle Irrtumswahrscheinlichkeiten
gleichzeitig klein zu halten. Die iibliche Strategie zur Konstruktion stati-
stischer Testverfahren ist daher eine andere: Man gibt sich eine maximale
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Irrtumswahrscheinlichkeit o > 0 fiir einen Fehler erster Art vor, fiir eine
Fehlentscheidung fiir die Gegenhypothese H;, obwohl die Nullhypothese H
zutrifft. Es soll also Gy < a gelten, man spricht vom Signifikanzniveau «
des Tests (géangige Werte sind a@ = 0,05 oder 0,01). Unter dieser Mafigabe
kann man dann versuchen, den Annahmebereich Sy und den Ablehnbereich
S1 so zu wahlen, dal im Rahmen des Moglichen auch die Wahrscheinlich-
keiten von Fehlern zweiter Art klein werden, von Entscheidungen fiir
Hy, falls § € ©, gilt. Offenbar entsteht eine Asymmetrie, die man bei der
Testentscheidung beriicksichtigen mufl. Das Verfahren lautet nun so: Be:
FEintreten von X € Sy entscheide gegen die Nullhypothese Hy, im Fall X € Sy
sehe aber von einer Entscheidung zwischen Hy und Hy ab. Also: Nur wenn
das Ereignis {X € S;} eintritt, ist im Allgemeinen eine Entscheidung mit
einer ausreichend kleinen Fehlerwahrscheinlichkeit moglich. Im Jargon der
Statistik sagt man dann, dal die Nullhypothese auf dem Signifikanzniveau o
abgelehnt wird. Dies fiihrt dazu, dafl bei statistischen Tests die Nullhypothese
héufig die Rolle eines ,Strohmanns* spielt: Man wiirde sie gern widerlegen. O

In der Varianzanalyse testet man die Nullhypothese Hy : p1 = -+ = py
mit dem sogenannten F-Test. Vorbereitend wollen wir den Datenvektor in
verschiedene Anteile zerlegen, die es erlauben, den systematischen und den
zufilligen Anteil in den Daten voneinander zu trennen. Dazu betrachten wir
fir jedes z = (x;;) € S das Gesamtmittel und die Gruppenmittel,

Z. = n! E E Tij und T; = ni_l 5 Tij
i J

sowie die Teilrdume von S

L' == {(xy) €S : x; = xy, filr alle i, j, k und T.. = 0} ,
L™ = {(z4) € S : 7;. =0 fiir alle ¢} .

L' hat die Dimension d — 1, er ist das orthogonale Komplement von L° in L.
Fiir das Skalarprodukt von (z;;) € L° und (y;;) € L' gilt ndmlich

1, 1,]

L™ hat die Dimension n — d, er ist das orthogonale Komplement von L in
S, denn fiir das Skalarprodukt von (z;;) € L und (y;;) € L™ erhilt man

sz’jyij = Zfzzyw = Zfz ngy; = 0.
@] i 4

i
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Insgesamt erhalten wir die Zerlegung
S — LO@LleeLres

von S in orthogonale Teilrdume. Dementsprechend 148t sich jedes z € S in
die Anteile

IZI’O—FZ'I—FITGS, IOGL(],QTIELI,(L’TSSELT%

aufspalten. Die Komponenten berechnen sich als

Ty = T, Ty = Tp—T., T

= xij — fi. s
man rechnet leicht nach, dafl die durch diese Formeln gegebenen Vektoren in
den entsprechenden Teilrdumen liegen.

L’I“ES
Tes
X

A

X

X%
LO

Auf unseren Modellansatz (6.3) angewendet erhalten wir die Zerlegung
X = X0+ X' X7

Der systematische Anteil u, der sich entsprechend zerlegen 148, schlégt sich
in den drei Komponenten ganz verschieden nieder.

e Nach Annahme gilt € L = L°® L! bzw. p"** = 0, deswegen geht p in
X" {iberhaupt nicht ein. X" ist also nur von den Zufallsstérungen 2
abhéngig und kann dafiir benutzt werden, die Grofle der Zufallsschwan-
kungen abzuschétzen. X" heifit der Vektor der Residuen, er ist ein
Schétzer fiir 07, denn X;; — X, 1Bt sich als Schétzer fiir Xij — i
auffassen.
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e Ist die Nullhypothese (6.4) giiltig, so geht y auch nicht in X! ein, unter
der Gegenhypothese setzt sich dagegen X' aus einem systematischen
und einem zufélligen Anteil zusammen. Dies bedeutet, dafl unter der
Gegenhypothese X! tendenziell grofere Werte annimmt als unter der
Nullhypothese.

e X besteht in jedem Fall aus einem systematischen und einem zufilli-
gen Anteil, die sich nicht voneinander trennen lassen, er ist fiir unsere
Problemstellung deswegen nicht aussagekréftig.

Es liegt also nahe, den Zufallsvektor X! zur Testentscheidung zu benut-
zen und sich fiir die Gegenhypothese zu entscheiden, sofern seine Léange einen
gewissen Wert iiberschreitet. Als Vergleichsgrofle bietet sich die Lange von
X7 an, denn dann hat die Grofle von ¢ keinen Einflufl mehr auf die Te-
stentscheidung. Dies motiviert, dafl man bei einer einfachen Varianzanalyse
den Test auf der Testgrofie

— = \2
—d (X — X
(d—l)_1|X1|2 B (n );n( )
(=X P T -1y (X - Xo)°

/[:7j

F(X) =

aufbaut, der sogenannten F'-Statistik. Um ihre Verteilung unter der Null-
hypothese zu berechnen, wird nun die Annahme entscheidend, daf§ die Z;;
unabhéngige normalverteilte Zufallsvariable sind.

Definition. Seien Y, und Yy unabhingige, x?-verteilte Zufallsvariable mit
den Fretheitsgraden m bzw. n. Man sagt dann, daf$ die Zufallsvariable

Yi/m

F =
Ya/n

F-verteilt mit den Freiheitsgraden m,n (kurz F(m,n)-verteilt) ist.

Proposition 6.3. Unter der Nullhypothese (6.4) ist F(X) eine F-verteilte
Zufallsvariable mit den Freiheitsgraden d — 1,n — d.

Beweis. Wegen (6.4) gilt p! = p™ = 0 und X' = 02!, X" = ¢Z". Sei
€1, ...,e, eine orthogonormale Basis von S mit e; € L% ey, ...,eq € L' und
€dils-- -, € € L. Bezeichnen Z1,..., 7, die Koordinaten von Z in dieser
Basis, so folgt

X = |2 = B+ 2
0_—2|Xres|2 — |Z7’es|2 — Z§+1++ZE .
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Nach Proposition 6.2 sind mit Z;; auch 21, ceey Zn unabhéngige, standard
normalverteilte Zufallsvariable. Daher sind o2/ X*!|> und 072 X"*|? un-
abhiingig und y2-verteilt mit den Freiheitsgraden d — 1 bzw. n — d. Dies
ergibt die Behauptung. O

Die Zufallsvariable F' ist so normiert, daf§ der Zéhler Y;/m und der Nen-
ner Y3 /n Erwartungswert 1 haben. Unter der Nullhypothese ist daher damit
zu rechnen, dafl die F-Statistik einen Wert um 1 herum annimmt, sehr viel
grolere Werte sind ein Hinweis darauf, dal man die Nullhypothese verwerfen
sollte. Der F'-Test prazisiert dieses Vorgehen: Man bestimme zu vorgegebe-
nem Signifikanzniveau a > 0 eine positive Zahl ¢ so, dal Ws{F < ¢} =1—-«
gilt, mit F'(d—1,n — d)-verteiltem F' (c heifit das (1 — a)-Quantil der Vertei-
lung, wichtige Werte sind in Statistikbiichern tabelliert). Wenn das Ereignis
F(X) > c eintritt, so verwirft man die Nullhypothese. Der Ablehnbereich
hat hier also die Gestalt S; = {z € S : F(x) > c}.

Diese Methode heifit Varianzanalyse, weil die F-Statistik durch Zerlegen
(,Analyse‘) der Varianz innerhalb der Beobachtungen entsteht: Wegen der
Orthogonalitit von X1 und X7 gilt

|X1+Xres|2 _ ‘X1|2+ |Xres|2
bzw. o o B
Z(Xij_X..)Q = ZTM(XZ —X)Q—f‘Z(XU—XZ)Q .
,J i i

In Worten kann man das ausdriicken als

empirische Varianz = Varianz zwischen den Gruppen

+ Varianz innerhalb der Gruppen .

Es ist iiblich, das Resultat einer Varianzanalyse in einer ANOVA-Tabelle
(,Analysis of Variance') niederzulegen. Sie hat folgende Gestalt.

Quelle der Quadrat- Freiheits- mittlere

Variabilitat summe grad Quadratsumme F-Wert
zwischen

den Gruppen | |X!|? d—1 | X12/(d—1)

innerhalb

der Gruppen | | X7 |? n—d | X7es12/(n —d)  F(X)
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Beispiel. Fiir unser Ausgangsbeispiel sieht die ANOVA-Tabelle so aus.

Variabilitat ‘ QS FG mittlere QS F-Wert
zwischen 228 3 76
innerhalb 112 20 5,6 13,6

Das 99% Quantil der F'(3,20)-Verteilung ist 4,94 und wird durch den F-Wert
deutlich iibertroffen. Man kann damit die Nullhypothese, daf3 die verschie-
denen Didten keinen Einflufl auf die Blutgerinnungszeiten haben, auf dem
Signifikanzniveau von 0,01 verwerfen. O

Erginzungen.

1. Man kann nach demselben Schema auch kompliziertere Modelle behan-
deln. In der zweifachen Varianzanalyse macht man fiir die Beobach-
tungsdaten den Ansatz

Xijk = Wi +Vj+0Z;jy,
mit reellen Zahlen y;, v; und unabhéngigen standard normalverteilten Zu-
fallsvariablen Z,j;. Dahinter steckt die Vorstellung, dafl zwei systematische
Effekte sowie Mefifehler in die Beobachtungswerte eingehen. Man kann

dann die Nullhypothese testen, dafi alle y; (oder alle v;) gleich sind. Die
Vorgehensweise ist analog zur einfachen Varianzanalyse.

2. Die Dichte einer F(m,n)-Verteilung ist gegeben durch

—(m+n)/2

Ws{F € (z,z +dz)} = cx™ /2 <1 + —

n
mit der Normierungskonstante

(m)m/2 ['((m+n)/2)

c = (— )

n ['(m/2)'(n/2)

Sie 148t sich auf dieselbe Weise erhalten, wie wir im letzten Abschnitt die
Dichte der t-Verteilung abgeleitet haben.

3. Den F-Test kann man auch anwenden, wenn die Annahme von normal-
verteilten MeBfehlern nicht mehr gewéhrleistet ist. Wie sich zeigt, halt
der Test sein Signifikanzniveau auch unter anderen Verteilungsannahmen
ein, vorausgesetzt, die Unabhéngigkeit der Z;; steht auBer Zweifel. Aller-
dings kann dann das Verfahren deutlich an Trennschérfe verlieren. Man
hat deswegen alternative Testverfahren fiir das Testen der Nullhypothese
1 = -+ = ug entworfen, die die Normalitdtsannahme nicht mehr ben&ti-
gen. Die modernen ,Bootstrap-Methoden® machen dabei entscheidenden
Gebrauch vom Computer.
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6.3 Der zentrale Grenzwertsatz

Wir zeigen nun, dafl Summen von unabhéngigen reellwertigen Zufallsvaria-
blen unter recht allgemeinen Bedingungen approximativ normalverteilt sind.
Spezielle Annahmen {iber die Verteilung der einzelnen Summanden sind nicht
notig, sie brauchen nicht identisch verteilt zu sein und koénnen sich mit wach-
sender Zahl der Summanden verédndern. Um diesen Sachverhalt klar heraus-
zuarbeiten, geht man von einem zeilenweise unabhéngigen Dreiecksschema
X, 1 <@ < n, von reellwertigen Zufallsvariablen aus, also von Zufallsvaria-
blen

Xu

Xo1, Xag

X31, X32, X33 (6.5)
von dem wir annehmen, daf fiir jedes n jeweils X,1,..., X,, stochastisch

unabhingig sind. Wir wollen die asymptotische Verteilung von
Sn = n1++Xnn

betrachten. Um sie normieren zu kénnen, betrachten wir auch die ,gestutzte’
Summe

Sn = XuIxulsy + - + XunJ (i<t -

§n hat als beschrankte Zufallsvariable endliche Erwartung und Varianz, von
S, brauchen wir diesbeziiglich nichts vorauszusetzen.
Es gilt dann folgender allgemeiner zentraler Grenzwertsatz.

Satz 6.4. Sei (X,,;) ein zeilenweise unabhdingiges Dreiecksschema von reell-
wertigen Zufallsvariablen, so dafs

i) ES, — 0 , VarS, — 1
fiirn — oo. Gilt dann fir alle ¢ > 0 die Bedingung
i) Ws{lirllaxn|Xm| >et — 0
fiir n — oo, so ist S, asymptotisch standard normalverteilt, d.h. fir alle
—o0<a<b< oo gilt
Ws{a < S, <b} — Ws{a<Z <0}

fiir n — oo. Dabei bezeichne Z eine reellwertige standard normalverteilte
Zufallsvariable.
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Beispiel. Binomialverteilung.

1. Seien Y7,Y5, ... unabhéingige, Bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit Er-
folgswahrscheinlichkeit p und X,, := Y} + --- + Y,,. Wir betrachten das
Dreiecksschema X,,; := (Y; — p)//npq, 1 < i < n. Offenbar gilt | X,;| <1
fiir ausreichend grofles n, und damit §n = S,. Wegen ES,, =0, Var$§, =1
ist Bedingung i) erfiillt, und wegen max; | X,;| < 1/,/npq gilt 7). Nach
dem zentralen Grenzwertsatz ist also S,, = (X,, —np)/\/npq asymptotisch
normalverteilt. Dies ist der Satz von de Moivre-Laplace fiir binomialver-
teilte Zufallsvariable X,,. Der allgemeinere Satz 1.3 folgt analog.

2. Sind dagegen Y7, ...,Y, unabhingig und Bernoulli-verteilt mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p,,, so dal np, — 1 fiir n — oo, so ist X,, nach Satz 1.1
asymptotisch Poisson-verteilt. Der zentrale Grenzwertsatz kann nicht an-
gewandt werden. Fiir S, := X,, — np,, gilt zwar ES,, = 0 und VarsS,, =
npngn — 1, jedoch ist fiir X,,; :=Y; — p, Bedingung i) nicht erfiillt: Fir
0 < € < 1 und ausreichend grofies n gilt Ws{max;_1 __, |X.:| > €} =
Ws{max;—;  ,Y: > 1} = Ws{X,, > 1} =1 - Ws{X,, = 0}, und dieser

Ausdruck konvergiert nach der Poisson-Approximation gegen 1 — et O

Den Beweis des zentralen Grenzwertsatzes fiihren wir am Ende des Ab-
schnitts. Bedingung i) besagt, daf§ die Summen S,, geeignet normiert sind.
Die entscheidende Annahme des Satzes ist also in Bedingung i) enthalten,
die man auch so ausdriicken kann, dafl max;_; _, |X,;| stochastisch gegen
0 konvergiert. Sie bedeutet, dal asymptotisch alle Summanden von S,, ver-
schwinden und keiner auf S,, im Grenzwert einen bestimmenden Einflufl hat
(man kann zeigen, daf sie sich substantiell nicht weiter abschwichen 148t).
Kurz zusammengefafit besagt der zentrale Grenzwertsatz also: Setzt sich ei-
ne reellwertige Zufallsvariable aus vielen kleinen unabhdngigen Summanden
zusammen, so st sie anndhernd normal verteilt.

Fiir ein Dreiecksschema mit unabhéngigen Zeilen ist i) dquivalent zu
folgender Bedingung, die leichter nachpriifbar ist,

i) > Ws{| Xy >¢e} — 0 firallee>0.
i=1

Die Implikation ") = i) ergibt sich aus der Ungleichung

. < . .
Ws{ max [Xoi| > e} < D> Ws{|X,i| > €}

i=1
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Umgekehrt gilt wegen 1 — x < exp(—=x) die Ungleichung

..... n

Ws{ max |X,;| < e} = [T Ws{Xul < e}
- =1

< exp(— iWsﬂXm] > e}) .

Gilt 4), so konvergiert die linke Seite gegen 1, und damit auch die rechte
Seite, was #1”) nach sich zieht. Damit gilt auch die Implikation i) = i1”).

Um festzustellen, ob S,, geeignet normiert ist, wird in Bedingung i) die
gestutzte Summe S, betrachtet. Dies hat nicht nur den Grund, dafl damit fiir
das Dreiecksschema (X,,;) keine Annahmen iiber Erwartungswerte und Vari-
anzen erforderlich sind. Auch im Fall, daf} alle X,,; endliche Erwartungswerte
und Varianzen besitzen, sind ES,, und Var$,, nicht immer zur Normierung
von S,, brauchbar. Dazu mufl man zusétzlich Bedingung 1) durch eine stérke-
re Forderung ersetzen, die sich nicht mehr so einleuchtend interpretieren 1483t.
Dies ist der zentrale Grenzwertsatz mit Lindeberg-Bedingung.

Korollar 6.5. Sei (X,;) ein zeilenweise unabhdngiges Dreiecksschema reell-
wertiger Zufallsvariabler mit endlichen Erwartungswerten und Varianzen, so

dafs
iii) ES, — 0, VarS, — 1
fiirn — oo. Gilt dann fir alle e > 0

) EXG [Xul>¢ — 0
=1

fiir n — oo, so ist S, asymptotisch standard normalverteilt.

Beweis. Wir zeigen, dafl die Bedingungen von Satz 6.4 erfiillt sind. Aus iv)
folgt

|ES, — ES,| = ‘ Z E[Xm‘f{|xni|>1}]‘

IN

ng

Y E[X2; X >1] — 0,

E[(gn - Sn)Q] = Var[z Xni]{\Xm'\>1}:| + (Egn - ESn)2

IA

> E[X2: [Xu| > 1]+ (ES, —ES,)? — 0
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sowie wegen S2 — S2 = (S, — 5,)% 4+ 25,(S, — S,) unter Beachtung der
Cauchy-Schwarz Ungleichung und i)

[E[S)] —E[S2]] < E[(Sx — Su)’] + 2E[|S,[|S — Sal]
< E[(S, — S.)% + 2(E[SY - E[(S, — $,)2)* — 0.

Wegen iii) ist deshalb 7) erfiillt. ii) (bzw. ")) folgt aus iv) und der Markov-
Ungleichung

Ws{| Xl > €} < e 2E[X2; | X, > € .
U

Beispiel: Identisch verteilte Summanden. Seien Xj, X5,... un-
abhéngige Kopien einer reellwertigen Zufallsvariablen X mit Erwartungswert
0 und endlicher Varianz o2, dann ist

i=1

o?n =

asymptotisch standard normalverteilt. Dies ist der klassische zentrale
Grenzwertsatz fiir identisch verteilte Zufallsvariable. Er folgt aus dem
Korollar, indem wir X,,; = X;/ Vo?n setzen. S, hat Erwartungswert 0 und
Varianz 1, aulerdem gilt

S EXZ: [Xul > € =0 TE[X%; |X| > evo?n]
=1

und dieser Ausdruck konvergiert gegen 0, da X endliche Varianz besitzt. O

Es folgt der Beweis des zentralen Grenzwertsatzes nach der Methode von
Lindeberg-Breiman. Sie ist der elementar in dem Sinne, dafl sie nur die ein-
fachsten Eigenschaften von Erwartungswerten benutzt. Der Beweis hebt sich
von anderen dadurch ab, dafl er mit Zufallsvariablen arbeitet, und weniger
mit Verteilungen. Die Grundidee ist einfach: Sind die X,; normalverteilte
Zufallsvariable, so ist auch S, nach dem Beispiel aus Abschnitt 6.1 nor-
malverteilt. Wir fithren den allgemeinen Fall auf diesen Spezialfall zuriick,
indem wir zeigen, dafl asymptotisch die Verteilung unveréndert bleibt, sofern
wir schrittweise die X,; durch normalverteilte Zufallsvariable der gleichen
Erwartung und Varianz ersetzen.
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Beweis von Satz 6.4. Der Hauptschritt besteht im Nachweis der Aussage
Elp(Sn)] — E[¢(Z)], (6.6)

wobei ¢ : R — R eine 3-mal stetig differenzierbare Funktion bezeichne, die
samt ihren Ableitungen durch eine Konstante a > 0 beschrankt sei. Zunéchst
gilt nach )
| E[p(Sn)] — E[o(Sn)]| = [E[(&(Sn) — (Su)) (g, 25, |
< 2a Ws{max|X,;| > 1} — 0,

wir konnen also gn anstelle von S,, betrachten bzw. ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dafl | X,,;| <1 gilt.

Wir erweitern nun das Setting und ergédnzen X,,...,X,, durch un-
abhéngige, standard normalverteilte Zufallsvariable Z,,, ..., Z,, (auf forma-
ler Ebene klért die Maftheorie, dafl dies immer moglich ist). Sei

Yni = Hni + UniZni ; Hni = EXm ) 0-72”' = Vaani s
und

Sni = Yn1++Ym+Xn,z+1++Xnn

Dann ist einerseits S,,,, = Y,1 + - - - + Y,,,, nach den Resultaten aus Abschnitt
6.1 eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert und Varianz

fin = fniF - F fn, On = Ouy e On,

es gilt also

E[¢(Su)] = Eld(n +0,2)] .
Nach 1) gilt g, — 0 und 02 — 1, aus der Stetigkeit von ¢(z) folgt daher
(nach bekannten Sétzen der Integrationstheorie)

E[¢(Snn)] = /_ G(pn + 002)(2m) " exp(—22/2) dz — E[p(Z)] .
Andererseits gilt S,,g = S,,, daher bleibt

zu beweisen. Dazu benutzen wir die Abschéitzung

[E[6(Sn)] = Elo(Su)ll = |3 E[6(Sui)] — Elo (S

IN

S EI6(S0)] — Elo(Sni0)]|
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Um die einzelnen Summanden abzuschétzen, entwickeln wir ¢(S,,;-1) und

(Sp;) um
Tm = nl + -+ Yn,i—l + Hni + Xn,i—l—l + -+ Xnn

herum geméfl der Taylor-Formel,

B(Sni) = OTos) + &/ (T) Xos = o) + 56" (o) (Ko — in)?
458" U Ko = i)

6(Su) = O(Tar) + & (o) Yo = ps) + 56" (o) (Vs — o)
+ 50" (Vo) Vo — on)®

mit geeigneten Zufallsvariablen U,;, V,;. Nach Konstruktion sind X,;, Y,
und 7,,; unabhéngig, daher gilt nach Satz 3.4

E[(ﬁ,(Tni)(Xm—Mm)] = E[ﬁb/(Tni)(Yni—Mni)] =0,
E[¢"(Ti)(Xni — pni)?] = BlQ"(Tni) Yoi — pini)’] = 00 E[¢"(To)]

auflerdem gilt

0" (Vi) (Yoi = 1ni)’]] < B[V — pinl’] -

Indem wir in den Taylor-Entwicklungen zum Erwartungswert iibergehen,
folgt

[E[¢(Sni)] = E[¢(Sni-)]l < a(B[|Xni = piil’] + E[[Yoi — pnsl*)] -
Mit | X,,;| <1 gilt auch
| Xoi = fimil” < (€ A i) (Xni = pni)® 4 (1A 1) T 3005 -
Nach Satz 3.1 folgt
E[|Xpi — pnil®] < (e |pmil)orn; + (14 |pnil " Ws{ | Xi| > €},

auflerdem gilt
E(|Yo — wil’] = o E(IZ)] .
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Insgesamt kénnen wir unsere Aussagen in der Abschétzung

Bl6(Sun)] ~ Bo(Su)]| < (e + max i) Y 2

n

+ (1 max i) Y- Ws{[ Xl > €} + Bl 2| maxos Yo%)

i=1 i=1

zusammensetzen. Diese Abschétzung gilt fiir alle € > 0, auflerdem gilt

;02 = VarS,. Unm also E[¢(S,,)] — E[¢(Sn)] — 0 zu erhalten, langt
es in Anbetracht von i) und #:”) zu zeigen, dafl max; |u,;| und max; o,; gegen
0 konvergieren. Dies folgt aus 41"): Es gilt | X,;| < e+1{x,,>¢}, deswegen folgt
nach Satz 3.1 die fiir alle e > 0 giiltigen, in ¢ gleichméfBigen Abschétzungen

tni| < e+ Ws{| Xy > e} < €+ZWS{|an| > e},

j=1

und dhnlich folgt aus (X — fini)?® < (€ + [ni])® + (1 + [pni] )2 Iix, 5 die
Abschéitzung

Oni < (et pnil)® + (1 + [l P Ws{ | Xi] > €}

< (e max g |)? + (14 ma gy )2 Y- Ws{[ Xy > €}
j=1

(6.6) ist damit bewiesen. Die Aussage des Satzes folgt nun, indem wir
Wahrscheinlichkeiten durch Erwartungswerte approximieren. Sei a < b. Zu
vorgegebenem € > 0 wéihle man eine 3-mal stetig differenzierbare Funktion
0 < ¢(z) < 1sodal ¢(z) auf [a, b] den Wert 1 und auerhalb von (a—¢€, b+¢)
den Wert 0 annimmt.

T I I ]
a—e a b b+e

Wegen der Monotonie von Erwartungswerten gilt Ws{a < S, < b} <
E[¢(S,)] und E[¢(Z)] < Ws{a —e < Z < b+ ¢), und es folgt

limsup Ws{a < S, <b} < lim E[¢(S,)]

n—oo

= E[¢(Z)] < Ws{a—e<Z <b+¢€}.
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Da Z eine Dichte hat, ist der rechte Ausdruck stetig in e. Mit ¢ — 0 folgt
daher
limsup Ws{a < S, <b} < Ws{a<Z <b}.

n—oo

Ahnlich zeigt man
liminf Ws{a < S, <b} > Ws{a < Z <b},

n—oo

mit Hilfe von Funktionen ¢(x), die auf [a+ ¢, b—¢] den Wert 1 und auflerhalb
von (a,b) den Wert 0 annehmen. Dies ergibt die Behauptung des Satzes. Die
Félle a = —oo und b = oo werden analog behandelt. a

6.4 GauB-Vektoren

Wir untersuchen nun die Verteilung des Bildes X = ¢(Z) eines standard nor-
malverteilten Zufallsvektors Z unter einer affinen Abbildung ¢ : R" — R™.
Dazu benotigen wir den Begriff der Covarianzmatrix.

Definition. Sei X = (Xy,...,X,,)" ein Zufallsvektor, dessen reellwertige
Komponenten endliche Varianz haben. Dann heifit die m x m - Matrix

Cov[X] = (Cov[X;, X;])

,J
die Covarianzmatrix von X.

Covarianzmatrizen sind symmetrisch, aulerdem gilt fiir beliebige Vektoren
)\: (Al,...,)\m)
A-Cov[X]- A = Y)Y "N Cov[X;, X;] A = Var[» A\X;] > 0.
i i

Symmetrische Matrizen mit dieser Eigenschaft nennt man bekanntlich nicht-
negativ definit. Es ist nicht schwer zu zeigen, dafl jede nicht-negativ definite
Matrix Covarianzmatrix eines geeigneten Zufallsvektors ist.

Sei nun Z ein Zufallsvektor mit Werten in R™ und

X =9¢Z) = A-Z+upu

mit einer beliebigen reellen m x n - Matrix A = (a;;) und einem Vektor
p= (1, ..., pm)" reeller Zahlen, also

Xi = Zalka—i—,ul, Z:1,,m
k=1
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Dann gilt

Cov[X;, X;] = ZZaikaﬂCOV[Zk,Zl] = ZZaikCov[Zk,Zl]afj
P k1

bzw. in der Notation der Matrizenrechnung
Cov[X] = A-Cov[Z]- A",

wobei A’ die transponierte Matrix von A mit den Eintrdgen a; := a;; be-
zeichne.

Handelt es sich bei den Zy, ..., Z, speziell um unkorrelierte Zufallsvaria-
blen der Varianz 1, so ist Cov[Z] die Einheitsmatrix, und es folgt

Cov[X] = A-A". (6.7)

Dies gilt insbesondere, wenn Z = (Zy,..., Z,)" standard normalverteilt ist.
Unter dieser Voraussetzung bestimmen wir nun die Verteilung von X = ¢(7),
und zwar zunéchst im Fall, daf§ A eine invertierbare m x m - Matrix ist. Die
Umkehrabbildung von ¢ ist dann ¢(z) := A™' - (z — p). Wegen Z = ¢(X)
besteht zwischen den Dichten von X und Z die Beziehung

Ws{X € dv} = Ws{Z € ¢(dv)}

mit einem infinitesimalen Volumenelement dv. Unter der affinen Abbildung v
werden Volumina um den Faktor det(A™!) = (det A)~! gestreckt. Ist also dx
das infinitesimale Volumen von dv, so hat ¢ (dv) das infinitesimale Volumen
dx/det A, und wir gelangen zu der Gleichung

Ws{X € dv} = (det A) 'n(3(x))dz .
Wir zeigen, dafl dieser Ausdruck von A nur {iber die Kovarianzmatrix
Y = Cov[X] = A-A
abhéngt. ¥(z) ist Spaltenvektor, daher gilt

(@) = o) ()
= (- AN AT (@) = (-2 (- p)

mit der Inversen X~! der Kovarianzmatrix, auBerdem folgt

det(Z) = det(A) - det(A") = det(A)*.
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Insgesamt erhalten wir
Ws{X € dv} = n,x(x)dx
mit
nunle) = (22 det(2) 2 exp (— 3o — )T (2 — )

Dies ist die Dichte der multivariaten Normalverteilung mit Erwar-
tung p = (1, ... ) und Kovarianzmatrix 3.

Die Annahme, dal ¢ bijektiv ist, a8t sich abschwichen. Wir zeigen
nun, dafl die Formel fiir die Dichte von X unter der schwécheren Bedin-
gung bestehen bleibt, dafl ¢ : R®™ — R™ surjektiv ist. Dann hat der
Kern von A die Dimension n — m, und es gibt eine orthogonale Matrix
O, die die Vektoren (zi,...,2,)" aus dem Kern genau in die Vektoren
der Gestalt (0,...,0,Z,11,...,2,)" transformiert. Mit Z ist nach Proposi-
tion 6.2 auch ZN := O - Z standard normalverteilt. Nach Konstruktion ist
O 1-(0,...,0, Zpmy1, ..., Zn)t ein Zufallsvektor mit Werten im Kern von A,
deshalb folgt

X =AZ+p=A4-0"Z+p=A(Zy,....2,) +pn

mit der m x m - Matrix A’, die aus A - O~! durch Streichen der letzten
n —m Spalten entsteht. Thr Kern ist der Nullraum, daher ist es uns gelungen,
den Fall einer surjektiven Abbildung ¢ zuriickzufithren auf den Fall, dafl ¢
bijektiv ist.

Fiir nicht-surjektives ¢ liegt der Fall etwas anders. Dann hat mit A auch
Y = A" - A einen Rang kleiner als m, so daf} die Inverse von ¥ nicht mehr
existiert. In diesem Fall hat die Verteilung von X keine Dichte auf dem R™.
Indem wir jedoch R™ auf den Bildraum von ¢ einschrinken, konnen wir
unsere bisherigen Resultate ohne weiteres auf beliebige affine Abbildungen
¢ : R" — R™ {ibertragen. Insbesondere bleibt Sachverhalt richtig, daf die
Verteilung nur von g und X abhéngt.

Wir fassen unsere Diskussion in der folgenden Definition zusammen.

Definition. Fin R™-wertiger Zufallsvektor X = (X1, ..., X,,)" mit endlicher
FErwartung p = (EXq, ..., EX,,)" und Kovarianzmatriz ¥ heifft multivariat
normalverteilt, kurz N (u, X)-verteilt, falls es eine affine Abbildung ¢ :
R™ — R™ und einen standard normalverteilten Zufallsvektor Z mit Werten

im R™ gibt, so daf§ X = ¢(Z) gilt.

Zufallsvektoren mit einer multivariaten Normalverteilung nennt man auch
Gauflsche Zufallsvektoren. Da die Verteilung durch die Erwartungswerte,
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Varianzen und Covarianzen ihrer Komponenten bestimmt ist, haben sie iiber-
sichtliche Eigenschaften. Besonders wichtig ist, dal man bei Gaufl-Vektoren
nicht langer zwischen Unkorreliertheit und Unabhéngigkeit der Komponen-
ten zu unterscheiden braucht (ein Sachverhalt, der sonst fiir Zufallsvektoren
nicht stimmt).

Proposition 6.6. Sei (X1,...,X,,)" ein Gaufscher Zufallsvektor mit unkor-

relierten Komponenten. Dann sind X1, ..., X,, unabhdngige Zufallsvariable.
Beweis. Seien o%,...,02 die Varlanzen von Xy,...,X,,. Im unkorrelierten
Fall gilt det(X) = o?- fn, und X! ist eine Diagonalmatrix mit den Dia-
gonalelementen 072, ..., 0.2 Es folgt
N, s(T1, ..., Ty ﬁ 2107 ) exp(—i(x,-—,ui)z) :
o Pl 207

Nach Proposition 2.7 sind daher Xi,..., X,, unabhédngige, normalverteilte
Zufallsvariable. O

Bemerkung. Zwei unkorrelierte normalverteilte Zufallsvariable X und Y
brauchen nicht unabhéngig zu sein. Ein Beispiel: Sei X standard normal-
verteilt und Y := V - X, wobei V' von X unabhéngig sei und die Werte
+1 jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 annehme. Dann ist offenbar auch Y
standard normalverteilt, und es gilt E[XY] = E[X?|E[V] = 0 und folg-
lich Cov[X,Y]| = 0. Andererseits sind X und Y nicht unabhéngig, denn
Ws{X > 2,V >z} = sWs{X > 2z} > Ws{X > z}Ws{Y > z} fiir 2 > 0.
Zur Proposition besteht kein Wiederspruch, denn die gemeinsame Verteilung
von X, Y ist nicht multivariat normalverteilt. (X,Y") nimmt nur Werte auf
den Diagonalen z = £y in R? an und hat infolgedessen keine Dichte. O



Kapitel 7

Entropie und Information

Die Entropie wird als Mafzahl fiir den Grad der Ungewif3heit iiber den
Ausgang eines Zufallsexperimentes benutzt, positiv ausgedriickt fiir seinen
Informationsgehalt. Information ist hier nicht in einem inhaltlichen, son-
dern einem statistischen Sinn gemeint: Fiihrt man ein Zufallsexperiment mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p durch, so erfihrt man wenig, wenn p nahe bei 0
oder 1 liegt, denn dann ist man sich iiber den Versuchsausgang schon von
vornherein relativ sicher. So gesehen ist der Fall p = 1/2 am informativsten.
In diesem Kapitel leiten wir ein paar Resultate ab, die dieser Vorstellung
eine handfeste mathematische Bedeutung geben. Danach behandeln wir das
Hauptresultat der Informationstheorie {iber die Transmission von Nachrich-
ten durch einen gestorten Kanal.

7.1 Die Entropie

Wir betrachten zunéchst Laplace-Experimente. Aus einer endlichen, m Ele-
mente umfassenden Menge S wird rein zuféllig ein Element ausgewéhlt. Die-
sem Experiment ordnet man als Entropie die Zahl logm zu (Logarithmus zur
Basis 2). Zur Begriindung kann man anfithren, da§ man, wenn man es ge-
schickt anstellt, ungefdhr log m Ja-Nein-Fragen braucht, um das Resultat des
Experimentes zu erfragen. Man zerlegt dazu S in zwei moglichst gleichgrofie
Teilmengen S; und Sy und fragt, in welcher Teilmenge das Element liegt.
Mit dieser Teilmenge verfihrt man genauso, bis das Element gefunden ist.
Ist m eine Potenz von 2, so lassen sich die Mengen immer exakt halbieren,
und man braucht genau logm Fragen. Andernfalls bricht die Prozedur nach
[logm] oder [logm] — 1 Schritten ab.

Wir benutzen dieses Szenario, um auch fiir den nicht-uniformen Fall einen
Ausdruck fiir die Entropie abzuleiten. Sei dazu Sy, . .., Sk eine Zerlegung von

175
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S in disjunkte Teilmengen der Méachtigkeit my, ..., mg (m = mq+---+my).
Dann 148t sich die rein zuféllige Wahl eines Elements aus S in dem folgenden
2-stufigen Experiment realisieren:

1. Wiébhle ein zufélliges Element X aus {1, 2, ..., k}, und zwar  mit Wahr-
scheinlichkeit p, = m,/m.

2. Hat X den Wert x angenommen, so ziehe rein zufillig ein Element aus

Sy

Wir argumentieren nun, dafl der Grad der Ungewif3heit iiber den Ausgang des
Gesamtexperimentes gleich der Summe der entsprechenden Gréflen beider
Teilexperimente ist. Die Entropie des Gesamtexperiments ist logm, ferner
ist die Entropie des Nachfolgeexperiments im Mittel > p,logm,. Fiir das
Vorexperiment bleibt

k k
logm_szlogmx = _Zp:ck)gp:c .
r=1 r=1

Wir vereinbaren also folgende Sprechweise.

Definition. Sei p = (py)zes €ine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der ab-
zihlbaren Menge S. Die Entropie von p ist definiert als

H(p) == =) pologypa

zesS

(mit 0log0 := 0). Ist p die Verteilung einer S-wertigen Zufallsvariablen X,
so spricht man auch von der Entropie H(X) von X (bzw. von H(Xq,...,X,),
wenn X die Produktvariable (Xy,...,X,) ist).

Die Entropie besitzt verschiedene fiir eine Mafizahl des Informationsgehalt
wiinschenswerte Eigenschaften.

1. Da plogp <0 fiir 0 < p < 1, ist die Entropie nichtnegativ,

H(p) > 0. (7.1)

2. Seien X und Y diskrete Zufallsvariable mit Wertebereichen S und S’. Die
bedingte Entropie von X bzgl. Y ist definiert als

HIX|Y) = Y H(X|Y =) Ws{Y =y},

yes’
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mit

HX|Y =y) == = Ws{X=z|Y =y) logWs{X =z|Y =y}.

zeS

Nach unserer Deutung der Entropie ist H(X|Y = y) der Grad an Unge-
wilheit iiber den Wert von X, wenn man schon weif}, dafl Y den Wert y
angenommen hat. H(X|Y) ist nach Art eines Erwartungswertes gebildet
und daher als der mittlere Grad an Ungewilheit aufzufassen, der iiber
den Wert von X bestehen bleibt, wenn man die Mdoglichkeit hat, Y zu
beobachten. Dementsprechend gilt die Gleichung

H(X,Y) = HY)+ H(X|Y), (7.2)

deren Beweis sich unmittelbar aus der Definition von bedingten Wahr-
scheinlichkeiten ergibt,

—ZWS{X:x,Y:y}~logWs{X:x,Y:y}
x7y
= —ZWS{X:x,Y:y}-logWs{Y:y}
T,y
—) Ws{Y =y}Ws{X =z |Y =y} - logWs{X =z|Y =y}
x?y

= H(Y)+ H(X|Y).

3. Gilt X = ¢(Y) fir Zufallsvariable X und Y und eine Abbildung ¢, so
folgt
H(X) < H(YY). (7.3)

Dann gilt némlich Ws{X = z|Y = y} = 1 oder 0 (je nachdem, ob
die Gleichung = = ¢(y) erfiillt ist oder nicht) und damit H(X|Y) = 0.
Andererseits gilt nach (7.1) H(Y|X) > 0, und nach (7.2) folgt

HX) < HX)+HY|X)=HX,)Y) = HY)+HX|Y) = HY).
4. Eine wichtige Rolle spielt die Grofe

Pa
D(ullv) == > p.log, .

(summiert wird tiber alle  mit p, > 0) fiir Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen i = (p,) und v = (g, ) auf S. Man spricht von der relativen Entropie
oder Kullback-Leibler-Information von p bzgl v.



© Gotz Kersting ]. 78

Beispiel. Sind p und v binomial verteilt zum Parameter (n,t) bzw. (n, p),
so gilt

w t 1—t
logp— = zlog—+ (n —x)log
G p L—=p

und folglich

t 1-1
D(u||lv :n-<t10g—+ 1—1)log )
(ull) L (L t)log 1

Die relative Entropie stimmt mit der bereits betrachteten Entropiefunk-
tion der Binomialverteilung iiberein (vgl. (1.7)).
Behauptung. Es gelten die Aussagen

D(plv) = 0,

Dlully) = 0 <= p=v. (7.4)

Zum Beweis benutzen wir die Funktion k(t) := tlogt, ¢t > 0. Sie ist strikt
konvex und liegt deswegen oberhalb ihrer Tangente in 1.

tlogt

Dabher gilt k(t) > k'(1)(t — 1), mit Gleichheit nur im Fall ¢ = 1. Es folgt

D(ullv) = Y ak(®) = X, ak(1)(=~1) = 0.

Gleichheit gilt nur dann, wenn p, /g, = 1 fiir alle z, d.h. yp = v gilt.

Beispiel. Ist speziell v die uniforme Verteilung auf der Menge S mit k

Elementen, also g, = 1/k, so gilt D(u||v) =logk — H(u), und es folgt
H(p) < logk = H(v) . (7.5)

Auf einer endlichen Menge S wird die Entropie durch die uniforme Ver-
teilung maximiert. Dies macht Sinn: Die Ungewiheit iiber das Resultat
einer Zufallswahl aus S ist im Fall der Gleichverteilung sicher am groiten.
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5. Fiir Zufallsvariable X und Y gilt
HX,)Y) < HX)+H(Y), (7.6)
oder dquivalent (vgl. (7.2))
H(X|Y) < HX) . (7.7)

Gleichheit gilt genau dann, wenn X und Y stochastisch unabhéngig sind.
Zum Beweis definieren wir Verteilungen p = (p,,) und v = (gy,) durch

Py = Ws{X =2Y =y}, q, = Ws{X=a}Ws{Y =y} .
Es gilt

H(X) = —ZWS{X:x,Y:y}logWs{X:x}
z,Y
= =) Ws{X=2Y =y}logWs{X =2 |V =y}
z7y
Ws{X =z, Y =y}
Ws{X =2,V =y}l
+; s{ v yhlog Ws{X = z}Ws{Y =y}

= H(X[Y)+ D(ullv) .

Die Behauptung folgt also aus (7.4). 0

Bemerkung. Die Entropie spielt nicht nur in der von SHANNON initi-
ierten Informationstheorie eine fundamentale Rolle. Unabhéngig und schon
vor Shannon haben statistische Physiker verwandte Uberlegungen ange-
stellt. BOLTZMANN hat bereits darauf hingewiesen, daf} sich die Entropie bei
unabhingigen Wiederholungen von Laplace-Experimenten additiv verhélt:
Zieht man rein zuféllig eines der m’ Elemente einer Menge S’, anschlieffend
unabhéngig ein weiteres Element aus einer Menge S” mit m” Elementen, so
ist das Gesamtresultat die rein zufillige Wahl eines der m/m” Elemente aus
dem kartesischen Produkt S’ x S”. Aulerdem gilt log m'm” = logm’+log m”.

Auch Formel (?7) 148t sich hier einordnen. Sie besagt, daf es approxima-
tiv (wir gehen vom natiirlichen Logarithmus zum Logarithmus zur Basis 2
iiber)

v W) it = (Z,.. ),

Moglichkeiten gibt, n unterscheidbare Kugeln auf k£ Schachteln zu verteilen,
so daf} in der i-ten Schachtel genau x; Kugel liegen. Bei Kenntnis der Be-
setzungszahlen xq, ..., x, sind deshalb zirka n - H(u) Ja-Nein-Fragen nétig,
um festzustellen, in welcher Schachtel jede Kugel liegt. Pro Kugel ergibt das
durchschnittlich H(u) Fragen. O
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7.2 Quellenkodieren

In diesem Abschnitt geht es darum, wie man Nachrichten effizient in 01-
Folgen chiffriert. Sei S eine endliche Menge. Wir fassen S als ein Alphabet
auf und stellen uns die Aufgabe, seine Buchstaben (z.B. zum Zweck der
Nachrichteniibertragung) durch 01-Folgen zu kodieren. Jedem = € S wird ein
Kodewort k(z) der Lénge |k(x)| zugeordnet. Wir betrachten nur préfixfreie
Kodes, kein Kodewort soll Anfangsstiick eines anderen Kodewortes sein.
Damit ist garantiert, daf§ ein kodierter Text eindeutig entschliisselt werden
kann. Zum Beispiel ist fiir S = {z,y, 2, u,v} durch

k(z) =11, k(y) =101, k(z)=100, k(u)=01, k(v)=001 (7.8)

ein préfixfreier Kode definiert. Die Liste aller Kodeworter nennt man das
Kodebuch.

Instruktiver ist es, Kodes durch ihre Kodebidume zu représentieren. Fiir
das Beispiel (7.8) sieht das so aus:

IS

Allgemein hat ein Kodebaum die folgende Gestalt: Innere Knoten (inklusive
die Wurzel %) konnen nach rechts (weg von der Wurzel) durch zwei Kanten
verlassen werden, eine nach oben und eine nach unten (méglicherweise wird
nur eine Kante gebraucht). Dann entspricht jedem Knoten eine endliche 01-
Folge, sie beschreibt das Auf und Ab des Verbindungsweges durch den Baum
von der Wurzel zum Knoten.

11
0 a0
o, o
00001

Weisen wir jedem Buchstaben aus S ein Blatt zu, so erhalten wir einen
prifixfreien Kode. Es ist nicht schwer zu sehen, daf sich jeder préfixfreie
Kode so darstellen 1483t.

Wie konstruiert man Kodes mit kurzen Kodewortern? Sicher ist es im
allgemeinen nicht giinstig, wenn alle Kodeworter gleichlang sind, besser wird
man haufig verwendete Buchstaben mit kiirzeren 01-Folgen kodieren. Wir
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nehmen nun an, da der Buchstabe z mit Wahrscheinlichkeit p, auftritt
(>, pe = 1). Die mittlere Lénge des Kodes k ist dann

E(k) = E[KX)] = > Ik@)|-p. ,

dabei sei X ein zufilliger Buchstabe aus S mit Verteilung p = (p;),. Wir
zeigen nun, wie man Kodes von minimaler mittlerer Lange konstruiert.

Huffman-Kodes

Zur Konstruktion optimaler Kodes macht man sich zwei offensichtliche Ei-
genschaften von Kodes minimaler mittlerer Linge zunutze.

e Gehen wir vom Kode k zum Kode k tiber, indem wir die Kodeworter der
Buchstaben x und y vertauschen, also k(x) := k(y) und k(y) := k(zx)
setzen, so ergibt eine einfache Rechnung die Gleichung

E(k) = E(k)+ (k@)| = )Py = p2) -

Gilt daher |k(x)| > |k(y)| und p, > p,, so verkleinern wir durch das
Vertauschen der Kodeworter die mittlere Kodeldnge. Anders ausge-
driickt: Hat in einem optimalen Kode z ein langeres Kodewort als y,

so gilt p, < py.

e Besitzt der Kodebaum einen inneren Knoten, der nur durch eine einzige
Kante (weg von der Wurzel) verlassen wird, so kann man diese Kante
aus dem zugehorigen Kodebaum herausnehmen. Der neue Kode hat
offenbar eine kleinere mittlere Lénge. Genauso kann man in k jedes
unbeschriftete Blatt samt zugehoriger Kante beseitigen. So 148t sich
der Kodebaum

r U
v
)
z
zu dem Baum
T
U
v
Yy
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zusammenziehen. Ein optimaler Kode hat damit die Eigenschaft, daf3
jeder innere Knoten (inklusive die Wurzel) nach rechts in zwei Kanten
verzweigt (man sagt, der Baum ist vollstindig bindr) und jedes Blatt
mit einem Buchstaben beschriftet ist.

Insbesondere treten in einem optimalen Baum die Blatter maximaler Tie-
fe in Paaren auf, die an einem gemeinsamen inneren Knoten héngen. Die
zugehorigen Kodeworter haben maximale Lange und entsprechen deswegen
den Buchstaben mit den kleinsten Wahrscheinlichkeiten. Wir kénnen die Ko-
deworter dieser Buchstaben noch untereinander auswechseln, ohne daf§ sich
die mittlere Kodelénge verdndert. Daher kénnen wir von einem optimalen
Kode k ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl es zwei Buch-
staben u und v gibt, so dafl gilt:

i) |k(uw)| = k()| und |k(u)| > |k(x)| fir alle z # u,v,
ii) u und v sitzen an derselben Gabel (demselben inneren Knoten),
i11) Py < py < pg fir alle x # u,v.

Wir reduzieren nun das Alphabet, indem wir u und v identifizieren und
dem neuen Buchstaben die Wahrscheinlichkeit p, + p, zuordnen. Gleichzeitig
beseitigen wir im Kodebaum die Gabel, an der v und v hdngen. Der zugehori-
ge innere Knoten wird zu einem Blatt, das wir mit dem neuen Buchstaben
beschriften. Offenbar liefert der reduzierte Baum einen optimalen Kode fiir
das reduzierte Alphabet. Daher diirfen wir ohne Einschriankung annehmen,
daB der reduzierte Kode wieder die Bedingungen i)-4ii) erfiillt.

Diese Beobachtungen lassen sich als Verfahren zur schrittweisen Kon-
struktion optimaler Kodebaume verstehen, von der Krone hinunter zur Wur-
zel. Kodes, die nach dieser Vorschrift konstruiert sind, heifen Huffman-
Kodes. Wir fithren das Verfahren exemplarisch fiir die Verteilung p mit den
Gewichten

3 ) 8 9 12 13

plzﬁ’p2:%7p3:%7p4:@ap5:%vp6:%

durch. Das folgende Schema enthélt die Reduktionsschritte.
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Schritt: 3
1

Ut =~ w [\
/
CJ‘lll\D
Sl=

Als Kodebaum erhalten wir

1
2
6 3
4
)

Der Quellenkodierungssatz

Jeden prifixfreien Kode kann man als Fragestrategie auffassen, um ein gemaf
der Verteilung p zufillig aus S ausgewihltes Element X zu erfragen: Man
ermittele seine Kodierung k(X), was |k(X)| Ja-Nein-Fragen erfordert. Dies
fithrt zu der Vermutung, dafl bei optimaler Wahl des Kodes mit zirka H(u)
Fragen zu rechnen ist. Das vorangegangene Beispiel bekriftigt diese Erwar-
tung: Die mittlere Liange des soeben betrachteten Kodes ist F (k) = 2,48, und
die Entropie von p = (53—0, %, 5%, %, %, %) berechnet sich als H(u) = 2,44.
Allgemeiner gilt der Quellenkodierungssatz.

Satz 7.1. Fir jeden prifizfreien Kode k gilt
E(k) > H(x),
und zu jeder Verteilung p gibt es einen prdfizfreien Kode k mat
E(k) < H(u)+1.

Der Beweis beruht auf der Ungleichung von Fano-Kraft.
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Proposition 7.2. Seien \,, x € S, natiirliche Zahlen. Dann gibt es genau
dann einen prifizfreien Kode k mit Kodewdrtern k(z) der Linge N\, fir alle

r €8, wenn
S <

€S
gilt.

Beweis. Sei k ein Kodebaum. Wir betrachten zufillige Wege durch k& von der
Wurzel in die Menge der Blitter, indem wir an jeder bindren Verzweigung
per Miinzwurf entscheiden, entlang welcher Kante (weg von der Wurzel) wir
den Weg fortsetzen. Wir schlielen nicht aus, dal gewisse Knoten nur {iber
eine Kante verlassen werden konnen, dann ist kein Miinzwurf erforderlich.
Trifft man bei dieser Zufallswanderung auf ein Blatt, das mit dem Buch-
staben x beschriftet ist, so hat man hochstens |k(z)| Miinzwiirfe gemacht.
Daher ist die Wahrscheinlichkeit, « zu erreichen, mindestens 2~*®I. Diese
Wahrscheinlichkeiten kénnen sich héchstens zu 1 aufsummieren, daher folgt

ng\k(ﬂﬂ)l <1,

die Bedingung der Proposition ist also notwendig.

Sind umgekehrt A, natiirliche Zahlen, die die Bedingung erfiillen, so
konstruieren wir von der Wurzel aus einen vollsténdig verzweigenden binéren
Baum, der fiir jeden Buchstaben z ein Blatt der Tiefe A, vorsieht (im Kode
erhélt x dann ein Kodewort der Lange \.). Zu zeigen ist, dal man diese
Konstruktion solange fortsetzen kann, bis alle Buchstaben beriicksichtigt
sind. Nehmen wir also an, daf§ die Konstruktion abgebrochen werden muf,
weil alle Blétter bereits mit einem Buchstaben beschriftet sind. Wéhlen wir
nun erneut per Miinzwurf einen Zufallsweg durch den konstruierten Baum,
so wird ein mit x beschriftetes Blatt mit Wahrscheinlichkeit 27*= erreicht.
Da nach Annahme jedes Blatt einen Buchstaben tragt, summieren sich diese
Wahrscheinlichkeiten zu 1 auf. Nach Voraussetzung der Proposition sind
daher bereits alle Elemente von S im Baum untergebracht, und der Baum
ist der gesuchte Kodebaum. a

Beweis von Satz 7.1. Nach Proposition 7.2 kann man zu jedem préfixfreien
Kode k eine Wahrscheinlichkeitverteilung v = (g,) wéhlen, so daf8 fiir alle x

2 k@) < e

gilt. Fiir p = (p,) folgt unter Beachtung von (7.4)

E(k) = > |k(@)lp > =) pologqe = H(p)+ D(ullv) > H(p),
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also die erste Behauptung. Zum Nachweis der zweiten Behauptung wihlen
wir natiirliche Zahlen A\, so da3 A, — 1 < —logp, < A,. Dann gilt

ZZ_AQ: < pr =1,

T

nach Proposition 7.2 gibt es also einen Kode k& mit |k(x)| = A, fiir alle z.
Fiir diesen Kode folgt wegen |k(x)| < 1 — logp, wie behauptet

E(k) < Y (1—logp.)p, = 1+ H(u) .

x

Bemerkungen.

1.

Kodes, deren Kodeworter k(z) eine Lange zwischen — log p, und — log p,+
1 haben, heilen Shannon-Kodes. Der Beweis von Satz 7.1 zeigt, dafl
solche Kodes existieren und dafl ihre mittlere Linge um hochstens ein
bit von der mittleren Lénge eines optimalen Kodes abweicht. — log p, ist
aufgerundet die Anzahl von bits, die ein solcher Kode zur Kodierung von
x braucht, deswegen bezeichnet man in der Informationstheorie die Grofie
— log p, auch als den Informationsgehalt von x.

Sei v = (q,) eine Verteilung auf S und sei k ein Kode mit Kodewdrtern
k(x), deren Lénge approximativ gleich —log g, ist. Dann ist k& also ein
giinstiger Kode, falls der Buchstabe x mit Wahrscheinlichkeit ¢, vor-
kommt. Tritt x jedoch mit Wahrscheinlichkeit p, ein, so gilt

E(k) ~ = p.logq, = H(p)+ D(ullv) .

Die relative Entropie D(p||v) gibt also die mittlere Anzahl an zusétzlichen
bits an, die erforderlich werden, wenn man den Kode an v und nicht an
vorliegende Verteilung ;1 angepaflt hat. O

Blockweises Kodieren von Nachrichten

Daten oder Nachrichten werden héufig wie beim Morsen Buchstabe fiir Buch-
stabe kodiert. Man kann die kodierte Nachricht aber weiter komprimie-
ren, wenn man ganze Worter kodiert. Wir betrachten nun zuféllige Worter
X1 X, ... X, der Lange n, mit S-wertigen Zufallsvariablen X, ..., X,,. Denkt
man an die Kodierung von Texten, so wird man in das Alphabet S auch die
Leerstelle und Interpunktionszeichnen aufnehmen miissen. Mit £,, bezeichnen
wir den Huffman-Kode zur Kodierung von Wértern der Lénge n, d.h. von
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Elementen aus S™. Die Blétter im Kodierbaum sind nun mit ganzen Wértern
markiert. Zur Konstruktion von k, langt es nicht mehr, die Haufigkeit der
einzelnen Buchstaben zu kennen, also die Verteilung der X;, wir benotigen
die gemeinsame Verteilung von Xi,..., X, d.h. die Wahrscheinlichkeiten,
mit denen Worter der Lange n auftreten.

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, da} X, X5, ... unabhéngige, iden-
tisch verteilte Zufallsvariable mit Verteilung u sind. Dann ist die Aussage

E
lim (kn)

n—00 n

— H(y). (7.9)

giiltig, der erste Hauptsatz der Informationstheorie. Nach Satz 7.1 gilt
namlich

H(Xy,....X,) < E(k,) < HXy,...,X,)+1,
auBerdem folgt aus der Unabhéngigkeit von X, ..., X, (vgl. (7.6))

Bei optimaler Kodierung von Blécken der Lange n werden daher im Mittel
pro Buchstabe zwischen H(u) und H(p) 4 L bits bendtigt, und nicht mehr
zwischen H (p) und H(p) + 1 bits, wie dies nach dem Quellenkodierungssatz
beim buchstabenweisen Kodieren der Fall ist.

Fiir einen Text in Deutsch oder einer anderen Sprache ist es allerdings vollig
unangemessen, die Buchstaben als Realisationen von stochastisch unabhéngi-
gen Zufallsvariablen aufzufassen. Man betrachtet deswegen allgemeiner sta-
tiondre Quellen.

Definition. Fine Folge X1, X5,... von S-wertigen Zufallsvariablen heift
stationdr, falls Xq,..., X, und X,i1, ..., Xpan fiir alle m,n > 1 dieselbe
gemeinsame Verteilung haben.

Anschaulich gesprochen verstdndigen wir uns also auf die Annahme, dafl
die statistischen Héufigkeiten von Buchstaben und Wéortern nicht davon
abhéngt, auf welche Stelle des Textes man sich bezieht.
Fiir eine stationédre Quelle X1, X5, ... gilt eine dem ersten Hauptsatz ana-
loge Aussage. Wir beweisen die Existenz des Grenzwertes
lim n 'H(X,,...,X,) .

n—oo

Zum Beweis benutzen wir die sich aus (7.2) ergebende Darstellung

H(Xy, ..., X)) = H(Xo|X1, ..., Xoo1) + HX1, ..., X0ld)

= = ZH(Xm|Xm—1>-"7X1)‘

m=1
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Die Summanden bilden eine monoton fallende Folge: In Verallgemeinerung
von (7.7) gilt

H(Xn| Xm-1,--,X1) < HXp|Xm-1,...,X2),
und wegen der Stationaritét folgt
H(Xn| X1y, X0) < HX 1| Xnea, -, X1) .

Insbesondere konvergiert die Folge H(X,,|Xm_1,...,X1). Nun ist es eine
einfache Tatsache der Analysis, daff sich aus der Konvergenz einer Zahlenfolge
h,, auch die Konvergenz von n=!(hy + - + h,,) gegen denselben Grenzwert
ergibt. Damit erhalten wir die behauptete Existenz des Grenzwertes
Ho = lim n'H(X,...,X,) = lim H(X | Xmo1,..., X1) ,

den man als Entropierate der stationdren Quelle bezeichnet. Kodiert man
also nach der Methode von Huffman lange Blocke, so benétigt man pro
Buchstabe im Mittel Hg bits. Je kleiner Hg ist, desto kiirzer werden die
Kodeworter. Im Extremfall X; = X, = ---, dem unbeirrten Wiederholen
der Nachricht X, gilt H(X;,...,X,) = H(X;) und Hg = 0. Das andere
Extrem ist der Fall von stochastisch unabhingigen Buchstaben X, Xo, ...,
dann ergibt sich Hy = H(X;) nach (7.9). Im Allgemeinen gilt

0 < Ho < H(X),

wie aus H(Xy,...,X,) < H(Xy)+ -+ H(X,) =nH(X;) folgt (vgl. (7.6)).
Ist die strikte Ungleichung Hy < H(X;) erfiillt, so werden - statistisch gese-
hen - iiberfliissige Buchstaben verwendet, man sagt, die Quelle ist redundant.
Eine quantitative Mafizahl dafiir ist die relative Redundanz

Ho
H(X,)

Rg = 1—

mit Werten zwischen 0 und 1.

Fiir die Untersuchung statistischer Eigenschaften von Sprachen hat sich das
Modell einer stationéiren Quelle als brauchbar erwiesen. Ausfiihrliche Unter-
suchungen haben ergeben, dafl die Redundanz vieler européischer Sprachen
nahe bei 1/2 liegt. Salopp gesprochen kénnte man jeden zweiten Buchstaben
sparen. Dies ist keine Verschwendung: Ohne Redundanz wiirden schon klein-
ste Fehler in einem Text Verstdndigungsprobleme verursachen. - Ausfiihrli-
cher berichtet F. TOPSQE in seiner lesenswerten Einfithrung Informations-
theorie (1975) tiber dieses Thema.
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7.3 Simulation durch Miinzwurf

Eine andere Interpretation der Entropie besagt, dal H(u) der Grad an
Zufalligkeit ist, der in einer Zufallsvariablen X mit Verteilung p steckt.
Um dieser Aussage eine klare Bedeutung zu geben, untersuchen wir, welchen
Aufwand es erfordert, um eine solche Zufallsvariable mit Hilfe einer Folge
von unabhéngigen Miinzwiirfen zu erzeugen. Wie sich herausstellt, ist H (u)
in etwa die mittlere Anzahl von Miinzwiirfen, die dazu notig ist.

Die Simulationsverfahren, um die es hier geht, lassen sich als beschriftete
bindre Bdume veranschaulichen. Beispielsweise gehort der Baum

*<<<<y
X X

zu der Verteilung auf S = {x,y, z} mit den Gewichten

11 1 11 1 1
pm—§+§+ﬁ—1_67 py—1_67 pz—1~

Ausgehend von der Wurzel * wahlt man per Miinzwurf einen zufélligen Weg
nach rechts durch den Baum, bis ein Blatt erreicht ist, an dem man dann
das aus S ausgewihlte Element ablesen kann. Allgemein ist ein Simulations-
verfahren s durch einen vollstdndig bindren Baum gegeben, zusammen mit
einer Beschriftung seiner Blétter durch Elemente aus S. (Im Gegensatz zu
den Kodierbéumen des letzten Abschnitts kénnen nun verschiedene Blétter
mit demselben Buchstaben beschriftet sein.)

Jede Verteilung p = (p,) auf einer abzihlbaren Menge S ldt sich auf
diese Weise realisieren. Das Beispiel legt nahe, wie man vorzugehen hat: Man
schreibe die Gewichte von p als Dualbruch,

pe = » 27Nk (7.10)
k

mit natiirlichen Zahlen 1 < A, ;1 < A\;2 < --- Dann gilt
N
x,k T

nach Proposition 7.2 gibt es also einen bindren Baum, der fiir jedes Paar
(x, k) ein Blatt der Tiefe A, j freihélt. Versieht man diese Blétter alle mit der
Beschriftung x, so wird x per Miinzwurf wie gewiinscht mit der Wahrschein-

lichkeit
S -
k
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erreicht.
Die mittlere Anzahl von Miinzwiirfen, die fiir das Simulationsverfahren s
anfillt, ist durch die Formel

beB

gegeben. Dabei bezeichnet B die Menge aller Blatter im zugehtrigen Baum
und t(b) die Tiefe des Blattes b, also die Anzahl der benétigten Miinzwiirfe,
um von der Wurzel nach b zu gelangen. Die Wahrscheinlichkeit, mit der man
b erreicht, ist folglich 24®).

Der folgende Satz prézisiert, dal bei einem guten Simulationsverfahren
in etwa H (p) Miinzwiirfe anfallen.

Satz 7.3. Sei p eine Verteilung auf S. Dann gilt fiir jedes Verfahren s zur

Stmulation von
Hiu) < E(s) .

Darunter gibt es eine Verfahren s mit der Eigenschaft
E(s) < H(p)+2.

Beweis. Sei ¢ : B — S die zu s gehorige Abbildung, die jedem Blatt sein
Element aus S zuordnet, und sei Y das per Miinzwurf aus B ausgewihlte
Blatt. Generiert also s die Verteilung g, so ist X := ¢(Y) nach p verteilt.
Nach (7.3) folgt

H(p) < HY) = =) 27" og27"" = E(s)
b

also die erste Behauptung. Weiter gilt nach (7.2)
E(s) = H(Y) = H(X,Y)— H(X|Y) < H(X,Y)
= HX)+H(Y|X) = Hu)+» HY|X =z)  Ws{X =x} .

Zum Nachweis der zweiten Behauptung langt es also zu zeigen, dafl es fiir
p eine Simulationsprozedur gibt, so dafi H(Y|X = z) < 2 fiir alle z € S
gilt. Dies leistet das oben beschriebene, auf der Dualbruchzerlegung (7.10)
beruhende Verfahren s. Fiir dieses Verfahren haben die mit z beschrifteten
Blatter by1,052, ... im Baum strikt wachsende Tiefen 1 < A\, < Ajo < -+,
deswegen gilt

1
Ws{Y =b,; | X =2} = 27k /p, < 5 Ws{Y =bpi | X =z} .

Die zweite Behauptung des Satzes folgt nun aus der nachfolgenden Proposi-
tion. O
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Proposition 7.4. Fir die Gewichte pq,po, . .. einer Wahrscheinlichkeitsver-
teilung p auf N gelte p,i1 < pn/2 fir alle n. Dann folgt H(p) < 2.

Beweis. Sei v die Verteilung mit den Gewichten ¢, := (1 —p;) 'ppi1, n > 1.
Eine kurze Rechnung ergibt

H(p) = —pilogpr — (1 —p1)log(1 —p1) + (1 —p1)H(v) .

Die Entropie der Verteilung mit Gewichten p; und 1 — p; ist nach (7.5)
hochstens log 2 = 1, aulerdem gilt p; > 1/2 (sonst konnten sich die p,, nach
Annahme nicht zu 1 aufsummieren). Daher folgt

H(p) < 1+H(v)/2.

Offenbar gilt auch ¢,+1 < ¢,/2 fiir alle n. Setzen wir also H* als das Supre-
mum der Entropien aller Verteilungen mit der in der Proposition angegebe-
nen Eigenschaft, so folgt H* < 14 H*/2. Aus dieser Ungleichung erhalten
wir H* < 2 und damit die Behauptung, vorausgesetzt, H* ist endlich. Dies
folgt aus

H(p) < 2+ n2™,

denn nach Voraussetzung gilt p, < 27"p;, und —plog p ist monoton fallend
fir p < 1/4. O

7.4 Gestorte Nachrichteniibertragung

Mit der Nachrichteniibertragung verbinden sich verschiedene reizvolle und
schwierige mathematische Fragestellungen.

Quelle — ie;;cl(;liter — Empfinger

Zunéchst muf} die Nachricht an der Quelle in eine Form gebracht werden, die
ihre Versendung moglich macht. Normalerweise bedeutet dies, sie nach der
Methode von Huffman in eine 01-Folge zu transformieren. Am anderen Ende
der Nachrichtenstrecke mufl die empfangene 01-Sequenz vom Empfianger
entschliisselt werden. Auf dieses Problem gehen wir hier nicht ein.
Dazwischen steht die Ubertragung durch den gestérten Kanal. Eine un-
mittelbare Transmission der als 01-Folge aufbereiteten Nachricht empfiehlt
sich nur dann, wenn man sich sicher sein kann, daf es keine Ubertragungs-
fehler gibt. Sonst kann schon ein fehlerhaft empfangenes bit den Sinn der
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Nachricht verfialschen oder unversténdlich machen. Die Idee der Kanalko-
dierung besteht darin, dal man Redundanz in die Nachricht einfiihrt, indem
man sie kiinstlich verlangert, und es dem Empfanger damit moglicht macht,
Fehler zu erkennen und sogar zu korrigieren. Die einfachste Idee ist es, einen
Repetitionskode zu verwenden, der jedes bit 3-mal {ibertragt. Von die-
sen 3 bits miiffiten schon 2 falsch beim Empfinger ankommen, damit dieser
die abgesendeten bits nicht mehr richtig erkennt. Diese Methode ist aber
unokonomisch, die Theorie der fehlerkorrigierenden Kodes, eine wichti-
ge, aktuelle mathematische Disziplin, hat da sehr viel bessere Vorschlége.

In diesem Abschnitt geht es um keine bestimmten Kodes sondern um die
Frage, um welchen Faktor man die Lénge der Nachricht mindestens strecken
muf}, damit eine korrekte Entschliisselung fiir den Empfinger iiberhaupt erst
durchfithrbar wird. Die grundlegenden Ideen gehen zuriick auf SHANNON,
den Begriinder der Informationstheorie. Wie er betrachten wir Blockkodes.
Ein (n, m)-Blockkode besteht aus einer Kodiervorschrift k, die 01-Folgen
der Lange m in 01-Folgen der Linge n expandiert,

ko {0,1)™ — {0,1}" .

Anstelle von u = uy ... u,, wird das kodierte Wort z = z1...2, = k(u)
gesendet. Am anderen Ende des Kanals mufl dann die empfangene Nachricht
mit einer Dekodierabbildung

d:{0,1}" — {0,1}™

zuriickiibersetzt werden. Empfangt man das Wort y = y; ... y,, so wird es
als v = vy...v, = d(y) entschliisselt. Bezeichnen wir weiter mit Y, das
empfangene Wort aus {0,1}", falls © = k(u) gesendet wurde, so wird die
Nachricht genau dann korrekt dekodiert, falls d(Y,) = u gilt. Wir fassen Y,
als Zufallsvariable auf, denken also an den Fall, daB bei der Ubertragung
zuféllige Fehler eintreten. Die maximale Fehlerwahrscheinlichkeit der
Kombination eines Blockkodes k& und einer Dekodierabbildung d definiert
man als

v(k,d) == max Ws{d(Yiw) # u) ,

ue{0,1}™

und die durchschnittliche Fehlerwahrscheinlichkeit als

Sk, d) = 27" Z Ws{d(Yiw) # u) -

ue{0,1}™

Der Quotient r = m/n wird als die Ubertragungsrate des Blockkodes
bezeichnet, er gibt an, welchen Anteil eines bits der urspriinglichen Nachricht
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pro gesendetem bit ibermittelt wird (fiir den Repetitionskode ist r = 1/3).
Wir kénnen nun unsere Fragestellung préazisieren: Wie klein muf§ r minde-
stens sein, damit ein Blockkode der Rate r mit ausreichend kleiner Fehler-
wahrscheinlichkeit existiert. Dies erfordert eine Annahme iiber das Wahr-
scheinlichkeitsgesetz, nach dem Ubertragungsfehler auftreten. Wir betrach-
ten zunéchst den einfachsten Fall eines symmetrischen gedéchtnislosen Ka-
nals.

Symmetrischer gedichtnisloser Kanal. Einzelne bits werden mit der
Wahrscheinlichkeit p falsch iibertragen, d.h. eine 1 anstelle einer 0, bzw.
eine 0 anstelle einer 1 empfangen. Die n bits eines Wortes x werden un-
abhingig voneinander iibertragen. Dies heifit, dal die Anzahl der Uber-
tragungsfehler pro Wort der Linge n eine binomialverteilte Zufallsvariable
zum Parameter (n,p) ist.

Fiir solche Kanéle gilt die folgende auf Shannon zuriickgehende Aussage. Wir
setzen
h(t) = tlog2t+ (1 —t)log2(1 —1t) 0<t<l1.

Diese Funktion ist uns schon in der Entropiefunktion der B(n, 1/2)-Verteilung
begegnet (vgl. (1.7)), abgesehen davon, daf§ wir hier mit Logarithmen zur
Basis zwei rechnen.

1

1

Satz 7.5. Sei p # 1/2 und € > 0. Dann gibt es einen Blockkode, dessen
Ubertragungsrate mindestens h(p)—e ist und der mit einer durchschnittlichen
Fehlerwahrscheinlichkeit von hidchstens € dekodiert werden kann.

Dariiber hinaus kann man zeigen, daf§ die Schranke h(p) nicht weiter ver-
bessert werden kann. Es ist bemerkenswert, dafl sich in diesem allgemeinen
Rahmen ein solch prézises Resultat erzielen 1a8t. Der Beweis liefert keinen
Kode mit den gewiinschten Eigenschaften, dies wire zuviel verlangt. Viel-
mehr konstruiert man einen fiir praktische Zwecke unbrauchbaren zufdilligen
Kode mit den angestrebten giinstigen Eigenschaften und folgert, dafl dann
auch ein geeigneter deterministischer Kode existieren mufl. Dabei erhélt
man keinen Hinweis darauf, wie so ein Kode aussehen konnte. Dies ist ein
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schones Beispiel fiir die probabilistische Methode, einer Beweismethode,
die in der Kombinatorik eine wichtige Rolle spielt: Um zu beweisen, dafl eine
Menge ein Element mit einer bestimmten Eigenschaft enthélt, zeige man,
dal man bei zufdilliger Wahl eines Elementes aus der Menge mit positiver
Wahrscheinlichkeit ein solches Element erhélt. Dann mufl die Menge offenbar
Elemente der gewiinschten Eigenschaft enthalten, wo immer sie auch liegen
mogen.

Beweis von Satz 7.5. Sei p* € (p,1/2) derart, daf h(p*) > h(p) — €/2. Fiir
vorgegebenes n € N setzen wir m := [n(h(p) — €)] + 1. Ein (n, m)-Blockkode
erreicht dann die vorgegebene Transmissionsrate.

Die Kodierabbildung wird aus der Menge aller £ : {0,1}™ — {0, 1}" aus-
gewihlt. Zum Dekodieren betrachten wir ,Kugeln‘ um y € {0,1}", definiert
als

B(y) := {z € {0,1}" : z unterscheidet sich von
y in hochstens [np*] Stellen } ,

und dekodieren k nach der folgenden Vorschrift: Gibt es zu y € {0, 1}" genau
ein u € {0,1}™, so daB k(u) € B(y), so setze di(y) = u. Fir andere y kann
dr(y) beliebig gewéhlt werden.

Wir nehmen nun an, dafi K ein zufilliges Element aus der Menge al-
ler £ : {0,1}™ — {0,1}" ist, und zwar derart, daB K(u), v € {0,1}™,
unabhéngige Zufallsvariable mit einer uniformen Verteilung in {0, 1}" sind
(man kann das auch so ausdriicken, daf§ K uniform verteilt ist in der Menge
aller Kodierabbildungen). Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit, dafl bei
Benutzung dieser zufilligen Kodierung der Empfanger ein bestimmtes Wort
U = Uj . ..Uy, richtig dekodiert. Der Sender tibertriigt also X = K(u). Ist
das empfangene Wort Y = Yi(,), so wird es als Nachricht V := dg(Y") ent-
schliisselt. Nach Wahl der Dekodierabbildungen wird die Nachricht zuminde-
stens dann richtig als V' = w entschliisselt, falls die Ereignisse { K'(u) € B(Y)}
und {K(v') ¢ B(Y)} fiir alle v’ # u gemeinsam eintreten. Es langt also, die
Wahrscheinlichkeit des Komplementérereignisses

{K(u) ¢ BW)}u [J{K(W) e BY)}
u' #u

nach oben abzuschétzen. K(u) ¢ B(Y) impliziert, da die Anzahl Z, der
Ubertragungsfehler grofier als np* ist. Nach Annahme ist Z, binomialverteilt
zum Parameter (n,p). Fir die anderen Ereignisse beachten wir, da§ K (u')
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fiir alle v’ # u unabhéngig von Y = Yk, ist, daher folgt
Ws{K(u') € B(Y)}
= Y Ws{K()€B(y)|Y =y} - Ws{Y =y}
y

= Y Ws{K(u) € B(y)}- Ws{Y =y} .

Da K(u') uniform in {0,1}" verteilt ist und >, . (") Elemente in B(y)
enthalten sind, erhalten wir -

Ws{K(u/) e B(Y)} = (7;)2—"

i<np*

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dafl eine binomialverteilte Zufallsvariable
Z1/9 zum Parameter (n,1/2) einen Wert kleiner oder gleich np* annimmt.
Es gibt 2™ — 1 Worte u’ # u, fiir die Wahrscheinlichkeit, dafl v nicht richtig
dekodiert wird, erhalten wir also insgesamt die Abschéitzung

Ws{dg(Yrw) # u}t < Ws{Z, > np*} +2" Ws{Z,,, <np*} .

Diese Wahrscheinlichkeiten sind wegen p < p* < 1/2 nach (3.5) und (3.6)
mit wachsendem n exponentiell klein. Da wir hier in Logarithmen zur Basis
2 rechnen, erhalten wir insbesondere, wie ein Vergleich mit (3.6) zeigt,

2™m WS{Zl/Q < np*} < gmo—nh(p*) < gl—en/2 ’

wobei die letzte Abschétzung aus unseren Annahmen iiber m und h(p*) folgt.
Daher konvergiert Ws{dx(Yx)) # u} exponentiell schnell gegen 0, und
zwar gleichméBig in allen u € {0, 1}™. Fiir geniigend grofies n folgt

27"y " Ws{d (Yicww) # u} < €.

Da Ws{dx (Yk(@)) # u} durch Mittelung von Ws{dy(Yyw)) # u} iiber alle
Kodierabbildungen £ entsteht, muf3 fiir mindestens ein k& samt Dekodierab-
bildung dj,

27y " Ws{di(Yiw) # u} < €

gelten. Dies ist die Behauptung. O

Der Beweis zeigt, dafl man durch blindes Hineingreifen in die Menge aller Ko-
dierabbildungen einen Kode mit guten Ubertragungseigenschaften findet, es
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muf} also viele gute Kodes geben. Es mag deswegen iiberraschen, dafl es den-
noch schwer fillt, solche Kodes explizit anzugeben. Man bedenke jedoch, daf3
es wesentlich darauf ankommt, dafl das Kodieren und Dekodieren rechnerisch
leicht zu bewerkstelligen ist und vom Computer durchgefiihrt werden kann.
Es ist nach wie vor ein aktuelles Thema, Blockkodes zu konstruieren, die
praktisch brauchbar sind, und deren Ubertragungsrate nahe an die Schranke
von Shannon herankommen.

Das Resultat von Shannon 148t sich wesentlich verallgemeinern. Wir defi-
nieren nun die Kapazitit eines allgemeinen Kanals. Solch ein Kanal ist
gegeben durch ein Eingangsalphabet S, das der Sender zum Kodieren sei-
ner Nachricht benutzt, ein Ausgangsalphabet S’, in dem der Empfianger
die Nachrichten empféngt, und eine Matrix P von Ubergangswahrschein-
lichkeiten F,,, die angeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Buchstabe
y € S" empfangen wird, falls der Buchstabe x € S gesendet wurde.

Um die Kapazitdt des Kanals zu definieren, bendtigen wir den Begriff der
wechselseitigen Information zweier Zufallsvariabler X und Y,

I(X|Y) == H(X)— H(X|Y).

Die Bezeichnung erklart sich aus unserer Vorstellung von H(X) als Grad der
UngewiBheit iiber den Wert von X bzw. H(X|Y) als Grad der Ungewiheit
tiber den Wert von X, wenn man Y beobachten darf. Nach (7.7) gilt

I(X|)Y) > 0.
Eine alternative Formel ist nach (7.2)
[(X])Y) = HX)+ HY) - H(X,Y),

ihr entnimmt man, daf§ die wechselseitige Information in X und Y symme-
trisch ist,
I(X[)Y) = I(V]X) .

Diese Formeln machen Sinn fiir beliebige Zufallsvariable X und Y. Wir
stellen uns nun vor, dal X ein zufélliger Buchstabe aus S ist, der durch den
Kanal mit Ubergangsmatrix P gesendet wird und als zufilliger Buchstabe Y’
aus dem Ausgangsalphabet S’ empfangen wird. Zwischen den Verteilungen
@ und v von X und Y besteht dann die Beziehung

vy = > Py, yeS .

zeSsS
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Die Kapazitit des Kanals definiert man als

C = max [(X]Y) .
m

Man fafit also die Verteilung p von X ins Auge, fiir die die wechselseitige
Information zwischen X und Y maximal ist. Die Idee ist, dafl man dann aus
der Beobachtung von Y die grofitmogliche Information iiber den gesendeten
Buchstaben X erhélt.

Beispiele.

1. Der symmetrische Kanal. Beim symmetrischen Kanal ist S = §' =
{0,1} und Poy = Pio=p, Poo = Pu=q=1-p.

1 el 1
p
P

0 ; 0

Dann gilt offenbar
H(Y|X =)= —plogp—(1—p)log(l —p) = 1—h(p).
Es folgt

I(X])Y) = H(Y) - HY|X)
= HY)- > HY|X =12)Ws{X =z}
= HY)+ h@) -1

h(p) ,

denn es gilt H(Y) < log2 = 1 nach (7.5). Ist X uniform auf {0, 1} verteilt,
so auch Y. In diesem Fall gilt H(Y') = 1, fiir die Kapazitat folgt daher

IN

C = h(p) .

2. Verlust von bits. Wir betrachten nun einen Kanal, bei dem bits verloren
gehen konnen, anstatt wie beim symmetrischen Kanal geflippt zu werden
(Eraser-Channel). Das Eingangsalphabet ist wieder S = {0,1}, das
Ausgangsalphabet nun {0, 1, *}, und die Ubergangswahrscheinlichkeiten
Py =P,=p, Poh=Pr1=q=1-p.
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* steht fiir die Situation, daB bei der Ubertragung das gesendete bit ver-
loren geht. Eine kurze Rechnung ergibt

HY) = (1-pH(X)+1-h(p)

auBerdem gilt wie beim symmetrischen Kanal H(Y|X = z) = 1 — h(p).
Daher folgt

I(X]Y) = HY)+h(p) =1 = (1-pH(X).

Der Ausdruck wird maximal, wenn X uniform verteilt ist, und es ergibt
sich fiir die Kapazitit die plausible Formel

C =1-—p. o

Die fiir den symmetrischen bindren Kanal eingefiihrten Begriffe iibertragen
sich in naheliegender Weise auf allgemeine Kanéile. Ein (n, m)-Blockkode
besteht aus einer Kodierungsabbildung

k:{0,1}" — S",
die man mit einer Abbildung
d: (S — {0,1}"

dekodiert. r = m/n ist Ubertragungsrate des Kodes, die Fehlerwahrschein-
lichkeiten werden wie oben definiert. Wir betrachten wieder den Fall eines
gedichtnislosen Kanals, der die einzelnen Buchstaben unabhéngig voneinan-
der gem#f der Ubergangswahrscheinlichkeiten P,, ibertrigt.

Satz 7.6. Gegeben sei ein geddichtnisloser Kanal der Kapazitit C. Dann gibt
es zu jedem € > 0 einen Blockkode, dessen Ubertragungsrate mindestens C' —¢
1st, und der mit einer maximalen Fehlerwahrscheinlichkeit von héchstens €
dekodiert werden kann.

Ist umgekehrt r > 0 derart, daf$ fiir jedes € > 0 Nachrichten mit einer
Ubertragungsrate von mindestens r und einer mazimalen Fehlerwahrschein-
lichkeit von hdchstens € tibertragen werden kénnen, so folgt r < C'.
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Kurz zusammengefaBt ist die Kapazitéit die maximale Ubertragungsrate, die
man fiir einen gestorten Kanal realisieren kann. Man bemerke, dafl der Satz
eine Aussage iiber die maximale Fehlerwahrscheinlichkeit des Kodes trifft,
und nicht nur iiber die durchschnittliche Fehlerwahrscheinlichkeit wie Satz
7.5. Ein Beweis findet sich in T.M. CoOVER, J.A. THOMAS, Elements of
Information Theory.



