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Kapitel 1

Schwache Konvergenz von 1V-Maflen

Literatur :

Billingsley, P.: Convergence of Probability Measures, Wiley, 1968;
Pollard, D.: Convergence of Stochastic Processes, Springer, 1986;
Ethier, S. und Kurtz, T.: Markov Processes, Characterization and Convergence, Wiley, 1986.

Die Konvergenz der Verteilungen von Zufallsvariablen ist ein klassisches Thema der Stochastik. Alt-
bekannt ist, dass unter geeigneten Umsténden binomiale Zufallsvariablen eine Poisson’sche oder normale
Grenzverteilung besitzen. Uber die Konvergenz in Verteilung von Summen reeller, unabhingiger Zu-
fallsvariabler gibt der zentrale Grenzwertsatz Auskunft. Neueren Datums sind Konvergenzresultate iiber
die Verteilungen ganzer stochastischer Prozesse, etwa der Aussage, dass reelle Irrfahrten bei geeigneter
Skalierung in Verteilung gegen eine Brown’sche Bewegung konvergieren (Donsker, 1951).

Die Theorie der schwachen Konvergenz von W-Maflen, die ihre Urspriinge in Arbeiten von Prohorov
(1956) und Skorohod (1956) hat, liefert dafiir einen Rahmen. Die Theorie der schwachen Konvergenz
bewegt sich vollstindig im Kontext metrischer Konvergenz. Es geht um die Konvergenz von W-Maflen
auf einem separablen, metrischen Raum S. Wir fassen kurz einige Grundannahmen und Bezeichnungen
zusamien:

S bezeichnet einen separablen metrischen Raum mit Metrik d. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit
nehmen wir

d(z,y) <1 fir alle z,y € S

an. Man kann nédmlich von d(z,y) immer zu der Metrik min(1, d(z,y)) iiber gehen, ohne etwas an Kon-
vergenzfragen zu éndern. Die offene e-Umgebung von x € S ist wie iiblich als

Uc(z) ={y e S:d(z,vy) <e}

definiert. Separabilitit bedeutet, dass es eine abzihlbare, dichte Teilmenge Q) in S gibt. Dies hat die fiir
uns wichtige Konsequenz, dass sich jede offene Menge O C S als abzéhlbare Vereinigung von Umgebungen
darstellen lasst, z.B.

O = U{Ug(z) cU(x)cO,eecQt, 2@} .

Die Borel-o-Algebra in S ist die o-Algebra & = g, die von den offenen Mengen in S erzeugt wird.
Aufgrund der Separabilitidt wird Z auch von den offenen e-Umgebungen erzeugt. Schliellich ist % auch
die von Cy(.5), der Menge aller stetigen, beschriankten Abbildungen f : S — R, erzeugte o-Algebra. Man
beachte dazu, dass die Indikatorfunktion 1o fiir offenes O C S monotoner Limes der durch

fn(x) := min (l,n -d(z, OC)) , z€S
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2 Schwache Konvergenz von W-Maflen

gegebenen Folge f, € Cp(S) ist mit d(z, B) := inf{d(z,y) : y € B}. Man erkennt so auch, dass ein
W-Ma8 p auf (S, %) durch die Werte aller [ fdu, f € Cy(S) festgelegt ist. Fiir offenes O gilt némlich

1(0) =1i;gn/fn di

und die Behauptung folgt aus dem bekannten Eindeutigkeitssatz fiir W-Mafle. Die Menge aller W-Mafle
auf S bezeichnen wir mit P(S).

I.1 Grundlagen

Definition.

a) Eine Folge (u,) in P(S) heifit schwach konvergent gegen p € P(S), falls fiir n — oo

/fdun — /fdﬂ fir alle f € Cy(5)

Wir schreiben dann
Lhn N T

b) Eine Folge (X,) von S-wertigen Zufallsvariablen heift in Verteilung konvergent mit Grenzwert
i (gegen die S-wertige Zufallsvariable X ), falls die Verteilungen der X,, schwach gegen u (gegen
die Verteilung von X ) konvergieren, falls also fiir alle f € Cy(S) gilt

Ef(Xn)%/fdu bzw. Ef(X,)— Ef(X) .

Wir schreiben dann
X, Su baw X, >X .

Beispiele.

1. Dirac-Mafle d,, konvergieren genau dann schwach gegen das Dirac-Ma8 0, falls z,, in S gegen x
konvergieren. (Ubung)

2. Haben die W-MafBe p,, und g Dichten bzgl. des Mafles A,
dpin = gndX ,  dp = gd\

und konvergiert g, A-fast sicher gegen g, dann gilt i, = .

/Ign—g|d>\=/gdk+/gnd>\—2/min(9mg)d>\

=2(1- /min(g,gn) d\)

Beweis. Aus

folgt mittels majorisierter Konvergenz [ |g, — g| d\ — 0. Fiir beschréinktes f gilt daher

‘/fdun—/fdu‘ésupfl-/lgn—gld/\—>0 :

Stetigkeit fiir f ist hier gar nicht erforderlich. (Es liegt Konvergenz in der ,, Totalvariation® vor.)

3. Fast sichere Konvergenz (oder auch nur stochastische Konvergenz) von Zufallsvariablen X,, gegen
X impliziert Konvergenz in Verteilung, denn mittels majorisierter Konvergenz folgt dann

Ef(X,) — Ef(X) fiir alle f € Cp(S) .



I.1 : Grundlagen

4. Bildmafle. Sind S, S’ metrische Rdume und 7 : S — S’ eine stetige Abbildung, dann gilt fiir
fin; 1€ P(S)

fn > = ) > w(p)
Denn fiir f € Cy(57) ist fom € Cy(S), also

[ tantu) = [ fomdun— [fomau= [ sarqu) .

Fiir die Konvergenz der Integrale langt es vorauszusetzen (und das wird spéiter wichtig), dass die Menge

der Unstetigkeitspunkte von 7 eine p-Nullmenge ist. Es gilt ndmlich folgende Charakterisierung der
schwachen Konvergenz.

Satz 1.1. Fir p, u, € P(S) ist dquivalent:
i) pn =,
it) p(0O) <liminf p, (O) fir alle offenen O C S, oder dquivalent
n
w(F) > limsup p, (F) fir alle abgeschlossenen F C S

i11) p(B) = lim py,(B) fir alle B € $ mit n(0B) =0

w) [ fdu, — [ fdu fir alle beschrinkten Borel-Funktionen f: S — R mit p(Ny) = 0.
Dabei sei Ny C S die Menge aller Unstetigkeitspunkte von f.

Bewets.
i) = ii) fiir offenes O wéhle wie oben f,, € C,(5), so dass 0 < f,,, T 1o fiir m — oco. Es folgt
w(0) = lim/fmdu = 1imlim/fmd,un < liminf p,,(0) .
Die andere Aussage ergibt sich durch Ubergang zu Komplementen.
ii) = iii) Ist O der offene Kern und F' der Abschluss von B, so gilt
1(0) <liminf 1, (0) < liminf i, (B) < limsup g, (B) < limsup pun (F) < p(F)
Wegen u(0B) = 0 gilt aber u(O) = p(F) = p(B) also die Behauptung.
ili) = iv) O.B.d.A. sei f > 0. Es gilt 0{f > u} C {f = u} U N;. Die Menge aller v € R mit

w({f = u}) > 0 ist hochstens abzdhlbar. Nach Voraussetzung gilt dies dann auch fir 9{f > u}.

Nach Annahme folgt p, (f > u) — p(f > u) fiir alle anderen u. Nach dem Satz von der dominierten
Konvergenz folgt mit s = sup f

[ finn= [tz wyaus [Ttz wau= [ rau,

iv) = i) ist offenbar. O

Der reelle Fall
Im Fall S = R lassen sich W-Mafle u bekanntlich durch ihre Verteilungsfunktion F', gegeben durch

F(z) := p((—o0, ), zeR

charakterisieren.
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Korollar 1.2. W-Magfe u,, auf R konvergieren genau dann schwach gegen u, wenn fir die zugehorigen
Verteilungsfunktionen F,,, F gilt:

F,(z) —» F(x) fir alle x € R mit p({z}) =0 .

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ergibt sich aus Satz 1.1 iii). Umgekehrt ist jede offene Menge
O in R abzihlbare Vereinigung von disjunkten offenen Intervallen: O = [ J:2, (a;, b;). Sei m € Nund € > 0
derart, dass p({a; +¢}) = p({b; —€}) =0 fir alle : = 1, ..., m, so folgt

lim inf 4, (O) > Hminfun( (a; +¢e,b; — 5]) = hmlnfz w(bi —€) — F(a; +¢))

—

i=1

Z (b; — ) — (ai+5)):,u(

i=1 i

—

(a; +¢€,b; — 5})

1

Da es nur abzéhlbar viele x € R mit u({z}) > 0 gibt, sind in dieser Uberlegung héchstens abzihlbar
viele € > 0 ausgeschlossen. Wir konnen also den Grenziibergang ¢ — 0 durchfithren und erhalten
liminf,, 41,(0) > (U™, (a;,b;)). Lassen wir noch m — oo gehen, so folgt liminf, 11,(0) > p(O), also
nach Satz 1.1 ii) die Behauptung. O

Produktriaume

Seien nun S’ und S” mit den Metriken d’ bzw. d” versehen. Dann wird S = S’ x S” durch
d((@',2"), (v, y")) == max (d'(«',y),d(z",y")) , 2y es, 2y es”
zu einem metrischen Raum, die zugehorige e-Umgebung von (2/, 2”) ist
U2, 2") =Ul(z") x U/ (2") .

(U} und U? bezeichnen dabei die e-Umgebungen in S" und S”.) Mit S’ und S” ist auch S separabel, man
kann die dichte Teilmenge von der Gestalt Q = Q' x Q" wihlen. Es gilt Bg = B @ Bgr.

Wir zeigen nun, dass die Funktionen der Gestalt f(z',2”) = f/'(z’) - f"(2") in C(S) eine sogenannte
konvergenzbestimmende Teilmenge von Cy(.5) bilden.

Satz 1.3. Fir W-Mafe i, i auf dem Produktraum S = S' x 8" gilt pu, > p genau dann, wenn fir

n — o0
[t [ sau

fiir alle f € Cy(S) mit f(o',2") = f'(2") f"(2") und ' € Cp(S"), f" € Cp(S").

Beweis. Wir betrachten erst ,Rechtecke’ B’ x B” mit B’ € %', B"” € %" und offenem Kern O’ x O".
Wihle ], € Cy(S), fI! € Cp(S”) so dass 0 < f/ 1 10,0 < f/! 1 1o». Nach Annahme folgt fiir alle m

liminf p1,,(B’ x B”) > lim / Fon o Apin = / fr frdu
Unter der zusitzlichen Annahme p(5(B’ x B”)) = 0 ergibt der Grenziibergang m — oo
liminf p, (B’ x B") > u(0" x O") = (B’ x B") .

Es folgt

k k
1in}1inf,un<U B] x BZ{/) > ,U( U B; x Bz{/) )

i=1 i=1
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sofern p(0B; x S") = u(S" x 0B)') = 0 fir alle ¢ = 1,...,k. Jede Vereinigung |J,, B; x B;' a8t sich
nimlich durch den Ubergang zu Durchschnitten der messbaren Rechtecke in eine disjunkte Vereinigung
von messbaren Rechtecken umformen, deren Rénder in |J,., 6B; x S U S’ x 6B} enthalten sind.

Sei nun O C S offen. Dann ist O abzihlbare Vereinigung aller Umgebungen U.(x') x U/ (z") € O
mit ' € Q',x” € Q" und £ € D, wobei D eine beliebige abzihlbare, dichte Teilmenge von R, sei. Dabei
konnen wir fiir diese Umgebungen immer p(dU.L(z') x S” U S’ x U/ (2")) = 0 voraussetzen, denn fiir
jedes Paar (2/,z") gibt es hochstens abzihlbar viele Ausnahmen. Zu vorgegebenem 1 > 0 gibt innerhalb
O endlich viele €;-Umgebungen, so dass

<N<UU/ /XU”(H)>+7].

Es folgt
k
liminfun(O)Zliminfun(U ) x UL ( ”) >,u<UU’ 3 x Ul (x ”)) > u(0)—n .
Mit n — 0 folgt nach Satz 1.1 ii) die Behauptung. O

Korollar 1.4. Gilt p/, >y in 8" und p” > 1/ in 8", so folgt p!, @ p!! > 1/ @y in 8" x S".

Nach dem Satz von Fubini gilt dann n&mlich
/f’(w’)f”(w") dpiy, @ piy,

:/f’dp;/f”du —>/fdu/f”d//’ /f Nf" (") dp @ p”

Analog behandelt man schwache Konvergenz auf kartesischen Produkten mit mehr als zwei Faktoren.

I.2 P(S) als metrischer Raum

Die schwache Konvergenz 148t sich metrisieren.

Definition. Der Prohorov-Abstand von p,v € P(S) ist gegeben durch
dp(p,v) :=1inf{e > 0: p(F) <v(F°)+ ¢ fir alle abgeschlossenen F C S}
Dabei sei F* die offene e-Umgebung von F,

Fe:={z€S: esgibteinyec F mitd(z,y) < e}

Beispiel. Fiir z,y € S gilt dp(d4, 6y) = d(z,y) (Ubung, dabei ist die Annahme d(z,%) < 1 zu beachten.)
Man kann also den Prohorov-Abstand als Fortsetzung der Metrik d auf ganz P(S) auffassen.

Satz 1.5. Der Prohorov-Abstand ist eine Metrik, durch die P(S) zu einem separablen metrischen Raum
wird. Es gilt dp(jin, 1) — 0 genau dann, falls p1, = pu.
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Beweis. dp ist symmetrisch: Sei € > dp(u, v) und F abgeschlossen. Da das Komplement von F© ebenfalls

abgeschlossen ist, folgt
e\c YA
p((F)%) < v(((F9)9)%) + ¢ .

Wegen ((FE)C)EC F¢, ergibt sich durch Ubergang zu Komplementen v(F) < u(F¢)+¢, also dp(v, p) < e.
Daher gilt dp(v, 1) < dp(p,v), und analog dp(u,v) < dp(v, ).

Gilt dp(u,v) = 0, so folgt fiir abgeschlossenes F
p(F) < inf(v(F*) 4+¢) = v(F)

e>0

und genauso v(F) < u(F). p und v stimmen also auf den abgeschlossenen Mengen iiberein, und es folgt
1 = v nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafle.

Zur A-Ungleichung: Ist € > dp(u,v), § > dp(v, p) und F abgeschlossen, so gilt
WF) Sv(F ) +e<p(F) +e+0<p(FH) +e40 .

Daher folgt dp(u,p) < e+ 6, also dp(p, p) < dp(p,v) +dp(v, p).

dp ist also eine Metrik. Wir zeigen nun, dass die abz&hlbare Menge der W-Mafle v = Z;Zl a; - 0, mit
T1,..., % € Qund ay,...,a, € QF, dicht in P(9) ist.

Sei i € P(S) und € > 0. Da @ dicht in S ist, gilt S =, Us(z). Es existieren also z1,...,2, € Q, so

dass .
u( U Ug(a:i)) >1—¢ .
i=1

Fiir B; := Ji_; Us(z;) — U{Z} Us(x;) folgt B; C Us(x;), U; Bi = U, Us(z;) und 3, u(B;) > 1 — . Dann
lassen sich a; € QF mit a1+ -+, = 1 finden, so dass Y ;_, |u(B;) — a;| <e. Fiir v:=). a; -, folgt

v(F) = Z a; < Z w(B;)+e :,u( U Bi) +e< ,u( U Ue(xi)> +e<u(F%)+e .
x, €EF z, €EF x, €EF x, EF
Dies bedeutet wie gewiinscht dp (v, p) < e.

Zur Konvergenz : Gilt dp(un, ) — 0, so gibt es eine Nullfolge &, so dass pu,(F) < pu(F) + &, fir
abgeschlossenes F. Es folgt limsup ju,(F) < u(F), also p, —» p nach Satz 1.1 ii). Sei umgekehrt s,
schwach gegen p konvergent und e > 0. Wir wollen zeigen, dass dp(u,, p) < 2¢ fiir ausreichend grofies n
gilt. Wir wihlen U (z1),...,U:(x,) wie eben. Dann gibt es nach Satz 1.1 ii) ein m, so dass fir n > m
und jede Teilmenge I von {1,...,r}

o (UT) < (T 4«

el i€l

sowie

un<OU€(xi)) >1—¢ .

Setzen wir Ip = {i <7 : U (x;) N F # B} fiir abgeschlossenes F' C S, so folgt fiir n > m
_ r _
in(F) < i (U Tele)) + o (8 = \J Uelen)) < o | Telen)) + 22 < pu(F7) 4
i€lp i=1 i€lp

fiir alle n > 2e, und es folgt wie behauptet dp(py,, 1) < 2e. O

P(S) wird damit, versehen mit der zugehorigen Borel-o-Algebra %Zp, zu einem vollwertigen Wertebereich
fiir Zufallsvariablen. Dazu ein Beispiel.
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Beispiel. Das Glivenko-Cantelli-Theorem. Seien 77, Z,,... unabhéngige, identisch verteilte Zu-
fallsvariablen mit Werten in S und Verteilung . Wir bilden die empirischen Verteilungen

1 n
Ln = E ;621

Esgilt L, = @n(Z1,. .., Zy) mit pn(21,. .., 2,) = (6., ++ - -+0., ). Man iiberzeuge sich, dass ¢, : S™ — P(S)
eine stetige Abbildung ist. L,, ist also eine wohldefinierte P(.S)-wertige Zufallsvariable.

Behauptung. FEs gilt dp(Ly, 1) — 0 fast sicher fiir n — oo.

Beweis. Wir betrachten erneut die Umgebungen U, (x;) aus dem letzten Beweis. Fiir Borel-Mengen B C S
gilt

1 n
L,(B) = - > Iizeny
=1

nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen folgt also L,,(B) — u(B) fast sicher. Daher gibt es fast sicher
ein (zufilliges) n. € N, so dass fiir allen >n. und I C {1,...,r}

Ln<Um)§u(Um)+€ sowie Ln(OUE(Jei))Zl—e.
iel el

i=1

Wie oben impliziert dies dp(Ly,, 1) < 2 fiir n > n., und es folgt die Behauptung. O

I.3 Relative Kompaktheit in P(S)

Vorbereitend behandeln wir Kompaktheit in metrischen Réumen. Eine Borelsche Teilmenge K eines
metrischen Raumes S heifit relativ kompakt, falls der topologische Abschluss K von K kompakt ist, falls
also jede offene Uberdeckung von K eine endliche Uberdeckung enthélt.

Proposition. Eine Teilmenge K in einem metrischen Raum S ist genau dann relativ kompakt, wenn
jede Folge (z,) in K eine konvergente Teilfolge besitzt.

Beweis. ,=*: Sei (x,,) eine Folge in K. Wir nehmen an, dass sie keine Hiufungspunkte hat. Dann gibt
es zu jedem y € S eine Umgebung U, von y, die nur endliche viele Folgenglieder enthélt. Diese Umge-
bungen iiberdecken ganz S, daher iiberdecken wegen der Kompaktheit von K schon endlich viele dieser
Umgebungen K. Also besteht die gesamte Folge nur aus endlich vielen Gliedern, ein Widerspruch. Es gibt
also ein Haufungspunkt « der Folge, d.h. jede Umgebung U, (z) enthilt unendlich viele Folgenglieder. Ist
daher 1 > g9 > ... > 0 eine Nullfolge, so gibt es eine Teilfolge 1 < n; < ng < ---, so dass z,, € U, (z).
Es folgt z,, — x.

»<=%: Sei (0y);er eine offene Uberdeckung von K. Wir zeigen zuerst, dass es ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir
jedes x € K ein i € I gibt mit U.(x) C O;. Andernfalls gibt es eine Folge (z,) in K mit der Eigenschaft,
dass Uy, (2,) ¢ U; fiir alle i € I. Nach Annahme gibt es eine konvergente Teilfolge 2, mit Grenzwert
x € K. Folglich gibt es ein > 0 und ein i € I, so dass U,(z) C O;. Fiir ausreichend grofies k gilt nun
Ui/ny (Tn,,) C Uy(x) und damit Uy y,, (25, ) C Us, ein Widerspruch.

Wir konstruieren nun aus (O;) eine endliche Uberdeckung von K. Zunichst wihlen wir z; € K und
i1 € I so dass U.(xz1) C O;,. Selen nun z1,...,2x, € K und 4y,...,4, € I schon gewihlt, mit U.(x;) C O;
und d(z;,z;) > €/2 fiir alle i # j. Falls K C Oy U---UO,, so ist die endliche Uberdeckung gefunden.
Andernfalls gibt es ein 2 € K mit 2 ¢ O1U---UO,,. Es folgt d(z,x;) > ¢ fiir i < n. Wihle nun z,,4, € K
mit d(zp41,2) < €/2 und iy € I mit Ue(xpq1) C Oy, .. Dann gilt auch d(x;,xn41) > €/2. Diese
Konstruktion muss nach endlich vielen Schritten abbrechen und zu einer endlicher Uberdeckung fiihren.
Andernfalls entsteht némlich eine Folge 1,2, ... in K mit d(x;,2;) > €/2, die also keine konvergente
Teilfolge enthilt. Dies ist ein Widerspruch. 0
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Wir gehen nun der fiir viele Konvergenzbeweise wichtigen Frage nach, wann man aus einer Folge von
W-Maflen eine schwach konvergente Teilfolge aussondern kann.

Satz 1.6. (Prohorov) Eine Menge IC C P(S) ist relativ kompakt, falls fiir alle e > 0 ein relativ kompaktes
K C S existiert, so dass

sup u(K¢) <e .

pner

Man nennt Mengen K von W-Mafen, die dieser Bedingung geniigen, auch straff (tight).
Beweis. Sei (p,,) eine Folge in K. Wir wollen aus ihr eine konvergente Teilfolge aussondern. Dazu wihlen

wir nach Annahme relativ kompakte Teilmengen K; C Ka C ..., so dass u, (K$) < 1/j fiir alle n und j,
und bilden das System kompakter Mengen

H::{izull(jiﬂU&(xi) c i €N, g €QT, %'EQ} .

‘H ist abzéhlbar, wir kénnen daher per Diagonalverfahren eine Teilfolge (p,,/) von (u,,) auswihlen, so dass
der Limes
a(H) = i i (1)

fir alle H € H existiert. Die Additivitdt und Subadditivitdt von pu, iibertréigt sich im Grenziibergang auf
« (i.Allg. jedoch nicht die o-Additivitét). In Anbetracht von Satz 1.1 kann man nicht erwarten, dass «
auf H bereits das gesuchte Grenzmaf ist, dies erfordert eine weitere Approximationsschritt. Dazu setzen
wir fiir offenes O C S

w*(0) :=sup{a(H): HEH, HC O} ,
insbesondere p*(#) = 0, und fiir beliebiges B C S
w*(B) :=1inf{u*(O) : O offen, O D B} .

Wir zeigen, dass p* ein dufleres Maf ist. Nur die fiir &uflere Mafle geforderte Subadditivitét ist hier nicht
offenbar. Zunéchst zeigen wir sie fiir offene Mengen.

Seien also Oq, Oy, ... offene Mengen und sei H € H derart, dass H C |J,-; O,. Es langt zu zeigen,
dass es Mengen Hy,...,H,, ¢ Hmit H C HiU---UH,, und H, C O,, n=1,...,m gibt. Dann folgt

a(H) < a(Hy) + -+ a(Hy) < p (01) + -+ 5" (0m) < 3 5*(0n)

und nach Definition von p*
w(Uon) <X 1(0n) -
n=1 n=1

Zur Konstruktion der Hy, ..., H,, bemerken wir: H wird iiberdeckt von all den Umgebungen U.(z),
e € Qt, z € Q, fiir die Us(z) in einem O,, enthalten ist. H ist kompakt, daher iiberdecken bereits endlich
viele U, (z1), ..., U., (x,) dieser Umgebungen H. Wir setzen

r

H, :=K;n|J{U., (i) : U, (z:) CO}, n>1,
i=1

und wéhlen dabei j so, dass H C fj. Dannist H, € H, H, C O, und H C Hy U...U H,, fiir ein m > 1.
Fiir beliebige B,, C S gibt es offene O,, C B, so dass u*(0,) < p*(B,) + 27", Es folgt

w( G B,) < ( G 0,) <§:u*(on) < f:u*(BnHa .
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Mit € — 0 erkennen wir, dass p* in der Tat dufleres Maf ist.

Als néchstes zeigen wir, dass jedes offene V' C S in der o-Algebra 20* der p*-messbaren Mengen liegt. Sei
B C S beliebig und O offene Obermenge von B mit p*(0O) < p*(B) + €. Dann gibt es ein H; € H mit
Hy cONVund p*(ONV) < a(Hy)+eund ein Hy € H mit H, C ONH{ und p*(ONHY) < a(Hz) +e.
H; und Hj sind disjunkt, ONV¢ C O N HY und H; U Hy C O, daher folgt

p*(B) + €= p*(0) = a(Hy U Hz) = a(Hy) + oo H2)
>urOoONV)+p* (0ONVE) =2e>p*(BNV)+pu*(BNVE) —2e > p*(B) — 2 .

Mit e — 0 folgt u*(B) = p*(BNV) + u*(BNV®), V ist also, wie behauptet, Element von 2*.

Die o-Algebra 20* umfasst daher die Borel-o-Algebra %, und nach dem Satz von Caratheodory ist die
Einschrinkung von p* auf 2 ein Mafl. Wir bezeichnen sie mit p. Nach Konstruktion gilt x(S) < 1. pu ist
sogar W-Maf}: die K; gehoren alle zu H (jede kompakte Menge wird von endlich vielen e-Umgbungen

iiberdeckt), und damit folgt

1
w(S) > a(Kj) = lif}lun'(Kj) >1— -

fiir alle j € N. SchlieBlich ist p der schwache Limes von (p,), denn fiir offenes O, H € H, H C O gilt
a(H) = lim g, (H) < liminf .0 (0)
n’ n’

also p(0) < liminf, p, (O). O

In vollstéindigen metrischen Rdumen ist Straffheit auch eine notwendige Bedingung. Zum Beweis benoti-
gen wir folgende Charakterisierung relativ kompakter Mengen.

Proposition 1.7. Sei der metrische Raum S vollstindig. Dann ist K C S genau dann relativ kompakt,
wenn K total beschrdankt ist, d.h. wenn fir alle € > 0 Elemente x1,...,x von S existieren, so dass

k
K c |JUs(x).

i=1

Beweis. Sei K totalbeschrinkt und (y, ), Folge in K. Wir konstruieren eine Teilfolge, die Cauchy-Folge
ist und also nach Annahme konvergiert. Dazu wihlen wir eine Nullfolge (g;); positiver Zahlen. Nach
Annahme gibt es endlich viele e;-Umgebungen, die K iiberdecken. Eine dieser Umgebungen enthélt dann
eine unendliche Teilfolge (yn1)n von (yn)n, folglich erhalten wir fiir diese Teilfolge d(y;1,y,1) < 21 fiir
alle i, 5. Weiter gibt es endlich viele e5-Umgebungen, die K iiberdecken, von denen eine wiederum eine
unendliche Teilfolge (yn2)n von (yn1), enthélt. Sie erfiillt also d(ys2, y;2) < 2e» fiir alle ¢, j. Diese Prozedur
ldsst sich ad infinitum fortsetzen und dann die Diagonalfolge (2,)rn = (Ynn)n bilden. Nach Konstruktion
ist Zm, Zm+1, - - . Teilfolge von (yYnm)n, daher gilt d(zm,, z,) < 2&,, fiir alle m < n. Folglich handelt es sich
um eine Cauchy-Folge. — Umgekehrt bilden alle e-Umgebungen eine offene Uberdeckung von K. Ist K
relativ kompakt, so enthilt die Uberdeckung bekanntlich eine endliche Uberdeckung. Folglich ist dann K
total beschrénkt. g

Satz 1.8. Sei S vollstindig und K C P(S). Dann ist dquivalent:

i) K ist relativ kompakt;

i1) Zu jedem € > 0 gibt es endlich viele x1,...,x, € S, so dass fir alle p € K gilt

r

“(U Ug(a;i)> >1—c¢

i=1
1) Zu jedem € > 0 gibt es ein relativ kompaktes K C S, so dass fir alle p € K gilt
p(K)>1—¢ .
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Beweis.

i) = ii) Wir wihlen x1,xs,... als dichte Folge in S. Falls ii) nicht zutréfe, gibe es ein ¢ > 0 und
zu jedem n € N ein i, € K mit p, (U;_; Us(2;)) < 1 — €. Da K relativ kompakt ist, enthélt dann
(1r) eine gegen ein W-Maf} p schwach konvergente Teilfolge (uy,/). Es folgt fiir alle r

u( LTJ Us(xl-)> < liminf g, ( O UE(I'Z')) <1l-c¢

und mit r — oo die Ungleichung ©(S) < 1 — ¢, ein Widerspruch.

ii) = iii) Sei ¢ > 0. Wir wihlen ¢; > 0, so dass € = €1 + 2 + ---. Es gibt dann z;1,...,z;,,, so dass
fiir alle p € £

u( CJ U (%‘z‘)) >1-¢;
i=1

Dann gilt fiir

oo Tj
K = n U UEJ ($]z)
j=1i=1
WK < ey 4+eg+--- =¢ fir alle p € K. Aulerdem ist K total beschrinkt und deswegen nach
Proposition 1.7 relativ kompakt.
iii) = 1) Dies ist der Inhalt von Satz 1.6. O

Korollar 1.9. P(S) ist vollstindig, sofern dies fiir S zutrifft.

Beweis. Sei (u,) Cauchy-Folge in P(S). Fiir jedes € > 0 gibt es dann ein m, so dass fiir n > m die
Ungleichung dp(fim, pin) < €/2 gilt. Es folgt

u,,L(Z__LTJlUE/mi)) < un(i_olm(xi)) +2

wobei wir iiber r und 1, s, ... noch beliebig verfiigen kénnen. Wir wihlen (z,) als dichte Folge in S
und 7 so grof}, dass

N ™

fim U Uepal@)) 21—

so dass

pn(JUela) 2 1=
i=1

fiir alle n > m. Indem wir r weiter vergréflern, erreichen wir, dass diese Ungleichung fiir alle n > 1
gilt. Nach Satz 1.8 enthiilt damit (u,,) eine konvergente Teilfolge. Deren Limes ist dann Grenzwert der
Gesamtfolge, die nach Voraussetzung ja Cauchy-Folge ist. O

Ausfgabe. Ist P(S) vollsténdig, so auch S.

Aufgabe. Jedes endliche Maf} i auf einem vollstdndigen, separablen metrischen Raum S ist ,,von innen
reguldr®, d.h. zu jedem e > 0 gibt es ein kompaktes K C S, so dass u(K°¢) < e.
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Der Satz von de Finetti

Mit Hilfe des Satzes von Prohorov beweisen wir nun einen bekannten Satz iiber Folgen von Zufallsvariablen
mit austauschbaren Verteilungen. Sei Zi, Zs, ... eine unendliche Folge von Zufallsvariablen mit einem
metrischen Wertebereich S, der vollstéindig und separabel sei. Man sagt, dass die Folge eine austauschbare
Verteilung besitzt, falls fiir alle natiirlichen Zahlen k und alle Permutationen 7(1),...,n(k) der Zahlen
1,....k

(Zﬂ'(l)a B Z‘n’(k)) = (Zla B Zk)

gilt (= bedeutet Gleichheit in Verteilung). Der Satz von de Finetti besagt dann, das Z1, Z, . .. in Vertei-
lung einer Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen gleicht, die ihrerseits eine zuféllige
Verteilung L haben. Genauer:

Behauptung. FEs gibt eine Zufallsvariable L mit Werten in P(S), so dass gilt

Efe1(20) - on(Z0)] = B[ [ L [ udt]

fiir alle k und alle beschrdnkten stetigen Abbildungen @1, ..., von S nach R.
Beweis. Wir leiten erst eine Version dieser Formel mit der empirischen Verteilung

ab. Fiir n > k gilt unter Beachtung der Austauschbarkeit

1

E[“"l(zl)"'“p’“(z’“”:n(n—l)...(n—k+1) _Z_* Elp1(Zi)) - or(Zi)]

wobei * bedeutet, dass nur iiber paarweise verschiedene i1, .. ., ix summiert wird. Dadurch bleiben gréfien-
ordnungsmifliig O(n*~1) Summanden unberiicksichtigt, daher folgt

Efe1(Z) - ou(Z)] =n " B[ Y @i(Zi) - eulZi)| + 07

1<iy, ik <n

Wegen [@dL, =n"'3" | ©(Z;) konnen wir das auch als

Ele1(20)+ou(Z0)] = B[ [ @1l [ pudLa] + O

schreiben. Unsere Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass L,, in Verteilung gegen eine Zufalls-
variable L konvergiert, denn p +— [@1du--- [ pr du ist fiir stetige, beschriinkte @1, ..., ¢ eine stetige,
beschrénkte Abbildung von P(S) nach R. Wir brauchen den Grenziibergang sogar nur entlang irgendei-
ner Teilfolge zu vollziehen, deswegen langt es, die relative Kompaktheit der Folge der Verteilungen von
L,, nachzuweisen. Nun gilt fiir relativ kompaktes K C S und € > 0 nach der Markov-Ungleichung und
wegen der Austauschbarkeit

1 111 & 1
P{L,(K*) > e} < ZE[L,(K*)] = gE[E ;I{Zﬂ(c}} = P{Zi €K}

und wir erhalten
P{L,(K°) >e} <e ,

wenn wir K in S nur ausreichend grofl wihlen (innere Regularitét der Verteilung von Z7). Die Behauptung
folgt also mit Hilfe des folgenden Kriteriums.
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Behauptung. % C P(P(S)) ist relativ kompakt, falls es fiir alle € > 0 ein relativ kompaktes K =
K. C S gibt, so dass fir alle & € & gilt

P{peP(S): W(K)>e})<e .

Fiir K := N2, {p € P(9) : n(KS-.) < e27"} gilt dann némlich

oo

2(K°) < Z P(W(Ki) >e27") < 252” =€
i=1 i=1

fir & € J. Auflerdem ist K straff, also nach dem Satz von Prohorov relativ kompakt. Daher ist ¢
straff und nach dem Satz von Prohorov relativ kompakt. — Ubrigens ist die angegebene Bedingung im
Fall von Vollsténdigkeit auch notwendig (Ubung). O

I[.4 Der Raum Dg[0, c0)

Wir wenden uns nun dem Fall der Verteilungskonvergenz
X" 5 X
von S-wertigen stochastischen Prozessen

X" = (th)t207 X = (Xt)tzo

zu. Die Idee ist, X™ und X als Zufallsvariable mit Werten in einem Funktionenraum aufzufassen. Um
den Anschluss an die bisherige Theorie herzustellen, benétigen wir passende Funktionenrdume, die sich
in geeigneter Weise metrisieren lassen. Dies fiihrt dann zu folgender Strategie des Nachweises der Vertei-
lungskonvergenz:

- Erstens zeigt man Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen, damit sind die Verteilungen
von (Xg,...,XtZ) mit 0 <t <--- <t gemeint. Dann kann es hochstens eine Grenzprozess X
geben.

- Zweitens zeigt man relative Kompaktheit der Verteilungen von X™.

Die Strategie folgt der elementaren Tatsache, dass eine Folge in einem metrischen Raum genau dann
konvergiert, wenn sie relativ kompakt ist und hoéchstens einen Hiufungspunkt besitzt. In vielen Féllen ist
der Raum Cg = Cg[0,00) aller stetigen Funktionen f : Ry — S, versehen mit einer Supremumsmetrik
geeignet. Fiir stochastische Prozesse mit unstetigen Pfaden ist dieser Rahmen jedoch im Allgemeinen zu
eng. Hier ist es in aller Regel ausreichend, fiir f nur Sprungstellen als Unstetigkeitsstellen zuzulassen.

Definition. Fine Funktion f : Ry — S heifit cadlag-Funktion (continue o droite, limites ¢ gauche)
falls fiir alle t > 0 die rechts- und linksseitigen Limiten

Ft4) =lim f(s) . f(t=) =lim f(s5)

sTt

existieren (mit f(0—) := f(0)), und falls fiir alle t > 0

fl+) = f(t)

gilt. Der Raum aller cadlag-Funktionen mit Werten in S wird mit Dg = Dg|0,00) bezeichnet.
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Die folgende Eigenschaft einer cadlag-Funktion f wird fiir uns wichtig sein: Fiir alle n > 0 gibt es eine
divergente Folge reeller Zahlen 0 = 79 < 71 < 79 < ---, so dass fiir alle 7 > 1

s, t € [7—14177—1') = d(f(s),f(t)) <n. (Il)

Die 7; lassen sich induktiv konstruieren, etwa 7; := (7,1 + 1) Ainf{t > 7,1 : d(f(t), f(m=1)) > n/2}.
Wegen der Rechtsstetigkeit von f bilden die 7; eine strikt wachsende Folge. Wére 7 := sup,; 7; end-
lich, so hétte man einerseits d(f(7;), f(7;—1)) > n/2 fiir alle ¢ und andererseits mit linksseitigem Limes
lim,, d(f(7;), f(1i—1)) = d(f(7—), f(r—)) = 0, ein Widerspruch. Also ist die Folge (7;) divergent.

Diese Folge (7;) enthiilt insbesondere alle Sprungstellen s von f mit d(f(s—), f(s)) > n. Wir erkennen
also, dass sich bei einer cadlag-Funktion f grofle Spriinge nicht h&ufen kénnen, und folgern: Fine cadlag-
Funktion hat hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen.

Wir wollen Dg metrisieren. Eine Supremumsmetrik, wie man sie in Cg[0, 00) benutzt, ist ungeeig-
net, denn Dg wire dann nicht separabel. In der sup-Metrik haben ndmlich die iiberabzdhlbar vielen

Funktionen
r firt<u
f“(t)_{y firt>u 0 470

alle den Abstand d(x,y) voneinander, gleichgiiltig, wie nahe die Sprungstellen beieinander liegen. Bei
der Wahl der Metrik ist also darauf zu achten, dass benachbarte Sprungstellen von f,g € Dg den Ab-
stand zwischen f und g nicht {iber Gebiihr vergréfern. Skorohod folgend werden dazu, bevor zwischen
den Funktionen der Supremumsabstand gebildet wird, zundchst benachbarte Sprungstellen von f und
g iibereinander geschoben, die Definitionsbereiche von f und g sozusagen aneinander angeglichen. Dies
fithrt zu dem folgenden Konvergenzbegriff.

Definition. Wir sagen, eine Folge (f,) in Ds konvergiert per Angleichen gegen f € Dg, falls es
fiir alle t > 0 stetige, strikt wachsende Abbildungen o, : Ry — Ry mit «,,(0) = 0 gibt, so dass gilt

sup o (s) —s| = 0 und  sup d(f(an(s)), fu(s)) =0 .
s<t s<t

Bemerkung. Wenn f stetig ist, gilt auch sup,«, d(f(an(s)), f(s)) — 0 fiir alle t > 0. Dies folgt, weil f
dann auf kompakten Intervallen gleichmiiBig stetig ist. Fiir stetiges f lauft unser Konvergenzbegriff also
auf die Bedingung sup,., d(f(s), fn(s)) — 0 hinaus, auf die lokal gleichmifiige punktweise Konvergenz
von f, gegen f. Ein Angleichen der Definitionsbereiche eriibrigt sich.

Die Konvergenz per Angleichen lisst sich metrisieren. Dazu bezeichnen wir fiir 7 > 0 mit A(n) die Menge
aller stetigen Bijektionen o : Ry — R, die sup;~g |a(t) — t| < n erfiillen. Offenbar gilt

a € A(n) = ale A(n) ; ay € A(m), a0 € A(a) = a1 oas € A(m +12) -

Fiir f,g € Dg setzen wir

ds(f,g) = inf {77 >0: sup d(f(a(t)), g(t)) < n fiir ein o € A(n)} ’ (12)
max(t,a(t))<1/n

Wegen d < 1 gilt offenbar auch dg < 1, weil wir nur den Fall n < 1 im Blick haben miissen. Die Forderung
max(t, a(t)) < 1/n an t bendtigen wir, um dg zur Metrik zu machen, sie ist stéirker als t < =1 und (wegen
sup,sg |a(t) —t| <n < 1) schwiicher als t <n~' — 1.

Proposition 1.10. Mit (1.2) ist eine Metrik ds auf Ds gegeben, die die Konvergenz per Angleichen
metrisiert.

Wir bezeichnen dg als die Skorohod-Metrik.
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Beuweis. Gilt ds(f,g) = 0, so gibt es Bijektionen a,, mit a,,(t) — ¢ und d(f(an(t)), g(t)) — 0 fiir alle
t > 0. Fiir einen Stetigkeitspunkt ¢ von g folgt f(t) = g(t). Da die Stetigkeitspunkte liegen dicht, folgt
f=g

Symmetrie: ds(f,g) = ds(g, f) ergibt sich, indem man in der Definition t = a~!(s) setzt und beachtet,
dass mit o auch a~* zu A(n) gehort.

Zur A-Ungleichung dg(f,h) < ds(f,g) + ds(g,h): Offenbar gilt dg(f,h) < 1, deswegen kénnen wir
uns auf den Fall dg(f, g) + ds(g,h) < 1 beschrinken. Fiir n; = ds(f,g) + ¢, 12 = ds(g,h) + € mit € > 0
kénnen wir dann n; + 12 < 1 annehmen. Seien «; € A(n;), i = 1,2, dazu passende Bijektionen geméif der
Definition von dg.

Wir betrachten erst den Fall dg(f, g) < ds(g,h) und damit n; < ;. Falls nun ay oaa(t) < 1/(n1+12)
gilt, folgt wegen a1 € A(n;) die Ungleichung as(t) < as(aa(t)) +m < (n1 +12) "' + n1. Dieser Ausdruck
ist in 7 fallend, solange 71 + 12 < 1 gilt. Daher folgt as(t) < 1/72 und wegen 11 < 1 auch as(t) < 1/n;.
AuBlerdem haben wir a;(az(t)) < 1/m1. Nehmen wir noch die Bedingung ¢ < 1/(m + 12) hinzu, so gilt
auch ¢t < 1/ns. Aus max(¢, a1 o ag(t)) < 1/(m + 12) folgt also

d(f (e 0 az)(t), h(t)) < d(f(ar(az(t))), glaa(t)) + d(g(az(t)), h(t)) < m + 12

und mit ¢ = 0 ds(f, h) < ds(f,g)+ds(g,h). Im kontrédren Fall dg(h, g) < ds(g, f) erhalten wir entspre-
chend die Abschiitzung dg(h, f) < ds(h, g) + ds(g, f). Beidesmal ergibt sich die A-Ungleichung.
Die Konvergenzaussage der Proposition folgt direkt aus den Definitionen. O

Proposition 1.11. Ist S mit der Metrik d ein separabler Raum, so auch Dg mit der Metrik dg.

Beweis. Es bezeichne ) eine abzéhlbare, dichte Teilmenge von S. Wir zeigen, dass die abzdhlbar vielen
Treppenfunktionen der Gestalt g = Zle qilit,_,¢;,) mit ¢; € Q und rationalen Zahlen t; eine dichte
Teilmenge des Dg bilden. Sei f € Dg und sei n > 0. Wie oben seien 0 = 19 < 71 < -+ < T} reelle
Zahlen mit 7, > 2/n und d(f(s), f(t)) < n/2, sofern s,t € [r;,—1,7;) fiir ein ¢ < k. Wéhle ¢; € Q mit
d(qi, f(7i—1)) < n/2 und rationale 0 = tg < t; < - -+ < t mit |t; — 7;] < . Definiere die Bijektion « durch

Oé(ti):’ri7 Z§k7

dazwischen wird « linear interpoliert und oberhalb py mit Steigung 1 fortgesetzt. Wegen |a(t;) — t;| <7
folgt oo € A(n). Weiter gehoren fiir ¢ < 1/n nach Konstruktion «(t) und ¢ immer demselben Intervall
[Ti—1,7:) an, was

d(f(t), g(e(t))) < d(f (1), f(ri-1)) + d(f(ri1), 9((t))) < 5 +d(f(Tim1),4:) <1

N3

impliziert. Insgesamt erhalten wir dg(f, g) <7, wie zu beweisen war. O

Fin wesentlicher Nachteil der Skorohod-Metrik ist, dass sie zu keiner Vollstédndigkeit des metrischen
Raumes fiihrt:

Aufgabe. Die stetigen Funktionen f,, n > 1, seien gegeben durch f,(t) = 0 fiir t < 1 — n~1, durch
fn(t) = 1 fiir t > 1 und durch lineare Interpolation auf dem Intervall [I — n~1,1]. Zeigen Sie, dass die
Folge (f,) bzgl. der Metrik dg eine Cauchy-Folge ist, jedoch im Raum Dg nicht konvergiert.

Anschaulich gesprochen konvergiert in diesem Beispiel die Folge (f,) gegen die Funktion f(¢) = 0 fiir
t < lund f(t) = 1 fiir ¢t > 1. Dabei entsteht erst im Limes der Sprung an der Stelle 1, der im Grenzprozess
nicht mehr durch Angleichen aufgefangen werden kann.

Fiir Vollstdndigkeit ben6tigt man deshalb eine andere Metrik dp, die auf dieses Szenario sensibel
reagiert. Billingsley folgend erreicht man dies, indem man fiir die angleichenden Bijektionen nicht nur
Konvergenz gegen die Identitdt fordert, sondern auch Konvergenz ihrer Steigungen gegen 1. In diesem
theoretischen Kontext hat also die Skorohod-Metrik dg Méangel. Das bedeutet aber nicht, dass sie nutzlos
wiire. So werden wir sie wesentlich im Beweis von Korollar 2.9 einsetzen, dort wére sie kaum durch die
nun zu behandelnde Metrik dp zu ersetzen.
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Bei der Konstruktion von dp gehen wir nach demselben Schema wie bei dg vor. Fiir 7 > 0 bezeichne
B(n) die Menge aller stetigen, strikt monotonen 8 : Ry — Ry mit £(0) = 0 und

M<n fiir alle s # ¢ .

I
8 t—s -

Es ist dann S eine stetige Bijektion, die der Wachstumsbedingung
et < B(t) <et fiir alle ¢t > 0
geniigt. Es gilt

BeBm =pB"€Bm) ;  BL€B(m) P Bn) = Prohr€Blm+n) .

Fiir f,g € Dg setzen wir nun

dp(f,g) :=inf {77>0: sup d(f(B(1)),g(t)) < n fiir einﬁeB(n)} .
max(t,5(¢))<1/n

Proposition 1.12. Auch mit dg ist eine Metrik auf Dg gegeben. Die Metriken dg und dg sind dqui-
valent, d. h. beide ergeben dasselbe System von offenen Mengen.

Wir bezeichnen dp als die Billingsley-Metrik.

Beweis. Der Beweis der Eigenschaften einer Metrik verlduft wie bei der Skorohod-Metrik, abgesehen von
der dort befindlichen Abschitzung von ag(t). Hier verfahren wir wir folgt: Sei 81 o B2(t) < 1/(n1 + 12).
Dann folgt Ba(t) < €™ B1(B2(t)) < e™/(n1 + n2). Dieser Ausdruck ist fallend in #; fiir 77 + 72 < 1. Unter
dieser Annahme folgt also B2(t) < 1/1n92, was den Beweis ergénzt.

Die Aquivalenz beider Metriken beweisen wir, indem wir zeigen, dass jede in dg konvergente Folge
(fn) mit Grenzwert f auch in dp gegen f konvergiert, und umgekehrt (siehe die folgende Aufgabe).

Sei also (f,) in dg gegen f konvergent. Dann hat man Bijektionen «,, so dass «,(t) — ¢ und
ds(fn(an(t), f(t)) — 0 fiir alle t > 0 gilt (gleichmiBig auf kompakten Intervallen). Wie oben gezeigt, gibt
es zu vorgegebenem 7 > 0 reelle Zahlen 0 =79 < 7y < --- < 7 mit 7, > 1/7, so dass |f(s) — f(t)| < n/2,
sofern s,t € [1;_1,7;) fiir ein ¢ < k. Wir definieren Bijektionen §,, durch

Bn('rj) = an(Tj)a j < k )

dawischen wird 3, linear interpoliert und oberhalb von 73 erhilt 3,, die Steigung 1. Offenbar konver-
gieren dann die Steigungen von (3, iiberall gegen 1, und es folgt 8, € B(n) fiir ausreichend grofes n.
AuBerdem gehoren v, (t) und B, (t) fir alle t < 1/ beide zu demselben Intervall [1;_1,7;), ¢ < k, was
d(f(an(t)), f(Bn(t))) < n/2 nach sich zieht. Es folgt fiir ausreichend grofies n

d(f(Bu(t)), fu(t)) < d(f(en(t)), fu(8)) +1/2 <7,

gleichmiflig fiir ¢ < 1/n. Fiir alle n > 0 gibt es also ein ng € N, so dass dg(fn, f) < n fiir n > ng. Mit
anderen Worten: dg(f,, f) konvergiert gegen 0.

In dieser Uberlegung kénnen wir ohne weiteres die Rollen von a,, und , vertauschen, d. h. aus der
Konvergenz in dp folgt auch diejenige in dg (hier kann man sogar «;, als /3, wéhlen). O

Aufgabe. Zeigen Sie: Zwei Metriken dg und dp auf einem Raum S induzieren genau dann dasselbe
System von offenen Mengen, wenn ihre konvergenten Folgen (samt Grenzwert) iibereinstimmen.

Satz 1.13. Ist S mit der Metrik d ein vollstindiger Raum, so auch Dg mit der Metrik dpg.
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Beweis. Sei (f,,) Cauchy-Folge in Dg. Zur Konstruktion ihres Grenzwertes kénnen wir ohne Einschréinkung
dp(fn—1, fn) < e”™ annehmen (denn es langt, eine konvergente Teilfolge zu konstruieren). Dann gibt es
Bn € B(e™™), so dass d(fn_1(5), fn(Bn(s))) < e ™ fiir s < e"~L. Es folgt fiir m < n und t > 0

log B 0 -+ 0 Bi(t) —log By 00 Bi(t)|

< i ‘logﬁkwkdomoﬁl(t»‘é i ek <e™ |

k=m+1 Bk_l o ﬂl (t) k=m-+1
log B, 00 B1(t), n > 1, ist also Cauchy-Folge in R, folglich existiert fiir alle ¢ > 0 der Limes
B(t) == liTIlnﬁno-uo/Bl(t) .

Aus Bj0---08; € Ble ™"+ -+e 1) C B(1) folgt durch Grenziibergang 3 € B(1) und Boﬁflo- . -oB;l =
lim,, By410---0 B, € B(e™*). Durch Ubergang zu inversen Abbildungen folgt 7y := fr0--- 08,0871 €
B(e™*). Insbesondere folgt aus t < e*~2 fiir s := y;_1(t) die Abschiitzung s < e "'t < eb~1 und damit

A(fo-1(ve-1(8)), fe(v(8)) = d(fr—1(s), fu(Br(s))) < e™* .
Also ist fi (vx(t)), k > 1 fiir alle ¢ > 0 Cauchy-Folge in S, deren Limes wir mit f(¢) bezeichnen.

Fiir t < e™~! folgt weiter

d(fn (4 (8), £(£))) = Hm d(fin (3m (1)), f (1 (2)))

< Z d(fr—1(ve—1(1)), fr(w(t)) <e ™ .

k=m+1

Die Konvergenz ist insbesondere gleichméfig auf beschrénkten Intervallen. Daraus folgt, dass mit den
fm ©7Ym auch f zu Dg gehort, und auBerdem dp(f, fn) < e”™T1 gilt. f ist also Grenzwert von f,. O

C5s[0, 00) als Teilraum von Dg[0, oo)

Cg ist in Dg abgeschlossen: Ist (f,) eine Folge stetiger Funktionen, die durch Angleichen gegen f € Dg
konvergiert, so gilt f,, o, (t) — f(t) fiir geeignete av,. Da f,, 0, stetig ist und die Konvergenz gleichméfig
auf Kompakta stattfindet, ist dann auch f stetig.

Wir haben bereits bemerkt, dass auf C's ein Angleichen nicht nétig ist. Wenn wir also innerhalb Cg
zu der Metrik

de(f,g) = inf{e >0 : S d(f(t),9(t)) < e}

iibergehen, bleibt die Konvergenz von Folgen davon unberiihrt. Da C's mit der Metrik d¢ bekanntlich eine
vollstindiger Raum ist, haben dp und d¢ in Cg auch dieselben Cauchy-Folgen (némlich die konvergenten
Folgen).

Der Stetigkeitsmodul

Fiir spétere Zwecke gehen wir nun noch etwas technischer auf die Aussage (I.1) ein. Sie beinhaltet die lokal
giiltige gleichméfBige Stetigkeit einer cadlag-Funktion, die nur durch Unstetigkeitsstellen gestort wird. Je
dominanter diese auftreten, um so enger werden die Partitionen 0 = 79 < 7y < 73 < - - -. Dies quantifiziert
die folgende Begriffsbildung.

Definition. Seien u,d > 0. Der Stetigkeitsmodul w, s(f) einer Funktion f : [0,00) — S ist das
Infimum aller € > 0, fir die es Zahlen 0 =19 < 11 < -+ < T, mit 7, > u gibt, so dass fir alle i < k

Ti>Ti—1+0 sowie s$,t€[T_1,T;)= d(f(s)j(t)) <e .

Eine Funktion f € Dg mit kleinem Stetigkeitsmodul kann grofle Sprungstellen haben. Diese miissen dann
aber in den Partition 79 < --- < 7 untergebracht werden und diirfen daher nicht zu nahe beieinander
liegen. Offenbar ist w,, s(f) monoton fallend in ¢, auch besagt (I1.1), dass w,, s(f) fiir eine cadlag-Funktion f
beliebig klein gemacht werden kann. Wir haben also die folgende Aussage.
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Lemma 1.14. Fir alle f € Dg und alle u > 0 gilt lims_owy, s(f) = 0.

Aufgabe. Erfiillt ein Funktion f : [0,00) — S fiir alle u > 0 die Eigenschaft lims_,owy s(f) = 0, so ist
sie cadlag.

Hinweis: Betrachten Sie der Reihe nach die Félle, dass an einer Stelle ¢ > 0 die Grenzwerte f(t—) oder
f(t+) nicht existieren, oder dass f(t) # f(t+) gilt.

Mit dem Stetigkeitsmodul erfasst man, wie sich eine cadlag-Funktion in der Skorohod- oder Billingsley-
Metrik durch Treppenfunktionen approximieren l&sst.

Beispiel. Sei f € Dg und fir n € N, u > 1/n
k
1<k<un

Wir wollen den Abstand zwischen f und fy, , abschétzen. Dazu wéhlen wir § > 1/n und € > w,, 5(f). Sei
0=17y <--- <7 passend zu € gewéhlte Partiton. Wir definieren o : Ry — Ry durch
. 1 .
a(Ti)::l, falls 2 <Ti§l, 1<k,
n n n

und lineare Interpolation dazwischen (a(s) erhdlt Steigung 1 fiir s > 7). Wegen 6 > 1/n haben wir
a(ri—1) < om), o ist also strikt monoton. Es folgt

s<T & a(s)<% & [na(s)<j-1 < %[na(s)]<7’i,

d.h. s und 1 [na(s)] liegen immer in demselben Intervall [r;_y,7;). Fiir s < u folgt

d(f(s), fun(a(s))) = d(f(s), f([na(s)l/n)) <e .

Weiter gilt |a(r;) — 7| < 1/n und folglich sup, |a(t) — t| < 1/n sowie a(u — n~1) < u. Insgesamt folgt
dS(fv fu,n) < max(a (u - nil)ilv nil) und mit £ — Wu,zs(f)

ds(f, fun) < max(wy,s(f), (u— n~ )7 nTh) . (1.4)

Auflerdem gilt nach Konstruktion 7; — 7,1 — % <oa(n)—a(ric1) <7 —Tio1 + %L und damit

o (25) < 1o (A0 < g (TE) <10 ()

Wir koénnen die Bijektion « auch fiir den Billingsley-Abstand nutzen und erhalten

dg(fun: f) < max(wu,g(f), (u—n"1)"1 ~log (1 - (5n)_1)) . (1.5)

Die Abschitzungen (I.4) und (1.5) zusammen mit Lemma 1.14 ermoglichen die folgende Aussage.

Lemma 1.15. Fir u, — oo gilt ds(f, fu,n) — 0 und dg(f, fu, n) = 0.

I.5 Schwache Konvergenz von W-Maflen auf Dg[0, c0)

Mochte man eine Familie (X;) von S-wertigen Zufallsvariablen zu einer einzige Zufallsgréfie X mit Werten
im Raum Dg der cadlag-Pfade zusammenfassen, so stellt sich die Frage nach einer geeigneten o-Algebra
auf Dg. Eine natiirliche Wahl ist die von den Projektionsabbildungen

m:Dg— S, m(f):=f(t)
erzeugte o-Algebra, also die kleinste o-Algebra, fiir die alle 7y, ¢ > 0 messbare Abbildungen werden.
Dann lassen sich die Ereignisse {X € 771(B)} = {m(X) € B} = {X; € B} fiir alle Borel-Mengen B C S
bilden, und die Mengen 7, 1(B) geben einen tibersichtlichen Erzeuger fiir die o-Algebra her. Es ist nicht

selbstverstindlich, dass man damit gerade die von der Skorohod-Metrik stammenden Borel-o-Algebra in
Dg erhilt (keine der Projektionsabbildungen ist bzgl. der Skorohod-Metrik stetig!).
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Proposition 1.16. Die Borel-o-Algebra in Dg wird von den Projektionsabbildungen m:,t > 0, erzeugt.

Beweis. Sei o(m) die von den Projektionen erzeugte o-Algebra. Wir zeigen zuerst o(m) C %p,. Dazu
stellen wir fest: dg(fn, f) — 0 impliziert f,,(¢) — f(t) fur fast alle ¢ > 0 (néimlich den Stetigkeitspunkten
von f). Ist also ¢ € Cp(S) und € > 0, so folgt fiir n — oo nach dem Satz von der dominierten Konvergenz

[ etmenas— [ elrnas

Daher ist das Funktional f + f:+s

et :+E(p(7('5(f))d8 — @(m¢(f)) aufgrund der Rechtsstetigkeit von f, also ist ¢ o m; Borel-messbar.
SchlieBlich gibt es fiir offenes O C S Funktionen ¢, € Cy(S), die punktweise gegen 1o konvergieren.
Damit ist 1o o m; Borel-messbar, d.h. {m; € O} ist eine Borel-Menge in Dg. m; ist also Borel-messbar,
und es gilt o(m) C Bp,.

Umgekehrt: Sei g € Dg fest gewéhlt und ¢ : 5P+l 5 R def. als

¢(ms(f))ds stetig und damit Borel-messbar. Fiir e — 0 folgt

n2

o(zo, ..., Tp2) :dg(g,Zxk . l[ﬁ ﬂ))

k=0

© ist stetig und also v, := @ o (mp, Tp-1,...,Tp_pn-1,7T,) messbar beziiglich o(r). Unter Nutzung der
Notation in (I.3) und mithilfe von Lemma 1.15 haben wir

1/)n(f) = dS(gvan,n) — dS(gvf) 5

damit ist auch f — dg(f,g) eine o(m)-messbare Abbildung. Folglich ist U.(g) = {f : ds(f,g9) < €} ein
Element von o(7). Wegen der Separabilitit von Dg ist jede offene Teilmenge von Dg als abzihlbare
Vereinigung solcher Umgebungen Element von o (7). Also gilt auch Bp, C o(n). O

Fiir die Betrachtung schwacher Konvergenz auf dem Raum der cadlag-Funktionen sind diejenigen Pro-
jektionsabbildungen geeignet, die fast sicher stetig sind. Es stellt sich heraus, dass dies meist der Fall ist:
Fiir p € P(Dg) sei

L(p) :={t > 0:m ist p-fast sicher stetig} .

Proposition 1.17. Das Komplement von L(u) in Ry ist fiir alle p € P(Dg) abzdihlbar.

Beweis. Aus dp(f, fn) — 0 folgt nach Definition der Konvergenz per Angleichen, dass f,(¢) fiir fe-
stes ¢t hochstens die Hiaufungspunkte f(¢) oder f(t—) hat. Also langt es zu zeigen, dass die Gleichung
p(my # m—) = 0 fiir hochstens abzéhlbar viele ¢ > 0 nicht giiltig ist.

Sei (t,) eine beschrinkte Folge positiver Zahlen, die alle voneinander verschieden sind, und sei ¢ > 0.
Die Menge {f € Dgs : d(f(tm), f(tm—)) > e fiir ein m > n} geht dann fir n — oo iiber in {f :
d(f(tm), f(tm—)) = € oo-oft} = 0. Es folgt u(d(m,,,m,—) > € fir ein m > n) — 0 und damit
p(d(my,, m,—) =€) — 0. Es kann zu vorgegebenem ¢ also héchstens endlich viele s < ¢ mit p(d(m,, 75— ) >
s) > ¢e. Mit € — 0 folgt die Behauptung. O

Wir kénnen nun schwache Konvergenz auf dem Raum der cadlag-Funktionen wie folgt charakterisieren.

Proposition 1.18. Seien p, pu, € P(DS). Dann ist dquivalent:

i) pn = i,
ii) Die Folge (uy,) ist relativ kompakt und fir alle t1, ...ty € L(p) gilt

(th : "T‘—tk)(:un) i> (ﬂ—hw : "ﬂ—tk)(:“)
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Beweis. Nur der Schluss ii) = i) bedarf einer Begriindung. Nehmen wir an, dass p,, nicht gegen u konver-
giert. Wegen der relativen Kompaktheit von (u,,) gibt es dann eine konvergente Teilfolge (i1,,/) mit Limes
v # p. Folglich konvergiert (my,,..., 7, )(fns) fir t1,...,tx € L(v) schwach gegen (my,...,m, ) (V).
Nach Annahme folgt (my,,..., 7, )(v) = (T, ..., 7, ) () fiir t1,...,t, € L(v) N L(p). Nach der letz-
ten Proposition ist L(v) N L(u) dicht in R, auBerdem konvergiert m, punktweise gegen m; auf dem
Raum der cadlag-Funktionen, falls s von rechts gegen t strebt. Deswegen iibertragt sich die Gleichung

(Ttyy ey ) (V) = (Tey, .-y 7e, ) (1) durch einen Grenziibergang auf alle ¢q,...,t; > 0. v und p haben
also dieselben endlichdimensionalen Verteilungen und sind dann bekanntlich gleich, im Widerspruch zu
unserer Annahme. d

Vielleicht noch {ibersichtlicher ist folgende Variante, formuliert fiir stochastische Prozesse. Der Beweis ist
identisch.

Proposition 1.19. Seien X = (X;) und X™ = (X[") stochastische Prozesse mit Pfaden im Raum der
cadlag-Funktionen. Dann ist dquivalent:
i) X™ ist in Verteilung gegen X konvergent,

ii) Die Folge der Verteilungen von X™ ist relativ kompakt und es gibt eine Teilmenge L von Ry
mit abzdhlbarem Komplement, so dass (thp . ,X[L) fir alle t1,...,ty € L in Verteilung gegen
(Xtyy--., X, ) konvergiert.

Es bleibt, relative Kompaktheit in ’P(DS) zu charakterisieren. Dies gelingt mithilfe der Stetigkeits-
module von cadlag-Funktionen.
Satz 1.20. Sei S wvollstindig. Dann ist IC C P(DS) genau dann relativ kompakt, wenn gilt:
i) {me(p) - p € K} ast fiir alle t > 0 relativ kompakte Teilmenge von P(S).
i) Fiir alle e,t > 0 gibt es ein § > 0, so dass p({f : wes(f) > e}) < e fir alle p € K.

Zunéchst zeigen wir, dass der Ausdruck in Aussage ii) wohldefiniert ist.

Lemma 1.21. {f:wys(f) <e} ist offen in Dg, so dass wys : Ds — R eine Borel-messbare Funktion
18¢.

Beweis. Sei wy, s(f) < e. Dann gibteseine’ <eund 0 =79 <7 < --- < 7 mit 7, — 71 > 4, 7 > u und
d(f(s), f(t)) <€ fiir s,t € [ri_1,7;). Sei weiter ds(g, f) < nund a € A(n) so, dass d(f(s),g(a(s))) <7
firallet <np= ' —1.Fir 7/ = a(n) gilt dann 7/, > 7, —p >wund 7/ — 7/_; > 71 — 71 — 2n > 6, falls n
geniigend klein ist. Fiir s',¢' € [7/_1,7/) und s := a~!(s'),t := a7 (') folgt s,t € [1;_1,7;), also

d(g(s),9(t") < d(g(es)), f(s)) +d(f(s), (1)) +d(f(t),9(a(t)) < 2n+e <e
falls n klein genug ist. Insgesamt gilt w, 5(g) < € und damit U, (f) C {wu,s < €}. O

Beweis von Satz 1.20. Die Bedingungen sind hinreichend: Wir machen von Satz 1.8 ii) Gebrauch, arbeiten
also mit der Billingsley-Metrik dp. Sei e > 0 und u > 2/e. Nach Voraussetzung gibt es ein 6 > 0, so dass
p(wy,s > €/2) < eg/2 fir alle p € K. Wir setzen

G:={f :wue(f) <e/2}N m {ff(%) € Uz (x) fiir einer} ,

k<t
o<

wobei E eine (noch genauer zu spezifizierende) endliche Teilmenge von S sei. n wéhlen wir nach (I.5) so

grof}, dass fiir alle f € G
n(1 2 1)) < 5
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gilt. Fiir jedes f € G gibt es daher z;, € E, so dass

do(f. 3l s)) < -

k<un

Mit anderen Worten: G wird im Raum der cadlag-Funktionen durch die endlich vielen e-Umgebungen der
Funktionen ), ., T /n, (k1) /n) Mit 2 € E iiberdeckt. AuBerdem kénnen wir nach Voraussetzung i)
und Satz 1.8 ii) die endliche Menge E so grofl wihlen, dass fiir alle p € K gilt:

u({f : f(%) € U, j2(x) fiir ein = € E}) = Wk/n(u)( U U8/2(I)> >1-— 5 c

gt (un + 1)

fiir alle k < un. Es folgt u(G°) < e fiir alle p € K, so dass KC nach Satz 1.8 ii) relativ kompakt ist.
Die Bedingungen sind auch notwendig:
Zui): Ist K relativ kompakt, so gibt es nach Satz 1.8 ii) zu vorgegebenen € > 0 Funktionen f1,..., f, € Dg,
so dass pu(U;_; U-(fi)) = 1 —e¢ fiir alle p € K. Da die f; cadlag-Funktionen sind, sind zu vorgegebenem ¢
die Mengen {f;(s) : te¢ < s < te®} relativ kompakt in S und werden daher alle durch endlich viele Um-
gebungen U, (y;),j = 1,..., k iiberdeckt. Gilt nun ¢ < 1/e und dp(g, f;) < €, so folgt d(g(t), f;(B(t))) <&
fir ein 5 € B(e), insbesondere te ¢ < §(t) < te®. Es folgt g(t) € |JUs-(y;) und damit
J

' Ua(fi)) >1-¢ .

1

k k
Wt(ﬂ)( U Uzs(yj)) = N(Wf1< U UZs(yj)>) > M(
j=1 j=1 i
Nach Satz 1.8 folgt also i).
Zu ii): Falls ii) nicht zutrifft, gibt es e,u > 0 und p,, € K, so dass p, (wu)l/n > 5) > ¢ fur alle n. (un)
enthilt nach Voraussetzung eine konvergente Teilfolge i,y mit Limes p. Da nach Lemma 1.21 die Menge
{f : wus(f) > €} abgeschlossen ist, folgt fiir alle § > 0

p (W5 > €) > Hmsup pps (Wu,s > €) > Bmsup pp (We,1/n > €) > € .
n’ n’
Nach Lemma 1.14 gilt andererseits {w, s > ¢} | 0 fiir § L 0, so dass sich ein Widerspruch ergibt. O

Aufgabe. Sei u, auf dem Raum der cadlag-Funktionen schwach gegen u konvergent. Dann gilt M(Cs) =
1 genau dann, wenn fiir alle ¢,§ > 0

o ({f 2 d(f(s), f(s—)) > 6 fiireins < t}) =0 .

Hinweis. {f : d(f(s), f(s—)) > 6 fiir ein s < t} und {f : d(f(s), f(s—)) = 0 fiir ein s < ¢} sind offen bzw.
abgeschlossen in Dg.

1.6 Der Satz von Donsker und Aldous’ Kriterium

Der funktionale Grenzwertsatz von Donsker verallgemeinert den zentralen Grenzwertssatz fiir Summen
unabhéngiger Zufallsvariabler. Er besagt, dass man aus einer Irrfahrt durch Reskalieren im Limes eine
Brown’sche Bewegung erhélt.

Seien Z7, Zs, ... unabhéngige, identisch verteilte, reellwertige Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0
und endlicher Varianz o2. Mittels Sy := 0 und S,, := Z; + --- + Z,, konstruieren wir Prozesse Y™ mit
Pfaden in Dg|0, 00) geméis

1

n .__
Y=
a\/ N

S[nt] , t>0 .
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Satz 1.22. Y™ konvergiert fiir n — oo in Verteilung gegen eine standard Brown’sche Bewegung W.

Beweis. Fir s < t ist Y;” — Y* Summe von [nt] — [ns] unabhéngigen Zufallsvariablen und hat folglich
Varianz X ([nt]—[ns]). Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt daher Y;"—Y* = W, —W,. Da Y™ wie W un-
abhiingige Zuwichse hat, folgt nach Korollar 1.4 (Y, — Y, ..., V" = Y*_ ) = (Wi, — Wy, ... Wy — Wy, )
bzw. (Y ..., V") 5 Wiy ..., Wy,) fiir 0 < ¢y < --- < t),. Nachzuweisen bleibt daher nach Proposition
1.19 die relative Kompaktheit der Verteilungen von Y. Wir machen dazu Gebrauch von der leicht zu
iiberpriifenden Tatsache, dass S,, und S2 — o?n Martingale sind. Also sind auch Y} und (¥;")? — L[nt]
Martingale, und zwar bzgl. der von den Y™ erzeugten Filtrierungen .#" (d.h. %" sei das vonden Y*, s < ¢
erzeugte Ereignisfeld). Sei t,d,6 > 0 und 7 eine beschrinkte .#"-Stoppzeit. Dann folgt nach dem Satz
vom Stoppen von Martingalen

n n — n n\ 2
P{| T+97YT | 277}§77 2E( 7'+97Y-r)
1 1 1
=02 (BY2 — EY2) =5 ?E[- [n(r + 0)] - —[nr]] <02 (04 )
n n n
Die Behauptung folgt daher aus Satz 1.20 und dem nachfolgenden Kriterium von Aldous. g
Das Kriterium von Aldous gibt fiir die Forderung an Stetigkeitsmodule aus Satz 1.20 eine wahr-

scheinlichkeitstheoretisch handhabbare hinreichende Bedingung. Im folgenden seien X", n € N, S-wertige
stochastische Prozesse auf W-Réaumen (/™ P™) und #" die durch

F=0(X],s<t)

gegebene Filtrierung in /™.

Satz 1.23. Gilt fiir alle t > 0, fiir jede Folge 1, < t von F™-Stoppzeiten und fiir jede Zahlenfolge 6, | 0
P {d(X} .o , X7 )>n} =0 fiir allen >0
so gibt es fiir alle t,e > 0 ein § > 0, so dass fir alle n gilt
P {ws(X™") >e} <e .

Beweis. 1) Im ersten Schritt formen wir die Annahme des Satzes geeignet um. Seien 6,7 > 0 und 7 < 7/
zwei Stoppzeiten fiir den Prozess X (wir unterdriicken den Index n). Sei weiter U eine von X unabhiingige,
uniform auf [0, 1] verteilte Zufallsvariable. Dann gilt

P{d(X,, X)) >n1 <7+6§71 <t}
< P{d(XTvXT/+5U) > 77/2a7—/ < T+57T < t} +P{d(XT’aXT/+5U) > 77/277'/ < t+§}
1 1
=E {f{r/sw&rsw / Ttax, X, s0)20/2) CW] + E[I {r'<t+6} / Ha(x, X1 50)20/2} dﬂ
0 0
1

2

= E{f{rgt} / Ita(x, X v50)20/2} d"} + E{f{r'swé} / Hax,r X, 50)2n/2) d9]

0 0
2
< / (P{d(XT/\t7 XTAt+69) > 77/2} + P{d(XT’/\(tJré)a XT’/\(t+6)+69) > 77/2}) dao .
0
Nach Annahme folgt also fiir jede Zahlenfolge d,, — 0 und beliebige .#"-Stoppzeiten 7/, > 7,
P {d(X", 77.2) > 0,70 < T+ Opy T <t —0 .

ii) Sei nun e,¢ > 0. Wir betrachten die .#"-Stoppzeiten 0 = 7J' < 7 < - - -, gegeben als

(2

' i=inf {s > 7], : d(X:’Xf,-”;l) >e/2}
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also cl(Xﬁn_1 , X)) > ¢/2. Fiir die Ereignisse

k
A =A{m >t} ({7 > 7]y + 6 oder 7", >t}
i=1
gilt dann Ay 5 C {wi,5(X™) < €}, so dass es langt, P"{Af |, 5} < & zu zeigen, sofern  ausreichend klein
ist, wobei wir fiir die Wahl von k freie Hand haben. Nun sei nach Teil i) des Beweises ¢ > 0 so klein
gewihlt, dass fiir geniigend grofles n und alle ¢

P <mly+ 0,7 <t} <PYAXT X)) >e/2,7" <7ty +0,70, <t <e/d .

Dann folgt

k
t-PHrp <t} B [rs <t] =Y B[ -1 < ]
=1
k
>0Y P -7 >0 <t}

=1
k

=0 (P <t} — xS o, < 1))
=1

> ké(P"{Tg <t Z)

und damit fir k > 2t/
P <t} < -

Nach Teil i) des Beweises erreichen wir durch weiteres Verkleinern von §, dass fiir alle 4 und geniigend
grofles n
P, St S 40} S o

Es folgt P"{A; ;} < ¢ und damit P"{w;s(X") > €} < ¢ fiir geniigend groBes n. Indem wir § weiter
verkleinern, folgt die Behauptung schieflich fiir alle n. (]
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Martingalprobleme
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Markov’sche Prozesse lassen sich auf verschiedene Weise charakterisieren. Der klassische Weg stellt
die (starke) Markov’sche Eigenschaft an den Anfang und in den Mittelpunkt. Man kann als Ausgangs-
punkt aber auch Martingaleigenschaften von Markov’schen Prozessen wéihlen. Am Ende erweisen sich
(zumindest fiir Prozesse vom Feller’schen Typ) beide Zuginge als verschiedene Seiten ein und derselben
Medaille, dennoch ist es nicht belanglos, wie man an die Sache herangeht. Der klassische Weg baut auf
der Theorie der Halbgruppen von Operatoren auf (man vgl. etwa Rogers & Williams, Vol.1). Geht man
dagegen von Martingaleigenschaften aus, so steht einem nicht nur die Martingaltheorie zur Verfiigung,
auch die Theorie der schwachen Konvergenz lédsst sich effektiv einsetzen. Diese Vorgehensweise geht auf
Stroock und Varadhan zuriick, die so sehr allgemein multidimensionale Diffusionsprozesse haben kon-
struieren konnen. Heute ist diese Strategie unter dem Namen ,,Lésen von Martingalproblemen® bekannt
und erweist sich als besonders erfolgreich bei der Konstruktion von Markov’schen Prozessen mit eher
uniibersichtlichen Zustandsrdumen.

II.1 Die infinitesimale Beschreibung stochastischer Prozesse durch
Martingalprobleme

Einfache stochastische Prozesse wie die Brown’sche Bewegung lassen sich durch ihre endlichdimensionalen
Verteilungen charakterisieren. Fiir Markov’sche Prozesse X = (X}) ist das allerdings nur ausnahmswei-
se moglich, die Verteilungen von (X,,..., X, ) sind meistens nicht direkt zugénglich. Man versucht
stattdessen, X lokal, d.h. durch Angabe der Verteilung ihrer infinitesimalen Zuwichse X;yq4 — Xy, zu
charakterisieren.

Diese Vorgehensweise ist aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichung wohlbekannt. Sei et-
wa Xt > 0, eine differenzierbare Abbildung in den R™. Handelt es sich um einen Phasenfluss (dies
ist in etwa das deterministische Analogon eines Markov’schen Prozesses, vgl. V.I.Arnold, Gewdhnliche
Differentialgleichungen), so kann man ihn durch eine Differentialgleichung der Gestalt

Xt+h — Xt = b(Xt) -h + O(h), h—0

23
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mit einem Vektorfeld R” 5 z — b(z) € R™ beschreiben. Gibt man sich also den Wert von X vor, so kennt
auch denjenigen von X, fiir ,infinitesimales“ h. Dagegen ist nur ausnahmsweise der Funktionsverlauf
von X; angebbar, und das Langzeitverhalten von X; ist hiufig schwer zu erfassen. (Wie iiblich fassen
wir ¢ als Zeitparameter auf.) Dabei stellt sich die Frage, ob die Differentialgleichung den Phasenfluss
bei gegebenen Startwert X, eindeutig festlegt. Dies héngt wesentlich von der Glattheit des Vektorfeldes
x + b(z) ab und ist nicht von vornherein gewihrleistet.

Beispiel : Die Differentialgleichung %Xt = v/ X; hat in R; zwei Losungen mit Xg =0 : X = 0 und
X = t2/4.

Auch fiir stochastische Prozesse ist die Frage, ob infinitesimale Bedingungen ihn in Verteilung eindeu-
tig charakterisieren, von besonderer Bedeutung. Sei also X ein stochastischer Prozess auf einem W-Raum
(2, P), adaptiert an eine Filtration % und mit Pfaden in Dg[0, c0), wobei S ein separabler metrischer
Raum sei. Ahnlich wie wir im deterministischen Fall den Zuwachs Xiyn — X bei Vorgabe des Wer-
tes von X; infinitesimal angegeben haben, wollen wir um die Verteilung von X, — X; bei Kennt-
nis der Vorgeschichte bis zum Zeipunkt ¢ festlegen. Mathematisch gesprochen geht es um die bedingte
Verteilung von X;yp — X¢, gegeben %;. Man kann sie beschreiben durch die bedingten Erwartungen
E[f(Xein) — f(Xy)|:#:], wobei f eine geniigend grofie Klasse D von beschréinkten messbaren Funktionen
auf S durchlaufe.

Wir machen nun den Ansatz, dass es fiir jedes f € D eine Funktion Gf : X — R gibt, so dass
E[f(Xisn) — f(X)|F] = h-Gf(Xy)+o(h) fir h—0 .

In diesem Ansatz stecken zwei Annahmen: Die wesentliche ist, dass E[f(X4) — f(X¢)| %] allein von X
abhéngt und von der weiteren Vorgeschichte unbeeinflusst ist. Diese ,,Gedéchtnislosigkeit* der Prozesse
wird spéter (Abschnitt IT) die Markov’sche Eigenschaft zur Konsequenz haben. Die andere Annahme ist,
dass G f nicht von ¢t abhéngt, dass wir es also mit einer zeitlich homogenen Situation zu tun haben. Diese
Einschrankung liasst sich ohne weiteres beheben.

Wir geben nun unserem Ansatz eine mathematisch griffigere Gestalt. Seien ¢, h > 0. Dann gilt fiir
te=t+Eh.

E[f(Xepn) — [(Xo)|7] = ZE{EU (X0) = (Xeoly) [P ] yt}
=1
= B2 (0r (X ) + o) 7]
k=1

Der Grenziibergang n — oo liefert (wir kliren hier nicht, wann er zulissig ist)

B[f(Xn) ~ /(X017 = B[ | ez

mit anderen Worten, der durch
t
My(t) = 1) - [ GFCx s
0

definierte Prozess M ist ein Martingal.

Dies eroffnet die Perspektive, auf der Theorie der Martingale aufzubauen. Dazu ist es giinstig, dass
die Martingale My die gleichen Pfadeigenschaften wie X haben. Um dies zu garantieren, nehmen wir an,
dass D nur stetige Funktionen enthalt.
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Wegen der Linearitdt bedingter Erwartungen ist es keine Einschrankung D als Untervektorraum von
Cy(S) zu wihlen. Die Zuordnung f +— G f liefert dann eine lineare Abbildung
G:D— Mb(S)
in den Raum M, (S) der beschrénkten Borel-Abbildungen f: S — R.

Es hat sich der Sprachgebrauch ,, X 16st das Martingalproblem (G, D)“ eingebiirgert. Dazu zunéchst
ein paar Beispiele.

Beispiele.

1. Fiir eine Phasenfluss X im R", beschrieben durch die Gleichung dX = b(X)dt, gilt fiir stetig diffe-
renzierbares f nach der Kettenregel

df(X)=> ggf{ (X) - bi(X)dt = gradf(X) - b(X)dt
i=1 "

X ist also in trivialer Weise Losung des Martingalproblems, das sich aus
Gf=0b- gradf
und (etwa) der Menge D aller stetig differenzierbaren f mit kompakten Tréger zusammensetzt.

2. Sprungprozesse. Sei X ein Prozess, dessen Pfade konstant bis auf Sprungstellen seien. Genauer:
Nimmt X; den Wert x an, so gibt es im Zeitintervall [¢,¢ + h] mit Wahrscheinlichkeit A(z) - h + o(h)
einen nach dem W-Ma8 p(z, dy) verteilten Sprung. Die Wahrscheinlichkeit fiir mehr als einen Sprung
sei von der Groflenordnung o(h). Dies bedeutet, dass

E[f(Xon)| 7] = (1—hAX))F(X2) +BA(X,) / (X1, dy) f(y) + o(h)

— F(X)+h / A(Xer dy)(F() — F(2)) + o(h)

mit A(z,dy) := A(z)p(z, dy). Man kann daher Sprungprozesse als Losungen von Martingalproblemen
mit

GI@) = [ A7) - fa)
erhalten. Hier kann man D = C4(S) wéhlen.

Wichtig ist der Spezialfall, dass S abzdhlbar ist. Dann betrachtet man auf S die diskrete Metrik, bei
der alle Funktionen f : S — R stetig sind. Hier ist das MaBl A(z, dy) durch seine Gewichte A(z,y)
gegeben, mit ZyES Az, y) < oo und

Gf(z) =Y Mz y)(f(y) — f(2)) .

yeSs

3. Fiir eine standard Brown’sche Bewegung W = (W,;);>0 in R (der Startpunkt = darf beliebig sein)
und fiir beschrinktes, 2-mal stetig differenzierbares f mit beschrinkter 2ter Ableitung

sy = [ riovas

ein Martingal. Dies folgt etwa aus der Ito-Formel. W 16st also das Martingalproblem zu

1

Gf = 5f//

und der Menge D aller beschrankten, 2-mal stetig differenzierbaren f mit beschrinkter zweiter Ablei-
tung.
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4. Ist W standard Brown’sche Bewegung mit Startpunkt 2 > 0, so bezeichnet man B = || als eine in
Null reflektierte Brown’sche Bewegung . Der Wertebereich ist S = R;. Ist f: Ry — R 2-mal
stetig differenzierbar, so kann man sie, sofern f/(0) = 0, durch g(x) = f(|z|) zu einer 2-mal stetig
differenzierbaren Funktion auf R fortsetzen (Ubung!). Dann gilt f”(z) = ¢"(|x|) und

I I
£B) 5 [ rBods=gwo -5 [ g v s
0 0
d.h. auch fiir die reflektierte Brown’sche Bewegung ist
1 1
Gf(z) = 5f (), 220

die richtige Wahl, nun aber mit dem Definitionsbereich
D= {feC?R,): f, f" sind beschréinkt, f'(0) =0} .

Das Randverhalten von B in 0 driickt sich in D aus, und zwar in der Bedingung f’(0) = 0: Die kriftigen
Oszillationen von B, die in der Null nur in positive Richtung wirken, diirfen sich dort in f(B;) nicht
zu stark bemerkbar machen.

5. Ist W standard Brown’sche Bewegung mit Startpunkt z > 0 und
7:=inf{t > 0: W; =0}
der Zeitpunkt des ersten Erreichens von Null, so heifit
Xy =Wipr, t20,

Brown’sche Bewegung mit Absorbtion in Null. Ist also f : Ry — R beschrinkt und zweimal
stetig differenzierbar mit beschrénkter 2ter Ableitung, so folgt nach dem Satz vom optionalen Stoppen
von Martingalen, dass

1 tAT 1 tAT

f(Xt) ~ 3 o f//(Xs) ds = f(Wt/\'r) ~3 A f//(Ws) ds

ein Martingal ist. Gilt nun noch f”(0) = 0, so ist dieser Ausdruck gleich

1 t
f(X) — 5/ 1(Xs)ds .
0
Wiederum ist
—— ]' "
Gf = 5 f
fiir ein Martingalproblem die richtige Wahl, nun aber ist
D={f e C*Ry): f,f" sind beschrinkt, f”(0) =0} .

die geeignete Wahl des Definitionsbereiches. O

Allgemein geht es um die Frage, ob sich ein durch einen Operator G: D — M,(S) gestelltes ,, Martin-
galproblem* 16sen ldasst, und welche Eigenschaften die Losungen haben. Dabei besteht eine Losung aus
einem stochastischen Prozess X und einem W-Mafl P, das fiir die Martingaleigenschaft als Referenzmaf
dient.
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Definition. Sei S ein separabler metrischer Raum.

a) Fin Martingalproblem besteht aus einem Vektorraum D C Cy(S) und einem linearen Operator
G: D — My(S5). S heiit der Zustandsraum und G der Generator oder infinitesimale Erzeuger
des Martingalproblems.

b) Sei X ein stochastischer Prozess mit Pfaden in Dg[0,00) und P ein W-Maf (beides auf einem
gemeinsamen Ereignisfeld). Wir sagen, das Paar (X, P) lést das Martingalproblem (G, D), falls fiir
alle f € D

My(t) = f(Xt)—/O Gf(X,)ds, t>0

ein P-Martingal ist, bzgl. der von X induzierten Filtrierung X = o(Xss < t), t > 0 (es
macht keinen Unterschied, wenn man die Filtrierung noch vervollstindigt). Ist zusdtzlich eine andere
Filtration F gegeben, an die X adaptiert ist, so nennt man (X, P) Lésung bzgl. &, falls My fir
alle f € D ein F-Martingal ist. Die Anfangsverteilung von (X, P) ist die Verteilung u von Xg:

w(B) = P{Xy € B} fir alle Borel’schen B C S .

c) Ein Martingalproblem heifit eindeutig , falls zwei Lésungen (X, P) und (Y, Q) mit der gleichen
Anfangsverteilung insgesamt in Verteilung tibereinstimmen:

P{X € B} = Q{Y € B} fiir alle Borel’schen B C Dg[0,00) .

FEin Martingalproblem heifst wohlgestellt, falls es eindeutig ist und falls fir jedes W-Mafi p € P(S)
eine Ldosung existiert, die p als Anfangsverteilung besitzt.

Fiir ein wohlgestelltes Martingalproblem bestimmt die Anfangsverteilung p oder der Startpunkt = (also
u = 9, ) die Verteilung einer Losung (X, P). Man hélt dies fest, indem man dann fiir Wahrscheinlichkeiten
und Erwartungswerte P, {-}, E,[-] bzw. P,{-}, E;[-] schreibt.

Bemerkungen. (i) Die Annahme D C C},(S) treffen wir hier der Einfachheit halber, dann hat M, von
vornherein f.s. cadlag-Pfade (in der Literatur werden auch allgemeinere Martingalprobleme behandelt).

(i) Sei M = (M;)i>0 ein Z-Martingal mit cadldg-Pfaden. Dann kann man immer zu der Filtration
F1 = (Fy)i>0 Ubergehen, gegeben durch

yt+ = ﬂy“’

u>t

ohne die Martingaleigenschaft zu verlieren. Nach dem Konvergenzsatz fiir Riickwirtsmartingale gilt
némlich fiir s < ¢
E[M, | %] = liin E[M, | %.) = liin M, = M; fs.

Beispiel: Interagierende Teilchensysteme. Anschaulich stellt man sich vor, dass jeder Punkt in
L = Z% einen von zwei Ausprigungen (0/1, besetzt/unbesetzt, gesund/infiziert,...) annimmt. Diese
Konfiguration von Ausprigungen quer durch L &ndert sich mit der Zeit, aber nicht unabhingig von
Punkt zu Punkt, sondern gesteuert durch lokale Beeinflussung zwischen benachbarten Punkten. Den
gesamten Zustand kénnen wir als Element

@ = (2(i)),., aus der Menge S := {0, 1}"

auffassen, mit der Ausprigung x(7) gleich 0 oder 1 an der Stelle i € L. Wir betrachten hier allein den
Fall, dass bei einer Zustandsinderung sich 2 nur an einer einzigen Stelle j verdindert (,geflippt®* wird).
Dann geht # in 27 = (27 (i))ieL iber mit

2 (i) = 1 f:c(z) , falls z :j: ,
x(i) , falls i # 5 .
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Fiir x € S setzen wir
T,:={ieL:xz(i)=1}.
1. Der einfachere Fall eines solchen interagierenden Teilchensystems ist, dass sich immer nur endlich viele
Punkte in L im Zustand 1 befinden. Dann kann man sich auf den abzéhlbaren Zustandsraum
S":={z € S : T, ist endlich}

zuriickziehen, und man hat es mit einem Sprungprozess wie auch schon im obigen Beispiel 2 zu tun
(die Metrik ist die diskrete). Der Generator hat hier die Gestalt

Gfx) = Ma,2")(f(27) = f(2)) .
jeL

Ein interessantes Beispiel ist der Kontaktprozess mit Ansteckungsrate A > 0 und den Sprungraten

A, a7) = 1, . . B falls x(]) i 1,
N#{keLl:k~juxk)=1}, fallsz(j)=0.

Dabei bedeutet k ~ 7, dass k und j zwei unmittelbar benachbarte Punkte in L sind. Die Interpretation
ist: Jeder Punkt in L kann gesund oder infiziert sein. Infizierte Punkte gesunden mit Rate 1; gesunde
Punkte infizieren sich von Nachbarpunkten mit Rate A, die Infektionsrate ist also proportional zu der
Anzahl der infizierten Nachbarn.

FEin anderes bekanntes Beispiel ist das Wahlermodell mit Raten
Mz, 2?)=#{k € L:k~jund z(k) # z(j)} .

Hier iibernimmt j die ,Meinung“ x(k) eines Nachbarn k, die Rate ist proportional zu der Anzahl der
Nachbarn, die anderer Meinung als j sind.

2. Bei interagierenden Teilchensystemen denkt man aber insbesondere auch an den Fall, dass der Zu-
standsraum die gesamte Menge S = {0,1}” ist, dass nun also auch unendlich viele Stellen i die
Ausprigung x(i) = 1 haben diirfen. S wird dann mit der Produkttopologie versehen, die von der
Metrik

d(w,y) =Y la(ix) — y(ir)|27
k=1

erzeugt wird, dabei bezeichnet i1, i, . .. irgendeine Aufzéhlung aller Elemente von L). Nach dem Satz
von Tychonov ist S dann eine kompakte Menge. Es gilt

d(xp,z) =0 & VieL3ImeNVn>m:ax,(i)=u1z(i).

Daher ist jede Funktion f : S — R, fiir die f(x) nur von endlich vielen z(i) abhéngt, eine stetige,
beschrinkte Funktion. Anders ausgedriickt: Fiir den Vektorraum

D:={f:9—R:3F C LendlichVz,y € S:zlp=ylr= f(z)=f@)}
gilt
DC Ob(S) .
D ist ein geeigneter Definitionsbereich fiir G. Nach dem Satz von Stone-Weierstrass ist némlich D
dicht in Cy(S) bzgl. gleichmifBiger Konvergenz. Im Ubrigen ist der Generator G durch dieselbe Formel
wie oben im Fall 1 gegeben.

In einem endlichen Teilfenster F© C L wird man in Modellen wie dem Kontaktprozess oder dem
Wiéhlermodell in endlicher Zeit immer noch nur endlich viele Zustandsénderungen beobachten. Global
gesehen folgen die Zustandsspriinge nun aber typischerweise nicht mehr in in diskreten Schritten
aufeinander, sie bilden in der Zeit eine zwar abzdhlbare, aber dichte Teilmenge. O

Hiufig verzichtet man bei der Angabe einer Losung (X, P) eines Martingalproblems auf die explizite
Angabe der zugehorigen W-Mafles P. Dies ist immer dann moglich, wenn (wie etwa bei einer Brown’schen
Bewegung) klar ist, was die Verteilung von X ist. Ob némlich (X, P) Losung einer Martingalproblems ist,
hingt einzig von der Verteilung L, von X (bzgl. P) ab. Dies ist Konsequenz der folgenden Proposition.
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Proposition 2.1. Ein Martingalproblem (G, D) wird genau dann von (X, P) geldst, falls fiir alle f € D,
alle messbaren beschrdnkten g : Sk R (keN) und alle0<t; <...<tx <tundh>0 gilt

/n(X)dP =0

mit 1 = Nf.g.t1,...tnt.h - Ds[0,00) = R, gegeben durch

t+h
00 = (FCn) = FOX0) = [ GFX)S) 9N Xi,)
t
Die Aussage bleibt bestehen, wenn man sich auf stetige g : S* — R beschrinkt.

Da nach der Transformationsformel
/nonP _ /n(m)P{X € dr} — /noid(x)P{X € du}

bedeutet dies also: (X, P) lost genau dann das Martingalproblem, wenn dies fiir die Verteilung Lx (dz) =
P{X € dz} von X zutrifft in dem Sinne, dass (id, Lx) das Martingalproblem 16st. Hier ist id = (m;) als
der stochastische Prozess der Projektionsabbildungen aufzufassen.

Beweis. Ist (X, P) Losung, so gilt

t+h

Bn(X) = Bg(Xe,,.. Xo) B[f (Xewn) = f(X) = [ GF(X,)ds| 7]

- E[g(th,...,th)(E[Mf(t+h)|ﬁtx] fo(t)” =0 .

Umgekehrt nehmen wir an, dass die Bedingung des Satzes fiir alle stetigen g(x1,...,x,) gilt. Durch
ein Approximationsargument folgt, dass dann auch

E[(M;(t+h) = My(t)I{(x,, .. x,)c0)y | = 0

fiir alle offenen O C S* gilt, also
E[(Mj(t+h) = My (x,,.oxopcor]| = B[(Mp(t+h) = My(t) Iiix, . x,, 009 |

Die Ereignisse {(X,,...,Xy,) € O}, O C S* offen, t; < ... < t), < ¢ bilden nun aber einen N-stabilen
Erzeuger des von Xy, s < t erzeugten Ereignisfeldes .#;X. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir endliche Mafie
folgt daher

E[(M(t+h) = Mp(t)" - 1a] = B[(My(t+h) = My(t)" - L]

bzw.
E[(Ms(t+h) — Ms(t)-1a] = 0

fiir alle A € #;X. M; ist damit Martingal. a
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I1.2 Losungseigenschaften von Martingalproblemen

Ein Vorteil der Definition einer Losung eines Martingalproblems ist, dass sofort viele Martingale zur
Verfiigung stehen. Die folgende Proposition erweitert noch die Moglichkeiten.

Proposition 2.2. Sei X Ldsung des Martingalproblems (G, D) und sei ¢ : Ry — R stetig differenzier-
bar. Dann ist auch fir f € D

My () = q(t) F(X)) - / (@) CFX) + ¢ (5)f (X)) ds . £>0

ein Martingal.
Beweis. Nach dem Satz von Fubini gilt

/th(s)GﬂXs)ds: / A(OGF(X,) ds - / / w) duG(X,) ds

= ()/Gf( )dsf/oq’(u)/o Gf(X,)dsdu
/ G(X,)ds - / ¢ (u)(f(Xa) = My () du

und folglich
My 4 (t) = g(t) M (t) - / () M (u) du

Da My ein Martingal ist, folgt fiir s <¢

t s
BIM, 1 ()| £ = aOMy(s) = My(s) [ q@au= [ g @y0)du= My s
Dies ist die Behauptung. |

Die Martingale erméglichen es u.a., den Satz vom optionalen Stoppen ins Spiel zu bringen. Wir be-
trachten zwei Anwendungen. Die erste besagt kurz gesprochen, dass man Spriinge in den Pfaden nicht
vorhersehen kann. Wir sagen, dass eine Stoppzeit T angekiindigt (privisibel) ist, falls es eine unend-
liche Folge T} < T3 < --- von Stoppzeiten gibt mit 75, 1T T f.s. Mit T ist auch T A ¢ angekiindigt, eine
geeignete Stoppfolge ist T, A (c —n~1), n > 1.

Satz 2.3: Quasi-Linksstetigkeit. Sei D dicht in Cy(S). Dann gilt fiir jede angekiindigte Stoppzeit T
auf dem Ereignis {T < oo}
XT, = XT f.s.

Insbesondere gilt X;— = Xy f.s. fiir alle reellen t > 0.
Beweis. Ohne Einschrinkung sei T < ¢ f.s. (sonst gehe man zu T A ¢ iiber und lasse dann ¢ — oo

gehen). Sei T} < Ty < --- f.s. eine T ankiindigende Stoppfolge und sei .#r_ die von Un>1 Fr, erzeugte
o-Algebra. Nach dem Martingalkonvergenzsatz gilt dann B

E[f(Xr) | Zr,] = E[f(Xr) | Fr_] £s.

Fiir f € D gilt andererseits nach dem Stoppsatz fiir Martingale
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Wir diinnen nun die Stoppfolge soweit aus, dass zusétzlich

1
n3

T
B / GF(X)]ds] <

n

gilt. Dann folgt nach der Markov-Ungleichung

P{\E[/Tj Gf(X,)ds | Fr,]| = %} < ”EHE[/: Gf(X,)ds| Fr,]

]
gnE[E[/Tj|Gf(XS)|ds | 7z, snE[/Tij(Xs)ms} < %

Nach dem Borel-Cantelli Lemma folgt

E[/T GF(X,)ds | %} 0 fs.
Tn

AuBerdem gilt f(Xz,) — f(X7_) fs., und wir erhalten insgesamt
f(Xr-) =E[f(X7) | #r-] fs.
Da D dicht in Cp(S), gilt diese Aussage sogar fiir alle f € Cy,(.5). Es folgt
BI(/(Xr) ~ F(Xr))? | Fr_] = BIf2(Xp) - 2/ (Xo) [(Xr ) + f2(Xr ) | Fr ] =0 Ls.

und E[(f(X7) — F(X7-))?] = 0 bzw. f(Xr) = f(Xr_) fs. Da es nun eine abziihlbare, separierende
Teilmenge von stetigen, beschrankten Funktionen gibt, folgt auch X = Xp_ fs. |

Als néchstes behandeln wir die starke Markoff’sche Eigenschaft. Sei nun (G, D) ein wohlgestelltes
Martingalproblem. Bezeichne Z die o—Algebra der Borel-Mengen B im Pfadraum Dg[0,00). Dann ist
die Abbildung von S x A, gegeben durch

(z,B) — T(z,B):=Q,{Y € B}

wohldefiniert, dabei bezeichne (Y, Q,) eine Losung des Martingalproblems zur Anfangsverteilung p = 4,
(ohne Einschrinkung kénnen wir spéter annehmen, dass Y nicht vom Startwert x abhingt).

Definition. FEin wohlgestelltes Martingalproblem heifit regulér, falls © — T'(x, 3) messbar ist fir alle
B e B, falls also T ein Ubergangskern ist.

Bemerkung. Typischerweise ist die Menge £ der Verteilungen L von Lésungen (X, P) eines Mar-
tingalproblems (G, D) eine Borelmenge im polnischen Raum P(Dg[0, 00)) aller W-MafBie auf den cadlag-
Funktionen (versehen mit der Prohorov-Metrik). Die Abbildung L +— u, die der Verteilung L € P(Dg[0, 00))
ihre Anfangsverteilung p € P(.S) zuordnet, ist stetig und damit Borelmessbar. Ist das Martingalproblem
nun wohlgestellt, so ergibt dies eine Bijektion von £ nach P(S). Nach einem bemerkenswerten Satz von
Kuratowski ist in dieser Konstellation (eine bijektive, messbare Abbildung von einer Borelmenge in einem
polnischen Raum auf einen polnischen Raum) auch die Umkehrabbildung Borelmessbar. Dies impliziert
aber, dass das Martingalproblem regulér ist.
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Es folgt das Hauptresultat iiber reguldre Martingalprobleme, die starke Markov’sche Eigenschaft.

Satz 2.4. Sei (X, P) beliebige Losung eines reguliren Martingalproblems (G, D) bzgl. der Filtration F
und sei T eine endliche & -Stoppzeit. Dann gilt fir Borelsches B C Dg[0, c0)

P{X., € BL@T} = F(XT,B) P-fast sicher.

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir 7 als beschrénkt annehmen (sonst betrachte
man 7 A ¢ und fithre ein Grenziibergang ¢ — oo durch. Dies erméglich uns, den Satz vom optionalen
Stoppen fiir Martingale zu benutzen.

Sei F' € %, und P{F} > 0. Dann wird durch die oben betrachteten Losungen (Y, Q) gemis

P, {X € B} := ﬁE [IF'QXT{YGB}}

ein W-Maf} auf dem von X erzeugten Ereignisfeld definiert. Es folgt
1
En(X) = 7E{I Y)d } -0,
() = 5Bl [10)dQx.] = 0

nach Proposition 2.1. erfiillt mit (Y, P,) also auch (X,P;) das Martingalproblem (G, D). Zweitens be-
trachten wir das W-Mafl

~ 1

Nach dem Satz vom optionalen Stoppen folgt unter den Bedingungen von Proposition 2.1.

Eon(X) = ﬁEUF'n(Xw-)} = ﬁE[E[Lng”
= %F,}E[IF'Q(XT+t17HwXT+tk)'E[Mf(7+t+h)_Mf(T+t)|yT+t]:| =0 .

X ist also bzgl. Py wie Py Losung des Martingalproblems. Auflerdem stimmen die Anfangsverteilungen
iiberein,

1

Pl{X()GB} = ﬁE[IF'QXT{YoeB}] = [IF'I{X.,.GB}] = P2{X0€B} .

P

Daher stimmen (X,P;) und (X, P3) insgesamt in Verteilung iiberein. Es folgt

1 - 1
——E[lp - T'(X,;,B)] = =—E|Ip-1 5
P{F} [ F ( )] P{F} [ F {XTJF,EB}}
Nach Definition der bedingten Erwartung ist dies gerade die Behauptung. O

Beispiel: Blumenthal’s 01-Gesetz. Sei X Losung eines reguldren Martingalproblems und sei A €
Zo4. Dann folgt fiir alle x € §
P,{A} =0oder P,{A} =1.

Zum Beweis gehen wir zur Filtration .%; iiber. Es gilt
P, {A} = E,[[}] = B, [E[I} | Fo4]] = Eo[[aE[L4 | Fo4]]

Die (starke) Markoff’sche Eigenschaft, angewandt auf die Stoppzeit T', ergibt E[I4 | Fo1] = Ex,[I4] =
E.[I4] und es folgt
P.{A} = E [14)> =P, {A}?.
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II.3 Eindeutigkeit und Dualitit von Martingalproblemen

Fiir die Frage der Eindeutigkeit eines Martingalproblems ist das folgende Resultat wesentlich.

Proposition 2.5. Sei (G, D) ein Martingalproblem mit der Eigenschaft, dass fiir zwei Lisungen (X, P)
und (Y, Q) mit der gleichen Anfangsverteilung immer gilt

P{X,eB} = Q{Y;€ B} VBe %, Vi>0 .

Dann ist (G, D) ein eindeutiges Martingalproblem.

Beweis. Zu zeigen ist P{X,, € B1,..., X, € B;} = Q{Y,, € By,...,Y,, € B;} fiir alle Zeitpunkte
0 <51 <--- < 55 und alle Borel’'schen Mengen By, ..., B; C S. Wir fithren den Beweis per Induktion
nach j. Fiir j = 1 ist dies gerade die Voraussetzung. Fiir den Induktionsschritt von j nach j+ 1 definieren
wir den stochastischen Prozess X durch

Xt = Xt+5j 5 t 2 0

und das W-Mass P durch
1:){)(51 € By, ... ,ij c Bj,A}

Pid} = P{X. € Bi,...,X,, € B}
Fiir t1,...,t; <t gilt dann
t+h 3 B
E[(f (Xe) = (%) = [ GF (%) du)g (.o, %)
t
t+h+s;
- FEeE .}EK F(esnin) = () = [ 67 GG )

X g (Xty4syseor Xirts,) Iix. eBi..X,, ij}}

Nach Proposition 2.1 16st damit mit (X, P) auch (X, P) das Martingalproblem._Abnliches gilt fir (Y, Q),
das wir analog aus (Y, Q) gewinnen. Nach Induktionsannahme haben aber (X,P) und (Y, Q) dieselbe
Startverteilung:

P{X,, € By,...,X,;, , € Bj_1,X,; € BN B}

P{X, € B} =
{Xo € B} P{X,, € Bi,...,X,, € Bj}

= Q{Yoe B} .

Fiir s;41 > s; folgt also nach Annahme P{X, , _,, € Bj;1} = Q{Y, € Bj11}, und das heifit

j+175;
P{Xsl € Bl,...7X3j+1 EBj+1} = Q{Y‘n € Bl,...,YSjJrl € Bj+1} .

O

Fiir die Eindeutigkeit brauchen also nur die 1-dimensionalen Verteilungen von X betrachtet werden.

Eine dafiir gebriuchliche Methode besteht in einer Dualitétsbetrachtung: Seien (G, D) und (G',D’) zwei
Martingalprobleme auf den Zustandsriumen S und S’ und sei

h:8x8 =R
eine messbare Funktion mit der Eigenschaft, dass fiir alle z € S, y € S’
h(-,y) € D und h(z,-) €D .

Dann heiflen die beiden Martingalprobleme dual bzgl. h, falls fiir zwei Losungen X und Y beider Pro-
bleme, die zudem noch unabhéngig sind, und fiir alle t > 0

E[h(X:, Yo)] = E[h(Xo, V)]
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gilt (vorausgesetzt, beide Erwartungswerte sind wohldefiniert).

Unter den vielen Anwendungen von Dualitét ist hier die folgende von Interesse: Wenn es fiir das
Martingalproblem (G’,D’) und fiir jedes y € S’ eine Losung Y mit Yy = y f.s. existiert, dann ist fiir
jede Losung X des Problems (G, D) der Ausdruck E[h(X:,y)] durch y und die Anfangsverteilung von X
festgelegt, eben (da man X und Y o.E. als unabhiingig annehmen darf) durch die Gleichung

E[n(X:,y)] = E[h(Xo, Y1)] -

Ist auBlerdem die Familie f(-,y), y € S’, von Funktionen in D ausreichend grof}, so ist damit auch
die Verteilung von X; fiir alle ¢ > 0 eindeutig bestimmt, so dass nach der vorigen Proposition das
Martingalproblem (G, D) eindeutig ist. Auf diesem Wege werden wir spiter Eindeutigkeitsfragen bei
interagierenden Teilchensysteme behandeln.

Zuvor klédren wir, wie man Dualitdt anhand der Generatoren erkennt. Dazu zuéchst eine heuristische
Uberlegung. Fiir 0 < s < ¢ und ausreichend kleinem h > 0 gilt

E[h(Xerha Y;ff(s%»h))] - E[h(X57 thfs]
= E[h(Xerhv Y—t—(s+h)) - h(Xs» Y;,S,h)] - E[h(Xsa Yi s — h(st K,S,h)}
s+h t—s

= E[ Gh(Xy,Yi—sp) du— / G'h(X,,Y,) dv]

s t—s—h

B / T Gh (X Vi) — (X, Vi) ]

(Dabei steht Gh(z,y) fir Gfy(z) und G'h(x,y) fir G’ fz(y) mit fz(y) = fy(z) = h(z,y).) Gilt nun fir
allez € S,y € S

Gh(z,y) = G'h(z,y) ,
so ist zu erwarten, dass E[h(Xsin,Yi—(s4n))] — E[R(Xs, Y] = o(h) fiir h — 0 folgt, bzw.

d
£E[h(Xs, Yt—s)] =0.

Dies impliziert aber die Dualitdtsgleichung.

Proposition 2.6. Seien (G,D) und (G',D’) zwei Martingalprobleme mit Zustandsriumen S und S’
und sei die beschrinkte, messbare Funktion f: S x 8" — R derart, dass fiir allex € S, y € S’

h(-,y) €D und h(z,-) €D .

Gilt dann
Gh(z,y) = G'h(z,y)

fiir allex € S, y € S, so folgt fiir zwei unabhdingige Lisungen X und Y beider Probleme
E[h(X:,Yy)] = E[h(X,,Y?)] .

Beweis. Wir zeigen zuiichst, dass E[h(X, Yy) — h(Xo, Yz)] stetig in ¢ ist. Bezeichnet p und v die Anfangs-
verteilungen von X und Y, so folgt aufgrund von Unabhéngigkeit
E[h(Xt,Yo) - h(X07§/t)}
= E[h(X:,Ys) — h(Xo,Yo)] — E[h(X0, Y:) — h(Xo0, Y))]

- / E[h(X,. ) — h(Xo,y)] v(dy) - / Elh(z,Y;) — bz, Yo)] p(dz) .
S’ S
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Weil X und Y Loésungen der Martingalprobleme sind, folgt
E[h(XhYO XOvift)]

// [Gh(Xs,y)]dsv(dy) — // [G'I(z,Ys)] ds p(dx)

—/ E[Gh(X,,Yo) — G'h(Xo,Ys)] ds .
0

Dies ergibt die behauptete Stetigkeit.
Ahnlich folgt fiir u > 0 unter Beachtung von [ h(X,Yy—y) du = [ h(Xy—y,Yy) dt

/ " BIh(X,.Y) - h(Xo, )] du

= [ BIACK Yo) RO Yol du = [ B, Y0~ H(Xa o))

_—/ EGhXt, s— t) dsdt+/ / Gh s— t,Y%)}det
0 t

7,/0 /O E[G'h(X,,Y,_1)] dtds+/ / (Gh(X oy, V)] dids
- /0 /0 (E[GA(X:,Ys—s)] — E[G'h(Xy, Y, —y)]) dids .

Nach Annahme verschwindet dieser Ausdruck. Differenzieren wir nun nach u, so folgt die Behauptung
unter Benutzung der oben bewiesenen Stetigkeit. 0.

Beispiel: Selbstdualitéit des Kontaktprozesses. Wir erinnern:
T, ={icL:x(i)=1} firzecS=1{0,1}".

Fiir z,y € S setzen wir

1, falsT,NT, =0,
h(x,y)::{ ; fllsTAT, =0
0 sonst .
Es gilt
Ghiz,y) = Y (h(z’,y) = h(z,y)) + A Z Z h(a?,y) — h(z,y)) -
a(f)=1 (=0 s(m1
Die Aussage
,NTy,=0 & T,NT,=0

ist im Fall 2(j) = 1 nur in dem Ausnahmefall T, NT,, = {j} ungiiltig, und im Fall z(j) = 0 nur ungiiltig,
sofern T, N Ty = () und y(j) = 1 gilt. Es folgt

Z (h(ajjay) - h(xay)) -

J
z(j)=1

1, falls #7,NT, =1,
0  sonst,

sowie

G ’ ’ 0 sonst .
=)0 (k) =1

Diese Darstellungen sind vollig symmetrisch in  und y, wir erhalten also

Gh(z,y) = G'h(z,y) mit G’ =G .
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Nun ist h(z,y) nur von den Werten x (i) mit ¢ € T}, abhéngig. Ist also T}, endlich, so ist h(-,y) stetig,
genauer gilt h(-,y) € D und

D =Lin{h(,y):y €5} mit S’ ={y € S: T, ist endlich} .

Deswegen betrachten wir die beiden Martingalprobleme, die zu den Kontaktprozessen mit Zustandsraum-
en S und S’ gehoren. Entsprechend prizisieren wir den Definitionsbereich von h:

h:SxS8 —R.
Dann sind zwei Losungen X und Y nach der Proposition 2.6 zueinander dual:
E[h(Xt,y) = E[h(Xo,Y})]
oder auch
P(X;=0auf Ty,) =P(Y; =0 auf T,) .

Insbesondere ist durch Y die Erwartungswerte E[f(X;)] fiir alle f € D festgelegt, und damit die Verteilung
von Xy, denn D ist dicht in Cy(.5).

Damit wird die Frage der Eindeutigkeit des Martingalproblems fiir den Kontaktprozess zuriickgespielt
auf die Existenz einer Losung im Fall endlich vieler Infizierter. o

Beispiel: Wihlermodell. Sei S und S’ wie im letzten Beispiel. Hier betrachten wir die Funktion
h:Sx8 =R,

gegeben durch
h(z,y) := H x(4) ,
Y=t
d.h. h(z,y) =1, falls Ty C T,. Erneut ist h(z, y) nur von den x(¢) mit ¢ € T,, abhéngig, es gilt also wieder

h(-, )E’DfuryES’
Nun gilt

Z 3 () = hlay)

r(k)#m(a)

Fiir y(j) = 0 ist h(2?,y) = h(z,y), also

Gh(w,y) = Y |2(j) = 2(k)|(h(z?,y) = h(z,y))
ygjm)lﬁl

Y lalk) —2()I(1 - 22() [ (i)

g~k i#j
y(j)=1 y(i)=1

> (ek) —2() [T =@

jrk ]
y(j)=1 y(i)=1

> (@) I =) - hiz,y) -

jvk i
y()=1 y(i)=1

Definieren wir %) € §’ durch die Eigenschaft

Tyam = (Ty \{i}) U{k}

so konnen wir

Ghiz,y) = > (h(z,y"*)) = h(z,y)) = G'h(z,y)
y{gil
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schreiben, mit dem Generator
G fly) =Y Ny ") (F@) = f@) . N(yy"") = y())
jok

auf dem Zustandsraum S’. Dieses Modell heifit verschmelzende Irrfahrten auf L, man kann es sich so
veranschaulichen: In den Punkten von T, sitzen Teilchen, die sich unabhéngig voneinander bewegen und
in L zu einer rein zufiilligen Nachbarstelle springen. Sitzt dort schon ein Teilchen, so verschmelzen beide,
d.h. sie bewegen sich in Zukunft gemeinsam fort. Die Dualitétsrelation E[h(Xy, Yy)] = E[h(Xo, Y};)] lautet
hier

P(X;=1lauf Ty,) =P(Xo =1 auf Ty;) . O

I1.4 Schwache Konvergenz von Martingalproblemen

In diesem Abschnitt betrachten wir Martingalprobleme (G,D), bei denen der Bildbereich von G aus
stetigen Funktionen besteht. Solche Martingalprobleme vertragen sich gut mit dem Konzept schwacher
Konvergenz von Prozessen.

Proposition 2.7. Seien G, : D — My(S) und G : D — Cy(S) lineare Operatoren. Seien weiter
(X™, P") Lésungen der Martingalprobleme (G, D), die in Verteilung gegen (X, P) konvergieren, also

n—oo

lim [ A(X"™)dP" = /h(X)dP
fiir alle stetigen, beschrinkten Abbildungen h : Dg[0,00) — R. Dann list (X, P) das Martingalproblem

(G, D), sofern eine der beiden folgenden Bedingungen erfillt ist:
i) ILm sup |G, f(z) — Gf(z)] = O fiir alle f € D.

it) Fir alle kompakten K C S und alle f € D gilt
lim sup |G, f(x) — Gf(z)] = 0

N0 pe K
und fir alle e,t > 0 gibt es eine kompakte Menge K C S mit
P {X? € K firalles<t} > 1—e¢.
fir allen > 1.

Beweis. Sei f € D,g € Cy(S*). Dann ist die Abbildung ftHh Gf omsds von Dg[0,00) nach R stetig
(vergleiche den Beweis von Proposition 1.16), und die Abbildung

t+h
n = (foﬂ't-ﬁ-h_foﬂ't_/ Gfoﬂ'sds)'go(ﬂ-hw'wﬂ-tk)
t

von Dg[0,00) nach S ist (beziiglich der Verteilung von X)) fast sicher stetig, falls dies fiir my,, ..., 7, ™
und 74 p, gilt. Da X™ in Verteilung gegen X konvergiert, folgt gemis Satz 1.1iv) E[p(X)] = lim, E"[n(X™)]
bzw. nach Annahme i) oder ii)

Bf(X)] = limE"[n,(X")]

mit
t+h
Np = (fom_khffom 7/ G’nfo7rsds) 2 g0 (TeyyevyTry,) -
t
Nach Proposition 2.1 ergibt sich unter der zus#tzlichen Annahme t; < .-+ < ¢t < ¢ die Gleichung
E"[n,(X™)] =0, also E[n(X)] = 0. Da aber diejenigen ¢ dicht liegen, fiir die m; fast sicher stetig bzgl. der

Verteilung von X ist (Proposition 1.17), und weil X f.s. cadlag-Pfade besitzt, folgt E[n(X)] = 0 fiir alle
0<t; < <t <t und fiir alle h > 0. Die Behauptung folgt daher aus Proposition 2.1. O
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Wir werden spéter Losungen von Martingalproblemen per Grenziibergang konstruieren. Der folgende
Satz ist also nicht nur als Konvergenzresultat zu verstehen, er enthélt gleichzeitig eine Existenzaussage
fiir das Martingalproblem (G, D).

Satz 2.8. Sei S vollstindig, seien G : D — Cy(S), Gp: D — My(S), n € N, linear und seien (X™, P™)
Lésungen der Martingalprobleme (G, D). Es gelte:

i) Das Martingalproblem (G, D) ist eindeutig,

il) D(K) ist dicht in Cy(K) fiir alle kompakten K C S, mit D(K) :={f|x : f € D},
iil) sup,ex |Gnf(z) — Gf(x)| = 0 fiir alle kompakten K C S und alle f € D,
)

iv) Fir alle e,t > 0 gibt es ein kompaktes K C S, so dass fiir alle n

P{X! €K firalles<t} > 1—e.

Konvergiert dann X in Verteilung gegen ein p € P(S), so konvergiert (X™, P") in Verteilung gegen eine
Lisung (X, P) des Martingalproblems (G, D) mit Anfangsverteilung .

Beweis. Zunichst haben die Verteilungen von (X™,P™) bzgl. schwacher Konvergenz hochstens einen
Hiufungspunkt: Konvergiert (X", P") entlang einer Teilfolge (n') gegen (X P), so lost (X, P) nach Pro-
position 2.7 ii) das Martingalproblem (G, D). Auerdem konvergiert X " in Verteilung gegen Xy, da g
eine stetige Abbildung von Dg nach S ist. Daher hat X, die Vertellung u. Da (G, D) eindeutig ist, ist
die Verteilung von (X, P) eindeutig festgelegt.

Es bleibt daher die relative Kompaktheit der Verteilungen von (X™, P™) nachzuweisen. Wir wollen da-
zu die beiden Bedingungen aus Satz 1.20 nachpriifen. Die erste ist klar: Nach Voraussetzung iii) gilt
P" (X} € K) > 1 — ¢ fiir alle n, daher sind fiir alle ¢ > 0 die Verteilungen von X' = m(X™) rela-
tiv kompakt (vgl. Satz 1.8). Daher geniigt es, die Bedingung aus Satz 1.23 nachzupriifen. Zunéchst gilt
(den Index n unterdriicken wir erst einmal) nach dem Satz vom optionalen Stoppen von Martingalen fiir
Stoppzeiten 7 < t und 6 > 0

P{|M;(7+0) — My(1)| > n} < n ?E[(My(7 +0) — My(7))’]
= 0 PE[Ms(T +0)? — My(1)?] .
Um den Erwartungswert abzuschétzen, wéhlen wir m € N und setzen ¢; := 7 A % fir ¢ = 0,1,....
Wegen Mp(7)2 = My(0)2 = 32, <y (M (tis1) + My () (M (tis1) — My (1)) gilt
E[M;(1)?] — E[M(0)?]
= 3 B (rex - |G as+ fon) - [ Gra0) ) 01y ) = 2y(00)]

Da nun mit M auch der gestoppte Prozess My(7 At), t > 0, ein Martingal ist, folgt
E[M;(r)? — M (0)?]

= 3 B[(f(un) + f%0) - [ 6706 ds) Ot tt) - b1y )
=;ZWE[(f<XtM)+f(Xt) t GO ds) (£(Xi,,) - FXe,) - /t G1(%,) d5)
=1<tmE[f(Xt,-+1)2—f(XtJ2 —2f(Xi..,) /tt Gf(X,)ds+ ( /tt Gf(XS)dS)Q}

- Y Bl -t -2 KOG ds + Ri] |

i<tm i
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wobei fiir die Restterme R; ,, Abschatzung

|3 Rl =0( X ([ 10 - sxtas+ ([ asxoas)))

i<tm i<tm Yti i
t
1

gilt. Fiir m — oo konvergiert der Integrand punktweise gegen 0, und es folgt mit dominierter Konvergenz
EIM; (r)? ~ My (0] = B[£(X,)? ~ F(X0)* =2 | FXIGF(X) ds] +o(1)
0

wobei der Restterm mit m — oo verschwindet. Eine entsprechende Uberlegung gilt fiir die Stoppzeit
7+ 6, und wir erhalten

746
E(M; (7 + 0 = My(r)?] = B[f(Xosa ~ S =2 [ F(X)GF(X)ds]

T+0
= E[f(X'rH’)z —9(Xry0) — f(X'r)2 +9(X7) — / (2f(Xs)Gf(Xs) — Gg(X5)) ds}

fiir beliebiges g € D. Nehmen wir nun noch an, dass der gesamte Pfad von X bis zum Zeitpunkt 7 + 6
f.s. innerhalb einer kompakten Menge K verlduft, dann kénnen wir nach Bedingung ii) zu vorgegebenem
€ > 0 die Funktion g = g. x so wéhlen, dass |(f2 -9) (m)| < ¢g/2 fiir alle x € K gilt. Es folgt

E[M(7 +0)* — My(1)*] < e +0sup(2|fGf| +|Ggl) -
rE

Sei nun 7,, <t eine Folge von Stoppzeiten fiir die Prozesse X™ und #,, Nullfolge, so dass sich die X"
bis zum Zeitpunkt 7, + 6,, innerhalb einer (von n unabhiingigen) kompakten Menge K befinden. Dann
erhalten wir insgesamt fiir My = f(X") — [ G, f(X")ds

n n n € 1
BAS

Da G,, f und G, g nach Annahme iii) auf K gleichméBig gegen G f und Gg konvergieren, gibt es ein ¢ > 0,

so dass - c
Pn{|M?(Tn +6n) — M?(Tn)‘ >n} < TTQ + ﬁen .

Die Grenziibergéinge n — oo und dann ¢ — 0 fiithren zu
P {|M? (10 + 0p) — M7 (1) =21} — 0 .
Aus der Abschétzung

P{|f(X7, 10,) — F(XT )| = n}

P |M} (7 + 0) = M (r)| = 7 — /

Tn

Tn+0n

IN

|G f(XT)] ds}

IN

P M (70 + 0p) — My (m0)| = 1 — cbp}
folgt damit
PYf(XT 40,) = F(XZ)I 20} — 0.

Da D(K) dicht in Cy(K) ist, gilt diese Aussage sogar fiir alle f € C,(S) (man wihle zu f € Cp(S) ein
g € D(K) mit sup,cx |f(z) — g(x)| < n/4).
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Nun gibt es endlich viele z1,...,z, € K, so dass K C {J;_, U, j4(2;). Ist daher y € K, z € S, so folgt
bei passender Wahl von j = j,

d(y,z) < d(y, ;) +d(zj,2) < 2d(y,z;) +|d(y, z;) = d(z,25)] < 0/2+max|fi(y) = fi(z)]

mit f;(z) := d(z,z;), also f; € Cp(S), und damit im Limes n — co
PUAXT 0, X2 ) 2} <Y PYIfi(X] 1o,) = filX7) = 0/2} 50 .
i=1

Sei schliellich 7, < t eine beliebige Folge von Stoppzeiten. Mit o, bezeichnen wir die Austrittszeit von
X™ aus der kompakten Menge K. Nach Annahme iv) kénnen wir zu vorgegebenem ¢ > 0 das Kompaktum
K so wihlen, dass P{o, <t+0,} < e fir alle n. Es folgt

PYd(XT 14, X7) =20} e+ PY{d(XT rs 10, X7 r0,) 2 01}

Von den Wahrscheinlichkeiten rechterhand haben wir gezeigt, dass sie eine Nullfolge bilden. Mit ¢ — 0
folgt also wie gewiinscht P"{d(X ., , X7 ) >n} — 0. O

Bemerkung. In Anwendungen dieses Satzes liegt hdufig folgende allgemeinere Situation vor: Neben
der linearen Abbildung G : D — Cj(S) hat man eine Folge von linearen Abbildungen G,, : D,, — M;(S,,),
n > 1, mit Borelmengen S,, C S und Definitionsbereichen D,, C Cy(S,). (Man beachte, dass mit S in
kanonischer Weise auch die S,, separable metrische Rdume sind.) Die Prozesse X™ haben Werte in .S,, und
losen die Martingalprobleme (G,,, D,,). Der Zusammenhang zwischen den Definitionsbereichen D und D,
ist durch die Forderung

{f

gegeben, wobei f|g, die Einschrinkung von f auf S,, bezeichne. Die Annahme iii) des Satzes 2.8 ersetzen
wir durch

s, f €D} CDy (IL.1)

iii") sup |Gnfn — Gf(z)] = 0 fir alle kompakten K C S und alle f € D,

zeKNS,

mit f, = fl|s,, der Einschrankung von f auf S,. Dann bleibt die Aussage von Satz 2.8 giiltig.
Diese Aussage scheint viel allgemeiner zu sein, lésst sich jedoch unmittelbar auf Satz 2.8 zuriickfithren.
Dazu ersetzen wir die G,, durch lineare Abbildungen G, : D — M(.S), geméf

Gnfn(z) firzes,,

Gl (2) = {Gf(m) fir x & S, .

Ersetzen wir nun iiberall in Satz 2.8 G, durch G/, so sind offenbar alle Annahmen des Satzes erfiillt, und
die Behauptung folgt.

Der folgende Satz ist eine Variante von Satz 2.8, bei dem die approximierenden Prozesse aus Markov’schen
Ketten gewonnen sind. Zur Erinnerung: Eine Markov’sche Kette Z(0), Z(1), Z(2), . .. mit Werten in S und
Ubergangswahrscheinlichkeiten P(z, B), z € S, B C S Borelsch, erfiillt die charakteristische Eigenschaft

P{Z(k+1) e B|Z(0),...,Z(k)} = P(Z(k),B) P-fast sicher

bzw.
E[f(Z(k+1)|Z(0),...,Z(k)] = Pf(Z(k)) P-fast sicher
fiir f € Mp(S), mit

Pf(z) = / Pz, da)f(x) .
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Korollar 2.9. Sei S wvollstindig, seien G : D — Cy(S) und Gp: D — Mp(S), n € N, linear und sei
Z" = (Z"(k))k>0, n > 1, eine Folge von Markov’schen Ketten mit Werten in S und Ubergangswahr-
scheinlichkeiten P,(z, B). Schliefllich sei (b,)n>1 eine divergente Folge positiver Zahlen. Es gelte:

i) Das Martingalproblem (G, D) ist eindeutig,
ii) D(K) ist dicht in Cy(K) fir alle kompakten K C S,

i) sup,cx |bn(Pof(z) — f(z)) — Gf(z)| = 0 fir alle f € D und alle kompakten K C S,
iv) fir alle e,t > 0 gibt es ein kompaktes K C S, so dass fiir alle n

P'{Z} € K fir allek <tb,} > 1l—¢.

Falls dann die Verteilungen von Zj gegen ein W-Maf$ p konvergieren, so konvergieren die durch
X[ = Z™([bat]), t>0,

gegebenen Prozesse X™ in Verteilung gegen eine Lisung des Martingalproblems (G, D) mit Anfangsver-
teilung .

Beweis. Wir fithren die Aussage durch ,,Poissonisieren® auf Satz 2.8 zuriick. Dazu sei (IV;)¢>¢ ein standard
Poissonprozess, unabhéngig von den Prozessen Z™. Wir setzen

Y= Z"(Ny,,), t>0.
Dann erfiillt Y das Martingalproblem (G,,,Cp(S)) mit

an:bn(Pfff) y fecb(S)7

und folglich auch das Martingalproblem (G,,, D). Nach den Voraussetzungen sind alle Annahmen von Satz
2.8 erfiillt. Also konvergiert Y, in Verteilung gegen eine Losung (X, P) des Martingalproblems (G, D) mit
Startverteilung u.

Weiter haben wir dg(Y,,, X,,) — 0 in Wahrscheinlichkeit (in der Skorohod-Metrik dg). Betrachten wir
niamlich ay,(t) := N(byt)/bn, so gilt nach dem Gesetz der grofien Zahlen sup,.,, |an(t) — ¢t| — 0 f.s. fiir
alle u > 0, sowie X[ ) = Z™(Nyp,+) =Y;" fiir alle t > 0. -

Wir greifen nun auf Satz 1.1 zuriick. Sei F' C Dg eine abgeschlossene Menge im Skorohod-Raum und
¢ > 0. Dann gilt limsup,, P"{Y" € F¢} < P{X € F*} aufgrund der Verteilungskonvergenz von Y gegen
X, wobei F*¢ hier die abgeschlossene e-Umgebung von F' in der Metrik dg bezeichne. Es folgt

limsup P"{X" € F} <limsupP"{Y" € F*} + imP"{ds(X",Y") > e} < P{X € F*} .
Mit € — 0 folgt limsup,, P"{X™ € F'} < P{X € F'} und damit nach Satz 1.1 die Behauptung. ad

Bemerkung. Die Verallgemeinerung von Satz 2.8, wie in der anschliefenden Bemerkung ausgefiihrt,
bleibt entsprechend angepasst auch hier giiltig. Eine Annahme wie in (II.1) eriibrigt sich, sie ist automa-
tisch erfiillt. Allein die Bedingung iii) des Korollars 2.9 muss umformuliert werden, sie lautet nun

iii’)  sup |bn(Pofru(x) — f(z)) — Gf(x)| — 0 fiir alle f € D und alle kompakten K C S,
zeKNS,

mit f, := f|s,. Fiir den Beweis beziehen wir uns nicht mehr auf Satz 2.8, sondern eben auf die nachfol-
gende Bemerkung.
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Feller’sche Martingalprobleme

Als Anwendung des Satzes charakterisieren wir die Martingalprobleme, deren Losung stetig von der
Anfangsverteilung abhéngen.

Definition. Fin Martingalproblem heifit Feller’sch, falls gilt: Sind (X™, P") Lésungen mit Anfangs-
verteilungen 8, , und gilt x,, — x in S, so konvergiert (X™, P") in Verteilung gegen eine Lisung (X, P)
mit Anfangsverteilung &, .

Natiirlich muss dazu das Martingalproblem mindestens eindeutig sein. Der néichste Satz sagt, dass ein
eindeutiges Martingalproblem in wichtigen Féllen Feller’sch ist, insbesondere, wenn .S kompakt ist.

Korollar 2.10. Sei S vollstindig, D dicht in Cy(S), G : D — Cy(S) linear und das Martingalproblem
(G, D) eindeutig. Dann ist (G, D) Feller’sch, wenn gilt: Ist (X", P") eine Folge von Lisungen mit An-
fangsverteilungen 6§, , und ist x,, in S konvergent, so gibt es zu jedem €,t > 0 ein kompaktes K C S, so
dass fiir alle n

P'{X! e K firalles <t} > 1—¢ .
Die Bedingung ist auch notwendig (Ubung). Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 2.8 mit der Wahl

G, =0G.

Bemerkung: Jedes wohlgestellte Feller’sche Martingalproblem ist regulédr. Der Raum aller beschrénk-
ten, Borel-messbaren ¢ : Dg — R fiir die z — [ ¢(Y)dQ, ebenfalls Borel-mefbar ist, ist ndmlich ein unter
monotoner Konvergenz abgeschlossener Vektorraum, und fiir stetiges ¢ ist z — [ ¢(Y)dQ, bereits stetig.

I1.5 Zwei Beispiele

A. Endlicher Zustandsraum

Sei S endlich. Mit der diskreten Metrik d(z,y) = 1 — d,, wird S zum kompakten Raum, und jedes
f: S — R ist stetig. Wir wihlen D = C(5), dann lésst sich jede lineare Abbildung G: D — C(S) durch
eine Matrix @ = (Quy) beschreiben:

Gf(x) = Quyf(y) -
y
Dann ist (G, D) ein eindeutiges Martingalproblem: Sei (X, P) Losung. Fiir z € S und f = 1, folgt
t
Mf(t) = I{Xt:z} - / ZI{XS:I}QZDZ ds .
0 x
Wegen EM(t) = EM;(0) folgt
t
P{X, =2} = P{Xo=2}+ ZQ“/ P{X,=u=z}ds .
- 0

Durch Differenzieren geht sie in ein System linearer Differentialgleichungen fir P{X; = z} iiber, das
bekanntlich bei gegebenen Anfangswahrscheinlichkeiten P{ X, = z} eindeutig losbar ist. Die Eindeutigkeit
folgt daher nach Proposition 2.5.
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Damit (G, D) losbar wird, muss @ ein paar Eigenschaften erfiillen. Wir leiten sie aus dem Sachverhalt
ab, dass nach Proposition 2.2

e*’\tf(Xt)—/O (Gf(Xs) = Af(Xs))e ™ ds, A>0,

ein Martingal ist. Nach dem Satz vom optionalen Stoppen, angewandt auf den Zeitpunkt 7 = inf{t > 0 :
X; # Xo} des ersten Sprunges von X, folgt

1— e—)\‘r
A

Fiir f =1y, gilt E[e™*" f(X;)|Xo = 2] = 0 und G f(2) = Quq, und man erhélt

E[e™ f(X,)| Xo = 2| - (Gf(@) = Af(2) E|

onx] — f(z) .

(= Qe B[ 2 xy = 0] =1
bzw.
E[e—*fxozx} - % A>0 .

Im Fall Q,, = 0 ist E[e™*"| X = 2] = 0 und folglich 7 = ¢ f.s. Der Zustand z wird dann nie verlassen:

Fiir ausreichend grofies A ist der Nenner positiv. Daher muss jedenfalls Q,, < 0 fiir alle z € S gelten.

Gilt Q, < 0, so ist A:%:l die Laplace-Transformierte einer Exponentialverteilung mit Parameter —Q ..
Gegeben den Startwert Xy = x ist also 7 exponentialverteilt.

Wihlen wir weiter f = 1¢,) mit y # x, so folgt

1 - Ele™|Xo = 7]
A

E[eiAT 'I{X.,:y}|X0 = .Z‘] = Qxy
und falls Q. <0

Ele MIix | Xo=2] = @E[e*“p(o = 7]

—Qza
Fir A = 0 folgt
P{X, =y|Xo =1z} = oy ., yFaw .
—Qaa
Die @, sind also, passend normiert, die Sprungwahrscheinlichkeiten. Daher muss @, > 0 sowie Zy . _Qé;z

bzw. >, Qzy = 0 gelten.
SchieBlich folgt fiir alle x,y.

Ele VIix,—yy|Xo=12] = P{X; =y|Xg =2} E[e*7|X, = ]

Diese Gleichung bedeutet: Gegeben Xy = x sind 7 und X, voneinander unabhéngig.

Insgesamt ergibt sich folgendes Bild: Zun#chst ist Xy nach der Anfangsverteilung zu wiéhlen. Ist
Xo = z, so findet der erste Sprung nach einer exponentiellen Zeit 7 mit Rate A\(x) = —Q, statt. Die
Verteilung des Sprunges ist unabhingig von 7 gemif den Ubergangswahsscheinlichkeiten —Qazy/Qua-
Aufgrund der starken Markov’schen Eigenschaft kénnen wir nun X, als neuen Startpunkt begreifen. Bis
zum néchsten Sprung vergeht also wieder eine exponentielle Wartezeit, und deren Parameter wie die
Sprungwahrscheinlichkeiten sind nun von X, abhéngig. Dies setzt sich ad infinitum fort.

Fiir @Q haben wir folgende Eigenschaften festgestellt:

széO,szZO fiir;vyéy, Zmezo ,
Y

=1
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man spricht dann von einer @-Matrix. Wir zeigen abschlieend, dass unter diesen Bedingungen das
Martingalproblem losbar ist. Dazu definieren wir die Matrizen

1
Pn = E+7Q )
n

wobei FE fiir die Einheitsmatrix steht. Es ist dann P, fiir geniigend grofies n eine stochastische Matrix.
Da S kompakt ist, sind die Bedingungen von Satz 2.9. in trivialer Weise erfiillt; wir kénnen also eine
Losung der Martingalprobleme (G, D) als Grenzwert von Markov’schen Ketten gewinnen. O

B. Der Fleming-Viot-Prozess

Der Moran Prozess. Dies ist ein Modell fiir die Anderungen, die eine Population durch genetische
Mutation und Vererbung erfihrt. Der Typenraum T (Typ = Farbe eines Individuums oder Allele ei-
nes Gens) wird als endlich angenommen, die Populationsgrofie sei N. Das Modell beriicksichtigt zwei
Mechanismen fiir Anderungen des Typs:

i) Mutationen Ein Individuum &ndert seinen Typ mit Rate a(z,y) von x nach y.

ii) Vererbung (sampling-replacement) Ein Individuum &dndert mit Rate /3 seinen Typ in denjenigen
eines rein zufillig aus der Population ausgewéhlten Individuums.

Es ist bequem, hier auch y = = zuzulassen, und auch die Moglichkeit, dass das Individuum sich selbst
wéhlt. Dann gibt es keine Verdnderung. Es geht um die relativen Haufigkeiten der Typen in der Popula-
tion, daher ist es natiirlich, die Zustéinde im Raum der H&ufigkeitsverteilungen

N
Sy = {]1[;5@7 : mjeT} C P(T)

zu wahlen. Sy ist endlich, daher kann der Prozess
X; = relative Haufigkeitsverteilung der Typen zur Zeit ¢

nach dem Muster des letzten Abschnitts durch eine @-Matrix (Q(u,v)) beschrieben werden. Fiir p € S
ist dann die Rate einer Verdanderung durch Mutation oder Vererbung von x nach y gegeben durch

Qo+~ %2) = Na(e,y)u(la)) + Nou(rDp((y)) fallsy#

Alle anderen Raten verschwinden, und Q(p, i) ist so zu wihlen, dass eine @Q-Matrix entsteht. Eine Losung
(X:) des zugehorigen Martingalprolems heifit Moran-Prozess und beschreibt die zeitliche Entwicklung der
Typen in der Population.

Der Fleming-Viot Prozess Der Fleming-Viot-Prozess entsteht aus dem Moran-Prozess beim Grenziiber-
gang N — oo. Es gibt verschiedene Varianten. Ein wesentlicher Aspekt des hier betrachteten Modells
ist, dass bei jeder Mutation ein neuer Typ entsteht. Dazu muss der Typenraum iiberabzédhlbar sein; wir
wéhlen ihn als das Intervall [0, 1].

Darin eingebettet betrachten wir die endlichen Typenrdume Tn := {% : j=1,...,N} und die zu-
gehorigen Moran-Prozesse mit Raten

1

an(z,y) = N By = N .

(Mutationen treten also mit einer Gesamtrate >°,  Na(z,y)u({z}) = N ein, Vererbungen mit der Rate
Yy NBnp({z})p({y}) = N2.) Dann besitzen die Moran-Prozesse mit Typenrdumen Ty im Grenzwert
N — oo einen nicht trivialen Grenzwert. Wir fassen sie nun als Prozesse auf dem (mit dem Prohorov-
Abstand metrisierten) Raum

S = P([0,1])
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aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf [0, 1] auf, der alle S umfasst, und wollen auf diesem Raum die Konver-
genz der Martingalprobleme beweisen. Als Definitionsbereich D wiéhlen wir die Menge aller Abbildungen

f(p) der Gestalt
flp) = p(/wdu,-w/wrdu) :

Dabei sei 7 € N, ¢1,..., ¢, € Cp([0,1]) und p(uq,...,u,) ein Polynom in r reellen Variablen. D ist eine
Algebra, die die Punkte trennt (zu jedem Paar u,v gibt es ein stetiges, beschriinktes ¢ mit [ pdu #
J ¢dv). Nach dem Satz von Stone-Weierstra$ ist daher D dicht in Cy(S).

Die Generatoren Gy fiir die Moran-Prozesse sind nun

Ghf(w) = Y Qv f(W) = Qu(uwv)(f(v) — f(1)

vesy,
= X (s oSy )
FNY (el (F(n+ 2= %) — s
z,y€TN

Fiir f € D gilt nach der Taylor-Formel

f(/wr%)—f(u)=p(/<p1du+ww->—p(/<ﬁldﬂv--~)

= Zfz i) —gule) | 1 qu QD’( )@j(y)]}%(m) +0O(N7?)

mit
2

i) = g [eortnn) ot = ([ ordn...)

Eingesetzt gibt dies

Gnf(u —Zfz )Y (pily) = @il@) p({a})

T,y

+ = wa Z () — ¢i(@)) (9 (y) — @i (@) u({z}) p({y}) +O (N7
= S s Do /mu)
+ 3 £ / piesdi— [ idu [ pydn) + 0 (V)
—

Gynf — Gf

wobei G : D — (S) definiert ist als

Zfz (/O )dﬂf—/%du) +Zfij(u)(/<pisojdu—/soidu/sojdu)

Man priift leicht nach, dass diese Konvergenz fiir alle f € D gleichmiflig ist. Da mit [0, 1] auch P([0,1])
kompakt ist (vgl. Satz 1.8), bleibt, um Satz 2.8. anwenden zu kénnen, nur noch der Nachweis, dass das
Martingalproblem (G, D) eindeutig ist.
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Sei dazu D, die Menge aller f € D von der Gestalt

flp) = /</>1du~~/<prdu,

also p(u1,...,ur) = ug - u,. Fir f € D, gilt
flw) = fi(ﬂ)/‘?idﬂ = fij(ﬂ)/@idﬂ/g@jdu fiir i # j

und f;; (@) = 0, also
t 1
Mg(t) = f(X¢) —/ (Zfi(Xs)/ pi(z) dx+2fij(Xs)/<Pi<deXs —Tzf(Xs)) ds .
0 0 i)
Aus EM(t) = EM;(0) ergibt sich durch Differenzieren nach ¢ die lineare Differentialgleichung

1
%Ef(xt) = ;Efi(Xt)/o pi(z) da:+ZE(fij(Xt)~/gaigajdXt) —rEf(X;) .

i#]

Esist f; € Dy_1, fij € Dr_2, also fi; (1) f wip;dp aus Dy_;. dies legt es nahe, die Gleichungen induktiv
nach 7 zu l6sen. Sei die Verteilung von X, gegeben. Fiir » = 1 ist f; = 1, f;; = 0, die Losung der
Differentialgleichung ist dann bekanntlich eindeutig durch ihren Anfangswert Ef(X,) festgelegt. Beim
Schritt von 7 — 1 nach r liegen Ef;(X;) und E (fij(Xt) fgz)igojdXt) schon fest, so dass erneut Ef(Xj)
die Losung der Differentialgleichung eindeutig bestimmt. Da D von den D, linear aufgespannt wird, ist
Ef(X,) fiir alle f € D eindeutig, und da D dicht ist, gilt dies schliefllich fiir alle f € Cy,(S). Daher bestimmt
die Verteilung von X eindeutig diejenige von X;, und nach Proposition 2.5. ist das Martingalproblem
eindeutig. Wegen Satz 2.8. kénnen wir also feststellen, dass das Martingalproblem (G, D) wohlgestellt ist.

Definition. Eine Lisung des Martingalproblems (G, D) heifst Fleming- Viot- Prozess.

I1.6 Halbgruppen von Operatoren

Bei Losungen (X, P) eines reguliiren Martingalproblems mit Werten in S handelt es sich, wie wir gesehen
haben, um Markovprozesse, um Prozesse, die die Markovsche Eigenschaft erfiillen mit Ubergangswahr-
scheinlichkeiten, gegeben durch Kerne I'y = (T'y(z,dy)), t > 0. Es gilt also fiir ¢t,h > 0

P(Xt+h eB | 5"}) = Fh(Xth) f.s.

Wir betrachten nun umgekehrt die Fragestellung, wie man fiir einen solchen Markovprozess X, der
f.s. cadlag-Pfade besitzt, ein Martingalproblem generieren kann. Dazu betrachten wir die Halbgruppe
P = (P;);>0 von linearen Operatoren

Py o My(S) — My(S) ,
gegeben durch
Puf(@) = Bulf(X0)] = [ Tilard) )
Die Halbgruppeneigenschaft lautet
P,y = P,P, sowie Py=1Id,
sie ergibt sich aus der Markoveigenschaft:

Poyif(x) = Bo[f(Xop)] = Eo[Be[Xore | Zil] = E2[Ex, [f(X0))] = Eo[Pf(Xs)] = Po(Pof)(2) -
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Es handelt sich um eine positive Halbgruppe, d.h.
=20 = PRf>0,
und um eine Halbgruppe von Kontraktionen, d.h.

1BS < I mit ] = sup |f ()]

Um zusétzliche Glattheit zu erreichen, schrinken wir die Operatoren ein auf den Vektorraum
V:={g € My(S) : die Funktion t — P,g(x) ist stetig fiir alle x € S} .

Mit g € V gilt ndmlich aufgrund der Halbgruppeneigenschaft auch P,g € V. Fiir g € C(S) folgt fiir
rechts- und linksseitige Limiten

1igl Psg(x) = Prg(z) und ligl Pig(z) = E.[g(X:)]

da X f.s. cadlag-Pfade besitzt. Daher gilt Cy(S) C V, falls X; = X;_ P,-f.s. Dies ist eine sehr schwache
Bedingung, die alle verniinftigen Markovprozesse erfiillen. Wir betrachten daher in diesem Abschnitt
Markovprozesse mit der Eigenschaft

P,(X,_ #X,) =0 firallezeS,¢t>0. (*)

Bemerkung: Feller’sche Prozesse. Gilt Pf € Cy(9) fiir alle f € Cp(S5), t > 0, so kann (und wird)
man in den gesamten Uberlegungen den Vektorraum V durch Cy(S) ersetzen.

Fiir g € V ist also P,g(z) Borel-messbar in = und stetig in ¢. Dies impliziert, dass die Funktion (¢,z) —
P,g(x) Borel-messbar ist. Wir kénnen also Integrale der Gestalt [~ q(u)P,g(z) du bilden, mit einer in-
tegrierbaren Funktion ¢(u),u > 0, und die resultierende Funktion in z ist Borel-messbar. Mit dem Satz
von Fubini folgt

P, / " () Pug(a) du = / " 4Py ag(a) du

Der Integrand ist durch die integrierbare Funktion |¢(¢)|-||g|| dominiert, indem wir also einen Grenziiber-
gang s — t durchfiihren, erkennen wir, dass auch die Funktion =z +— fooo q(t)Pig(x)dt zu V gehort.
Insgesamt erhalten wir einen linearen Operator

/000 qu)Pydu:V —V , mit (/OOO q(u) Py du)g(sc) = /OOO q(u)Pug(z) du .

Wir definieren nun den infinitesimalen Erzeuger der Halbgruppe.

Wir sagen, dass Funktionen g, € V, h > 0, fir h — 0 beschrinkt konvergieren mit Grenzwert
g € My(S), falls die Funktionen punktweise gegen g konvergieren und falls es eine Konstante ¢ < oo gibt,
so dass sup |gp| < ¢ fiir ausreichend kleines h gilt. Wir schreiben dann

ghig fir h — 0.

Definition. Der Generator (infinitesimale Erzeuger) der Halbgruppe P = (P;)i>o ist definiert als der
lineare Operator A : Da — V mit Definitionsbereich

DA::{fEV:esgibteingGVmit %(th—f)—b>gfﬁrh—>0}
und

Af(z) = lim %(th(x) @), zeS.

h—0
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Der Operator A erfiillt das Mazimumprinzip, d.h. fiir f € D4 und xg € S gilt
flz) < f(xo) firallez e S = Af(xg) <O0.

Der Beweis ergibt sich aus P f(z¢) = E, [f(Xn)] < f(x0).
Wir werden klédren, wann der infinitesimale Erzeuger die Halbgruppe eindeutig festlegt.

Proposition 2.11. Fir f € Dy ist Pof € D4, und es gilt

Beweis. Es gilt

PAf(X0) = 1K)

L(PuPf(2) - Pif(2)) = By ;

h
Wegen f € Dy gilt fiir kleine h > 0 und ein ¢ > 0

Puf(Xy) — f(X4)
h

Mit dominierter Konvergenz folgt fiir h — 0

< ¢ und damit ‘%(P;LPtf(x) - Ptf(x))‘ <c.

1
h
Wegen Af €V gilt auch P, Af € V. Es folgt also P;f € D4 und

(PuP.f(x) — P.f(2)) 5 E,[Af(X,)] = PAS(z) .

Gehen wir weiter in

1 t+h

t h
| 5 Pusnt@ = Pus@)an=1 [ Pup@ au=g [ Pusta)

t

zum Grenzwert h — 0 iiber, so folgt

t
| Peds(@)du=Pif(a@) - 1la)
0
rechts aufgrund der Stetigkeit von P, f(x), und links mittels dominierter Konvergenz, dabei beachte man,
dass der linke Integrand dem Absolutbetrag nach fiir kleine h > 0 durch ¢ beschriinkt ist. Die Behauptung
folgt nun durch Differenzieren nach t, da PLAf(x) in ¢ stetig ist. m]

Wir kénnen nun ein neues Martingalproblem formulieren.

Proposition 2.12. Sei f € Dy. Dann ist durch

t
My(t) = £ - [ AfC)du, 20,
0
ein Martingal My gegeben.

Beweis. Aufgrund der Markoveigenschaft gilt fiir s <t
s t
EWM; (1) | 7] = EUF(X) | 2]~ [ Af()du— [ BlAS(X) | £
0 s

=P_f(Xs) — /Os Af(Xy) du — /t P,_sAf(X;)du fs.
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Nach Proposition 2.11 gilt fst P, sAf(Xs)du= Pi_sf(Xs) — f(Xs), und es folgt die Behauptung. m|

Es handelt sich sogar typischerweise um ein eindeutiges Martingalproblem (A, D 4). Dazu iiberzeugen
wir uns erst einmal, dass der Definitionsbereich von A ausreichend grofl ist. Wir konstruieren seine
Elemente mithilfe der Resolventen Ry : )V — V von A, den linearen Operatoren

RA::/ e MPydu, A>0.
0

Proposition 2.13. Fiir A > 0 gilt Ry = (A — A)~!. Genauer:
(i) FirgeV ist R\g € Dy und (A — A)Rxg = g.
(ii) Fiir f € Da ist Af €V und Ry(A—A)f = f.
Beweis. (i) Fiir g € V gilt

1 1 > —Au 1 > —Au
E(PhR)\g(x) — Rag(x)) = E/ e " PyPug(x) du — E/ e M Pug(x)du
0 0
M1 oo Morh
=— e "M P,g(x)du — 5] e P,g(z)du .
0 0

Fiir h — 0 konvergiert dieser Ausdruck gegen ARyg(z) — g(z). Auch folgt
Ah 1
A

es handelt sich also um beschrinkte Konvergenz. Schliellich ist mit g auch Ryg eine Element von V,
daher folgt insgesamt Ryg € D4 und ARyxg = AR)g — g bzw.

¢ A
lgll + e gl

5 (PuBAg(@) — Rag(@))] <

A=A)Ryg=g.

(ii) Umgekehrt gilt fiir f € Dy definitionsgemil Af € V. Wie im Beweis von Proposition 2.11 gilt
|h=Y(Py P, f(x)— P, f(x)| < cfiir alle w > 0 und ausrechend kleines h. Nach dem Satz von der dominierten
Konvergenz folgt also

du .

RrAf(z) = lim 0°° Y PhPuf(a:)h_ Puf(z)

Indem wir Pj, aus dem Integral ziehen, folgt

P, —1
RyAf(z) = lim T2 1

/OO e NP, f(x)du .
0
Aus f € D C V folgt nach (i) Ryf € D4 und daher
RA\Af(z) = AR\ f(w)
bzw. mit (i) Rax(A — A)f(z) = (A — A)R\rf(x) = f(z). O

Proposition 2.14. Seien P, Q die Halbgruppen zweier Markovprozesse, die (*) erfiillen. Haben Sie
dann denselben infinitesimalen Erzeuger A, so gilt P = Q.

Beweis. Nach Proposition 2.13 gilt auch fiir die zugehérigen Resolventen Gleichheit, d.h. fir f € Cp(S5),
zesS

/OO e MP,f(x)dt = /OO e MQuf(x)dt, A>0.
0

0

Da P, f(z), Q¢f(z) in t stetige Funktionen sind, folgt nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Laplacetransfor-
mierte P, f(x) = Q.f(x). Dies impliziert P, = Q; fiir t > 0. a
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Wir kehren nun zum Martingalproblem (A, Dy4) zuriick und untersuchen dessen Eindeutigkeit. Aus
der Eigenschaft, dass

My(t) = f(X,) - / Af(X)ds. t>0,

ein Martingal ist, folgt

E[f(X,)] = E[f(Xo)] + / E[Af(X,)]ds, f€Da.

0

Diese Gleichung verallgemeinert die Gleichung P; f(z) = f(z) + fot P;Af(z)ds aus Proposition 2.11 auf
beliebige Startverteilungen, sie heifit Vorwértsgleichung. Aufgefasst als eine Gleichung fiir die Verteilung
e von X, lautet sie bei einer Startverteilung u

utf=uf+/0 ps(Af)ds, f €Dy

mit pf := [ fdp. In Verallgemeinerung von Proposition 2.14 zeigen wir, dass ihre Losung eindeutig durch
1 bestimmt ist. Es folgt ndmlich

A/(Jooe_Mptfdt:/\/Oooe_”(uf—k/otus(flf)) dsdt
—uer)\/OOO/LS(Af)/OOe)‘tdtds
—uf+ | T e Nua(Af) ds |

bzw. fooo e Muy(Nf — Af)dt = puf, f € D4, oder nach Proposition 2.13

/ e Murgdt = u(Rag) , geV.
0

Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir die Laplacetransformation ist also p;g wegen der Stetigkeit fiir alle t > 0
festgelegt. Gilt (*) und also Cy(S) C V, so folgt, dass alle pu; durch p bestimmt sind.

Als Anwendung charakterisieren wir stationiire Verteilungen. Eine Anfangsverteilung p von X heifit
stationdr, falls die Verteilung von X; unabhéngig von ¢ > 0 ist.

Proposition 2.15. Das W-Maf8 1 ist genau dann eine stationdre Verteilung von X, wenn

/Afdu:OfﬁrallefEDA.

Beweis. Fiir stationdres p gilt [ P.fdp = E,[f(Xy)] = Eu[f(Xo)] = [ fdp. Fir f € Da daher durch
beschréinkte Konvergenz [ Af du = 0. Umgekehrt hat unter der angegebenen Bedingung die Vorwérts-
gleichung die Losung ¢ = p, und deren Eindeutigkeit ergibt die Stationaritét. ]



