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Aufgabe 19 :
Gegeben sei eine Wahrscheinlichkeitsgewichtung auf N mit endlichem Erwar-
tungswert. Wir nennen {p(z) : z ∈ N} hier eine Verteilung der Lebensdauer
(“lifetime distribution”). Dazu betrachten wir die stochastische N × N-Matrix
P (·, ·)

P (1, z) = p(z) für z ∈ N
P (x, x− 1) = 1 für x = 2, 3, . . .

Dazu sei
(. . . , X−1, X0, X1, X2, . . .)

die Markov-Kette im stationären Zustand. (Xn)n heißt auch der “residual
lifetime”-Prozess.
Der zeitinvertierte Prozess heißt der Alterungsprozess (im stationären Zustand)
“stationary age”-Prozess.

a) Was ist die stationäre Verteilung? (Man nennt sie die größenverzerrte Le-
bensdauer (size-biased lifetime))
Drücken Sie die Gewichte Ws(X0 = x) und den Erwartungswert EX0

durch die Gewichte p(·) aus.

b) Berechnen Sie die Übergangsmatrix Q(·, ·) für den zeitinvertierten stati-
onären Prozess.

c) Was halten Sie von der folgenden Aussage?

”Die stationäre Altersverteilung ist gleich der Verteilung der
Restlebenszeit im stationären Zustand, aber nicht gleich der
Verteilung der Lebnesdauer“. (In manchen Fällen aber doch!)

Aufgabe 20 :
(Ω,A, P ) und A′ ⊆ A gegeben; Z sei Zufallsgröße mit EZ2 < ∞.
Wir definieren die bedingte Varianz

var(Z|A′) : = E(Z2|A′)−
(
E(Z|A′)

)2

= E
[
Z − E(Z|A′)

]2
.

Zeigen Sie
varZ = E

(
var(Z|A′)

)
+ var

(
E(Z|A′)

)



Aufgabe 21 :
{Bt : t ∈ Rt} sei eine Standard-Brown’sche Bewegung.

a) Für s ∈ [0, 1] sei
Xs = Bs − s ·B1 .

{Xs : s ∈ [0, 1]} heißt eine Brown’sche Brücke zu den Endpunkten (0, 0)
und (1, 0).
Berechnen Sie die Covarianzen

c(s, t) = E(Xs ·Xt) 0 ≤ s, t ≤ 1 .

b) Zeigen Sie: Für jedes Paar (a′, y′), (a′′, y′′) a′ < a′′ ist die bedingte Ver-
teilung

Z
(
{Bt : t ∈ [a′, a′′]}|{B(a′) = y′, B(a′′) = y′′}

)
bis auf eine affine Transformation eine Brown’sche Brücke.
Hinweis : Betrachten Sie mit λ = s−a′

a′′−a′ den Prozess

Ys = Bs −
[
(1− λ)Ba′ − λBa′′

]
s ∈ [a′, a′′] .

Berechnen Sie für diesen gaußischen Prozess

EYs und cov(s, t), s, t ∈ [a′, a′′].


