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Aufgabe 18 : (Ornstein-Uhlenbeck-Prozess)
Zuerst zur Erinnerung:
Seien Y0, Y1, . . . , YN reellwertige Zufallsgrößen mit der Covarianzmatrix C
(C nichtsingulär). Es existieren dann Zahlen λ0, . . . , λN−1, sodass

L = YN − (λ0Y0 + . . . + λN−1YN−1)

mit den Yj (j = 0, . . . , N − 1) unkorreliert ist.
Die Zeile λ ergibt sich als Lösung eines linearen Gleichungssystems.

a) Stellen Sie die Gleichung für λ auf.

b) Wenn Y0, . . . , YN gemeinsam gaußisch verteilt sind, dann ist L normalver-
teilt. Die Verteilung von L ist also durch EL und varL eindeutig bestimmt.
Berechnen Sie EL und varL.

c) {Bs : s > 0} sei eine Standard-Brown’sche Bewegung. (Wir schreiben
auch B(s) statt Bs).
Für t ∈ R sei

Ut = e−t/2 ·B(et) .

Ut ist ein stationärer gaußischer Prozess.
Zeigen Sie, dass {Ut : t ∈ R} ein Markov-Prozess ist.

d) Die bedingten Zuwächse sind normalverteilt

L(Ut+h − Ut

∣∣At) = N (·, ·) .

{At; : t ∈ R} ist die natürliche Filtrierung, At = {Us : s ≤ t}σ

Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz der bedingten Verteilung.


